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ESTYMACJA MIERNIKA EFEKTYWNOSCI TECHNICZNEJ
W RAMACH METODY DEA!

1. WSTEP

Podstawowym zastosowaniem metody DEA jest pomiar efektywnoSci technicznej
jednostek gospodarczych, nalezacych do grupy obiektéw o zblizonej technologii, ktéra
jest reprezentowana przez zbiér mozliwosci produkcyjnych (zob. [1], [2]). Mozliwo$é
ustalenia poziomu efektywnosci technicznej dla kazdego obiektu z grupy pozwala utwo-
rzy¢ ranking tych jednostek oraz ustali¢ Zrédla ewentualnego braku ich efektywnosci.
Gléwnymi zaletami metody DEA sg (zob. [6], s. 58):

- brak koniecznosci parametrycznej specyfikacji zaleznosci taczacej naktady i pro-
dukty, czyli tzw. funkcji produkcji (dla jednego produktu) lub transformaty produkcji
(dla wielu produktéw, zob. [22]);

— mozliwo$¢é jej zastosowania nawet przy duzej liczbie nakltadéw i produktéw;

— prostota obliczen (wykorzystanie programowania liniowego do obliczania war-
to$ci miernikow);

— warto$ci naktadéw i produktéw mogg byé wyrazone w réznych jednostkach,
co wiecej, zmiana jednostki danego czynnika (np. z kg na tone) nie ma wplywu na
warto$¢ miernika (tzw. niezmienniczo$¢ miary efektywnosci).

Nie mozna jednak zapominaé o jej zasadniczej wadzie, ktérag jest duza wrazliwosé
na bledne lub niekompletne dane (zob. [6], s. 59). Wynika to z deterministycznego
charakteru metody, w ktérej miernik efektywnosci obiektu liczony jest wtasnie na
podstawie danych dotyczacych nakladéw i produktéw wybranej grupy obiektéw. Co
wiecej, wybor owej grupy, jak i wybor naktadéw i produktéw uzytych do analizy, jest
czesto podyktowany dostepno$cig danych i zwykle nie ma pewnosci, ze niosg one
wystarczajaca informacje o opisywanej przez nas technologii. W deterministycznej
wersji metody DEA postaé¢ zbioru mozliwo$ci produkcyjnych, reprezentujgcego tech-
nologie, réwniez wyznacza sie na podstawie dostepnych danych.

Zachodzi wiec potrzeba modelowania owej niepewnoSci oraz jej pomiaru (np. za
pomocg miar rozproszenia, czy przedzialéw ufnosci). Jednoczes$nie, chcac zachowad
pierwszg z wymienionych zalet, chcielibySmy unikngé specyfikacji konkretnej para-
metrycznej zalezno$ci miedzy nakladami a produktami. Celem niniejszej pracy jest
prezentacja i ilustracja (pierwsza na gruncie polskim) propozycji modelu statystycznego

I Praca wykonana w ramach badan statutowych finansowanych przez Uniwersytet Ekonomiczny
w Krakowie.
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spetniajacego owe wymagania2. W cze$ci 6smej pracy przedstawiono wlasnosci rozwa-
zanych estymatoréw dla matej préby w oparciu o symulacje. Nastepnie zastosowano
przedstawiong metodologie do analizy poziomu efektywnosci rzeczywistych obiektéw
produkcyjnych z polskiego sektora energetycznego.

2. METODA DEA

Rozwazamy grupe n jednostek produkcyjnych, o ktérych zaktadamy, ze:

- stosuja te samg technologie3,

- z p nakladéw wytwarzajg g produktow,

- dysponujemy danymi dotyczgcymi ilosci tych naktadéw i produktéow dla kazdego
obiektu w grupie.

Obiekty te mozna przedstawi¢ w postaci (x;,v;), i=1,..,n, gdzie
x; = [le x{’] € R7 , oraz y;, = [y} yl‘.’] € RY , oznaczaja, odpowiednio, wielko$¢
naktadéw oraz produktéw i-tego obiektu#. Niech X,, = {(x;, v;), i = 1, ..., n} oznacza

zbior tych obiektéw. Wspdlna technologia reprezentowana jest za pomocg zbioru moz-
liwosci produkcyjnych:

T = {(x,y) € RZ % z x mozna wyprodukowac y}. (2.1
Dla dowolnego, ustalonego x € R” , zdefiniujemy tez pomocniczo zbior:

T(x)={y € R.:(x,y) € T}. (2.2)

W deterministycznej wersji metody DEA zaktadamy, iz zbiér mozliwosci produk-
cyjnych T mozna przedstawié, za pomoca dostepnych danych, w postaci:

(X)) = {(x,y) ERPILY < DA yx = DA x, A =1LVie{l,..,n}A, =0 (2.3)
i=1 i i

i=1 i=1

Obiekt (x,, v,) € T nazywamy efektywnym technicznie wzgledem produktéw®, gdy
niemozliwe jest (w sensie przynalezno$ci do zbioru T) proporcjonalne zwiekszenie ilosci
jego produktéw vy, i jednoczesnie zachowanie iloéci jego naktadéw na dotychczasowym

2 Autorami tej propozycji modelowania niepewnosci na gruncie metody DEA jest zesp6l naukowcow
skupiony wokot prof. Leopolda Simara (zob. prace [5], [8], [9], [12], [20]).

3 Zalozenie to zapewnia mozliwo$¢ poréwnywania ze soba tych jednostek np. pod wzgledem poziomu
efektywnosci technicznej. W zastosowaniach metody DEA staramy si¢ wigc, aby zalozenie to bylo, chociaz
w przyblizeniu, spelnione. Wybieramy grupy obiektéw z tej samej branzy, sektora albo bedace oddziatami
wiekszej jednostki gospodarczej (np. banku).

4 R+0 = R+ U {0}

5 Zauwazmy, Ze zbiér ten jest wypukly i domkniety, za$ T (x) jest wtedy ograniczony. Ponadto Vi € {1, ..., n}
(i, y) €T =T(X,).

6 W dalszym ciggu pracy bedziemy uzywac skroconej nazwy ,obiekt efektywny technicznie”. Istnieje
tez tzw. efektywno$é techniczna wzgledem naktadéw (zob. np. [13]).
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poziomie x,. Miernikiem efektywnosci technicznej wzgledem produktéw dla obiektu
(X0, Yo), gdzie y, # 0, jest’:

0 (xo, o) = sup{0 € R: (x,, 0 - v,) € T}, (2.4)
za$ efektywny poziom produktéw tego obiektu to:

¥ (xo) = 0 (xo, ¥o) * Yo- (2.5)

Obiekt (x, y9(x)) jest nazywany wzorcem efektywnosci obiektu (x, ¥) i nie musi
by¢ obserwowany w rzeczywisto$ci.
W deterministycznej wersji metody DEA mozna tez zapisac:

0 (x,, vo) = sup{0 € R.: (x,, 0 - v,) € T(X,)}. (2.6)

Miernik efektywnosci technicznej ma nastepujace wlasnosci:

- niezmienniczo$¢ wzgledem przyjetych jednostek naktadéw i produktéw;

-V (xo ¥0) €E T O, yo) = 1;

— (%0, ¥o) € T jest efektywny technicznie ¢ 6 (x,, y,) = 1.

Zwr6émy uwage, ze miernik ten jest liczony dla punktu ze zbioru T i zalezy od
tego zbioru. Moze przyjmowaé rézne warto$ci w zaleznosci od wybranego obiektu
(%o, Vo). Jest to wiec lokalna charakterystyka technologii, ktéra obliczana jest zwykle
dla n obiektéw z analizowanej grupy X,,. Istota zastosowania metody DEA w tym
przypadku polega na rozwigzaniu n zagadnien optymalizacyjnych z zakresu progra-
mowania liniowego:

Pl 0 (x;, y;) > MAX
O(x,y,)y < Zﬂj'yj,xz Zﬂj-xj, Z@Zl
=1 =1 =

O(x,y) = 0.4, = 0,dlaj = 1,...n.

W wyniku uzyskujemy miernik efektywnosci dla kazdego obiektu z grupy. Obiekty,
dla ktérych 6 (x;, y;) > 1 zostaja uznane za nieefektywne, gdyz nie spelniajg definicji
obiektu efektywnego technicznie wzgledem zbioru T zadanego wzorem 2.3. Sortujac
jednostki wzgledem niemalejacej wartosci tego miernika mozna otrzymac ich ranking od
obiektéw efektywnych do najbardziej nieefektywnych. Co wiecej, interpretacja 0 (x;, v;)
dla jednostki nieefektywnej daje interesujgce informacje o pozadanej strukturze pro-
duktéw tej jednostki, ktéra prowadzitaby do jej efektywnosci technicznej (zob. [21]).
Zwréémy jednak uwage, ze miernik ten ma charakter wzgledny, tzn. efektywnosé
danego obiektu mierzona jest wzgledem wszystkich jednostek w grupie. Oznacza to
w szczegblnosci, ze tak jak w przypadku zbioru mozliwosci produkcyjnych, warto$é
miernika zalezy od danych, ktérymi dysponujemy.

7 Supremum istnieje ze wzgledu na wtasnosci zbioru T (zob. przypis 5). Zapis y, # 0 oznacza, ze co
najmniej jedna wspoélrzedna wektora y, jest niezerowa.
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3. MODEL STATYSTYCZNY

Podsumowujac niektére uwagi poczynione w czesci drugiej mozna wiec stwierdzié,
iz zmiana zbioru X,, moze prowadzi¢ do zmiany postaci zbioru T (X,). Tym samym
mogg zmieni¢ sie warto$ci miernikéw 6 (x;, v;), liczone w oparciu o ten wtasnie zbior.
Z sytuacjg takg mozemy mie¢ do czynienia, gdy np. cze$¢ danych okaze sie btedna
lub nieprecyzyjna, albo gdy zdobedziemy dodatkowe dane poszerzajace dotychcza-
sowy zbiér X,, o kolejne obiekty. W ramach metody DEA prébowano rozwazaé ten
problem na rézne sposoby. Poczawszy od tradycyjnej analizy wrazliwo$ci w ramach
programowania liniowego (zob. [3], [4]), poprzez r6znego typu modele parametryczne
i semiparametryczne (zob. [7], [14], [15]), az do modeli nieparametrycznych (zob. [5],
[9], [16], [20]). Zainteresowanie autoréw niniejszej pracy wzbudzila szczegélnie ta
ostatnia kategoria ze wzgledu na wyrazone we wstepie pragnienie zachowania dotych-
czasowych zalet metody DEA. Zalicza sie do nich m.in. liczenie miernika efektywnosci
gléwnie w oparciu o dostepne dane i unikanie stawiania, czesto arbitralnych, zalozen
o charakterze parametrycznym.

Wprowadzamy wiec odpowiedni model statystyczny (za pracami [5], [9] i [20]).
Definiujg go kolejne zalozenia, ktérych znaczenie bedzie pokrétce komentowane.

Zalozenie 1
O zbiorze T zakladamy, iz:
— jest wypukly i domkniety,
— w przypadku braku naktadéw nie mozna niczego wyprodukowacs,
— spelnia warunek tzw. swobodnej dyslokacji naktadéw i produktéw? tzn.:

Vizx,y=<ylx y €T=(yp €T], (2.2)

- dla dowolnego, ustalonego x € R?  zbiér T(x) = {y € RI,:(xy) € T} jest
ograniczony.

Zalozenie 2
Prébe X, = {(X;, Y;), i =1, ..., n} charakteryzuje ciag niezaleznych wektoréw

losowych (X, Y;): R,
Lebesgue’a): fi(x,y): R {7 = R, spelniajgcej warunek: V(x, y) € T fr(x, y) > 0, za$
Y, v) €T frx, y) = 0, czyli supp(f7) = T (nos$nik funkcji).

49— T o tym samym rozkladzie i gestosci (wzglgdem miary

Zbior X, jest wicc préba losowa (prosta) jednostek produkcyjnych. Natomiast zbiér
mozliwosci produkcyjnych (T) jest nieznany!0, ale moze byé estymowany. Zwr6éémy

8 Bardziej formalnie oznacza to, ze gdy x jest wektorem zerowym, natomiast y nie jest, to (x, y) nie
nalezy do zbioru T.

9 Z ang. free disposal assumption. Nieréwnosci miedzy wektorami sg tu rozumiane ,po wspéirzed-
nych”.

10 Od tego momentu zbiér T nie moze by¢ utozsamiany ze zbiorem T (X,,), jak to miato miejsce w wersji
deterministycznej DEA. Wprowadzajac zal. 1 zachowujemy jednak jego wlasnosci zawarte w przypisie 5.
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uwage, iz przestrzenig obserwacji, czyli zbiorem potencjalnych realizacji, jest tutaj
R? 5 7. Nie mozemy bowiem wykluczy¢ zadnej realizacji z tego nieujemnego ortantu,
ze wzgledu na to, iz postaé¢ zbioru T nie jest znana. Funkcja f7(x, y) jest zalezna od
postaci zbioru T i moze by¢ przedmiotem wnioskowania statystycznego.

Zalozenie 311

fr(x, v) jest ciagta na T oraz ¥ (x, y) € intT: f(x, 6(x, y) - y) > 0.

Warunek ten oznacza, iz istnieje niezerowe prawdopodobienstwo zaobserwowania
obiektéw lezacych w bliskim otoczeniu wzorca efektywnosci.

Zalozenie 4
6 (x, y) jest funkcja klasy C2 (7).
Zalozenie to gwarantuje odpowiednig ,gtadko$¢” funkcji 6 (x, y).

Zdefiniowany model statystyczny bedziemy oznaczaé krétko przez # lub
P (T, fr(x, v)). Niech I oraz ¥ beda odpowiednio rodzing zbioréw T oraz gestosci fr,
speliajacych zalozenia modelu. Zbiér ¥ X W jest wtedy odpowiednikiem przestrzeni
parametréw w modelu parametrycznym. Podstawowym zadaniem wydaje sie wiec
estymacja nieznanego zbioru T i funkcji f7 na podstawie préby X,,. Z drugiej strony
nie mozna zapominaé, iz podstawowym zastosowaniem metody DEA jest mozliwo$é
obliczenia wartos$ci miernika efektywnos$ci technicznej 6 (x, y) dla ustalonego obiektu.
Te dwa cele sg jednak ze sobg $ci$le zwigzane. Miernik 0 (x, y) (jako funkcja) wystepuje
przeciez w modelu statystycznym (zob. zal. 4).

4. ESTYMATOR MIERNIKA EFEKTYWNOSCI TECHNICZNEJ

Préba realizacji celéw postawionych pod koniec czesci trzeciej stanowi tresé dal-
szych badan autoréw w tym obszarze. W niniejszej pracy skupimy sie na niektérych
problemach zwigzanych z oszacowaniem warto$ci funkcji 6 () w dowolnym, usta-
lonym pl)lnkcie12 (x,,¥,) € R? 9. Przypomnijmy w tym miejscu jej definicje (zob.
wzér 2.4):

0 (xo, ¥o) = sup{6 € Ry: (x,, 0 - y,) € T}.

Zauwazmy, ze 0 (x,, v,) zalezy od nieznanego zbioru T.
Estymatorem nieznanego zbioru mozliwosci produkcyjnych T jest:

7(X,) = {(x,y) Ry < DA Yox = 24 X, DA=1LVie{l..n}A = 0}. 4.1)

i=1 i=1 i=1

11 Symbol intT oznacza wnetrze zbioru T.
12 Caly czas obowigzuje zalozenie y, # 0 (zob. przypis 7).
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Warto przypomnieé, ze w wersji deterministycznej DEA pojedyncza realizacja
zbioru 7(X,) jest utozsamiana ze zbiorem T (T'(X,,), zob. wzér 2.3). W przypadku sto-
chastycznej wersji tej metody tak nie jest (zob. przypis 10). Wykazano jednak, iz zbiory
te sg ze sobg SciSle zwigzane. Po pierwsze, realizacja ciggu wektoréw losowych (X;, Y;)
(4. (&, v), i =1, ..., n) nalezy do zbioru T (zob. zal. 2). Realizacja zbioru f(Xn)jest
niewatpliwie, na mocy swej konstrukcji, najmniejszym zbiorem spetniajagcym zalozenia
modelu méwiace, ze (x;, ¥;) € T(X,) (dlai =1, ..., n) (zob. przypis 5). Skoro tak, to
oczywiscie realizacja T(X ,) zawiera si¢ w zbiorze T. Po drugie, wykazano, czego nie
bedziemy tu szerzej omawiac, iz T(X ,) jest efektywnym estymatorem zbioru T w sensie
ryzyka minimaksowego (szczegdély mozna znalez¢é w pracach [10], [11]).

Estymatorem DEA!3 wartosci funkcji 6 (,) w punkcie (x,,y,) € R% |4 nazywamy
statystyke 0 (x,, v,), zdefiniowang nastepujaco:

O(x,, y,) = sup{f € R :(x,, 0 y,) € T(X,)}. (4.2)

Skoro X,, jest ciggiem wektoréw losowych, to 6 (x,, y,) jako ich funkcja (poprzez
zbiér losowy T'(X,,)) moze by¢ nazywana statystyka i jako taka pelni¢ role estymatora
warto$cil4 6 (x,, v,). Udowodniono zgodno$¢ tego estymatora (w kazdym ustalonym
punkcie (x,,y,) € R 7) oraz ustalono tzw. szybko$¢ jego zbieznosci wedtug roz-
ktadu (zob. [8]). W czeSci pigtej pracy zajmiemy sie szczegbélowo innym, waznym,
cho¢ czgstkowym rezultatem. Mianowicie przy p = ¢ = 1 (dla jednego naktadu i jed-
nego produktu) wyprowadzono posta¢ asymptotycznego rozkladu zwigzanego $cisle
z réznica 0 (x,, y,) — 0 (x,, Vo) (zob. [5]). Jesli gléwnym zastosowaniem DEA jest ocena
warto$ci miernika efektywnosci technicznej, to chcielibySmy okresli¢ blad zwigzany
z tym oszacowaniem (chocby asymptotyczny). Rezultat ten pozwala na konstrukcje
asymptotycznych miar rozproszenia i odpowiednich przedziatéw ufnosci.

5. ASYMPTOTYCZNY ROZKLAD ESTYMATORA DEA

Na poczatek wprowadzimy pewne oznaczenia i notacje. Przyjmujemy, w dalszym
ciggu pracy, iz p = ¢ = 1. Skoro zbiér T jest wypukly i T (x) ograniczony (zob. zal. 1),
to ,ograniczenie gérne” T moze by¢ opisane monotoniczng, mierzalng, wklesta funkcja
vy = g (x) (funkcjg produkcji, g: R1¢ = R), a wiec:

T = {(x, y) ERLyy = g(x)}‘ (5.1)
Z drugiej strony, dla danego x, € R(:

gx,) = sup{y € Ryp: (x,, y) € T}. (5.2)

13 Z ang. DEA-estimator. W literaturze polskiej jednakze funkcjonuje w takiej sytuacji szyk przestawny
(np. piszemy raczej estymator MNK, a nie MNK-estymator).

14 Skoro T(X,) C T, to z definicji 6 (xy, y,) < 0(x, o). Oczywiscie, gdyby T(X,) =T to
6 (xo: yo) =0 (x()r YO)-
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Estymatorem DEA g (x,) jest:
g(x,) = sup{y € R, y(x,y) € f()(n)}. (5.3)
Dla y, # 0 zachodza proste, lecz istotne zaleznoSci:
0 (xo, yo) = & (o)/o 0raz 0 (%o, ¥o) = & (xo)/yo- (5.4)
Interesujgcy nas rezultat przedstawia nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1
Niech p = ¢ = 1 i spelnione sg zalozenia modelu statystycznego wprowadzonego
w czeSci trzeciej pracy. Dodatkowo niech g” (x,) < 0.

Wowczas: Vz<0: P{nZ/3 - (b21b,)"" - [2(x,) = g(x,)] = z} = /@(u,z)du +o(1),
0

gdzie oW, 2) = 0,5(2)32 (1 + u?) exp[-1/6 - (2)32 - (u + u~1)3],
bo = fr(xo, g(x0)), b2 = -0,5¢" (x,) (nieznane parametry)!>.

Zwr6émy uwage, ze druga pochodna funkcji g istnieje i jest niedodatnia (wynika
to z zatozen 1 1 4 modelu statystycznego oraz wzoréw 5.4). Twierdzenie to przed-
stawiono w pracy [20], zas dowdd znajduje sie w opracowaniu [5], gdzie powyzsza
postaé jest modyfikacjg twierdzenia gtéwnego. Korzystajac ze wspomnianych wzo-
row 5.4, mozna tez zapisac teze tego twierdzenia dla bardziej interesujacej nas réznicy
é(xo; Vo) — 0 (xo, ¥o):

V< 0:P{n23 - (5316,)"" -y, [0(x,0 v,) = O(x, 3,)| < 2} = [ @(u2)du+0(1). (5.5)
0

Bardzo istotny jest rowniez wniosek wynikajacy z twierdzenia 1, a méwiacy o po-
staci asymptotycznych miar obcigzenia i rozproszenia estymatora g (x,).

Whiosek 1

Bas- (2 (x,)) = — n2/3 (by/b?)1/3 ¢1 (obcigzenie),

Varas- (g (x,)) = n=43 (by/bg?)?/3 ¢, (wariancja),

MSE2s: (8 (x,)) = n=43 (by/bg?)?3 (¢} + ¢,) (blad sredniokwadratowy).

gdzie ¢, = [ [(u, = 2)dudz = 2+ 623 T(2/3)/9 = 0,99360
0 0

15 o(1) to wyrazenie dazace do zera przy n - « (nie zalezy od z). Brak kolejno$ci w numeracji para-
metrow w tezie wynika z faktu, ze w dowodzie twierdzenia wyst¢puje jeszcze jeden niejawny parametr
by =g (x,) (zob. [5], s. 227).



12 Anna Pajor, Artur Predki

¢, =2 [z —2)dude—c} =4+ 6" T35 — ¢} = 031088,
0 0

Znak obcigzenia jest ujemny, poniewaz rzeczywista warto$¢ funkcji produkcji g (x,)
jest zawsze wigksza badz réwna od oceny!® g (x,). Jesli przeanalizujemy wyrazenie b, /b3
to widaé, ze na zwiekszenie obcigzenia lub wariancji moze wplyngé mniejsza warto$é
gestosci w punkcie (x,, g (x,)) (co mozna zwigza¢ z mniejsza pewnoScig zaistnienia
realnego obiektu w otoczeniu tego punktu) lub ,wieksza” krzywizna g w punkcie x,
(£ (x,) jako funkcja x, jest tylko przedziatlami liniowa, wiec nie jest zbyt ,gladka”).

6. ESTYMACJA NIEZNANYCH PARAMETROW
Zaréwno w twierdzeniu 1, jak i we wniosku 1 wystepuja nieznane parametry
by oraz b,. Zachodzi wiec potrzeba ich estymacji, co wprowadza kolejny ,szum” do

asymptotycznych rezultatéw przedstawionych w czeSci piatej. Niech (x;, v;), i =1, ..., n,
oznacza realizacje wektorow losowych (X;, Y;), i =1, ..., n.

6.1. ESTYMACIJA by
Dla dowolnego x, € Ry i 0 > 0 definiujemy zbiér:
S©) = (x, - 0/2; x, + 6/2) X R. 6.1)
Nastepnie definiujemy zbiér:
D=S0)NTWX,) NA{kx v):y =g, - 092}. (6.2)
Estymatorem by = f7(x,, g(x,)) jest:
by = #{(x; y) € D} - WA D)}, (6.3)

gdzie A (D) jest miarg Lebesgue’a zbioru D.

6.2 ESTYMACIJA b,

Dla dowolnego, ustalonego & > 0 oraz w € R niech:
IL — oznacza odcinek laczacy (x,, & (x,) z (xo — /2, w),
I® — oznacza odcinek taczacy (x,, 8 (%) z (xo + /2, w).

16 Wynika to z definicji tych poje¢ oraz wspomnianego juz faktu, iz T(X,) C T.
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Definiujemy teraz odpowiednio:

7™ = max{w: 1 <i<n (xi, y;) € 1@} oraz ZF = 6
= max{w: J1 <i<n(x,y) € 15}, '

A nastepnie:
Zr = min{Z*, g(x, — h/Z)} oraz Z = min{Zﬁ g(x, + h/2)}. (6.5)

Gdy dla ustalonego h zaden punkt (x;, y;) nie lezy w pasie (x,-h/2, x,) X R, to
Z- nie jest okreslone. Wtedy przyjmujemy Z; = g(x, + h/2). Analogicznie, gdy w pasie
(x5, X, + W/2) X R nie znajduje si¢ zaden punkt (x;, y;), to Z = g(x, + h/2).

W kolejnym kroku dobieramy wielomian drugiego stopnia g przechodzacy przez
punkty:

(x, = h12, 2 ) (x,0 8(x,)): (x, + h12,Z}).

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze konstrukcja wielomianu drugiego stopnia,
przechodzacego przez punkty:

(ko — h/2, §(xo — /2)); (x0, 8 (x0)); (xo + /2, §(xy + h/2)),

nie jest skuteczna, gdyz w wiekszosci praktycznych przypadkéw punkty te sg wsp6l-
liniowe.
Estymatorem b, = -0,5g” (x,) jest:

by = -0,5¢1 (x,). (6.6)

Zauwazmy, ze punkty (xo — h/2, Zf), (xo + h/2, Zl*) leza ,ponizej” wykresu funkcji
2 (+) (poza przypadkiem wspétliniowosci z (x,, g (x,)), 0 ktérym wspomnieliémy powyzej).
Stad, na mocy wklestosci g (-), wynika wklestos¢ g. Oznacza to, ze znak estymatora
by jest nieujemny.

Konstrukcjom opisanym w czeSciach 6.1 i 6.2 pracy nadaje sens kolejne twier-
dzenie.

Twierdzenie 2 (zob. [5], s. 223)

Niech spelnione bedg zalozenia twierdzenia 1 oraz Je; € (0,1/3) Jey € (0,1/2):
h ~ n71/3+sl,6 ~p V2te

Woéwczas b, by sa zgodnymi estymatorami, odpowiednio, bg i b.
7. ASYMPTOTYCZNY PRZEDZIAL UFNOSCI

Na mocy przytoczonego wcze$niej wniosku 1 skorygowany o obcigzenie estymator
g (x,) ma postac:
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a(x,) = 8(x,) +n 23(by162) " c,. (7.1)

Asymptotyczny przedzial ufnosci dla wartosci g (x,) wynika z przyblizonej réw-
nosci:

1/320(/2] ~ @] —q (72)

P[g(xa) - n_2/3 (22 /25)”32170/2 = g(‘xa) = g(xo) - I’l_2/3 (132 HA)(%)
lub w wersji ,skorygowanej”:

P[g'(xg) —n B (1;2/}3@”3 (21—t ) = 8(x,) = &(x,) — n=28 (1;2/}3@”3 (Zan Cl)] ~ @l —a(7. 3)

Gdzie z1.4» oraz z,), oznaczaja kwantyle odpowiedniego rozkladu z twierdzenia 1,
tzn.:

J ol zp)du = 1im P{n>3 - (b316,)" - [2(x,) = 8(x,)] < 2} = @2, (1.4)
0

J ol 2 yo)du = tim P{n>3 - (b316,)" - [2(x,) = 2(x,)] < 2 _ o} = 1 — @/2. (1.5)
0

Powyzsze calki sg przyblizane za pomocg metod catkowania numerycznego. Postaé
funkcji ¢ (1, z) wyklucza analityczne metody obliczen.

8. BADANIA SYMULACYJNE I EMPIRYCZNE

Celem prowadzonych symulacji jest analiza skoficzenie-probkowych wtasnos$ci
estymatoréw ¢ (x,), g (x,) oraz ich zachowanie przy zwiekszaniu liczebno$ci préby.
Wykorzystane zostana, wprowadzone juz wcze$niej, miary rozproszenia, histogramy
interesujacych nas wielko$ci oraz stopienn pokrycia nieznanej wartosci g (x,) przez
odpowiednie przedzialy ufnosci. Na koniec przedstawione zostang wyniki uzyskane dla
danych rzeczywistych. Obliczenia wykonano przy uzyciu autorskich procedur napisa-
nych w programie Gauss 8.0.

8.1 WYNIKI SYMULACIJI

Za pracg [5] rozwazamy dwa modele symulacyjne.
MODEL 1

X~U[01], Y =gX) - exp(-V), glx) = x12, V ~ Exp (3),
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gdzie V i X sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, natomiast Exp (1) oznacza rozktad
wykladniczy ze $rednig 1/4.

Przyjmujemy wiec dla uproszczenia, iz naktad jedynego czynnika produkcji obiektu
moze przyjmowac warto$ci z przedziatu [0,1], nie preferujemy jednak a priori zadnej
z tych wartos$ci. Funkcja g pelni role klasycznej, potegowej funkcji produkcji. Przy
czym nie tylko ona ma wplyw na obserwowang wielko$¢ produkcji obiektu. Innym,
niezaleznym czynnikiem jest tu nieefektywno$¢ techniczna, ktérg w modelu uwzgled-
niono w postaci zmiennej losowej exp (V). Jest on (dla kazdej konkretnej realizacji
zmiennych x,, v,) niewiekszy od jednosci, a tym samym zrealizowana wielko$¢ produk-
cji obiektu y, nie jest wieksza niz warto$¢ funkcji produkcji g (x,) (zob. np. [22] oraz
wz6ér 5.1). Zmienna losowa V ma rozktad wyktadniczy z parametrem odwrotnosci skali
(A) rownym 3. Im wyzsza warto$¢ tego parametru, tym wieksze prawdopodobiefistwo
zaobserwowania warto$ci ,w poblizu” grafu funkcji produkcji (zob. komentarz do
zal. 3). Fakt ten ma duze znaczenie dla dowodu zgodnosci estymatora g (x,) oraz przy
estymacji nieznanych parametréw bg, b,. Stad dla poréwnania rozwazamy réwniez
model, w ktérym warto$¢ parametru odwrotnosci skali w rozktadzie wyktadniczym
jest duzo mniejsza.

MODEL 2

X~U[01], Y = g(X) - exp(-V), glx) = x1/2, V ~ Exp (1),
gdzie Vi X sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Dla kazdego z modeli rozwazamy préby 100, 500 oraz 1000 elementowe i na
ich podstawie estymujemy warto$¢ funkcji produkcji g () w trzech réznych punktach
odcinka [0,1], bedacego dziedzing gestosci brzegowej zmiennej X (x, = 0,25, x, = 0,5
oraz x, = 0,75). Warto$ci parametréw wygtadzajacych przyjeto czeSciowo arbitralnie,
lecz tak, by spelnialy one zalozenia twierdzenia 2: 6 = 2n-12, h = 2n-1/3, Liczba
wygenerowanych prob (symulacji) dla kazdego z probleméw estymacyjnych wynosi
N = 500. We wszystkich przypadkach obliczono wartosci $rednie:

z D IR S z _ 1%
) = 2 () orar B(x,) = 2 (x,) @D

gdzie g0 (x,) i §) (x,) oznaczaja, odpowiednio, warto$¢ estymatora DEA oraz jego wersji
skorygowanej, obliczone w s-tej symulacji. Obliczono réwniez btad Sredniokwadratowy
oraz odchylenie standardowe g (x,) ze wzorul7:

\/ NN — D ﬁl[f? x,) = &(x,)[- (8.2)

17 Analogiczny wzér stosujemy dla wersji skorygowanej zastepujac ,daszek” ,falkg”.
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Wyniki symulacji dla modeli 1 i 2 przedstawiono w tabeli 1. Zawiera ona w kazdej
komorce kolejno:

- $rednie obcigzenie estymatora, odpowiednio, g (x,) i &(x,) (zob. wniosek 1),

- odchylenie standardowe estymatoréw g (x,) i & (x,),

- btad Sredniokwadratowy estymatora, odpowiednio, g (x,) i g (x,).

Tabela 1

Srednie obcigzenie (x 10-2), odchylenie standardowe (x 10-4) i blad $redniokwadratowy (x 10-4)
odpowiednich estymatoréw

X%, = 0,25 X = 0,5 x, =0,75

M1 M2 M1 M2 M1 M2

8 g g g g g g g g g 8 g
~1,437| 0,440 |-2,960| 0,235 |-1,256| 0,295 |-2,638| 0,560 |-1,285| 0,500 |-3,101| 0,863
n =100 | 3,675| 4,325 | 6,930 8,908 | 3,102 | 4,398 | 6,455| 9,312 | 3,488 4,555 | 9,42212,390
2,738 | 1,127 | 11,157 | 4,015 | 2,058 | 1,052 | 9,041 | 4,640 | 2,260 | 1,286 | 14,046 | 8,405

-0,449 | 0,080 | -1,009 | 0,054 |-0,422 | 0,064 |-0,889 | 0,265 |-0,398| 0,081 |[-0,869| 0,517
n = 500 1,131 1,367 | 2,479 | 3,468 | 1,034 | 1,361 | 2,118 3,205 | 1,006 | 1,496 | 2,317 | 3,772
0,266 | 0,100 | 1,325 0,603 | 0,232 0,096 | 1,015| 0,583 | 0,209| 0,118 | 1,023 | 0,977

-0,299| 0,020 |-0,603| 0,067 |-0,268 | 0,040 |-0,555| 0,181 |-0,261 | 0,055 |-0,529| 0,305
n = 1000 | 0,778 0,867 | 1,433 | 1,905 | 0,649 | 0,857 | 1,437 | 2,136 | 0,645| 0,921 | 1,393 | 2,298
0,119 0,038 | 0,466 0,185 | 0,093 | 0,038 | 0,411 0,261 | 0,089 | 0,045 | 0,376 | 0,357

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Po pierwsze, zwréémy uwage, ze wraz ze wzrostem liczby obserwacji (n) odpo-
wiednie miary rozproszenia oraz obcigzenie zblizajg sie do 0. Potwierdza to zgodno$é
estymatoréw £ (x,) i g(x,) (zob. tw. 1). Po drugie, widoczne jest, iz zar6wno S$rednie
obcigzenie, rozproszenie, jak i btad $redniokwadratowy rozwazanych estymatoréow
w modelu 2 sg, co do warto$ci bezwzglednej, wicksze niz w modelu 1. Potwierdza
to wzmiankowany wcze$niej fakt, ze estymacja w modelu 2 jest mniej precyzyjna
ze wzgledu na duzo mniejszg liczbe obserwacji potozong w poblizu wykresu funkcji
produkcji g. Po trzecie, zwréémy uwage, ze korekta estymatora g(x,) o obcigzenie
powoduje zmniejszenie Sredniego obcigzenia i bledu $redniokwadratowego. Zwieksza
sie jednak odchylenie standardowe g (x,). Oznacza to, Ze korekta o obcigzenie powoduje
zwiekszenie rozproszenia ocen g (x,). To zwiekszone rozproszenie wynika z koniecznosci
szacowania nieznanych parametréw by, b,. Po czwarte, widoczna jest zalezno$¢ war-
toéci odpowiednich estymatoréw od krzywizny funkcji produkcji. Dla funkcji produkcji
postaci g (x) = x1/2 krzywizna jest najwieksza w poblizu zera. Wraz ze wzrostem krzy-
wizny!8, zwiekszeniu (co do warto$ci bezwzglednej) ulegaja wszystkie trzy wielkosci
zilustrowane w tabeli 1. Wystarczy poréwnac te wielkosci dla x, = 0,25 (stosunkowo

18 Mierzonej warto$cig drugiej pochodnej g w odpowiednim punkcie.
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blisko 0) z odpowiadajacymi im warto$ciami dla x, = 0,5 lub 0,75. Zwr6émy jednak
uwage, ze gdyby$my chcieli rozréznié, pod tym katem, wyniki dla x, = 0,5 oraz x,, = 0,75
sprawa juz nie jest tak klarowna. Dopiero przy wiekszej liczbie obserwacji (u nas
réwnej 500 lub 1000) uwidocznia si¢ rola krzywizny!®. Wynika to z ogélnie znanego
faktu, iz wraz ze wzrostem x, krzywizna funkcji x!/2 maleje, poczatkowo gwattownie
(blisko zera), lecz potem spadek ten nie jest juz tak gwattowny. Po piate, estymator g (x,)
oczywiscie niedoszacowuje rzeczywistej wartosci g (x,) (warto$¢ obcigzenia jest ujemna).
Sytuacja zmienia sie po korekcie o obcigzenie. Nastepuje przeszacowanie wartosci g (x,),
ale duzo mniejsze (co do warto$ci bezwzglednej) niz wcze$niejsze niedoszacowanie.

Model 1, xo=0,5,n= 100 Model 2, x) = 0,5, n =100
‘:g«xomw —— 9~(x0)9(x0) ‘ ‘:g«xom(xm —— g~(x0)-g(x0) ‘
300 300
250 250
200 200
150 150
100 100
50 50
0 o ol i 2
(=] © < © @© o © (=} < @©
Model 1, x) = 0,5, =500 Model 2, xy = 0,5, =500
—9'(x0}9(x0) —— g~(x0)9(x0) [—9'%0)-g(x0) ——g~(x0)-g(x0)
300 300
250 250
200 200
150 150
100 100
50 \ 50
: \ 0
S 9 3 S 39 S5 85 S s S 3 $S 35 ¢S 583 35S
Model 1, xo= 0,5, n=1000 Model 2, xo= 0,5, n=1000
[—19'(x0)g(x0) = g~(x0)-g(x0) [—19"(X0)g(x0) = g~(x0)-g(x0)
300 300
250 250
200 200
150 150
100 100
50 50
0 \ 0 ‘\
PEipiiziiiiae FIEEEER T
S 35 3 3 g5 33 33 3 s S 35 3 ¢ 35 33 335 s 3
Rysunek 1. Histogramy rozktadéw £ (0,5) - g(0,5) oraz g(0,5) - g(0,5)

Zrédlo: opracowanie wihasne.

19 Charakterystyki estymatoréw dla x, = 0,5 sg wicksze, co do wartosci bezwzglednej, od tych samych
charakterystyk dla x, = 0,75, ale tylko dla n = 500 lub 1000.
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W celu petniejszej ilustracji wynikéw, oméwionych w poprzednim akapicie, przed-
stawiamy histogramy rozktadéw £ (0,5) - g(0,5) oraz g(0,5) — g(0,5). Ich postac jest
widoczna na rysunku 1, w zaleznoSci od liczby obserwacji (n) i rodzaju modelu. W tym
przypadku przeprowadzono 5000 symulacji.

Zwréémy uwage, ze wraz ze wzrostem liczby obserwacji w obu modelach histo-
gramy stajg sie bardziej wysmukle i mniej rozproszone. Potwierdza to uwagi poczynione
uprzednio, a zwigzane ze zgodno$cia odpowiednich estymatoréw. Ponadto warto tez
zauwazy¢, iz w modelu 2 odpowiednie histogramy sa bardziej rozproszone i mniej
skupione wokét modalnej niz w modelu 1. Potwierdza to uwagi o trudnosciach w esty-
macji w ramach modelu 2. Z rysunkéw widaé, iz histogramy rozktadu estymatora
skorygowanego ¢ (x,) sa bardziej rozproszone niz odpowiednie histogramy rozktadu
estymatora g (x,). We wszystkich przypadkach, z powodu korekty o obciazenie, sa tez
bardziej przesuniete w prawo. Korekta ta powoduje, jak juz byto wspomniane, wieksze
rozproszenie estymatora g (x,).

Obliczono réwniez realizacje asymptotycznych przedzialéw ufnosci dla g (x,), przy
poziomie istotno$ci @ = 0,05 i x, = 0,5 (zob. wzér 7.3). Rozwazono oba modele
i wykonano 500, a nastepnie 5000 symulacji, réwnolegle biorac pod uwage préby
100, 500 oraz 1000 elementowe. Pokrycie rzeczywistej wartosci g (0,5) przedstawiono
w tabeli 2.

Tabela 2

Pokrycie rzeczywistej wartosci g (0,5) przez realizacje asymptotycznego przedziatu ufnosci dla « = 0,05

N = 500 N = 5000
M1 M2 M1 M2
n = 100 0,906 0,902 0,913 0,896
n = 500 0,908 0,906 0,891 0,895
n = 1000 0,910 0,910 0,898 0,895

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Nie zaobserwowano wzrostu stopnia pokrycia zar6wno wraz ze wzrostem liczby
obserwacji, jak i wraz ze wzrostem liczby symulacji. Szczegdlnie niepokojace jest to
z punktu widzenia liczby obserwacji. Skoro sg to realizacje asymptotycznych prze-
dziatéw ufnosci, by¢ moze zbiezno$¢ pokrycia do teoretycznej wartoSci 0,95 nastepuje
przy duzo wiekszej liczbie obserwacji20. Powodem moze by¢ tez niepewno$¢ wynika-
jaca z szacowania nieznanych parametréow by, b,. Nie zaobserwowano réwniez, aby
stopien pokrycia g(x,) w modelu 1, teoretycznie tatwiej estymowalnego, byt wiekszy
niz w modelu 2. Przeprowadzono podobne symulacje dla x, = 0,25 oraz x, = 0,75,
stopien pokrycia g (x,) byl zblizony. Wydaje sie wiec, ze krzywizna funkcji produkcji g
nie odgrywa w tym przypadku znaczacej roli.

20 Liczba obserwacji wigksza niz 1000 jest i tak nieuzyteczna z punktu widzenia praktycznego zasto-
sowania metody DEA.
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8.2 ILUSTRACJA EMPIRYCZNA

Jako ilustracje empiryczng przedstawiamy wyniki uzyskane dla danych rzeczy-
wistych z roku 1995, dotyczacych 32 polskich elektrowni i elektrocieptowni. Jest to
grupa jednostek produkcyjnych, dla ktérych przeanalizowano stopien efektywnosci
technicznej i jego rozproszenie. Jako jedyny naklad przyjeto kapital liczony wartoscig
brutto $rodkéw trwatych (x; w zl)21. Produktem dziatalnosci jednostek jest natomiast
wytworzona energia (y; liczona w TJ22). Dla uproszczenia analizy do obliczen wzieto
logarytmy tych wielko$ci?3 i przyjeto oznaczenia x; = Inx; oraz y; = Iny; (i = 1, ..., 32).
Przyjmujac za x, kolejne x; (jak to najczeSciej bywa w praktycznych zastosowaniach
DEA) i korzystajac z programu liniowego P.1, obliczono warto$ci estymatora miary efek-
tywnosci technicznej dla poszczegélnych obiektéw. Nastepnie, w oparciu o zaleznosci
opisane we wzorach 5.4 i 7.1, obliczono wartosci estymatoréw g (x,) i g (x,). Wyniki te
zebrano w tabeli 3, gdzie umieszczono réwniez logarytmy rozwazanych danych oraz
realizacje 95% asymptotycznych przedzialéw ufnosci (zob. wzér 7.3).

Tabela 3

Logarytm wielkosci kapitalu (x;) i produkcji (v;), warto$ci odpowiednich estymatordw,
konce asymptotycznych przedzialéw ufnosci

i X Vi 0 (i, v)) 8(x) g @) L P

1 2 3 4 5 6 7 8

1 10,99705 8,056141 1 8,056141 X X X

2 11,08609 7,569928 1,077355 8,155497 X X X

3 11,26047 8,107991 1,029858 8,350079 8,867839 8,440072 9,546514
4 11,45214 8,275529 1,034853 8,563958 9,034749 8,645787 9,651858
5 11,62027 8,394958 1,042479 8,751563 9,25235 8,838606 9,908776
6 11,83614 8,497133 1,058292 8,992446 9,28595 9,043461 9,670672
7 12,00512 8,405703 1,092235 9,181003 9,45642 9,228873 9,817434
8 12,16236 8,419338 1,111306 9,356459 9,701397 9,416413 10,15354
9 12,23909 9,22219 1,023844 9,44208 9,834953 9,510367 10,34993
10 12,32511 9,453514 1,008944 9,538068 9,969169 9,612999 10,53425
11 12,6791 8,784162 1,130793 9,933069 10,02393 9,948862 10,14302
12 12,68296 8,977412 1,106931 9,937379 10,03028 9,953526 10,15205

21 Dane wielonakladowe (dostepne np. w pracy [13]). Ze wzgledu na zalozenie: p = ¢ = 1, rozwazania
ograniczono do jednego naktadu.

22 1{GWh = 3,6T7J (teradzul).

23 Analogicznie zresztg jak w zrédtowej pracy [5]. Zmniejsza to znaczaco rozproszenie wartosci danych
i pozwala lepiej zilustrowa¢ dziatanie metody DEA w ramach wprowadzonego modelu statystycznego.
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cd. tabeli 3

i X Vi 0 (x;, i) 8 (x) & (xy) L P
1 2 3 4 5 6 7 8
13 12,71478 9,228681 1,08064 9,972882 10,06739 9,989309 10,19127
14 12,84077 9,591588 1,113835 10,13698 10,36912 10,17733 10,67341
15 12,84363 9,63683 1,049791 10,11666 10,34765 10,15681 10,65042
16 12,86184 9,100972 1,054411 10,11347 10,34437 10,1536 10,64703
17 12,94949 9,149156 1,118658 10,23478 10,51175 10,28292 10,8748
18 12,99786 9,706785 1,059956 10,28876 10,56579 10,33691 10,92892
19 13,21364 9,911476 1,062359 10,52954 10,73523 10,56529 11,00485
20 13,28765 9,718404 1,091961 10,61212 10,83261 10,65044 11,12162
21 13,55388 10,9092 1,116817 10,93488 11,32771 11,00316 11,84262
22 13,62764 9,791114 1 10,9092 11,3192 10,98046 11,85662
23 13,76503 10,44455 1,067569 10,98411 11,28095 11,0357 11,67006
24 13,769 10,2889 1,051526 10,98272 11,27896 11,03421 11,66727
25 13,93473 10,37862 1,063901 11,04181 11,38241 11,10101 11,82885
26 13,95774 10,42618 1,059815 11,04983 11,41651 11,11356 11,89714
27 14,05469 10,25895 1,080383 11,08359 11,46566 11,15 11,96649
28 14,15775 10,84933 1,0249 11,11947 11,53554 11,19179 12,08092
29 14,31546 10,26171 1,08894 11,17439 11,38152 11,21039 11,65303
30 14,67309 10,43387 1,082908 11,29892 11,655 11,36081 12,12175
31 15,3091 11,52039 1 11,52039 12,47837 11,6869 13,73409
32 15,71262 9,889977 1,164855 11,52039 11,94631 11,59442 12,5046
Zrédlo: opracowanie wlasne.

) Obiekty o nr 1, 22 i 31 zostaly uznane za efektywne technicznie, poniewaz

0 (x;, v) = 1.

Dla pozostatych obiektéw miara ta jest réwniez stosunkowo bliska jednosci, co
oznacza, ze sg one wprawdzie nieefektywne, ale w niewielkim stopniu. Przyktadowo, dla
jednostki nr 32 warto$¢ miary 6 (x3, v35) jest najwigksza i wynosi 1,164855. Oznacza
to, ze logarytm wielko$ci produkcji mozna zwiekszy¢ o ponad 16% bez zmiany obecnej
wartosci kapitalu. Najwieksze, technologicznie mozliwe do uzyskania, logarytmy pro-
dukcji dla poszczegélnych obiektéow to g (x;), czyli kolumna piata tabeli 3. Na przyktad
dla obiektu nr 32 g(x3;) = 11,52039 = v35 - 6 (x3, v37). Powstaje wigc ona poprzez
wymnozenie kolumny 3 i 4 po wierszach (zgodnie ze wzorami 5.4).
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W kolejnych kolumnach tabeli przedstawiono wyniki zwigzane z zastosowaniem
estymatora DEA. Kolumna szésta tabeli to ,optymalne” wartosci logarytméw produkcji
z kolumny piatej skorygowane o ocene obcigzenia liczong wedtug wzoru z wniosku 1.
Obcigzenie to ma znak ujemny, wiec wartosci g (x;) sg przesuniete ,na prawo” w sto-
sunku do wartosci g (x;). Przy obliczaniu oceny obcigzenia popelniamy bledy zwigzane
z szacowaniem nieznanych parametréw by i by. W tym miejscu nalezy zwréci¢ uwage
na stosunkowo arbitralny wybér stalych 6 i h. W twierdzeniu 2 zawarte sg zalecenia
co do ich wyboru, zapewniajace zgodno$¢ estymatoréw by i by, ale dla tak malej proby
nie da si¢ ich zrealizowaé. Przy wielkoSciach ¢ i h, sugerowanych we wspomnianym
twierdzeniu24, moze sie bowiem okazac¢, ze dla niektorych obiektow z proby zbiér D
jest pusty (zob. wzér 6.2). Jest to spowodowane stosunkowo duzg ,rzadkoscig” chmury
danych empirycznych?25. Niestety, niepusto$¢ tego zbioru jest warunkiem koniecznym
dla obliczenia wartosci estymatora bg. Stad zaréwno w zrédtowej pracy [5], jak i w tym
opracowaniu stale te dobrano tak, by byly one jak najblizej przedziatu (0,1) (zob. przy-
pis 24), a jednocze$nie tak, by obliczenia byly wykonalne. Co wiecej, obiekty nie sg
roztozone réwnomiernie (zob. rys. 2), stad konieczno$¢ nie tylko arbitralnego doboru
stalych, ale takze zmiany ich warto$ci w zaleznosci od tego, w ktérym ,regionie”
danych sie znajdujemy. Ostatecznie przyjeto26:

0=2h=05dai=34,
0=2h=1dai=5,.. 25
0=4h=2dai =26, .., 32.

Niestety, nie udato si¢ znalez¢ sensownych (bliskich 1) wartosci 0 i h dla obiek-
tow27 o nr 1 i 2, stad brak niektérych warto$ci w tabeli 3.

W ostatnich dwéch kolumnach tabeli 3 znajduja sie wartosci lewych i prawych
koncéw realizacji asymptotycznych 95% przedzialéw ufnosci dla rzeczywistych wartosci
g (x;). Daja one pewng informacje, ile mogtaby wynosi¢ dla danego obiektu optymalna
warto$¢ funkcji produkeji — szczegdlnie wobec faktu, ze przedzialy te okazaly sie sto-
sunkowo waskie. Maksymalna réznica P — L dla obiektu nr 31 wynosi okoto 2,047, co
stanowi nieco ponad 17,5% warto$ci skorygowanego estymatora?8 g(x31). Do obliczo-
nych realizacji nalezy jednak podchodzi¢ z duza ostroznoscig. Po pierwsze, przy tak
malej probie korzystanie ze wzoréw o charakterze asymptotycznym moze skutkowaé
do$¢ duzym btedem. Po drugie, wspomniany juz arbitralny dobér statych 6 i h wptywa
na ocene obcigzenia, a tym samym na szeroko$¢ odpowiednich przedziatow.

24 Z tw. 2 wynika m.in., iz 6 i h powinny naleze¢ do przedziatu (0,1).

25 Stosunkowo duze odlegtosci miedzy obiektami powoduja, ze pewne zbiory petnigce role topologicz-
nych otoczen sa puste.

26 Dane w tabeli ponumerowane sg wg rosngcego logarytmu kapitalu. Regiony sa wiec tworzone
wlasnie wzgledem tej wartosci.

27 Ten sam problem wystepuje w Zrédlowej pracy [5].

28 Jest to oczywiscie mocno nieformalny pomiar precyzji przedzialow ufnosci.
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Rysunek 2. Wyniki zastosowania estymatora DEA w badaniu efektywnosci technicznej
jednostek produkcyjnych

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Patrzac na rysunek 2 widzimy, ze realizacje przedzialéw ufno$ci sg nieco wezsze
w $rodkowym ,regionie”, gdzie punkty empiryczne sg blizej siebie (odpowiada to mniej
wiecej regionowi dla i = 5, ..., 25, gdzie 0 = 2, h = 1). Zwréémy tez uwage, ze war-
toSci estymatorow g (x;) lezg poza skorygowanymi realizacjami przedziatéw ufnosci.
Latwo przeliczy¢, ze ta sama sytuacja wystepuje dla nieskorygowanych realizacji (zob.
wzor 7.2). Jest to konsekwencja ujemnosci kwantyli 2 975, 20,025. W glgbszym za$ sensie
ponownie wracamy do uwag poczynionych pod wnioskiem 1, méwigcych o tym, ze
rzeczywista warto$¢ g (x;) nie moze leze¢ ponizej wartosSci g (x;), za$ rozbiezno$¢ miedzy
tymi warto$ciami $wiadczy o wystepowaniu nieefektywnosci techniczne;j.

9. PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy przedstawiono propozycje modelowania niepewnoSci dotyczacej
postaci zbioru mozliwosci produkcyjnych oraz szacowania stopnia nieefektywnosci tech-
nicznej w ramach metody DEA, z zachowaniem jednocze$nie zalet tej metody (o ktérych
byla mowa we wstepie pracy). Propozycja ta jest nieznana szerzej na gruncie polskim,
ale obecna w literaturze $wiatowej (zob. [5], [8], [9], [20]). Z przedstawionych w tej
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pracy wstepnych badan wynika, ze ze wzgledu na asymptotyczny charakter wtasnosci
stosowanych estymatoréw prezentowana metoda daje dobre wyniki w przypadku duzej
liczby obserwacji (zob. cze$¢ symulacyjna artykutu), cho¢ i wtedy nie jest pozbawiona
usterek (np. niepelny stopien pokrycia przedziatéw ufnosci, zob. tabela 2). Niestety,
w praktycznych zastosowaniach metody DEA mamy najczesciej do czynienia ze zbio-
rami danych, ktére nie przekraczajg 100 czy 200 obserwacji. W takiej sytuacji pojawia
sie kolejny problem zwigzany z obliczaniem oceny obcigzenia, a doktadniej, dotyczacy
wykonalnosci estymacji nieznanych parametréw bg i b, oraz zbyt arbitralnego i dys-
kusyjnego wyboru pewnych statych stuzgcych wspomnianej estymacji.

W malych prébach, przy braku jakichkolwiek rezultatéw teoretycznych, postuluje
sie wiec uzycie metod bootstrapowych majgcych za zadanie ,nasladowaé” rzeczywi-
sty proces generujacy dane. W literaturze przedmiotu nie brakuje propozycji w tym
zakresie (zob. prace [17], [19], [20]). Niestety, do roku 2007 nie udowodniono nawet
zgodnosci tych procedur??, udowodniono natomiast niezgodno$¢ niektérych procedur
zaproponowanych w latach poprzednich (zob. np. [18]). W roku 2008 pojawita sie
jednak praca [9], w ktérej zaproponowano pewne zgodne procedury bootstrapowe. Co
wiecej, przedstawiono w niej postaé¢ asymptotycznego rozkladu dla estymatora DEA
w sytuacji wielu nakladéw i produktéw. Jej przeanalizowanie i zastosowanie bedzie
nastepnym zadaniem stojacym przed autorami niniejszego opracowania.

Kolejnym wyzwaniem bedzie uzyskanie podobnych wnioskéw (wynikéw) dla esty-
matora miernika efektywnos$ci wzgledem naktadéw (zob. np. [20]). W niniejszej pracy
badamy bowiem tzw. efektywnos$¢ wzgledem produktéow (zob. wzér 2.4). W celach
poréwnawczych i dla osiggniecia szerszej perspektywy spojrzenia na problem modelo-
wania niepewnos$ci w ramach metody DEA, nalezaloby réwniez zbadaé i wykorzystaé
inne propozycje modeli o charakterze semiparametrycznym i parametrycznym (zob.
prace [7], [14], [15]).
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ESTYMACJA MIERNIKA EFEKTYWNOSCI TECHNICZNEJ W RAMACH METODY DEA
Streszczenie

W artykule przedstawiono propozycje opisu niepewnosci, co do wartosci miernika efektywnosci technicz-
nej, uzyskiwanej za pomocg metody DEA. Wprowadzono nieparametryczny model statystyczny, funkcjonujacy
w ramach omawianej metody oraz zdefiniowano tzw. estymator DEA miernika efektywnosci techniczne;j.
W przypadku jednego nakladu i jednego produktu powigzano warto$¢ miernika efektywnos$ci technicznej
z warto$cig funkcji produkcji w punkcie oraz zdefiniowano odpowiadajacy jej estymator DEA. Nastepnie
przedstawiono posta¢ asymptotycznego rozkladu obu estymatoré6w DEA. Znajomo$¢ tego rozktadu pozwolita
wyznaczy¢ asymptotyczne obcigzenie i wariancje estymatora DEA oraz wyprowadzi¢ postaci odpowiednich
asymptotycznych przedzialéw ufnosci. Na koniec wykonano badania symulacyjne, majace na celu sprawdze-
nie matoprébkowych wtasnosci estymatora DEA oraz zastosowano przedstawiong metodologi¢ do analizy
poziomu efektywnosci rzeczywistych obiektéw produkcyjnych z polskiego sektora energetycznego.

Stowa kluczowe: metoda DEA, efektywno$¢ techniczna, rozklad asymptotyczny, nieparametryczny
model graniczny.
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ESTIMATION OF THE TECHNICAL EFFICIENCY MEASURE WITHIN THE DEA METHOD
Summary

In the paper we present the proposition of the description of uncertainty related to the technical
efficiency measure received using the DEA method. A nonparametric, statistical model functioning within
the DEA method is introduced and the DEA estimator of the technical efficiency measure is defined. For
a single input - single output variable case, the value of the technical efficiency measure and frontier
production function are related. Thus a corresponding DEA frontier estimator for a given point is defined.
Next, forms of the asymptotic distributions of the DEA estimators are presented. It allowed us to derive
the asymptotic bias and variance of the DEA estimator and to construct asymptotic confidence intervals.
In the last part, finite sample performance of the DEA estimator is investigated via a simulation study. We
also illustrate the DEA estimation procedure using real data, which come from the Polish Energy Sector.

Key words: DEA method, technical efficiency, asymptotic distribution, nonparametric Frontier
Model.



