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EMPIRYCZNA OCENA MOCY TESTOW DLA WIELU WARIANCIJI

1. WPROWADZENIE

Testy dla wielu wariancji nie sg zbyt popularne wsrod testéw statystycznych. Moze
dlatego, ze rzadko wykorzystywane sg jako procedura docelowa. Raczej stuza do wery-
fikowania zatozenia o réwnoS$ci wariancji wymaganego przez inne procedury — przede
wszystkim analize wariancji. Moga by¢ tez wykorzystywane do oceny jednorodnos$ci
Zzrodet danych, ktére chcemy potgczyé dla uzyskania lepszych ocen wariancji.

Testy dla wielu wariancji tez zazwyczaj same wymagajg spelnienia pewnych zato-
zen. Najczesciej chodzi tu o zalozenie normalnosci rozkladu w populacjach lub przy-
najmniej rozktadu tego samego typu.

Oczywiscie, zagadnienie poréwnywania rzeczywistego prawdopodobienistwa bledu
pierwszego rodzaju oraz mocy testow dla wielu wariancji byto juz podejmowane w lite-
raturze statystycznej. Chyba najbardziej wyczerpujacym do$wiadczeniem byly symulacje,
ktérych wyniki przedstawili Conover, Johnson, Johnson (1981)1. Poddali oni analizie
m.in. nastepujace testy: Neymana i Pearsona (1931), Bartletta (1937), Cochrana (1941),
Scheffego (1959), Levene’a (1960), Browna i Forsythe’a (1974).

Zasadniczym celem artykutu jest zbadanie zachowania sie wybranych testéw dla
wielu wariancji w warunkach prawdziwosci i nieprawdziwosci zalozenia o normal-
nos$ci rozktadu, matych i duzych préb, prob réwnolicznych i prob o zréznicowanych
liczebnosciach. Badania te przeprowadzono metodami symulacyjnymi.

Z bogatego zbioru testéw dla wielu wariancji do analizy wybrano testy wyréznione
w badaniach Conovera, Johnsona, Johnsona z 1981 r. (test Levene’a i test Flingera-
-Killeena), test Browna-Forsythe'a, ktory jest czesto stosowany ze wzgledu na dostep-
no$¢ w komputerowych pakietach statystycznych oraz relatywnie nowg propozycje
O’Briena z 1981 r.2

2. WYBRANE TESTY JEDNORODNOSCI WARIANCII

Zalozenie jednorodnos$ci (réwnosci) wariancji w obrebie grup jest jednym z wymo-
géw waznych procedur wnioskowania statystycznego. Spelnienie tego zalozenia jest
wymagane m.in. w przypadku stosowania jednoczynnikowej analizy wariancji ANOVA.

I Por. [2].
2 Por. [1], s. 1.
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Do bardziej znanych testéw jednorodnosci wariancji obok testéw Hartleya, Cochrana
i Bartletta nalezy procedura Levene'a3.

W te$cie homogenicznosci wariancji weryfikujemy nastepujgce hipotezy staty-
styczne:

Hyol =05 =03= .. =0}

Hpo? + o‘f przynajmniej dla jednej pary (i, j).

Zalozenia procedury Levene’a (1960) sg nastepujace:

1. Cecha X ma w i-tej populacji rozktad normalny N(ﬂi, G?), gdziei=1,2, ...,k

2. WartoSci przecietne u; w k populacjach sa nieznane.

W tescie Levene'a dla kazdej obserwacji X;; wyznaczane jest odchylenie absolutne
wzgledem warto$ci $redniej X; w i-tej grupie:

Zij =|Xij —Xl‘|,j = 1, 2, weey Ny, 1 =1, 2, ey k (1)

Statystyka testowa zaproponowana przez Levene'a ma postaé4:

k
(7. — 7V
N Eln,(, )
W=%—17% = , ()
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Z Z (Zij - Zi)2

i=1j=1

k
przy czym: N = Zn[, natomiast Z; oraz Z oznaczaja odpowiednio $redniag wewnatrz-
i=1

grupowg i Srednig miedzygrupowsa. Przy zalozeniu prawdziwosSci hipotezy zerowej
statystyka W ma rozktad Fishera o k-1 oraz N -k stopniach swobody. Jezeli na
poziomie istotnosci ¢ empiryczna warto$¢ statystyki W przekracza warto$é krytycznag
Fyk-1:N-k> to hipotez¢ zerowa odrzucamy. Test Levene'a zostal potem zmodyfikowany
przez Browna i Forsythe'a (1974) poprzez zastgpienie $redniej wewnatrzgrupowej X;
w przeksztatceniu (1) mediang lub $rednig ucietg. Autorzy modyfikacji testu Levene'a
zalecajg przede wszystkim stosowanie procedury z mediang grupowa, gdyz zapewnia
ona, ich zdaniem, test o do$¢ wysokiej mocy, ktéry jest odporny na brak normalnosci
w rozktadzie danych.

Kolejng procedurg zaproponowang do testowania jednorodno$ci wariancji w k-po-
pulacjach jest test Flignera-Killeena (1974). Ta procedura wymaga utworzenia rankingu
bezwzglednych wartosci cechy X;;. Uporzadkowanym niemalejaco wartosciom |Xj;|
przypisuje sie nastepnie wskazniki ay; obliczane nastepujgco:

ay, = ®_1<%+m>. (©)

3 Por. [5], s. 278-292.
4 Por. [7], s. 49.
5 Por. [6], s. 3.
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Warto zaznaczy¢, ze Conover, Johnson, Johnson (1981) zaproponowali rangowanie
warto$ci bezwzglednych cechy X;; po uprzednim odjeciu median grupowych.
Statystyka testowa w procedurze Flignera-Killeena (1974) ma postac:

(4)

przy czym A; jest $rednig wewnatrzgrupows, d jest $rednig miedzygrupowg oraz V2
jest wariancjg miedzygrupowa. Statystyka (4) ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat
0 k-1 stopniach swobody. Jezeli na poziomie istotno$ci ¢ empiryczna warto$¢ staty-
styki y2 przekracza warto$¢ krytyczng xi’ «—» to hipotez¢ zerowa (gloszaca réwnoscé
wariancji w k populacjach) odrzucamy.

Nieco inne podej$cie w testowaniu jednorodno$ci wariancji zaproponowat O’Brien
(1979, 1981). Procedura O’'Briena wykorzystuje jednoczynnikowg analize wariancji
ANOVA, ktéra jest stosowana dla przeksztalconych wartosci cechy X;; zgodnie ze wzo-
rem®:

n; (n; — 1,5)(X; — ;‘(l.)z - 0,5 Z (X; — )‘(l.)z
Z, = - : (5)

Y (n; = 1)(n; = 2)

=12 oni=12 ..k

przy czym:
n; — liczebnos¢ i-tej grupy,
X; — warto$ci $redniej w i-tej grupie.

Do weryfikacji hipotezy o réwnos$ci wariancji stosowany jest potem test F
Fishera:

k
(N — ) X (Z,— )
F= S (6)

i

R k=12 2 (zl.j—z’i)z’

i=1j=1

k
przy czym: N = D, n, natomiast Z; oraz Z oznaczaja odpowiednio $rednia wewnatrz-
i=1
grupowsg i miedzygrupowa.
Statystyka (6) ma rozktad F o k-1 i N -k stopniach swobody. Jezeli empiryczna
warto$¢ statystyki (6) przekracza warto$¢ krytyczng F.r_1:n-k to hipotezg¢ zerowa
o réwnosci wariancji w k populacjach odrzucamy.

6 Por. [1], s. 3.
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3. METODOLOGIA BADAN SYMULACYJNYCH

Celem przeprowadzenia badan symulacyjnych bylo okres$lenie zachowania sie
wybranych testéw jednorodnosci wariancji rozumianego jako zdolnos$¢ (lub jej brak)
do utrzymania nominalnego prawdopodobienistwa popelnienia btedu I rodzaju oraz
zdolnos¢ do uzyskiwania wysokiego prawdopodobienstwa odrzucenia fatszywej hipotezy
zerowej (moc testu) w warunkach zmieniajacych sie liczebno$ci prob oraz zmieniajacych
sie konfiguracji wielkoSci wariancji w poszczegblnych prébach. W badaniu rozwazono
cztery testy jednorodno$ci wariancji: Levene'a, Browna-Forsythe'a, Flignera-Killeena
oraz O’Briena.

Wykorzystanie symulacji komputerowych jest podyktowane praktyczng niemozli-
woscig analitycznego wyznaczenia krzywych mocy dla wybranych testéw jednorodnosci
wariancji.

W przeprowadzonym badaniu rozwazono trzy rozklady prawdopodobienstwa
(mechanizmy generujace préby):

- rozktad normalny,

- rozklad logarytmiczno-normalny,

- rozktad jednostajny.

W przypadku testéw jednorodno$ci wariancji wielko§¢ warto$ci oczekiwanej nie ma
wplywu na wyniki analizy. W badaniach przyjeto arbitralnie dla rozktadu logarytmiczno-
-normalnego oraz normalnego warto$¢ oczekiwang rowng 10. W przypadku rozktadu
jednostajnego arbitralnie przyjeto warto$¢ 0 jako dolng granice rozktadu. Uzyskanie
pozadanych wartos$ci odchylenia standardowego bylo mozliwe poprzez odpowiednie
sterowanie gérng granicag przedziatu, na ktérym jest okreslony rozklad jednostajny.

W przeprowadzonej symulacji zalozono, ze obserwacje pochodza z czterech popu-
lacji. Ponadto zbudowano trzy mechanizmy okre$lania wielko$ci odchylenia standar-
dowego w kazdej z czterech populacji (oznaczonych dolnymi subskryptami):

- 01 =03 =03 =1, 04 =1,0+ 3* (wspdtczynnik wzrostu odchylenia standardo-
wego),

-01=0p=1, 03 =04 =1,0+ 3* (wspdtczynnik wzrostu odchylenia standardo-
wego),

-0;=1,0+ (i-1)* (wsp6lczynnik wzrostu odchylenia standardowego), i = 1, 2,
3, 4.

Wspoétczynnik wzrostu odchylenia standardowego przyjmuje wartosci od 0 do 0,35
z krokiem 0,025.

W badaniu zalozono nastepujace sze$¢ mozliwych konfiguracji liczebnosci préb:
(10, 10, 10, 10), (40, 40, 40, 40), (5, 10, 15, 20), (20, 15, 10, 5), (30, 40, 50, 60), (60,
50, 40, 30). Wykorzystanie zaréwno préb réownolicznych, jak i nieréwnolicznych jest
podyktowane checig zbadania wplywu tego czynnika na zachowanie sie rozwazanych
testéw statystycznych.

Ponadto uwzglednienie liczebnosci préb (5, 10, 15, 20), (20, 15, 10, 5), (30, 40, 50,
60), (60, 50, 40, 30) pozwala zbadaé taczny wptyw wielkoSci odchylenia standardowego
w danej probie oraz liczebnosci tej proby na rozwazane testy jednorodnos$ci wariancji.

Wszystkie symulacje przeprowadzono w $rodowisku statystycznym R (www.r-pro-
ject.org) w oparciu o autorskie skrypty obliczeniowe.
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4. WYNIKI BADAN

4.1. KONTROLA BLEDU PIERWSZEGO RODZAJU

W sytuacji prawdziwosci hipotezy zerowej badania symulacyjne pozwolity oszaco-
waé rozmiary rozpatrywanych testéow’ jednorodnosci wariancji. W celu oszacowania
prawdopodobienistwa popelnienia bledu I rodzaju dziesieé¢ tysiecy razy generowano
cztery proby o réznej licznoscei z wybranych rozkladéw i za kazdym razem badano,
ktéra z procedur nie rozpozna stanu faktycznego, czyli réwnosci wariancji we wszyst-
kich grupach. W tabelach 1-3 przedstawione sg wyniki otrzymane w zalezno$ci od
liczebnos$ci podgrup.

Waznym zalozeniem wiekszo$ci testow jednorodnoS$ci wariancji jest zalozenie
moéwigce o normalno$ci populacji, z ktérych losujemy préby. W prowadzonych bada-
niach symulacyjnych szacowano prawdopodobienistwo btedu I rodzaju w sytuacji, gdy
zalozenie o normalnosci jest spetnione (patrz: tabela 1), ale réwniez badano wrazliwo$é
tych procedur na niespelnienie tego zalozenia. Tabela 2 prezentuje wyniki dla préb
generowanych z rozkladu lognormalnego, a tabela 3 z rozkladu jednostajnego.

Tabela 1

Oceny prawdopodobienistw odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej — réwne odchylenia standardowe,
rozktady normalne

Liczebnosci grup TEST
I II 111 v Levene'a B-F FK O’Briena
10 10 10 10 0,0694 0,0346 0,0358 0,0389
40 40 40 40 0,0547 0,0430 0,0424 0,0453
5 10 15 20 0,0814 0,0368 0,0379 0,0608
30 40 50 60 0,0616 0,0501 0,0511 0,0524

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W tabeli 1 przedstawiono wyniki uzyskane, gdy préby byly losowane z populacji
normalnych o réwnych wariancjach. Najgorzej wypad! test Levene’a, ktéry dla wszyst-
kich rozpatrywanych wariantéw liczebnos$ci przekroczyt przyjety na wstepie badan
poziom istotnos$ci 0,05. Szczegdlnie wysokie prawdopodobienstwo blednego odrzucenia
prawdziwe]j hipotezy zerowej mozna zauwazy¢ dla matych, nieréwnolicznych préb.
Procedura ta nie wypada dobrze réwniez w przypadku duzych, ale nieréwnolicznych
probek. Najlepiej w tej czeSci badan wypadajg procedury Browna-Forsythe’'a oraz
Flignera-Killeena. Obie zapewniajg kontrole bledu I rodzaju na poziomie 0,05, nie-
znacznie przekraczajgc to prawdopodobienstwo w przypadku duzych, nieréwnolicznych
préb. Pomiedzy procedurami Browna-Forsythe’a oraz Flignera-Killeena uplasowata sie

7 Patrz [4], s. 23.
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procedura O'Briena, ktéra zapewnia kontrole btedu I rodzaju dla préb réwnolicznych,
réwniez matych. W przypadku probek o réznej licznosci oszacowane prawdopodo-
bienstwa, mimo iz wieksze od 0,05, sg jednak znacznie nizsze od prawdopodobienstw
otrzymanych przy zastosowaniu testu Levene'a.

Tabele 2 i 3 przedstawiajg wyniki w przypadku, gdy niespelnione sg zalozenia
o normalnosci rozktadéw.

W tabeli 2 przedstawione sg wyniki symulacji prowadzonych dla préb generowanych
z rozktadu lognormalnego. Zaskakujg bardzo zle wyniki testu Levene'a. Oszacowane
prawdopodobienistwa popetnienia bledu I rodzaju przekraczaja 0,3! Okazuje sie, ze
zastosowanie tego testu do prob z rozkladu lognormalnego powoduje odrzucenie co
najmniej 30% prawdziwych hipotez zerowych. Najbardziej odporny okazal sie test
Browna-Forsythe’a, ktéry jedynie w sytuacji matych, nieréwnolicznych préb przekro-
czyl zalozony na wstepie poziom istotnosci 0,05. W miare odporny okazal sie réwniez
test O’Briana, ktéry kontrole prawdopodobiefistwa odrzucenia hipotezy prawdziwej
zapewnial w przypadku duzych préb. Niestety, prawdopodobienstwo btedu I rodzaju
dwukrotnie przekracza dopuszczalny poziom istotnosci w przypadku zastosowania
tego testu do matych nieréwnolicznych prébek. Test Flignera-Killeena we wszystkich
rozpatrywanych wariantach liczebno$ci ponad dwukrotnie przekraczat a.

Tabela 2

Oceny prawdopodobiefistw odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej — réowne odchylenia standardowe,
rozklady lognormalne

Liczebnosci grup TEST
I 11 111 v Levene'a B-F F-K O’Briena
10 10 10 10 0,3438 0,039 0,1205 0,0584
40 40 40 40 0,3013 0,0428 0,1533 0,0344
5 10 15 20 0,3328 0,057 0,1175 0,1044
30 40 50 60 0,3059 0,0485 0,1654 0,0405

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tabela 3 przedstawia wyniki uzyskane dla préb losowanych z rozkladu jednostaj-
nego. I w tym przypadku najgorzej wypadla procedura Levene’a, ktéra dla wszystkich
czterech wariantow liczebnosci data oszacowania przekraczajgce 0,05. Uzyskane przez
te procedure wyniki sg zblizone do rezultatéw uzyskanych dla rozktadu normalnego
(por. tabela 1) i potwierdza sie spostrzezenie, ze procedura ta nie wypada dobrze
w przypadku matych, nieréwnolicznych préb, jak réwniez w przypadku duzych, ale
nieréwnolicznych préb. W sytuacji rozktadu prostokatnego zaréwno procedura Browna-
Forsythe'a, jak i Flignera-Killeena wypadly w badaniach bardzo dobrze, uzyskujac
prawdopodobienstwa blednej decyzji ponizej 0,05. Dla testu O'Briena, podobnie jak
w przypadku rozkladu normalnego, otrzymano nieznaczne przeszacowanie prawdo-
podobienstwa bledu I rodzaju w przypadku préb nieréwnolicznych.
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Tabela 3

Oceny prawdopodobiefistw odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej — rowne odchylenia standardowe,
rozktady jednostajne

Liczebnosci grup TEST
I II III v Levene'a B-F F-K O’Briena
10 10 10 10 0,0709 0,025 0,0232 0,0411
40 40 40 40 0,0562 0,033 0,0332 0,0471
5 10 15 20 0,097 0,0374 0,0309 0,0665
30 40 50 60 0,0607 0,0389 0,0379 0,0523

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W prowadzonych badaniach rozwazano trzy rozklady, z ktérych generowano préby
losowe. Okazalo sie, ze wyniki jakie uzyskano dla rozktadu jednostajnego tylko nie-
znacznie réznig si¢ od wynikéw otrzymanych dla rozktadu normalnego, ktéry stanowi
kluczowe zalozenie wiekszosci procedur stuzacych do badania jednorodnosci warian-
cji. Natomiast bardzo istotne réznice wystgpily w przypadku zastosowania testow do
préb wygenerowanych z rozktadu lognormalnego. W przypadku gdy o = 1 rozktad
lognormalny charakteryzuje sie silng prawostronng asymetrig i wydaje sie, ze wlasnie
to odejécie od symetrii jest powodem tak znacznego pogorszenia oszacowan bledow I
rodzaju procedur Levene’a i Flignera-Killeena.

Podsumowujac cze$¢ badan dotyczacg kontroli btedu I rodzaju mozemy stwierdzié,
ze pod tym wzgledem zdecydowanie najgorzej wypadia procedura Levene’a. Okazala sie
,nieodporna” w przypadku nieréwnych lub nielicznych préb, nawet tych losowanych
z rozktadu normalnego. W przypadku rozktadu asymetrycznego jakim jest rozktad lognor-
malny, wyniki tej procedury pogarszajg sie tak drastycznie, Ze jej stosowanie wydaje
sie wrecz niedopuszczalne. Najlepiej sposréd rozwazanych testéw wypadt test Browna-
-Forsythe'a. Test ten okazat sie znacznie bardziej od innych procedur odporny na nie-
réwnoliczno$¢ préb, czy tez odchylenia od normalnoéci. Stosunkowo dobrze wypadt on
réwniez w przypadku silnej asymetrii rozkladu lognormalnego, przekraczajac zaledwie
0 0,007 zatozony poziom istotnosci dla préb matych i nieréwnolicznych. Z pozostatych
testéw ciekawie wypada test O'Briena, dla ktérego oszacowane prawdopodobienstwa
testowe oscylujg koto 0,05, nieznacznie przekraczajac te warto$¢ dla prob nieréwno-
licznych. W przypadku silnej asymetrii rozktadu lognormalnego test ten okazat sie nie-
odporny tylko w przypadku matych prob, w przeciwienstwie do testu Flignera-Killeena,
dla ktérego wszystkie oszacowane prawdopodobiefistwa odrzucenia prawdziwej hipo-
tezy zerowej okazaly si¢ ponad dwukrotnie wieksze od przyjetego poziomu istotnosci.

4.2. BADANIE MOCY PROCEDUR

Mocg testu nazywamy prawdopodobienstwo podjecia stusznej decyzji polegajacej
na odrzuceniu falszywej hipotezy zerowej. Druga cze$é badan miala na celu poréw-
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nanie mocy wybranych testéw stuzacych do badania réwnosci wielu wariancji. W tym
przypadku tysigc razy generowano cztery préby o réznej liczebnosci z wybranych
rozktadéw i za kazdym razem badano, ktéra z procedur rozpozna stan faktyczny, czyli
brak réwnos$ci wariancji we wszystkich grupach. Dla kazdej z procedur szacowano
prawdopodobienstwa wykrycia niejednorodnosci wariancji.

Istotnym zatozeniem wielu testéw jednorodnoS$ci wariancji jest zatozenie dotyczace
normalnosci rozktadéw, z ktérych pobierane sg préby. Niestety, w praktyce czesto zato-
zenie to nie jest spelnione, a mimo to procedury sg stosowane. W badaniach spraw-
dzano wiec moc procedur nie tylko w sytuacji, gdy proby sg generowane z rozktadéw
normalnych. Generowano réwniez proby z rozkladu jednostajnego i lognormalnego. Tak
wiec symulacje miaty na celu réwniez ocene odpornosci wybranych testéw w przypadku
niespelnienia zalozenia o normalno$ci.

Na wstepie, w celu poréwnania mocy procedur w sytuacji spetnionych zatozen, eks-
perymenty przeprowadzono dla préb generowanych z rozktadéw normalnych. Wszystkie
cztery rozpatrywane testy osiggaly poréwnywalne rezultaty w przypadku duzych préb.
Oczywiscie, prawdopodobienstwa rozpoznania niejednorodno$ci wariancji rosly wraz
ze wzrostem réznic pomiedzy wariancjami. Jednak wykrywalno$¢ niejednorodnosci
wariancji okazala sie wyraznie lepsza, gdy rosta wariancja tylko w jednej lub dwéch gru-
pach. Dla obu tych sytuacji oszacowane prawdopodobienistwa réznily sie nieznacznie.
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Wyrazne réznice pomiedzy testami dalo sie zaobserwowaé w wykrywalnosci nie-
jednorodno$ci wariancji w przypadku matych préb. W przypadku préb réwnolicznych
10-elementowych zdecydowanie najlepszym rozpoznaniem niejednorodnosci wykazata
sie procedura Levene’a. Procedura ta jednak nie zapewnia kontroli btedu I rodzaju na
zalozonym poziomie istotno$ci, co stanowi jej powazny mankament. Dla pozostatych
trzech procedur réznice w oszacowanych prawdopodobienstwach byly nieznaczne,
ale wyraznie gorsze od prawdopodobienstw otrzymanych dla procedury Levene'a.
Tylko w sytuacji, gdy wariancja rosla w jednej grupie (patrz: rys. 1) réznice mie-
dzy testami byly wyraZniejsze i spos$réd testow kontrolujgcych prawdopodobienistwo
btedu I rodzaju najlepiej wypadt test O'Briena, troche gorzej test Browna-Forsythe'a,
a najgorzej test Flignera-Killeena. Oczywiscie, réznice pomiedzy testami rosty wraz
ze wzrostem wariancji w grupie.

W przypadku matych nieréwnolicznych prob okazalo sie, iz istotny wplyw na
rozpoznanie niejednorodno$ci wariancji przez rézne testy ma fakt, czy mniejszym
prébom w eksperymencie odpowiadaly mniejsze czy wieksze wariancje. I tak np.
procedura O’Briena byta najlepsza, gdy wigkszym liczebno$ciom odpowiadaly mniej-
sze wariancje, podczas gdy w sytuacji odwrotnej wypadata ona najgorzej w rankingu
testow jednorodnosci wariancji (patrz: rys. 2).
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Podsumowujac, eksperymenty symulacyjne przeprowadzone na prébach genero-
wanych z rozkladéw normalnych, mozna stwierdzié, iz w przypadku duzych préb
wszystkie badane procedury mialy zblizone wyniki rozpoznania niejednorodnosci pod-
grup. W przypadku malych préb sytuacja byla bardziej skomplikowana. Najlepsze
prawdopodobienstwa rozpoznania niejednorodno$ci miat test Levene'a, ktory jednak
nie zapewniat kontroli btedu I rodzaju na zatozonym poziomie istotnosci.

W przypadku procedury O’'Briena wyniki, w poréwnaniu do pozostatych testow,
wahaly sie od bardzo dobrych do bardzo stabych, a zalezalo to od tego, czy liczniej-
szym prébom odpowiadaly mniejsze czy wieksze wariancje. Wydaje sie, ze taka ,nie-
stabilno$¢” dyskwalifikuje procedure O'Briena w badaniach praktycznych w przypadku
matych préb.

Dobre, stabilne wyniki miata procedura Browna-Forsythe'a, ktéra w przeciwien-
stwie do procedury Levene’a kontrolowata prawdopodobienstwo odrzucenia prawdziwej
hipotezy zerowej na przyjetym w eksperymencie poziomie istotnosci 0,05.

Poniewaz w badaniach praktycznych nie mamy mozliwos$ci rozpoznania, czy mniej-
szym prébom odpowiada wicksza czy mniejsza wariancja (chyba, Zze oprzemy si¢ na
obserwacjach dla préb) wydaje sie wiec, ze najbezpieczniej w przypadku matych, nie-
réwnolicznych préb decyzje o niejednorodno$ci wariancji przeprowadzac¢ za pomocg
np. testu Browna-Forsythe'a.

Kolejne eksperymenty symulacyjne polegaly na losowaniu préb z rozktadu lognor-
malnego i jednostajnego o zadanych parametrach i badaniu wrazliwosci testéw na
odejscie od zalozenia o normalnosci.
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Interesujaco, ale zarazem niepokojaco wypadly badania, w ktérych préby byly gene-
rowane z rozkladu lognormalnego. Zdecydowanie najlepiej niejednorodno$é¢ wariancji
wykrywala procedura Levene’a (por. rys. 3). W przypadku matych, nier6wnolicznych
préb z rozktadu lognormalnego okazalo sig, ze istotna jest zalezno$¢ pomiedzy liczebnos-
cig proby i wielko$cig wariancji. I tak, w przypadku gdy liczniejszej probie odpowiada
wieksza wariancja (bez znaczenia jest fakt, czy zmiany wariancji zachodzity w jednej,
dwéch czy w trzech grupach) procedura Flignera-Killeena wydaje sie jedynym roz-
wigzaniem. Natomiast gdy mniejszej prébie odpowiada wieksza wariancja, wyraZnie
poprawia sie moc pozostatych procedur (Browna-Forsythe’a i O'Briena).

W przypadku duzych préb generowanych z rozktadéw jednostajnych wszystkie testy
uzyskaly prawdopodobienstwa rozpoznania niejednorodnosci wariancji co najmniej
tak dobre, jak w analogicznym eksperymencie z prébami generowanymi z rozkltadu
normalnego. Wréd rozwazanych testéw najlepiej wypadta procedura O’Briena.

Procedura O’'Briena rowniez w przypadku matych préb dala najlepsze oszacowania
prawdopodobienstw rozpoznania niejednorodno$ci wariancji. Szczegdlne duzy kontrast
w stosunku do pozostatych procedur pojawiat si¢ wtedy, gdy préby byty réwnoliczne
lub gdy mniejszej probie odpowiadata wigksza wariancja (rys. 4).
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Zrédlo: opracowanie wilasne.
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W najgorszym przypadku, gdy najmniejszej prébie odpowiadata najmniejsza
wariancja, procedura O’'Briena miata wyniki zblizone do wynikéw pozostatych pro-
cedur: Browna-Forsythe'a i Flignera-Killeena. Najlepiej w tym eksperymencie wypadia
procedura Levene'a, nalezy jednak wspomnieé, ze rowniez w tym eksperymencie test
ten dat prawie dwukrotne przeszacowanie przyjetego na wstepie poziomu istotnosci.

5. PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badania symulacyjne potwierdzity, Ze nie ma jednego najlepszego,
czy tez ,uniwersalnego” testu jednorodnosci wariancji. Zalecenia autoréw, wynikajace
z przeprowadzonych badan, odno$nie wyboru najwlasciwszego testu jednorodnosci
w zaleznosci od rozwazanych czynnikéw, takich jak m.in. rozktad, czy liczebnosci prob,
przedstawione sg w tabelach 4-5. W kolumnie ,zalecenia” wymienione sg procedury
w zalecanej kolejnosci stosowania.

Tabela 4

Zalecenia odnos$nie wyboru testu jednorodno$ci wariancji w przypadku losowania préb z rozkladéw
co najmniej zblizonych do rozktadu normalnego lub do rozktadu jednostajnego

Zalecenia Zalecenia
Liczebnosci prob (rozktady zblizone (rozktady zblizone
do rozktadu normalnego) do rozktadu jednostajnego)
1. Test O'Briena 1. Test O'Briena
. 2. Test Browna-Forsythe'a 2. Test Levene’'a (p = 0,0709)
Réwnoliczne . ) ,
3. Test Flignera-Killeena 3. Test Browna-Forsythe'a
4. Test Levene’a (p = 0,0694) 4. Test Flignera-Killeena
Male
1. Test Browna-Forsythe’a 1. Test O'Briena (p = 0,0665)
) ) 2. Test Flignera-Killeena 2. Test Levene'a (p = 0,097)
Nieréwnoliczne
3. Test Levene’a (p = 0,0814) 3. Test Browna-Forsythe'a
4. Test O'Briena (p = 0,0608) 4. Test Flignera-Killeena
1. Test O'Briena 1. Test O'Briena
2. Test Levene’a (p = 0,0547) 2. Test Flignera-Killeena
Rownoliczne , ,
3. Test Browna-Forsythe’a 3. Test Levene’a (p = 0,0562)
4. Test Flignera-Killeena 4. Test Browna-Forsythe'a
Duze
1. Test O’Briena (p = 0,0524) 1. Test O'Briena (p = 0,0523)
) ) 2. Test Levene'a (p = 0,0616) 2. Test Flignera-Killeena
Nieréwnoliczne , ,
3. Test Browna-Forsythe’a (p = 0,0501) | 3. Test Levene’a (p = 0,0607)
4. Test Flignera-Killeena (p = 0,0511) 4. Test Browna-Forsythe'a

Zrédlo: opracowanie wlasne (w nawiasach obok nazw procedur podano oszacowane dla tych procedur prawdopodobienistwa popetnienia
bledu I rodzaju wigksze od 0,05).
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Cze$¢ z zalecanych testébw nie zapewnia kontroli bledu I rodzaju. Poniewaz dla
rozpatrywanych procedur réznice w oszacowaniach prawdopodobienstw btedu I rodzaju
byly znaczne w zaleznosci od rodzaju procedury, czy tez rozwazanej sytuacji badaw-
czej, w nawiasie obok nazwy procedury podano oszacowane prawdopodobienistwa
popetnienia bledu I rodzaju, wtedy gdy jest ono wieksze od 0,05. Kolejnos¢ zalecanych
testow zalezata od kilku czynnikéw. Oczywiscie, autorzy starali sie wyr6znié testy
o najwiekszej mocy, zapewniajgce kontrole btedu I rodzaju. W niektérych sytuacjach
badawczych wybdér najlepszych procedur byl szczegblnie trudny, gdy np. procedury
dobrze rozpoznajace niejednorodnos$é wariancji, mialy zbyt wysokie prawdopodobien-
stwa btedu I rodzaju. Prawdopodobienstwa popetnienia biedu I rodzaju zostaly wiec
podane, by badacz korzystajacy z tego opracowania mial orientacje, na jaki btad I
rodzaju sie naraza dokonujac wyboru procedury i ewentualnie rozwazyt, czy jest to
dopuszczalne w prowadzonych przez niego badaniach. Jesli nie dopuszcza takiego
poziomu btedu I rodzaju, moze rozwazy¢ zastosowanie testu na ,odpowiednio” nizszym
poziomie istotno$ci lub tez zastosowaé kolejny test z listy zalecen.

Tabela 5

Zalecenia odnos$nie wyboru testu jednorodno$ci wariancji w przypadku losowania préb z rozktadéw
o wyraznej asymetrii umiarkowanej

Liczebnosci prob Zalecenia
Réwnoliczne Test Flignera-Killeena (p = 0,1205)
Male . . Zaden z testow nie zastuguje na rekomendacje, ale ,najmniejszym
Nieréwnoliczne , o ] )
zlem” wydaje si¢ test Flignera-Killeena (p = 0,1175).
Dus Réwnoliczne 1. Test Flignera-Killeena (p = 0,1700)
uze
i nieréwnoliczne 2. Test Browna-Forsythe'a

Zrédlo: opracowanie wlasne (w nawiasach obok nazw procedur podano oszacowane dla tych procedur prawdopodobiefistwa popelnienia
bledu I rodzaju wigksze od 0,05).

W tabeli 4 podane sg zalecenia w sytuacji, gdy proby sg losowane z rozktadéw
normalnych (lub rozktadéw co najmniej zblizonych do normalnych) oraz dla préb loso-
wanych z rozktadéw lognormalnych. W badaniach rozwazano odchylenia standardowe,
dla ktérych rozktad lognormalny charakteryzuje si¢ wyrazng asymetria prawostronna.
Wydaje sie, ze zalecenia z tej czeSci badan mozna odnie$é¢ nie tylko do rozktadu
lognormalnego, ale do szerszej klasy rozktadéw umiarkowanie asymetrycznych.
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EMPIRYCZNA OCENA MOCY TESTOW DLA WIELU WARIANCJI

Streszczenie

Testy dla wielu wariancji stosuje si¢ zwykle do weryfikowania zalozenia o réwnos$ci wariancji wyma-
ganego przez inne procedury — przede wszystkim analize wariancji. Mogg by¢ tez wykorzystywane do oceny
jednorodnos$ci zrédet danych, ktore chcemy potaczy¢ dla uzyskania lepszych ocen wariancji.

Testy dla wielu wariancji tez zazwyczaj same wymagaja spelnienia pewnych zatozen. Najcze$ciej chodzi
tu o zalozenie normalnosci rozkltadu w populacjach lub przynajmniej rozktadu tego samego typu.

Celem artykutu jest zbadanie zachowania si¢ wybranych testéw dla wielu wariancji w warunkach praw-
dziwosci i nieprawdziwosci zalozenia o normalnosci rozkladu, matych i duzych préb, préb réwnolicznych
i prob o zréznicowanych liczebnosciach. Badania te przeprowadzono metodami symulacyjnymi. W badaniu
rozwazono cztery testy jednorodnosci wariancji: Levene’a, Browna-Forsythe’a, Flignera-Killeena oraz O'Briena.

Stowa kluczowe: testy dla wielu wariancji, symulacje Monte Carlo, test Levene’a, test Browna-Forsythe'a,
test Flignera-Killeena, test O'Briena.

A COMPARATIVE STUDY OF TESTS POWER FOR HOMOGENEITY OF VARIANCES

Summary

Some statistical tests, for example the analysis of variance, assume that variances are equal across
groups or samples. Tests for homogeneity of variances can be used to verify that assumption and for
pooling of data from different sources to yield an improved estimated variance. Tests for homogeneity of
variances can be used usually under assumption of normal distributions or nearly normal distributions.
In this paper some tests for homogeneity of variances are examined under the null hypothesis and under
the alternative, for various sample sizes, for various symmetric and asymmetric distributions. Monte Carlo
simulations has been used for this. In this paper the following procedures have been analyzed: Levene’a
test, Brown-Forsythe test, Fligner-Killeen test and O'Brien test.

Key words: tests for homogeneity of variances, Monte Carlo, Levene’s test, Brown-Forsythe test, Fligner-
Killeen test, O’'Brien test.



