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O ELIMINACJI BLEDOW W PROGNOZACH WYKONYWANYCH
NA PODSTAWIE MODELU LEONTIEWA
W PRZYPADKU AGREGACJI NIEDOSKONALEJ W SENSIE HATANAKI

Celem artykulu jest przedstawienie eliminacji bledéw w prognozach wykonanych na
podstawie modelu Leontiewa w przypadku, kiedy agregacja nie jest doskonata w sensie
Hatanaki. Proponowane podej$cie wykorzystuje macierze brzegowe i zapewnia uzyska-
nie prognoz nie obarczonych btedami wynikajacymi z niedoskonalej agregacii.

Dany jest schemat pierwotny Leontiewa, czyli tréjka (Px, X, x), gdzie Px = [x;] jest
macierzg kwadratowg stopnia n o elementach stanowiacych przeptywy miedzygateziowe
z i-tej do j-tej gatezi. Wektory X oraz x sg n-wymiarowymi wektorami kolumnowymi
o sktadowych odpowiednich réwnych X; oraz x; bedacych warto$ciami produkcji glo-
balnej oraz koncowej i-tej galezi. Jest przy tym:

Xi=xj1+xp+ ... +xp +x,1=1,2, .., n (1)
Oznaczymy symbolem X macierz diagonalng stopnia n taka, ze:
X = diag{Xy, X5, ..., X,,}. (2)

Definiujemy macierz A = [a;]] o wymiarach nxn w nastgpujacy sposéb:

A = PxX-l. ©)
Zauwazmy, ze:
a; =0,
n
Zaij< 1, dlai=1,2,...,n. @
j=1
Z (3) wynika, ze:
Px = AX, (5)

co po podstawieniu do (1) prowadzi do modelu Leontiewa. Ma on postaé:

I-A)X=x (6)
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Na podstawie modelu Leontiewa danego wzorem (6), ktéry bedziemy nazywali
pierwotnym, mozliwe sg do wykonania prognozy.

Prognoza prosta pierwszego rodzaju polega na wyznaczeniu wektora warto$ci
przyrostu produkcji koncowej — Ax, przy zalozeniu, ze znamy macierz I — A oraz
wektor przyrostu wartoéci produkcji globalnej AX.

Z kolei prognoza drugiego rodzaju polega na wyznaczeniu wektora przyrostu
wartoéci produkcji globalnej AX, kiedy znamy macierz I — A oraz wektor przyrostu
warto$ci produkcji koncowej Ax.

Dodajmy jeszcze, ze stopiefi n macierzy I — A nazywamy stopniem pierwotnego
modelu Leontiewa, ktéry dany jest wzorem (6). Z kolei model postaci:

(I - B) AY = Ay )

jest zagregowanym modelem Leontiewa, gdzie macierz B jest odpowiednikiem macierzy
A podobnie jak r-wymiarowe wektory kolumnowe o sktadowych odpowiednio réwnych
AY; oraz Ay;, i = 1, 2, ..., r stanowiace zagregowane wektory odpowiednio przyrostu
warto$ci produkcji globalnej i koncowe;.

Poniewaz stopien pierwotnego modelu Leontiewa jest wyzszy od stopnia modelu
wtérnego (zagregowanego) (r < n), przeto agregacja jest zabiegiem pozadanym. Niesie
ona jednak pewne problemy, ktére nizej bedg przedmiotem analiz.

Zatem analogicznie do schematu pierwotnego danego wzorem (1) mamy do czy-
nienia z zagregowanym schematem Leontiewa:

Y]‘ =yt tyz2t ...ty t yi’j =1,2,..,71, (8)

za$ powyzej podane wielko$ci sg zagregowanymi wielko$ciami stanowigcymi analo-
giczne wielko$ci do danych wzorami (2), (3), (4) i (5), czyli:

Y = diag{Yy, Yo, ..., Y}}, 9)
za§ macierz o wymiarach r X r:
B = P,Y-1. (10)
ma elementy réwne b;; spelniajagce warunek:

b, =0,

y

r
Zb1j< 17 dlal: 1927"-7r- (11)

Jj=1

Jezeli model pierwotny ma stopien #, za$ model zagregowany jest stopnia r (r < n)
([3]), to schemat agregacji opisywany jest przez specjalng macierz S o wymiarach
r X n.



O eliminacji bledéw w prognozach wykonywanych na podstawie... 83

Odnotujmy jeszcze, ze schemat agregacji stanowi zbiér regul, wedlug ktérych
taczy sie galezie modelu pierwotnego w odpowiednie gal¢zie modelu zagregowanego.
Schemat taki nazywamy zgodnym, jezeli spelnia nastepujace warunki [3]:

a) kazda galaz modelu pierwotnego jest zaliczona do pewnej galezi modelu zagre-
gowanego,

b) jedna i ta sama galgZ modelu pierwotnego nie moze by¢ zaliczona do dwéch
r6znych galezi modelu zagregowanego,

c) galezie zagregowane majg sens ekonomiczny.

Przypus$émy, ze pierwsze k; gatezi modelu pierwotnego zostaly zaliczone do pierw-
szej galezi modelu zagregowanego. Woéwczas pierwszy wiersz macierzy S ma na weztach
(1, 1), (1, 2), ..., (1, k) jedynki, za$ pozostale elementy tego wiersza sg zerami.

Z kolei druga galaz modelu zagregowanego tworza galezie o numerach
ki + 1, ..., k, modelu pierwotnego. Wowczas drugi wiersz macierzy S ma jedynki na
miejscach (2, k; + 1), ..., (2, k), za$ pozostale elementy tego wiersza sg zerami, itd.
i na koniec galezie o numerach k.1 + 1, ..., k, tworza r-ta (ostatnig) galagZz w mo-
delu zagregowanym. Wowczas elementy wiersza r-tego macierzy S stojagce w weztach
(r, kp_1 + 1), ..., (r, k) sa jedynkami, za$ pozostale elementy tego wiersza sg zerami.

Przypomnijmy jeszcze praktycznie wazne wlasnosci macierzy S ([4]):

10 rzad S =7,

20 iloczyn STS jest macierza diagonalna,

30 jezeli d; oznacza liczbe jedynek wystepujaca w r-tym wierszu macierzy S, to
i-ty diagonalny element tej macierzy jest réwny d;.

Obecnie zdefiniujemy agregacje doskonata.

W przypadku prognozy prostej pierwszego rodzaju agregacja S jest doskonala,
jezeli z warunku:

SAX = AY (13)
spelnionego dla dowolnego wektora AX wynika, ze:
SAx = Ay. (14)

Z kolei w przypadku prognozy prostej drugiego rodzaju agregacja S jest dosko-
nala, jezeli z warunku:

SAx = Ay (15)
spelionego dla dowolnego wektora Ax wynika, ze:
SAX = AY. (16)
Z kolei nizej podane twierdzenia dotycza agregacji doskonate;j.
Twierdzenie 1 (Hatanaka [2])

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby agregacja S byta doskonata dla
prognozy prostej tak pierwszego jak i drugiego rodzaju jest spetnienie warunku:
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SA = BS. (17)

Postugiwanie sie tym wzorem wymaga znajomosci schematu pierwotnego. W prak-
tyce wymog ten nie zawsze jest spelniony.

Woéwczas cheac rozstrzygnaé, czy dana agregacja S jest doskonala korzystamy
z twierdzenia Ary ([1]) podanego w wersji zamieszczonej w pracy [4].

Twierdzenie 2 (Ara)

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby agregacja S byla doskonata
jest spetnienie réwnania:

SA = SAST(SS)-!S. (18)

Postugiwanie sie tym wzorem jest ulatwione z uwagi na poprzednio oméwione
wlasnos$ci macierzy S.

Zaktadamy, ze agregacja S jest niedoskonata.

W przypadku prognozy prostej pierwszego rodzaju z warunku SAX = AY spetnio-
nego dla dowolnego wektora AX wynika nie warunek (14), lecz warunek:

SAx = Ay + 0, (19)

gdzie O jest niezerowym wektorem bledu.
W przypadku prognozy prostej drugiego rodzaju z warunku (15) spelnionego dla
dowolnego wektora Ax wynika nie warunek (16), lecz warunek:

SAX = AY + 7, (20)

gdzie M jest niezerowym wektorem btedu.
Wektor & moze by¢ wyznaczony na podstawie wzoru Czechowskiego (patrz [3])
postaci:

3 = (BS - SA) AX. 1)

Mozliwe jest rowniez wykorzystanie do tego celu macierzy brzegowej. I tak ma
ona postac:

I AX] (22)

Q= [—(BSn— SA) 0

Po wykonaniu na macierzy Q przeksztalcen elementarnych typu g (macierz
- BS - SA) przechodzi w macierz zerowg) otrzymujemy:

(L) (AX)*}, (23)

e~y s

co pozwala odczyta¢ wektor 8.
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W pracy [4] rozpatrzono przypadek kiedy & = 0, za§ macierz podstawowa uktadu
(21) jest macierzg rzedu ¢ (0 < ¢t < r). Wowczas otrzymujemy wektor AX spelniajgcy
warunek:

(BS - SA) AX = 0, (24)

ktéry daje wektor & = 0 mimo ze BS # SA.
Z kolei w przypadku prognozy drugiego rodzaju wektor M spelnia warunek:

(I-B)n = (SA - BS) AX. (25)

Zauwazmy, ze nie znamy wektora AX i dlatego bezposrednie skorzystanie z tego
wzoru nie jest mozliwe. Staje sie ono mozliwe po wykorzystaniu odpowiednich macie-
rzy brzegowych.

Podamy dwa takie sposoby podejécia. Pierwszy polega na tym, iz mozemy wyzna-
czyé wektor:

(SA - BS) AX = (SA-BS) I-A)! Ax (26)

nie wyznaczajac przy tym wektora AX, lecz od razu iloczyn macierzy (SA — BS) AX,
czyli wektor (I - A)-1 Ax.

Podkreslamy ten fakt z naciskiem. Jest to analogia do rozwigzywania uktadu row-
nan liniowych Ax = b, przy czym chcgc uzyskac¢ rozwigzanie nie wyznaczamy osobno
macierzy odwrotnej do macierzy A, a nastepnie nie mnozymy macierzy A-! przez
wektor b, lecz od razu wyznaczamy wektor A-lb. Do tego celu mozna wykorzystaé
odpowiednig macierzg brzegowa.

A zatem, chcac wyznaczy¢ wektor stanowigcy prawa strone uktadu (25) najpierw
korzystamy z macierzy brzegowej postaci:

I1-A AX

(SA—BS) 0 @D

U=|_

Po wykonaniu na macierzy U przeksztalcen elementarnych typu a (macierz I - A
przechodzi w gérng macierz tréjkatng z jedynkami na gtéwnej przekatnej) oraz prze-
ksztalcen elementarnych typu  (macierz -(SA — BS) przechodzi w macierzg zerowa)
dostajemy:

(T-4) (A%

0  (SA—BS)AX]| (28)

|

Stad odczytujemy wektor (SA — BS) AX nie znajac a priori wektora AX.
Znajac juz wektor (SA — BS) AX rozwigzujemy uktad (25). Do tego celu mozemy
wykorzysta¢ macierz brzegowsa postaci:
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1 0 29)

r

[I—B (SA —BS)AX
V= :

Po wykonaniu na macierzy V przeksztalcen elementarnych typu @ (macierz I - B
przechodzi w gérng macierz tréjkatng z jedynkami na gltéwnej przekatnej) oraz prze-
ksztalcen elementarnych typu f (macierz -I, przechodzi w macierza zerowg) dosta-
jemy:

_[(@=B)" [(SA -BS)AX]
0 M ’

A% (30)

Stad odczytujemy wektor M bedacy rozwigzaniem uktadu (25) (przypomnijmy nie
byla w tym przypadku konieczna a priori znajomos$¢ wektora AX).

Zauwazmy, ze znacznie proSciej jest wykorzystaé macierz brzegowg F
postaci ([5]):

I-A Ax

-S 0 (31)

-

i wykona¢ na niej przeksztalcenia elementarne typu ¢ (macierz I — A przechodzi
w gérng macierz tréjkatng z jedynkami na gléwnej przekatnej) oraz przeksztatcen
elementarnych typu § (macierz —-S przechodzi w macierza zerowg). Woéwczas:

F ~ [(I —A)" (Ax) , (32)
0 AY
gdzie zawsze AY = SAX.
Politechnika Radomska
Szkota Gtowna Handlowa
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O ELIMINACJI BLEDOW W PROGNOZACH WYKONYWANYCH NA PODSTAWIE
MODELU LEONTIEWA W PRZYPADKU AGREGACJI NIEDOSKONALEJ W SENSIE HATANAKI

Streszczenie

Dany jest pierwotny model Leontiewa stopnia #n postaci:
(I-A) AX = Ax.

Dokonujemy agregacji S (macierz o wymiarach r X n (r < n) uzyskujac wtérny (zagregowany) model
Leontiewa stopnia r postaci:

(I - B) AY = Ay.

Jezeli agregacja nie spetnia BS = SA, to w prognozach prostych zaréwno pierwszego, jak i drugiego
rodzaju pojawiaja sie bledy.
Dla prognozy pierwszego rodzaju wektor bledéw & mozemy wyznaczy¢ z warunku Czechowskiego:

(BS - SA) AX = 0.

Jezeli przy tym rzad macierzy BS — SA (r (BS — SA)) jest rowny ¢ (0 < ¢ < 7), to istniejg wektory AX,
dla ktérych & = 0 mimo ze agregacja nie jest doskonata (BS # SA).
Dla prognozy drugiego rodzaju konstruujac macierz brzegowa postaci:

I-A AX
b= [ -S 0
zapewniamy, ze zawsze SAX = AY mimo ze BS # SA.

W przypadku prognozy drugiego rodzaju wektor M (BS # SA - agregacja nie jest doskonata) moze
by¢ wyznaczony z réwnania:

(I-B) N = (SA - BS) AX.

Jako, ze nie znamy a priori AX, mozemy go wyznaczy¢ wykorzystujac kolejno macierze brzegowe
postaci:

I-B (SA-BS)AX
-1 0

r

I-A AX
u 0

~|-(SA-BS)

oraz V =[

i wtedy wektor N moze by¢ wyznaczony.

Stowa kluczowe: model Leontiewa, prognozy ekonometryczne, agregacja

ON ELIMINATING ERRORS OF FORECASTS OBTAINED FROM THE LEONTIEF MODEL
FOR THE CASE OF IMPERFECT HATANAKI'S AGGREGATION

Summary

In the following article, there is presented a primary Leontiew model of order nxn:

I-A) AX = Ax.
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Aggregation S is performed (matrix S is a matrix of order r X n (r < n)) and the effect of it is an
aggregated Leontiew model of rank r:

(I - B) AY = Ay.

If aggregation does not fulfil BS = SA, then in simple prognoses, both of the first and second kind,
some errors appear.
For the prognosis of the first kind, the errors vector & can be determined from Czechowski's

equation:
(BS - SA) AX = 0.

If the rank of matrix BS — SA (r(BS — SA)) equals 7 (0 < ¢ < ), there are AX vectors, for which
0 = 0 despite the fact that aggregation is not perfect i.e. BS # SA.
For the prognosis of the second kind a bordered matrix:

I-A AX

F:[—s 0

is constructed; then always SAX = AY in spite of the fact that BS # SA.
In case of the prognosis of the second kind the N vector (BS # SA - aggregation is not fulfilled) can
be derived from the equation:

(I-B) m = (SA - BS) AX.

As AX is a priori not known, the following bordered matrices are applied in sequence:

I-B (SA-BS)AX
-1 0

r

I-A Ax
u 0

“|-(sA-Bs)

oraz V =[

and the M vector can thus be determined.

Key words: Leontief model, econometric forecasts, aggregation.



