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PORZADKOWANIE LINIOWE OBIEKTOW Z WYKORZYSTANIEM ROZMYTYCH
METOD AHP I TOPSIS!

1. WPROWADZENIE

Porzadkowanie liniowe jest procesem badawczym, ktéry prowadzi do ustalenia ran-
kingu obiektéw z punktu widzenia przyjetego kryterium porzadkowania. W procesie
tym wykorzystuje si¢ wartoSci cechy syntetycznej — syntetycznego miernika rozwoju.
Stanowia one oceny obiektéw, wedtug ktérych nastepuje ich porzadkowanie w kolej-
nosci od najlepszego do najgorszego.

Koncepcje budowy cechy syntetycznej stworzyt Hellwig [S] przed ponad czterdzie-
stu laty. Byla ona ,,Zrédlem inspiracji dla kolejnych pokolen statystykéw i ekonome-
trykéw, podejmujacych liczne proby modyfikacji i wysuwajacych kolejne propozycje
metod porzadkowania liniowego”[17] (s. 145).

W kazdym etapie procedury budowy cechy syntetycznej pojawiajg si¢ pytania
dotyczace sposobu postepowania. W pracy zaproponowano rozwigzania metodyczne,
ktére poszerzaja mozliwosci porzgdkowania liniowego obiektow i rozpoznawania ty-
péw rozwojowych. Dotycza one uwzgledniania w procesie agregacji zaréwno cech
metrycznych, jak i niemetrycznych (mierzonych na skali porzadkowej) a takze budowy
systemu wag cech.

Wspdlczynniki wagowe mogg by¢ ustalone przy zastosowaniu dwéch grup metod.
Pierwsza wykorzystuje procedury statystyczne, druga za$ opiera si¢ na opiniach eksper-
tow [por. 6]. Podejscie statystyczne bazuje na informacjach o cechach tkwigcych tylko
w samej macierzy danych, a w szczegdlnoSci wykorzystuje analize zmiennosci cech
oraz analize korelacji miedzy cechami albo tylko jedng z tych analiz. Jego specyfikg jest
,.mechaniczne potraktowanie problemu wazenia, abstrahujace od rzeczywistej pozycji
danej cechy okreslonej przestankami merytorycznymi” [6] (s. 70). Oznacza to, ze cechy
o duzej zmienno$ci nie muszg by¢é wcale wazne w sensie merytorycznym. Dlatego
przy ustalaniu wag cech wiasciwszym podejsciem wydaje si¢ zastosowanie metody
ekspertéw.

' Artykut jest rozszerzona wersja publikacji: Wykorzystanie rozmytych metod AHP i TOPSIS do
porzqdkowania liniowego obiektow zamieszczonej w Pracach Naukowych Uniwersytetu Ekonomicznego
we Wroclawiu — Taksonomia 17. Klasyfikacja i analiza danych — teoria i zastosowania [7].
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Celem niniejszej pracy jest przedstawienie mozliwoSci wykorzystania w procesie
tworzenia cechy syntetycznej rozmytego analitycznego procesu hierarchicznego (Fuzzy
Analytic Hierarchy Process — FAHP) i rozmytej metody TOPSIS (Technique for Order
Preference by Similarity to an Ideal Solution). FAHP wykorzystuje opinie ekspertow
do ustalania wspétczynnikéw wagowych okreslajacych waznos¢ cech oraz jednocze$nie
pozwala na eliminacj¢ cech o najmniejszym znaczeniu w zagadnieniu porzadkowania
liniowego obiektéw [2]. W tym przypadku wagi cech ustala si¢ na podstawie rozmytych
opinii ekspertéw, tzw. miekkich opinii (soft opinions), ktore sa bardziej realistyczne
anizeli opinie doktadne (hard opinions). Wykorzystuje si¢ je nastgpnie w procesie
tworzenia cechy syntetycznej za pomocg rozmytej metody TOPSIS [4, 17], ktora jest
procedurg statystyczna prowadzacg do porzadkowania liniowego obiektéw opisanych
za pomoca cech metrycznych i niemetrycznych — porzadkowych?. Zatem w artykule
przedstawiono zintegrowane podej$cie do wyznaczania cechy syntetycznej obejmujace
zastosowanie rozmytych metod FAHP i TOPSIS.

Procedure tworzenia cechy syntetycznej zastosowano do oceny poziomu rozwoju
spoleczno-gospodarczego powiatow wojewddztwa wielkopolskiego.

2. METODYKA BADAN

W procesie tworzenia cechy syntetycznej bazujagcym na rozmytych metodach AHP
i TOPSIS mozna wyrdzni¢ nast¢pujace etapy postepowania:

Etap 1. Utworzenie struktury hierarchicznej wielokryterialnego problemu oceny
obiektow.

Etap 2. OkreSlenie waznosci kryteriéw i cech poprzez przyporzadkowanie im
wspolczynnikéw wagowych uzyskanych z rozmytego analitycznego procesu hierar-
chicznego (FAHP).

Etap 3. Wyznaczenie wartosci cechy syntetycznej (syntetycznego miernika rozwo-
ju) za pomocg rozmytej metody TOPSIS.

Etap 4. Uporzadkowanie liniowe i klasyfikacja typologiczna obiektéw wedlug war-
toSci cechy syntetyczne;j.

Etap 1. Struktura hierarchiczna wielokryterialnego problemu oceny obiektéw jest
tworzona drogg rozktadu rozwazanego problemu na elementy sktadowe: gtéwne kryte-
rium oceny (np. poziom rozwoju spofeczno-gospodarczego), kryteria podrzedne, cechy
proste oraz oceniane obiekty (rys. 1).

Kryterium giéwne i kryteria podrzedne oraz cechy opisujgce badane obiekty sg
wzajemnie powigzane. Wybodr kryteridw i cech powinien opieraé si¢ na przestankach
merytorycznych i statystycznych. Dane statystyczne mozna zapisa¢ w postaci macierzy
Xcj={xik, i=1,2,...,my k=1, 2, ..., p;}, gdzie m jest liczbg obiektow, p; jest liczbg
cech w ramach kryterium w; (j =1, 2, ..., n), pi + p» +...+ p, = P jest taczng liczbg
cech.

2 W procedurze budowy cechy syntetycznej mozna réwniez uwzgledniaé cechy metryczne i porzad-
kowe stosujac miare odleglosci GDM2 zaproponowang przez M. Walesiaka [12]
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Etap 2. OkreSlenie systemu wag dla kryteriow W = (wy,wo,...,w,) i cech W; =
(wj],wjz,...,wjpj) (G=1,2,.,n k=1, 2,..p;). Wektory wspéfczynnikow wago-
wych mozna otrzymaé metodg rozmytego analitycznego procesu hierarchicznego za-
proponowang przez Changa [2]. Metoda sklada si¢ z nastepujacych krokéw [zob. 2,
14]:

Glowne kryterium oceny

Kryterium C; Kryterium C; Kryterium C; Kryterium C,

aupdzipod
BUNATY

Cecha | Cecha | Cecha 1 Cecha |

(aUZaAnIuI
1 Az
Aynan

Cecha p; Cecha p; Cecha p; Cecha p,

Obiekt | Obiekt 2 Obiekt m

Aya1q0

Rysunek 1. Struktura hierarchiczna wielokryterialnego problemu oceny obiektéw

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Krok 1. Porownanie parami cech w ramach kryterium oceny. Dokonuje si¢ porow-
nan parami waznosci cech w odniesieniu do danego kryterium podrzednego wykorzy-
stujac do tego np. dziewigciostopniowa skale Saaty’ego (tab. 1). Wyniki poréwnan sa
przedstawiane w postaci rozmytych macierzy poréwnan parami A it

(1,1,1) (ljlz,mjlz,ujlz) (ljlpj,mjlp‘/v,uﬂpj)
A,-:[ajkg]z (1. mpr. ) (1,1,1) o (L o, R
(Lipyrompottip))  Lipasmjppattzp . (1,1,1)
gdzie: dg = (Lig: Mg g) 1 Gjk = gty = (Vttjegs Umijg: licg), Gi= 1, 2, ... n);

k,g=1,2,...pj, oraz k # g, d g sa ocenami poréwnan parami cech w ramach j-tego
kryterium okres§lonymi przez ekspertéw lub Srednimi z ocen grupy ekspertow.

Krok 2. Wyznaczenie sumy wartosci elementow kazdego wiersza rozmytej macierzy
poréwnari parami A ;7 =1, 2, ..., n) i normalizacja sum wierszowych za pomocq
operacji na liczbach rozmytych:

Dj pj Pj -1
Ojk = (ljk’mjkaujk) = Z (ljkga Mg, Mjkg) ® Z Z (ljkga Mjkgs Mjkg) . )
g=1 k=1 g=1 2)

i=12,...n; k=12,...,p;
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Tabela 1

Dziewigciostopniowa skala preferencji migdzy dwoma poréwnywanymi elementami wediug Saaty’ego

Przewaga Sita przewagi
wazno$ci cech Preferencje opisane stownie waznosci
(kryteriow) klasyczna rozmyta
AHP AHP
Oba elementy (cechy, kryteria)
. L przyczyniaja si¢ réwno do osiagnigcia =
Réwnowaznos¢ celu (jeden element ma takie 1 =110
samo znaczenie jak drugi)
Nie przekonywujace znaczenie lub staba
Staba lub preferencja jednego elementu nad drugim 3 3-(1.3.5)
umiarkowana (jeden element ma nieco wigksze = (1.3,
znaczenie niz drugi)
Is Zasadnicze lub mocne znaczenie lub mocna
stotna, . - ;
: preferencja jednego elementu nad innymi z
zasadnicza, . L. . 5 5=(3,5717
(jeden element ma wyraZnie wigksze
mocna L .
znaczenie niz drugi)
Zdecydowane znaczenie lub bardzo mocna
Zdecydowana lub | preferencja jednego elementu nad innym 7 7=(,7,9)
bardzo mocna (jeden element ma bezwzglednie =67
wigksze znaczenie niz drugi)
Absolutna Absolutnf_: znaczenie lub absolutna. 9 5=(7.9.9
preferencja jednego elementu nad innym
Dla poréwnan Czasami istnieje potrzeba interpolacji 3 =(1, 2,4);
kompromisowych | numerycznej kompromisowych opinii, A= (2,4, 6)
pomiedzy poniewaz nie ma odpowiedniego sfownictwa | 2, 4,618 | -~ > 7~
powyzszymi do ich opisania, przeto stosujemy posrednie 6=(4,06,8);
warto$ciami warto$ci mi¢dzy dwoma sgsiednimi ocenami 8=(6,8,9)
Jezeli i-ty element ma przypisany jeden
z powyzszych stopni podczas poréwnania
do j-tego elementu, wtedy j-ty element ma = =
Przechodnio$¢ odwrotng warto$é, gdy poréwnuje si¢ ogyroitsnzoscc}: ogxroitsnzoscc}:
ocen do i-tego (jezeli poréwnujac X z Y POWYZSZY( POWYZSZY(
przyporzadkowujemy warto$¢ «, to wtedy wartoscl wartoscl
automatycznie musimy przyjac, ze wynikiem
poréwnania Y z X musi by¢ 1/a)

7Zrédlo: Opracowanie whasne na podstawie [10, 13].

Krok 3. Obliczenie stopnia mozliwosci, ze liczba rozmyta Q ik jest wigksza badz

1, dla m i } mje

0, dla l]'g 2 Uik
lj — Ujik

(mj — ujk) — (mjg — lyg)

réwna liczbie O jg» Czyli ze 0 ik = 0 j¢ Za pomocy nastgpujacego réwnania:

3)

w innych przypadkach,
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gdzie ij = (ljk,mjk, ujk,) 1 ng = (ljg, Mg, ujg) sg dwiema liczbami rozmytymi.

Rys. 2 ilustruje réwnanie V (Q ik = 0 jg) = Hp(d) dla  przypadku
mj < lj, < uj < mj, gdzie d jest odcigtg korespondujgca z punktem prze-
ciecia D = (d,u(d)) dwoéch tréjkatnych funkeji przynaleznosci Mo, (x) i Mo, (x). Po-

réwnujac ij i ng trzeba wyznaczy¢ zaréwno V(ij > ng), jak i V(ng > ij).

A J

Lk My g d g my Ujq

Rysunek 2. Wyznaczenie wspStrzednych punktu przeciecia miedzy O ik 1 0 i
Zr6dlo: Opracowanie wlasne na podstawie Chang [2].
Krok 4. Wyznaczenie najmniejszego stopnia mozliwosci V (Q ik = 0 j-g) liczby roz-
mytej O & wzgledem wszystkich pozostatych (p; — 1) liczb rozmytych jako:

V(ij 2 ng|g= L,...,pj ik # g) = min ; V(ij > ng) _
sk “
:,quk (d) Z#Qfg (d),k = 1’2”pj

Krok 5. Obliczenie wskainikoéw udziatu:
o _ V(Q]k 2 QNjg|g = 1, ,p] ;k * g)

Jk T py ~ ~
ZV(05>0jle=1wpysh#g)

; k=1’2""’pj’ (5)

ktére przyjmowane sa jako wagi lokalne® cechy.
Krok 6. Obliczenie wartosci globalnych wspétczynnikéw wagowych®*. Oblicza sie
je mnozac lokalne wspdétczynniki wagowe przez wspdlczynniki wagowe dla kryteridw

3 Wagi lokalne okre§laja wzgledna wazno$¢ cech w ramach danego kryterium podrzednego. Suma
wag lokalnych dla cech w ramach kazdego kryterium podrzednego wynosi 1.

* Wagi globalne cech reprezentuja wazno$é cech w odniesieniu do kryterium gléwnego. Suma wszyst-
kich wag globalnych dla cech wynosi 1.
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Wik = w(]lk) -w;. W rezultacie wielkoSci wj; przyjmuje si¢ jako wspoétczynniki wago-

. . . T
we dla cech i1 przedstawia w postaci wektora W; = (w s W2y eeees W jpj) , przy czym

Pj n
Zij = Wj, ZWj = 1, VWJ' Z 0.
=1 =1 /

Analogiczne wediug krokéw 1-5 mozna obliczy¢ wagi w; dla kryteriéw, przy czym
lokalne i globalne wspétczynniki wagowe dla danego kryterium sg identyczne.

Etap 3. Wyznaczenie wartoSci cechy syntetycznej S; za pomoca rozmytej metody
TOPSIS. Najpierw wartosci cech zamienig si¢ na tréjkatne liczby rozmyte ¥ = (a, b,
¢). W zaleznosci od typu danych stosuje sie przeksztalcenia:

a) cechy metryczne

— dane punktowe (xik,iz 1,2,...,m, k= 1,2,...,pj~) sprowadza si¢ do liczb
rozmytych przyjmujac Xix = (xik, Xik, Xi) = (b, b, b),

— dane przedzialowe (x,»k € [(x,-k)L ; (x,-k)U]) przeksztalca si¢ przyjmujac
Fix = (a,b,¢), gdzie a = (xp)", b = warto$é srednia, ¢ = (xi)Y,

b) cechy porzgdkowe — wartosci cech sprowadza si¢ do poziomdéw zmiennej lingwi-
stycznej, ktérym odpowiadaja tréjkatne liczby rozmyte £ = (a, b, ¢), reprezentowane
przez trzy oceny: pesymistyczng, najbardziej prawdopodobng i optymistyczng (tab. 2).

Tabela 2
Zmienna lingwistyczna — jej poziomy i odpowiadajace im liczby rozmyte
Poziomy zmiennej | bardzo niski niski Sredni wysoki bardzo wysoki
lingwistycznej (BN) (N) (é) W) (BW)

Tréjkatne liczby
rozmyte (a, b, ¢)

(0, 0,20) (20, 30, 40) | (40, 50, 60) | (60, 70, 80) | (80, 100, 100)

Zrédto: [3].

Wszystkie relacje miedzy liczbami rozmytymi mozna przedstawié za pomocg dzia-
tait na ich ocenach (zob. Dodatek). Otrzymane trdjkatne liczby rozmyte sg przedsta-
wiane w postaci rozmytych macierzy danych ch:{fik = (aj,bix,cin), 1 = 1,2,...,m;
k=1,..,p;}

Kolejnym krokiem procedury jest normalizacja liczb rozmytych, majaca na celu
ujednolicenie rzedéw ich wielkosci. Jednoczes$nie destymulany oraz nominanty zostajg
przeksztalcone na stymulanty. Stosuje si¢ przeksztafcenie ilorazowe wykonywane na
liczbach rozmytych [4]:

— dla stymulant

N ax by c;
Ze = (— bu —) ©)

S S G

et #
gdzie: ¢, = m?x Ciks mlax 0,
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— dla destymulant
o k% o
Zik = (— s —), gdy a;byci0, (N

gdzie: a; = minay,
— dla nominant
ik b ¢ . ¥
Zik = (a—f, —f, c—f) , gdy by < nom by, gdzie : b, = nombj,nom by #0, (8)
by by by i

~ K Pk Pk Tl #y )
Zik = (—, —, —), gdy by > nom by, a;b;ci0,i=1,2,...m; k=1,..,p;.
cik b ai

Znormalizowane wartoSci cech z kazdej macierzy Zci={Zx = (@i, Bk Yir),
i=1,2,..,m k =1,..p;} zestawia si¢ w jedng macierz Z ={Zy = (B Vir)
i=1,2,...m;k=1,.., P}, gdzie py+ p, + ... + p, = P.

Znormalizowane liczby rozmyte pomnozone przez wspélczynniki wagowe wazno-
Sci cech mozna zapisa¢ w postaci macierzy:

R = [Fitlmxp » PIZY CzZym 7y = Zg @ wy i=1,2,...m;k=1,2,...,P. )

Nastepnie ustalone zostaja wspéirzedne obiektow modelowych — rozmytego wzorca
A" i antywzorca rozwoju A”:

At = (mlax 7)), max (Fn) s oons max (Fip)) = (F{ Py s eees Pp (10)

A = (m_in (7i1) , min (7;2) , ..., min (fz‘P)) = (.75, Tp) (11

i na tej podstawie obliczone zostaja odlegtosci kazdego ocenianego obiektu od wzorca
A" i antywzorca rozwoju A™:

P P
df =Y d(Frf). di = d(Fcr) (=12 .m), (12)

k=1 k=1
Odlegtos¢ miedzy dwiema tréjkatnymi liczbami rozmytymi X; = (ay,bi,c1)

i Xy = (aa, by, ¢y) jest zdefiniowana nastepujaco (Chen [4]):

1
d (%1: %) = \/ 7 (@ = @)’ + (b1 = b2 +(c1 — 2)?). (13)
W kolejnym kroku oblicza si¢ wartosci syntetycznego miernika rozwoju:

5=
"dr+d

0<S:<1,G=1,2,...,m). (14)
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Im mniejsza jest odlegto$¢ danego obiektu od obiektu modelowego — wzorca rozwoju, a
tym samym wieksza od drugiego bieguna — antywzorca rozwoju, tym warto$¢ miernika
syntetycznego jest blizsza 1.

Etap 4. Uporzadkowanie liniowe i klasyfikacja typologiczna obiektéw wedlug war-
tosci cechy syntetycznej zgodnie z nastepujacymi zasadami [8, 9]:

klasa I (poziom bardzo wysoki): S; > S +2- S,

klasa II (wysoki): S+ S, < S; <S+2-85,

klasa III (Sredni-wyzszy) § < S; < S+ S. (15)

klasa IV (Sredni-nizszy): S — S, < S; < §

klasa V (niski): $—2-S. < S, <S-85.

klasa VI (bardzo niski): S; < S —-2-8S,

gdzie: S — jest §rednig arytmetyczng z wartosci cechy syntetycznej, a S, — ich
odchyleniem standardowym.

3. ZASTOSOWANIE ROZMYTYCH METOD AHP I TOPSIS W BADANIU POZIOMU ROZWOJU
SPOLECZNO-GOSPODARCZEGO POWIATOW

Proponowana w pracy wielokryterialng rozmytg metode porzadkowania liniowego
zastosowano do oceny poziomu rozwoju spoteczno-gospodarczego powiatéw ziemskich
wojewodztwa wielkopolskiego.

W pierwszym etapie utworzono strukture hierarchiczng problemu oceny poziomu
rozwoju spoteczno-gospodarczego powiatow (rys. 3). Wsréd wyrdznionych cech znaj-
duja si¢ cechy zaréwno o charakterze metrycznym, jak i niemetrycznym (np. poziom
kultury rolnej).

Stosujgc rozmytg metode analitycznego procesu hierarchicznego wedlug propozy-
cji podanej przez Changa [2] obliczono najpierw wspéiczynniki wagowe cech (etap 2).
Przedstawimy przyklad obliczenia wspotczynnikéw wagowych dla cech w ramach kry-
terium demograficzno-spofecznego. Idea tej metody polega na tym, ze eksperci oceniajg
wazno$¢ poszczegdlnych cech w ramach kryterium, a ich oceny indywidualne zostajg
uSrednione (np. za pomocg Sredniej geometrycznej lub mediany). Poréwnujgc waznos$é
cechy ludnosc¢ w wieku nieprodukcyjnym na 100 oséb w wieku produkcyjnym z cechg
zgony ogotem na 1000 ludnosci ustalono, ze pierwsza cecha jest mocno preferowana
nad druga i w zwiazku z tym przypisano jej przewage waznosci 5, co odpowiada
tréjkatnej liczbie rozmytej (3, 5, 7) (krok 1, tab. 3). Jednoczesnie oznacza to, ze zgony
ogotem na 1000 ludnosci w poréwnaniu z liczba ludnosci w wieku nieprodukcyjnym na

I LD (111
100 osob w wieku produkcyjnym otrzymajg wage 3 = E3,5—,7; = (5, g; 5) (tab. 3).
W kroku 2 liczby rozmyte sumuje si¢ dla kazdej cechy oddzielnie. Dla cechy lud-

nos¢ w wieku nieprodukcyjnym na 100 osob w wieku produkcyjnym (j = 2,
k = 1) obliczenia przebiegaja w nastepujacy sposéb (wzér 2, Dodatek):
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)
; . ZE
Poziom rozwoju spoleczno-gospodarczego -
o=
=
[ [ [ 1

=
g5
Przyrodnicze Spoleczno-demograficzne Infrastrukturalne Gospodarcze % B
g

Walory srodowiska
przyrodniczego (lasy,
Jjeziora, rzeki, parki)

Ludnosé w wieku
nieprodukeyjnym na
H 100 osdb w wieku
produkeyjnym

Drogi gminne o
nawicm:hgi twardej
na 100 km” w km

| Zgony ogotem na 1000
ludnodei

Zuzycie wody z
wodociagiw w

gospodarstwach
domowveh na |

-I Stopa bezrobocia |

yine

Poziom kultury rolnej

Poziom intensywnosci
L1 produkgji rolnej w
punktach

Produkeja sprzedana
— przemyshu na |
mieszkafca w 2}

Przecigtne miesigeane prowadzace do Poziom rozwoju bazy
| wynagrodzenie brutto budynkéw —  preetworcze)
wl ieszkalnych w % preemysiu rolno-

Pracujacy w

rolnictwie, lowiectwie
i lednictwie, rybactwie
i ryboldwstwie w %

Zuzycie gazu na |
mieszkarica w m’

Naklady inwestycyjne
w przedsigbiorstwach
na | mieszkanca w zl

Zuzycie energii : :
. o elektrycenej na | Dochnd, Ihud)]'.!:l(\\n-
mieszkafica gminy ztaa

Liczba miejsc
noclegowych na 1 km™

Podmioty gospodarki

Przecigina
powierzchnia "
uzytkowa wm” na |

Poziom edukacji w
punktach

naradowej na 100 osob
w wicku
produkcyjnym

(auzoAnawaiu 1 suzainaw) - msoxd Lyoan

el —— Lt PO il % 3‘ g’

= o

CZARNKOWSKO- . B

CHODZIESKI TRZCIANECK ZEOTOWSKI ‘_% =<

Rysunek 3. Struktura hierarchiczna problemu oceny poziomu rozwoju spoleczno-gospodarczego
powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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2 1 1
Dibig=1+3+ 41+ =586,
- 7 7

5

1 1
meg:1+5+§+3+§=9,400,
g=1

5
1 1
Zuzlg:1+7+§+5+§:l3,667

g=1

5
Z e = 5,286 + 1,597 + 15,000 + 2,454 + 10,200 = 34,537,
g=1

morg = 9,400 + 1,876 + 23,000 + 4,676 + 16,333 = 55,286,

D g
M

>~
Il
—

1 g=

5
Z uyg = 13,667 + 2,867 + 31,000 + 7,533 + 23,000 = 78,067.
1 g=1

DM

>~
Il

Wtedy uzyskuje sie:
01 = (L1, may, uz1) = (5,286; 9,400; 13,667) ® (34,537; 55,286; 78,067)" =

5,286 9,400 13,667\ ' -
- (78,067’ 55.286° 34, 537) = (0,068; 0,170; 0,396).

W kroku trzecim oblicza si¢ na podstawie wzoru (3) stopnie mozliwosci dla
V(Qi,-k >0 jg). W przypadku kryterium demograficzno-spotecznego (j = 2) nalezy

uwzglednié¢ pieé cech (g, k = 1, ..., 5). Poréwnujac Qs z ng, dla g= 2, 3, 4, 5,
otrzymujemy kolejno:

1) Q2= (0,068; 0,170; 0,396) i 0= (0,020; 0,034; 0,083), stad my; > moy i
V(Qm > sz) =1,

2) 021=(0,068; 0,170; 0,396) i O»3= (0,192; 0,416; 0,898), zachodzi trzecia ewen-
tualno$¢ we wzorze (3), a zatem

x x ) _ l3 — uy; _
(ma1 — uo1) — (maz — [»3)
0,192 -0, 396
(0,170 - 0,396) — (0,416 — 0,192)
3) Oni= (0,068; 0,170: 0,396) i Om= (0.031; 0,085; 0218), stad my > mag
i V(Q21 > Q24) =1,

= 0,453,
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4) 05 = (0,068; 0,170; 0,396) i 025 = (0,131; 0,295; 0,666), zachodzi trzecia
ewentualnos¢ we wzorze (3), a zatem
bs — ua

14 (QZI > st) = =

(ma1 — uz1) — (mas — bs)

0,131 -0,396
(0,170 - 0,396) — (0,295 - 0, 131)
Zgodnie ze wzorem (4) warto§¢ minimalna stopnia mozliwosci (krok 4) wyniesie:
V(02 > Oslg=1....5:g # 1) = min(1; 0,453; 1; 0,679) = 0,453.
W kroku pigtym obliczamy wspdlczynniki wagowe, najpierw jako wagi lokalne
(tab. 4). Dla omawianej cechy (k = 1, j = 2) wspdlczynnik ten wynosi (wzér 5):

=0,679.

o V(Q21 > 0,lg =2, -.-,5)
Wy = =0,453/2,323 =0, 195.

5 ~ ~
h; V(th Z Oxlg =2, ...,5)

Aby otrzymac¢ globalny wspdiczynnik wagowy nalezy pomnozyé w;ll) = 0,195 przez

wspotczynnik wagowy dla kryterium demograficzno-spotecznego, ktéry wynosi wy=
0,262. Wtedy uzyskuje si¢ wy;w' - w70, 195 - 0,262 = 0,051 (krok 6).

Analogicznie wedtug krokéw (1)-(3) obliczono globalne wspétczynniki wagowe
dla pozostatych cech (tab. 5). Zauwazmy, ze z badanego ich zbioru zostaty wyelimino-
wane trzy cechy: zgony ogotem na 1000 ludnosci (kryterium spofeczno-demograficzne),
liczba miejsc noclegowych na 1 km* (kryterium infrastrukturalne), poziom kultury rol-
nej (kryterium gospodarcze). Dla wymienionych cech wspélczynniki wagowe przyjety
warto$¢ zero.

Otrzymane wektory wspodtczynnikéw wagowych dla cech stanowily podstawe do
zastosowania rozmytej metody TOPSIS. W etapie trzecim, w wyniku zamiany wartosci
cech na trdjkatne liczby rozmyte otrzymuje si¢ rozmytg macierz danych. Jej fragment
zamieszczono w tab. 6. W kolejnym etapie stosujgc wzory (3)-(8) dokonuje si¢ nor-
malizacji liczb rozmytych (tab. 7). Zastosowano przeksztatcenia ilorazowe wykonywa-
ne na liczbach rozmytych. Znormalizowane liczby rozmyte zostaly pomnozone przez
wspdlczynniki wagowe zgodnie ze wzorem (9). Na ich podstawie zostaly wyznaczone
warto$ci rozmytego wzorca i antywzorca rozwoju wedlug formut (10 - 11):

A" = ((0,044, 0,055, 0,055); (0,052, 0,052, 0,052),...,(0,140, 0,140, 0,140))

A~ = ((0,00; 0, 000; 0,011), (0,042, 0,042, 0,042), ...,(0,062, 0,062, 0,062))
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Tabela 5
Wagi kryteriéw i cech opisujacych sytuacj¢ spoteczno-gospodarcza powiatéw w wojewddztwie
wielkopolskim (uzyskane metoda Changa [2])

Kryteria i cechy Wagi
lokalne | globalne
Przyrodnicze (wy) 1,000 0,055

Walory Srodowiska przyrodniczego (lasy, jeziora, rzeki, parki)

(w punktach) 1,000 0,055

Demograficzno-spoteczne (w») 1,000 0,262

Ludno$¢ w wieku nieprodukcyjnym na 100 oséb w wieku 0.195 0.051

produkcyjnym

Zgony ogoétem na 1000 ludnosSci 0,000 0,000
Stopa bezrobocia (%) 0,431 0,113
Przecigtne miesieczne wynagrodzenie brutto w zi 0,031 0,008

Pracujacy w rolnictwie, towiectwie i lesnictwie, rybactwie i rybo-
I6wstwie w % ogdtem

Infrastrukturalne (w3) 0,999 0,118

0,343 0,090

Drogi gminne o nawierzchni twardej na 100 km*> w km 0,252 0,030

Zuzycie wody z wodociggéw w gospodarstwach domowych na

1 mieszkanca

Potaczenia kanalizacyjne prowadzace do budynkéw mieszkalnych
w % ogoétu budynkéw

0,073 0,009

0,182 0,021

Zuzycie gazu na 1 mieszkafica w m? 0,075 0,009
Zuzycie energii elektrycznej (kWh) na 1 mieszkarica 0,066 0,008
Liczba miejsc noclegowych na 1 km? 0,000 0,000
Przecietna powierzchnia uzytkowa w m? na 1 osobe 0,086 0,010
Poziom edukacji (w punktach) 0,265 0,031
Gospodarcze (wy) 1,000 0,564
Poziom kultury rolnej (w punktach) 0,000 0,000
Poziom intensywnoSci produkcji rolnej (w punktach) 0,013 0,007
Produkcja sprzedana przemystu na 1 mieszkainca w zt 0,257 0,145
Poziom rozwoju bazy przetwoérczej (w punktach) 0,087 0,049
Naktady inwestycyjne w przedsigbiorstwach na 1 mieszkaica w zt | 0,225 0,127
Dochody budzetéw gmin w zt na 1 mieszkarica 0,170 0,096

Podmioty gospodarki narodowej na 100 oséb w wieku

produkcyjnym 0,248 0,140

Zrédto: Obliczenia wlasne na podstawie [1, 11, 15].
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Tabela 6
Wartosci cech oraz odpowiadajace im tréjkatne liczby rozmyte (fragment macierzy danych)
N Cech
Rl Powiaty — ¢ y
Walory Srodowiska Ludnos¢ w vyleku Podmioty gospodarki
. nieprodukcyjnym . p
przyrodniczego (lasy, na 100 0séb w wie- |- narodowej na 100 oséb
jeziora, rzeki, parki) ku produkcyjnym w wieku produkcyjnym
a)
1 Chodzieski BW 37,2 13,9
(80; 100; 100)” (57,25 57,2, 57,2) |... (13,9; 13,9; 13,9)
31 Ztotowski S 61,5 ol
(40; 50; 60) (61,5; 61,5; 61,5) |... 9,5;9,5; 9.5)
max (80; 100; 100) (66,5; 66,5; 66,5) (18,74; 18,74; 18,74)
min (0, 0, 20) (54.3; 54,3; 54,3) (8,36; 8,36; 8,36)
Wpdlezynniki 0,055 0,051 0,140
wagowe

“Wartosci cechy okreslane jako poziomy zmiennej lingwistycznej: bardzo wysoki (BW), wysoki (W), sredni (S), niski (N),
bardzo niski (BN) albo liczby rzeczywiste.

) Tréjkatna liczba rozmyta.

Zrédlo: Obliczenia wlasne na podstawie wynikéw badania ankietowego przeprowadzonego w starostwach powiatowych wojewédztwa
wielkopolskiego (2001) [16], [11, 15].

oraz obliczone odleglosci powiatéw od wzorca i antywzorca rozwoju (etap 3). Na
przykiad odlegtos¢ powiatu chodzieskiego od wzorca rozwoju wyniesie (wzory 12-
13):

18

1
di = Z d(Fu: i) = \/ 3 (0,044 - 0,044)? + (0,055 - 0,055)* + (0,055 - 0,055)* |+
k=1

1
ot \/§ [(o, 104 — 0, 140)% + (0, 104 — 0, 140)*> + (0, 104 — 0, 140)2] = 0,453

oraz od antywzorca:

18

1
dy = Z d(F: ) = \/§ (0,044 - 0,000)% + (0,055 — 0,000)? + (0,055 — 0,011)? |+
k=1

1
ot \/§ [(o, 104 — 0,062)% + (0, 104 — 0,062)* + (0, 104 — 0, 062)2] =0,221

Obliczone odleglosci postuzyly do wyznaczenia wartoSci cechy syntetycznej wedlug
wzoru (14). Wynik obliczen dla powiatu chodzieskiego jest nastepujacy:

d; 0,221 _ 0,221

S, = = -
'Tdf+d; T 0453+0,221 0,674

=0,328
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Tabela 8

Uporzadkowanie liniowe powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego wedlug poziomu rozwoju
spoteczno-gospodarczego

Wartosci cechy syntetycznejS;/ metody

Lp. | Powiaty Klasa i poziom rozwoju®
rozmyta AHP i TOPSIS® | klasyczna Hellwiga”
1 | Poznanski 0,712 0,394 I wysoki
2 | Gostyniski 0,508 0,327 II
3 | Szamotulski 0,493 0,207 Sredni-wyzszy
4 | Kosciariski 0,475 0,283
5 | Wolsztyriski 0,472 0,355
6 | Pilski 0,428 0,260
7 |Leszczyiiski 0,424 0,234
8 | Grodziski 0,410 0,261 I
9 | Krotoszynski 0,384 0,205
10 | Miedzychodzki 0,367 0,167
11 | Kepinski 0,364 0,169 Sredni-nizszy
12 | Obornicki 0,359 0,109
13 | Sredzki 0,359 0,213
14 | Rawicki 0,356 0,203
15 | Nowotomyski 0,355 0,141
16 | Sremski 0,332 0,160
17 | Chodzieski 0,328 0,187
18 | Ostrzeszowski 0,328 0,193
19 | Ostrowski 0,325 0,169
20 | Kaliski 0,317 0,069 v
21 | Gnieznieniski 0,305 0,245 niski-wyzszy
22 | Wrzesinski 0,299 0,125
23 | Jarocinski 0,286 0,112
24 g;::jf:;vjko 0,273 0,050
25 | Wagrowiecki 0,262 0,102
26 | Koniriski 0,260 0,166
27 | Turecki 0,251 0,103
28 | Kolski 0,244 0,053
29 | Pleszewski 0,223 0,106 \Y
30 | Stupecki 0,200 0,080 niski
31 | Zlotowski 0,188 0,029

a Uporzadkowanie liniowe wediug warto$ci syntetycznego miernika rozwoju uzyskanego rozmytymi metodami AHP i TOPSIS.
P)Bez uwzglgdnienia cech porzadkowych i wag dla cech.
")Pod;iaiu na klasy dokonano za pomocg $redniej arytmetycznej i odchylenia standardowego obliczonych z warto$ci syntetycznego miernika
rozwoju.
Zrédlo: Obliczenia wiasne na podstawie wynikéw badania ankietowego przeprowadzonego w starostwach powiatowych wojewodztwa
wielkopolskiego (2001) [16] oraz [1, 11, 15].
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Tabela 8 pokazuje uporzadkowanie liniowe badanych powiatéw wedlug nierosna-
cych wartosci rzeczywistych cechy syntetycznej (etap 4). Dla poréwnania obliczono
wartoSci cechy syntetycznej klasyczng metoda Hellwiga. Rozmyta metoda TOPSIS
— poprzez uwzglednienie cech metrycznych i niemetrycznych — porzadkowych, ich
wag oraz odniesienia wartoSci cech do wzorca i antywzorca rozwoju — dostarczyla,
w poréwnaniu z metodg Hellwiga [5], wickszego zakresu zmiennoS$ci wartosci syn-
tetycznego miernika rozwoju (tab. 8). Rozstep pomig¢dzy maksymalng a minimalng
warto$cig syntetycznego miernika rozwoju uzyskany rozmyta metoda TOPSIS wynosi
0,524, a w przypadku metody Hellwiga 0,365. Ponadto wartosci miernika uzyskane
metoda Hellwiga wskazuja na niski badZz bardzo niski poziom rozwoju powiatéw, co
budzi pewne watpliwosci.

Na podstawie uporzadkowanych wartosci cechy syntetycznej uzyskanych rozmytg
metodg TOPSIS wyodrebniono pieé¢ typéw rozwojowych powiatéw (tab. 8). Pierw-
szy typ utworzyl powiat poznanski, najlepiej rozwiniety pod wzgledem spoteczno-
gospodarczym. Istotny wplyw na rozwdj tego powiatu ma oddzialywanie aglomeracji
miejskiej Poznania. Drugi typ obejmuje trzy powiaty: koscianski, gostyniski i szamo-
tulski. S to tereny charakteryzujace si¢ Srednim-wyzszym poziomem rozwoju. Trzeci
typ tworzy jedenascie powiatéw gtéwnie z potudniowo-zachodniej czesci wojewddztwa.
Powiaty te cechujg si¢ Srednim-nizszym poziomem rozwoju. Czwarty typ wystepuje na
obszarze dwunastu powiatow gtéwnie z péinocnej i potudniowej czesci wojewddztwa.
Sa to tereny o niskim-wyzszym poziomie rozwoju. Ostatni pigty typ to tereny o niskim
poziomie rozwoju spoteczno-gospodarczego. Ten typ wystepuje w czterech powiatach
polozonych peryferyjnie, we wschodniej i pétnocnej czesci wojewddztwa.

4. PODSUMOWANIE

Na podstawie przeprowadzonych badan i analiz mozna sformulowac nastepujace
stwierdzenia i wnioski:

1. Zaproponowana metoda porzadkowania liniowego obiektéw wykorzystujaca proce-
dury rozmyte AHP i TOPSIS jest przydatna w procedurze tworzenia cechy synte-
tycznej. Jej zasadnicze zalety w poréwnaniu z metoda klasyczng Hellwiga mozna
upatrywa¢ w mozliwosci uwzglednienia w procesie budowy miernika syntetyczne-
go zaréwno cech o charakterze metrycznym, jak i niemetrycznym (porzadkowym),
systemu wag dla cech ustalonych metodami eksperckimi, a takze mozliwosci od-
niesienia wartos$ci cech zaréwno do wzorca jak i antywzorca rozwoju.

2. Za pomoca rozmytego analitycznego procesu hierarchicznego poszczegdlnym kry-
teriom, jak i cechom mozna przyporzadkowaé zréznicowane wspotczynniki wa-
gowe, a takze wyeliminowac cechy o najmniejszym znaczeniu w sensie meryto-
rycznym (w opinii ekspertéw). W prezentowanym przyktadzie analizowanych bylo
21 cech opisujacych powiaty. Z tego zbioru wyeliminowane zostaly cechy: zgony
og6tem na 1000 ludnosci (kryterium spofeczno-demograficzne), liczba miejsc noc-
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legowych na 1 km? (kryterium infrastrukturalne), poziom kultury rolnej (kryterium
gospodarcze).

Stosujac zaproponowang metode uzyskano znacznie wigkszy zakres zmiennoSci
wartoS$ci syntetycznego miernika rozwoju w poréwnaniu z klasyczng metodg Hel-
Iwiga (odpowiednio 0,524 i 0,365). Wedlug metody Hellwiga poziom rozwoju
wszystkich powiatéw trzeba by uzna¢ za niski badZ bardzo niski (wartoSci mierni-
ka S; € (0,0; 0,4), co oczywiscie nie odpowiada rzeczywistosci. Przy tym samym
zakresie zmienno$ci miernikéw TOPSIS i Hellwiga (0, 1) ich warto$¢ na przykfad
dla powiatu poznanskiego wyniosta odpowiednio 0,712 i 0,394. Oznacza to, ze
poziom rozwoju spoleczno-gospodarczego powiatu poznarnskiego wedlug miernika
uzyskanego rozmytymi metodami AHP i TOPSIS zostat oceniony jako ,,wysoki”,

podczas gdy z wykorzystaniem metody Hellwiga jako ,,Sredni-nizszy”.
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PORZADKOWANIE LINIOWE OBIEKTOW Z WYKORZYSTANIEM ROZMYTYCH
METOD AHP I TOPSIS

Streszczenie

Celem pracy bylo przedstawienie mozliwosci zastosowania rozmytej wielokryterialnej metody po-
rzadkowania liniowego do konstrukcji cechy syntetycznej. Metoda polega na wykorzystaniu dwéch kom-
plementarnych rozmytych metod: analitycznego procesu hierarchicznego do ustalenia wag cech prostych
oraz rozmytej metody TOPSIS przy rangowaniu obiektéw. Zaproponowana procedura zostala zilustro-
wana przyktadem dotyczacym oceny poziomu rozwoju spoleczno-gospodarczego powiatéw wojewodztwa
wielkopolskiego.

Stowa kluczowe: rozmyty AHP, rozmyta metoda TOPSIS, porzadkowanie liniowe obiektow

LINEAR ORDERING OF OBJECTS FROM APPLICATION
OF FUZZY AHP AND TOPSIS

Summary

The aim of this paper was to investigate the applicability of the fuzzy multi-criteria linear ordering
method to the construction of synthetic characteristics. Proposed approach base on two fuzzy methods:
analytical hierarchy process (to calculate weight of characteristics and eliminated of unimportance cha-
racteristics) and method TOPSIS (to ranking of objects). The proposed procedure was employed to assess
the socio-economic development of rural Wielkopolska seen as a collection of counties.

Key words: fuzzy AHP, fuzzy TOPSIS, linear ordering of objects
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Dodatek — dzialania na liczbach rozmytych

dodawanie:

X1 @ % = (a1,b1,¢1) ® (a2, b2,¢2) = (a1 + a2, by + by, c1 + ¢2)
odejmowanie:

X1 — % = (a1,b1,¢1) — (a2, b2,¢2) = (a1 — 2, b1 — by, c1 — ap)

mnozenie:
X1 ® X = (a1,b1,¢1) ® (a2, by, ¢2) = (a1a2,b1b2,c1c2) X1, % >0

X1 ® % = (a1, by,c1) ®(asz, by, c2) = (craz, biby,aicn) X1 >0,% <0
X1 ® % = (a1, bi,c1) ®(az, by, ¢2) = (ci1c2,b1by,a1a0)  X1,% <0
X1 ® % = (a1,b1,c1) ®(az, by, ¢2) = (ajc2,b1by, craz) X1 <0,% >0

dzielenie: ~ )
X a c
= (an b)) [ (ar,bryer) = (—1,—‘,—‘)

X ¢ by ar

liczba przeciwna do liczby rozmyte;j:
—(a,b,c) = (—c,—b,—a)
dodawanie skalaru do liczby rozmyte;j:
k& (a,b,c)=(k+a,k+bk+c)
mnozenie skalaru przez liczbe rozmytg:

k® (a,b,c) = (ka,kb,kc)



