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MODELE ANALIZY CZYNNIKOWE]J Z DWOMA ZMIENNYMI UKRYTYMI

1. WPROWADZENIE

Model analizy czynnikowej jest czesto wykorzystywang technikg analizy danych
wielowymiarowych. W zaleznos$ci od postawionego celu mozna (por. [16]):wyodreb-
ni¢ ukryta, bezposrednio nieobserwowalng strukture zmiennych, zredukowaé wymiar
przestrzeni zmiennych wraz z graficzng ich prezentacja.

W metodzie tej, jak i wielu innych, przyjmuje sie¢ implicite zatozenie o jedno-
rodnosci obserwacji. Jesli istnieja przestanki poddajace w watpliwos¢ takie zatozenie,
wtedy nalezy poszukiwaé pewnych modyfikacji modelu, aby jak najdokladniej odzwier-
ciedli¢ strukture danych. Jedno z podej$¢ oparte jest na mieszaninie rozktadéw. Jego
istota sprowadza si¢ do wlgczenia dodatkowej zmiennej ukrytej, ktéra dzieli badang
zbiorowo$¢ na klasy. W konsekwencji mozliwa jest jednoczesna estymacja parametrow
w kazdej klasie.

W pracy [7]zaproponowano taki model wraz z procedurg estymacji parametrow.
Uwzgledniono tam tylko przypadek ogélny, tzn. zalozono rézne macierze tadunkow
czynnikowych oraz wariancji specyficznej. Jesli natozy si¢ na nie pewne ograniczenia,
to mozna otrzymaé modele prostsze, ktére z jednej strony — mogg z prawie jednakowag
precyzjq odwzorowywac strukture obserwacji co modele bardziej ztozone, z drugiej
natomiast — mogga wykazywaé wiekszg stabilno$¢ estymacji. O tej stabilnoSci wspo-
mina si¢ przy okazji szacowania parametréw mieszanki wielowymiarowych rozktadéw
normalnych (por. [13]).

Warto nadmienié, ze w tzw. klasyfikacji opartej na modelach reprezentujacych
zadang klase (model-basedclustering), dokonuje si¢ pewnych uproszczen macierzy ko-
wariancji, jeSli pochodzi ona z wielowymiarowego rozktadu normalnego. Propozycje
taka przedstawili Banfield iRafteryw pracy [3], dokonujac dekompozycji spektralnej
macierzy. W ten sposéb dokonali jej reparametryzacjiwyrdzniajac: orientacje, ksztatt
i rozmiar klasy. To pozwolilo na specyfikacje 8 modeli. Bazujac na tych ustaleniach
Celeux i Govaert[5] rozszerzyli te liczbe do 14.

Powyzsze uwagi sktadaja sie na cel niniejszego opracowania jakim jest identyfika-
cja i budowa modeli analizy czynnikowej z dwoma zmiennymi ukrytymi, zalezna od
postaci macierzy tadunkéw czynnikowych i macierzy wariancji specyficznej. Ponadto
zostanie zaproponowana procedura estymacji dla kazdego modelu oraz kryteria, jakimi
mozna si¢ postuzy¢, przy wyborze jednego z nich.
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2. MODELE ANALIZY CZYNNIKOWE]

Model analizy czynnikowej uwzgledniajgcy niejednorodnos¢ obserwacji mozna
przedstawi¢ wpostaci [7]:
Yi=H.+HAD; +e,

gdzie: [y;],x1 — wektor obserwacji, [u,],x1— wektor wartoSci przecigtnych,[A.],., —
macierz fadunkéw czynnikowych, [b;],,1 — zmienna ukryta, [e;],,; — sktadnik losowy.
Przy zatozeniu, ze obserwacja i nalezy do klasy K.(c = 1,...,C), rozklady warunkowe
majg postac:

(bili € K) ~ Ny (0. D),

(eili € Kc) ~ Np(07 ‘Pc),

(@jbisie Ko) ~ Np(p. +Acb;, ¥o),

gdzie ¥, = diag((ri,, ... ,0'1276).

Niech p(m.) bedzie prawdopodobieristwem przynaleznoSci obserwacji i do klasy K..
Wtedy rozktad wektora zaobserwowanych odpowiedzi mozna zapisa¢ ogdlnie:

C
OEDY f FOilbe ) f (bl )pGre)dby;,
c=1

z
F) =) e = L) f i) plr.)db;

C

lub, przy uwzglednieniu warunkowych rozktadéw normalnych, w postaci:

< 1 1
Fi) e Y o)l 2 exp [—5 (i = 1) T2 (v = )|
c=1
I.=AA” +¥.

W zaleznosSci od ograniczen, jakie naklada si¢ na sktadowe macierzy kowariancji I'.,
wyrdznia si¢ osiem modeli. W kazdym z nich macierz tadunkéw czynnikowych moze
by¢ taka sama (A, = A) lub réznic¢ si¢ miedzy klasami. W wypadku macierzy wariancji
specyficznej, oprécz réznic miedzy klasami, uwzgledni¢ mozna réznice wewnatrz klas.
W konsekwencji pojawiajg si¢ 4 mozliwosci: brak jakichkolwiek ograniczen — ¥,
ograniczenia dotyczg wylacznie réznicwewnatrz klas — ¥, = ¥ lub réznic miedzy
klasami — ¥, = afl, wariancja we wszystkich klasach i wewnatrz nich jest identyczna
¥, = o2I. W tabeli 1 przedstawiono w sposSb syntetyczny, na jakie parametry natozono
ograniczenia.
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Tabela 1.
Ograniczenia macierzy fadunkéw i wariancji

Ograniczenia na A, Ograniczenia na¥,
Miedzy klasami Wewnatrz klas
U U U
C U U
U C U
C C U
U U C
C U C
U C C
C C C

C - ograniczenie, U — brak ograniczenia.
Zrédto: opracowanie wiasne.

3. ESTYMACJA PARAMETROW MODELI

W wypadku mieszaniny rozkladéw, z jaka mamy tutaj do czynienia, do estymacji-
parametréw wykorzystuje si¢ najczedciej algorytm EM. Jest to iteracyjna procedura,
w ktérej wyrdznia si¢ dwa zasadnicze kroki [11]. W pierwszym oblicza si¢ warunkowg
warto$¢ oczekiwang logarytmu funkcji wiarygodnos$ci dla kompletnego zbioru danych:

0©10") =E|log L. (OY,B,Z)|Y,0"|.

Zbiér ten nazywamy kompletnym, po wprowadzeniu dodatkowej zmiennej z;., ktéra ma

rozktad wielomianowy indeksowany parametrem p(w) = (p(n.), ..., p(n.)). Przyjmuje

ona warto$¢ 1, gdy obserwacja i pochodzi z klasy K., lub O w przeciwnym wypadku.
Dla modelu analizy czynnikowej odpowiednie funkcje Q maja postaé (por. [7]):

n C
0pm(©10) = 3" 3" 7 p(r.) (1)
i=1 c=1
n C 1
0,(010") = L [uf. LORTEETTA AR ‘I’;IAcvf-?)] )
=1 c=1

ORCICE

n C
ic
=1

|
L [(y,-T — DY AV - S (ALY ‘ACWI(.?)] 3)

=1 ¢
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0v(©0") = - ZZ 7 [~ log |+ (v — W (v — o) - “
i=1 c¢=

~2(y" — pDHY AN + tr(ATPCIA w<’>)]
gdzie:

1
o PUEIAPAYT + W2 exp | -5M )|
T =

3. p(t)(n- )lA(f)A(t)T ‘I’E’)I‘% exp[ lM(t)]
M(l) (y, (t)) (A(I)A(I)T \P(t))—l( ,ll(t)),

natomiast [v\],.1 = E(bily;, zic) oraz [W' ],y = E(bb] ly: zic).
W drugim kroku maksymalizuje si¢ funkcje¢ O ze wzgledu na nieznane parametry
o,
0V = argmax Q (@|@(t)) , 5)
0]

przyjmujac, ze ®” sa znane, gdyz zostaly oszacowane w iteracji ().
Rozwigzanie (5) bedzie réznito si¢ miedzy modelami. Z tego tez wzgledu kazdy
z nich zostanie rozpatrzony osobno. Poniewaz nie wprowadza si¢ zadnych ograniczen ze
wzgledu na prawdopodobienstwa przynaleznosci do klas oraz wektor warto$ci Srednich,
wiec proces ich szacowania sprowadza si¢ do jednego, ogdlnego przypadku.
Wprowadzajgc mnoznik Lagrange’a do funkcji (1) nietrudno pokazac, ze

n (1)
)(t+1) Zz 1 %

p(me (6)

W wypadku wartosci przecietnych nalezy zrézniczkowaé funkcje (2). Poniewaz

¥y, A o Ol AV
(ﬂc c y) — \P;lyi’ (Ilc c ”c) — 2T;lllca (ﬂ ic’ _ \PEIACV,(‘?’
M. o, e

i z zalozenia, ze 6Q,,(®|®(’))/(9,uc = 0, wigc estymator wartosci Srednich w iteracji
(t + 1) ma postaé:

n

-1
ulth =3 7l (v = AV (npro) ) @)

i=1
OczywiScie, natozone ograniczenia na macierze tadunkéw czynnikowych i wariancji
specyficznej nalezy uwzglednié we wzorze (6) i (7).

Model UUU:

w modelu tym nie przyjmuje si¢ zadnych ograniczenn na macierze tadunkéw czynni-
kowych i wariancji specyficznej. Odpowiednie sktadowe pochodnej funkcji (3) maja
postac:
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AT - puH ¥ AVY
IA.

orr(ATWIA W)
OA.

=¥ (y; — pv",

= 2% AW (8)

Rozwiazujac réwnanie 904 (0]/0")/dA. = 0, otrzymuje sie w iteracji (r + 1):
n n -1
Ag’”) — 0 (y 'u(cz+1)) (_t)T{ (’)W(.’)]

Rozniczkujac z kolei sktadowe funkcji (4) ze wzgledu na odwrotng macierz wariancji
specyficznej otrzymano:

dlog W] oyl —uH¥\(yi - )
—;P_l =Y, Sy = (Vi — sy, — 1)),
75 Tyl (0 ¢ Ty-1 (1)
oy; —p )WY Acv;, = (i - VAT, or(A W AW, = A,WOTAT,
ov;! ¢ ov;! oo

Po rozwigzaniu odpowiedniego rownania estymator najwickszej wiarygodnosci w ite-
racji (f + 1) mozna zapisa¢ w postaci:

n

1
@+ _ - E (t) (t+1) +)T _ (I)T t+D)T
‘Ilc - np(7r )(H_l)dlag (y — M )(y K 'c Ac )
¢ i=1

Model CUU:

nakfada si¢ graniczenie na macierz tadunkéw czynnikowych, czyli A, = A. Wykorzy-
stujgc funkcje (3) oraz obliczone wczesnie pochodne (8) otrzymuje si¢ réwnanie, ktére
jest podstawg do oszacowania tadunkéw czynnikowych:

ZZ (t)\Pglpl(é) ZZ (’)‘I’ 1 AWZ)’

=1 c¢= i=1 c=

(t) nr

=(yi—H)V,.

Niech wiersz j macierzy P;’ zostanie oznaczony w postaci P, [, ], wtedy powyzsze
réwnanie, dla wiersza j, mozna zapisac:

Z Z T?O']_-L.ZPI(.?[], =AlJ},] Z Z T(t)O'_QWf:),

i=1 c¢= i=1 c¢=
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i tym samym wyznaczy¢ w kolejnej iteracji wartoSci:

n C n C -1

1 . 2 t =2(t t
A(1‘+ )[,], ] — Z T(’) : ( )P(Z)[ Ji ] (Z sz-)o-jc ( )Wl('c)]

i=1 c=1 =1 c=1

W wypadku estymatora wariancji specyficznej mozna bezposrednio, po niewielkiej
korekcie ze wzgledu na macierz fadunkéw, wykorzysta¢ wynik otrzymany dla modelu
Uuu:

n

1

(t+1) _ (I) (t+1) (t+])T (t)T t+)T

\PC - np(7r )(H_l)dlag [Z (y — K )(yz He ic A )l
¢ i=1

Model CUC:

konsekwencja natozonych ograniczen jest A, = A oraz ¥, = 0'3,1. Wykorzystujac (3)
i (8) otrzymano réwnanie:

n C

(1) -2 T ® =2y
Z T 0. (Yi — M)V, —AZZT o. W,/

i=1 c=1 i=l c=
z ktérego wyznaczono:

n C n C -1

1 1 _-2 1 nT 1 _-2 t
AHD Z T( )‘Tc Oy, _”§z+ ) () ( ZTC) (t)Wf_C)

=1 c=1 i=1 c=1

W wypadku wariancji przeksztatcono funkcje¢ (4) do postaci:

C

Qw(010") = - Z Z o |-plogo” + o 2(y] — D) - po) - o
=1

20, z(yl-T - [, )Acvl(.c) + o'gztr(AZACWl(.?)] .
Poniewaz 6Q\yc(®|®(’))/60';2 = 0, wiec w iteracji (+ 1) estymator wariancji ma postac:

2(t+1) _

(l) T (t+D)T ( 1) (t+1) (1) (t+1)T A (t+ D)y ()
) e T A (= 2NN A W)
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Model CCU:

ograniczenia dotycza obu macierzy, tzn. A, = A oraz ¥, = ¥. Bazujac na wynikach
otrzymanych dla modelu bez ograniczenn (UUU), macierz tadunkéw czynnikowych ma

postac:
A+ Z Z (t) (r+1) (t)T (Z Z OWw (z)]

=1 c=1 =1 c=1

-1

podczas gdy macierz wariancjiprzedstawia si¢ nastepujgco:

C

1 n
+1y _ 1 5. O(v. _ (r+1) @+DT _ OT A (+1)T
b 4 = r—ldzag E E T, (y, )( - U, v, A )l
i=1

c=1

Model UCU:

macierz wariancji specyficznej jest taka sama w kazdej klasie, a wigc ¥, = ¥, nato-
miast na macierz fadunkéw czynnikowych nie nakfada si¢ zadnych ograniczen. Z tego
wzgledu postac¢ estymatora fadunkéw czynnikowych bedzie taka sama jak w modelu

uuvu: »
A(‘Hl):i ® (yl M(M)) T (i (Z)W(_t)] )

i=1 i=1
Z kolei estymator wariancji specyficznej:

C

P+l }ldiag Zn: ZTEZ) (yl_ _ (z+1)) (Yz ﬂEHI)T l(z)TA§¢+1)T)l.
i=1 c=1

Model UUC:

ograniczenie w tym modelu dotyczy tylko macierzy wariancji specyficznej: ¥, = O'ZI.
Ze wzgledu na podobiefistwo do szacowania parametréw modelu CUC, wystarczy
drobna modyfikacja, by zaadoptowad tamto rozwiazanie i otrzymac:

n n

-1
(t+1) _ (1) t+1)\,(OT O yx7(0)
Ac+ - Z T,'C (YI - ﬂ£~+ ))V,'C (Z Tic wic ) ’

i=1 =1

20+ - - (t) T _ ,@+DT (D) (t+1) (D) t+1D)T A (t+1D)yxr(D)
7 P np(ﬂ' )(H—l) Z (yl He ) ((yl He ) 2AL ViC ) + tr(Ac Ac Wic )]
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Model UCC:

jest to model podobny do wczesniejszego (UUC) z tg réznica, ze wariancja specyficzna
jest taka sama wewnatrz jak i miedzy klasami: ¥, = o?I. Wz6r na oszacowanie
fadunkéw czynnikowych bedzie wigc identyczny jak w modelu UUU:

n n -1
t+1) _ ) t+1)\ (DT Ow®)
Al )—Z T (i — Vv (ZT,-CWic) ,

i=1 i=1
natomiast estymator wariancji, po koniecznej modyfikacji ma postac:

n C
1
2(t+1) _ (1) t+1)T (t+1) (t+1) () t+1D)T A (t+D)yxr(0)
o _—p_ng Eric [(y, -, )((y ) = 2A Vl.c>+tr(Ac Al Wic)].

i=1 c=1

Model CCC:

ostatni z rozwazanych modeli jest najmniej rozbudowany, w sensie liczby parametréw,
gdyz nafozone zostaly wszystkie mozliwe ograniczenia: A. = A, ¥, = o-*I. Wykorzy-
stujagcwyniki otrzymane dla poprzednich modeli otrzymano:

A+D — ZZ <t) (r+1) (z)T [ZZ (t)W(t)]
pa

i=1 c=

-1

o2+ — Z Z ® (yiT _”E_Hl)T)((y ”Cm)) 2A(T+I)Vf»£)> + tr(A(t+l)TA(t+l)W§£))].
i=1 c=
Iteracyjny charakter procedury estymacji powoduje, ze w kazdym kolejnym kroku 7
zwieksza si¢ o 1. Poniewaz takiego postgpowania nie mozna prowadzi¢ w nieskon-
czono$é, dlatego nalezy zaproponowacd kryterium stopu, kiedy to dodatkowy krok es-
tymacji nie przynosi istotnych korzysci. Wsréd propozycji mozna wskazaé podejicia
bazujace na réznicy w wartoSciach estymowanych parametréw lub warto$ciach same;j
funkcji. Jesli owe réznice bedg mniejsze od zatozonego progu, wtedy procedure nalezy
przerwaé (por. [10]).

4, WYBOR MODELU

Podstawowe pytanie dotyczace kwestii wyboru modelu sprowadza si¢ do rozstrzy-
gnigcia, czy model w ktérym natozono pewne ograniczenia na parametry nie bedzie
znacznie odbiegal — w sensie dopasowania do danych — od modelu, w ktérym tych
ograniczefn nie ma, lub jest ich mniej. W przypadku tzw. modeli hierarchicznych,
mozna wykorzysta¢ test oparty na ilorazie funkcji wiarygodnos$ci. Gdy nie sa one
hierarchiczne, to wobec niespelnienia warunkéw regularnosci, takie podejscie jest nie-
wlasciwe, gdyz prowadzi do nieznajomos$ci rozktadu statystyki testowej (por. [12]).
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Mozna prébowaé aproksymowaé ten rozklad wykorzystujac podejsScie bootstrapowe
[14], lecz czasochtonnos¢ obliczen sprawia, ze poszukuje si¢ innych rozwigzan.

Wsréd nich znajdujg si¢ kryteria informacyjne, ktére mozna sklasyfikowaé w naste-
pujace grupy: kryteria ze szkoty Akaike, kryteria bayesowskie i kryteria klasyfikacyjne.
W zaleznoSci od wykorzystywanej klasy weryfikowanych modeli, ich wiarygodno$¢
si¢ zmienia. Przyktadowo, w wielomianowym modelu logitowym opartym na miesz-
kankach rozkladéw kryterium informacyjne Akaike AIC jest bardziej wiarygodne od
kryterium bayesowskiego BIC [2], natomiast dla mieszkanek rozkladéw normalnych
jest odwrotnie [12].

W pracy [8] przeprowadzonotakie badania symulacyjne dotyczace analizy czyn-
nikowej z dwoma zmiennymi ukrytymi. Okazalo sie, ze najwieksza trafnoscia co do
wyboru wlasciwego modelu odznaczaly sie dwa kryteria: ICL BIC oraz BIC. Tro-
che gorzej wypadto kryterium zgodne AIC i kryterium A/C. Pozostale z rozwazanych
kryteriéw (NEC, CLC) wykazaly si¢ dos¢ mata trafnoscig. Cho¢ badania te dotyczyly
modelu UCU, to jednak warto skorzysta¢ z tych wynikéw i skupi¢ si¢ tylko na czterech
kryteriach:

e kryterium Akaike [1]:
AIC = -210g L(©) +2r,

e zgodne kryterium Akaike [4]:
CAIC = —210gL((:)) +rlogn+r,
e kryterium bayesowskie [9]:
BIC = -21og L(®) + rlogn,
e Iaczne kryterium bayesowskie i klasyfikacyjne [12]:
ICLBIC = —210g L(®) + 2EN (#) + rlogn,

n C
EN (‘}l\') = - %ic 10g %ic’
=1

=1 ¢

gdzie r jest liczbg szacowanych parametréw, natomiast L((:)) funkcjg wiarygod-
nosci. Sposréd konkurencyjnych modeli wybiera si¢ ten, dla ktérego obliczone
kryterium informacyjne ma najmniejsza warto$¢. Nalezy odnotowaé, ze opisywane
modele mogg mie¢ rézne warianty zaleznie od liczby klas C oraz liczby czynnikéw
g. Nie zmienia to jednak procedury postgpowania przy wyborze.

5. PRZYKLAD EMPIRYCZNY — DANE O SATYSFAKCII

Aby zilustrowaé uzytecznos¢ omawianych modeli, wykorzystano rzeczywiste dane
— zaczerpniete z pracy [6] — odnoszace si¢ do opinii klientéw wyrazonej na temat
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1. Jako$¢ produktéw 8. Konkurencyjno$¢ cen
2. Aktywnos$¢ e-commerce 9. Gwarancje

3. Wsparcie techniczne 10. Nowe produkty

4. Rozwiazywanie skarg 11. Zamoéwienia i faktury
5. Reklama 12. Elastyczno$¢ cen

6. Linia produktowa 13. Szybkos¢ dostawy

7. Wizerunek

wspotpracy z pewng firmg dziatajacag w branzy przemystowej. Ocenie poddano 13
zmiennych, wykorzystujac jedenastostopniowg skale.

Do oceny poréwnawczej, rozwazanych w czesci teoretycznej modeli, wlgczono
dodatkowo wariant model CCU, ktdéry powstaje poprzez nalozenie ograniczen na
wartos$ci Srednie. W konsekwencji Srednie nie beda r6znity sie¢ miedzy klasami. Tak
sformutowany model mozna uzna¢ za klasyczng posta¢ modelu analizy czynniko-
wej. Jest to wiec dobry punkt odniesienia, gdyz taki model jest zaimplementowany
w kazdym pakiecie statystycznym (np. SPSS, SAS, STATISTICA, R), co z kolei
przeklada si¢ na czeste jego wykorzystanie. Wydaje si¢ zasadne, z punktu widzenia
praktycznych zastosowan, poréwnanie takiego modelu z modelami rozwazanymi
W pracy.

Procedura estymacji kazdego modelu wymaga okreslenia ex ante liczby klas oraz
liczby fadunkéw czynnikowych. Poniewaz liczba estymowanych parametréw jest
Scisle powigzana z liczbg klas, a rozmiar préby jest niezbyt duzy (200 obserwa-
cji), dlatego przyjeto maksymalng liczbe klas na poziomie dwéch. W wypadku
fadunkéw czynnikowych rozwazano modele z 2, 3 i 4 czynnikami. Odpowiednie
programy szacujace parametry modeli napisano w Srodowisku R [15].

W tabeli 2 podano wartoSci logarytméw funkcji wiarygodno$ci oraz kryteriéw
informacyjnych. Dzigki temu mozna dokonaé formalnego rozstrzygnig¢cia co do
postaci modelu. Nie zamieszczono dwdch modeli: CUC i UCC. Wynika to z pro-
stej obserwacji, ze model bardziej rozbudowanyUUC jest jednym z najgorszych
w sensie wartoSci kryteriéw informacyjnych.

Pierwsze spostrzezenie jakie nasuwa si¢ w odniesieniu do tabeli 2 to bardzo wy-
sokie wartosci kryteriéw informacyjnych modelu klasycznego. Réwniez i logarytm
funkcji wiarygodnosSci znacznie odstaje od pozostatych. To utwierdza w przekona-
niu, ze model ten jest nieodpowiedni, dlatego wyboru nalezy poszukiwa¢ wsréd
modeli bardziej zlozonych.

Przyjecie ograniczenia na wartosci wariancji specyficznej wewnatrz klas — skut-
kujacetym, ze kazda zmienna ma takg samg wariancje (cho¢ moze si¢ ona r6znic¢
miedzy klasami) — powoduje gorsze dopasowanie takich modeli do danych w sto-
sunku do pozostalych modeli. Szczegélnie moze zaskakiwaé model UUC, w ktérym
wartosci Srednie i tadunki czynnikowe szacowane sg dla kazdej z dwdch klas; po-
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Tabela 2.

Wartosci funkeji wiarygodnosci i kryteriéw informacyjnych w zaleznoSci od modelu

Liczba tadunkéw czynnikowych

Liczba tadunkéw czynnikowych

Klasyczny UCU
2 3 4 2 3 4
logL -4690  -4605 -4598 logL -3156  -3045 -2891
AIC 9417 9271 9267 AIC 6401 6202 5915
BIC 9581 9538 9577 BIC 6788 6683 6482
CAIC 9619 9600 9649 CAIC 6878 6795 6614
ICL BIC - - - ICL BIC 6807 6689 6485
cCe Liczba fadunkéw czynnikowych Uuc Liczba fadunkéw czynnikowych
2 3 4 2 3 4
logL -3711  -3606 -3489 logL -3670  -3540 -3418
AIC 7475 7275 7051 AIC 7418 7182 6958
BIC 7703 7551 7369 BIC 7758 7616 7478
CAIC 7756 7615 7443 CAIC 7837 1717 7599
ICLBIC 7717 7559 7374 ICLBIC 7765 7620 7482
ccu Liczba tadunkéw czynnikowych CUU Liczba tadunkéw czynnikowych
2 3 4 2 3 4
logL -3207  -3084 -2957 logL -3204  -3069 -2955
AIC 6478 6244 6000 AIC 6487 6226 6009
BIC 6758 6571 6370 BIC 6822 6609 6435
CAIC 6823 6647 6456 CAIC 6900 6698 6534
ICL BIC 6773 6585 6374 ICL BIC 6883 6611 6438
UuU Liczba tadunkéw czynnikowych
2 3 4
logL -3126  -2974 -2865
AIC 6355 6073 5875
BIC 6798 6611 6498
CAIC 6901 6736 6643
ICL BIC 6814 6617 6499

Zrédio: Opracowanie wlasne.
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dobnie wariancja. Pomimo swojej elastycznoSci wartosci kryteriow informacyjnych
jak i logarytmy funkcji wiarygodno$ci znacznie odstaja od pozostalych modeli.
Najbardziej ogélny model UUU, na ktéry nie nalozono zadnych ograniczen, cechuje
si¢ najnizsza wartoScia kryterium A/C. Biorac pod uwage pozostate kryteria —
pamigtajac jednoczes$nie o tendencji kryterium A/C do wyboru modeli zbytnio
rozbudowanych oraz wynikach badan symulacyjnych (wspomnianych w pkt. 4)
— modelem najbardziej preferowanym bylby model CCU o czterech czynnikach
wspolnych.

Wartosci oszacowanych tadunkéw czynnikowych zamieszczono w tabeli 3. Kierujac
si¢ rekomendacjami w zakresie ich praktycznej przydatno$ci (por. [6]) przyjeto, ze
minimalna warto$¢ fadunku dla danej zmiennej powinna by¢ nie mniejsza niz 0,4.
Dopiero wtedy taka zmienna moze wspoéttworzyé dany czynnik.

Tabela 3.
Wartosci tadunkéw czynnikowych
Czynnik
Zmienna 1 2 3 4
Linia produktowa 096 | 0,17 | -0,08 | 0,10
Szybkos¢ dostawy 0,83 0,13 0,52 0,10

Rozwigzywanie skarg 0,74 0,12 0,46 0,10

Zamoéwienia i faktury 0,59 0,16 0,47 0,14

Elastycznos¢ cen 0,32 | -0,03 | 0,94 | 0,06
Reklama 0,24 | 0,58 | 0,14 | -0,02
Wizerunek 0,20 | 0,97 | 0,06 | 0,10

Aktywno$¢ e-commerce | 0,16 0,77 0,05 0,04

Gwarancje 0,09 0,10 | -0,02 | 0,99
Nowe produkty 0,06 0,03 0,17 0,01
Wsparcie techniczne 0,05 | 0,03 | 0,00 | 0,84
Konkurencyjnosé cen -0,01 | -0,01 | -0,03 | 0,01
Jakos$¢ produktow -0,04 | 0,19 | 0,09 | 0,00

Zrédio: Opracowanie wiasne.

Interpretacja czynnika 2 i 4 nie nastrecza wiekszych problemdow, gdyz mozna byloby
te wymiary opisa¢ odpowiednio jako: marketing i serwis. Problematyczne staje
si¢ jednak nazwanie czynnika 1 i 3, gdyz trzy zmienne majg wysokie wartosci
tadunkéw na kazdym z tych czynnikéw. Zmienne ktére wyraznie réznicujg czynniki
to linia produktowa i elastyczno$¢ cen; tutaj tez tadunki sg najwyzsze. By¢ moze
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pewnym rozwigzaniem byloby utozsamienie czynnikéw z tymi zmiennymi. Jest to
jeden ze sposobdw interpretacji czynnikéw (por. [6]).

6. PODSUMOWANIE

Przedstawione w pracy modele analizy czynnikowej wraz z procedurg estymacji
parametréow pozwalajg, przynajmniej w zalozeniu, rozszerzy¢ instrumentarium ba-
dawcze o dodatkowe modele. Modele te cechuje wieksza elastyczno$é, co moze
by¢ szczeg6lnie przydatne w analizie niejednorodnych zbioréw danych.

Jak mozna bylo zaobserwowac¢ na przyktadzie danych o satysfakcji, klasyczny mo-
del analizy czynnikowej nie byt odpowiedni, jesli decyzje oprze¢ na kryteriach
informacyjnych. Zauwazono réwniez, znaczne obniZenie warto$ci informacyjnej
modelu, jesli przyjeto (w ramach rozwazanych 8 modeli) réwng wariancj¢ specy-
ficzna dla kazdej zmiennej. Sytuacja nie ulegla poprawie, jesli wariancje réznily
si¢ miedzy klasami.

Wydaje si¢, ze egzemplifikacja proponowanych modeli z wykorzystaniem wick-
szych zbioréw danych, cechujacych si¢ wiekszg niejednorodno$cia powinna stano-
wié podstawe dalszych badan.
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MODELE ANALIZY CZYNNIKOWE] Z DWOMA ZMIENNYMI UKRYTYMI
Streszczenie

Celem analizy czynnikowej jest redukcja zmiennych poprzez ich zastapienie mniejsza liczba czyn-
nikéw, ktére traktowane sa jako konstrukty lub zmienne ukryte. Niestety, jesli mamy do czynienia
z niejednorodnym zbiorem danych, estymacja jednego zbioru wartosci $rednich, fadunkéw czynni-
kowych czy wariancji specyficznych moze prowadzi¢ do blednych wnioskéw. Jednym ze sposobéw
radzenia sobie z tg niejednorodnoscig jest wprowadzenie dodatkowej zmiennej ukrytej do modelu
analizy czynnikowej. W konsekwencji zaklada sie, ze obserwacje pochodza z dwoch lub wiecej
podpopulacji, ktérych struktura jest nieznana.

W zaleznos$ci od ograniczen natozonych na macierze fadunkéw czynnikowych i wariancji specyficznej,
mozna otrzymaé rézne warianty modelu. W pracy przedstawiono 8 modeli analizy czynnikowej,
wraz z propozycja procedury estymacji parametrow algorytmem EM. Zwrdécono réwniez uwage na
problem w wykorzystaniu testéw statystycznych, opartych na ilorazie wiarygodnosci, wskazujgc na
kryteria informacyjne jako alternatywne podejscie. Proponowane podejscie zilustrowano przyktadem,
wykorzystujac w tym celu rzeczywiste dane dotyczace satysfakcji.

FACTOR ANALYSIS MODELS WITH TWO LATENT VARIABLES
Abstrakt

The goal of factor analysis is to reduce the redundancy among variables by using smaller number
of factors that are treated as constructs or latent variables. Unfortunately, if we face with data he-
terogeneity, the estimates of a single set of means, factor loadings and specific variances may be
misleading.One way of accounting for unobserved heterogeneity is to include another latent variable
in a factor analysis model. As a consequence, the observations in a samples are assumed to arise
from two or more subpopulations that are mixed in unknown proportions.

Since putting some restrictions on parameters such as factor loadings and specific variancesone can
get more parsimonious models. Therefore, the purpose of this paper is to present the eight factor
analysis models. Methods of optimization to derive the maximum likelihood estimates based on EM
algorithm as well as model selection procedure are considered. Proposed approach is illustrated by
using a set of data referring to preferences.



