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1. METODA I TABLICE INPUT-OUTPUT

Pierwszg ide¢ metody input-output mozna znaleZé (za [7]) w dziele Francois
Quesnaya Tableau Economique (1758). W tej ksigzce autor przedstawil gospodarke
wymienng w postaci ruchu okreznego. Idee t¢ rozbudowat nastepnie Leon Walras.
Jednak nowoczesng analize input-output (zwang réwniez w literaturze polskiej analiza
naktadéw i wynikéw albo analizg przeplywéw migdzygaleziowych) stworzyl dopiero
W. Leontief. Jej podstawy zostaly wylozone w roku 1941 w pracy [7], gdzie zostaty
przedstawione wzajemne powiazania w gospodarce Standéw Zjednoczonych w okresie
1919-1939. Po opublikowaniu tej pracy rozpoczal si¢ burzliwy, wszechstronny rozwoj
teorii input-output.

Metodologia input-output byla i jest nadal intensywnie rozwijana i modyfikowana.
Obecnie opiera si¢ ona na tzw. Systemie Rachunkéw Narodowych (SNA’93, ang. skrot
System of National Accounts). Pierwsza wersje SNA opracowang przez laureatow Na-
grody Nobla Simona Kuznetsa i Richarda Stone’a opublikowano w 1952 roku. Wer-
sja SNA z roku 1993 (zalecana przez ONZ) stanowi uporzadkowany wewnetrznie
zbidér spéjnych, logicznych i zintegrowanych rachunkéw makroekonomicznych, bilan-
sOw 1 tablic opracowanych wedlug obowigzujacych norm i regut statystycznych. Odmi-
ang SNA'93 jest system ESA’95 (European System of Accounts) bardziej nastawiony
na warunki i dane wymagane przez Uni¢ Europejska. System ten jest dopasowany do
pojec i klasyfikacji stosowanych w wielu innych statystykach spofecznych i gospodar-
czych Unii Europejskiej. Dzigki temu moze by¢ podstawa odniesienia dla statystyki
spolecznej i gospodarczej krajéw cztonkowskich. Klasyfikacje i zatozenia polskiego
systemu rachunkéw narodowych sg zgodne zaréwno z zatozeniami zalecanymi przez
ONZ jak i przez Uni¢ Europejska. Polski System Rachunkéw Narodowych uwzglednia
jednak pewng specyfike polskiego systemu organizacyjnego i prawnego.

Istotng role w systemie ESA’95 odgrywaja tablice wykorzystania (ang. use ta-
bles) w uktadzie produkt/dziatalnosci oraz tablice podazy (ang. supply tables) wiazace
wytwarzanie produktéw z okreslonymi dzialalnosciami. W ESA’95 nie wystepuje jako
takie pojecie galezi. Jednakze w rozwazaniach teoretycznych i empirycznych uzywa si¢
tego pojecia jako agregatu obejmujgcego produkty czyli produkcje przedsigbiorstw lub
zaktadow o okreslonym rodzaju dziatalnosci. Symetryczne tablice przeptywoéw migdzy-
galeziowych sa tablicami typu produkt/produkt lub galaz/gataz i tacza tablice wyko-
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rzystania i tablice podazy w jedna tablice z identyczng klasyfikacja produktéw Iub
galezi w zastosowaniu do kolumn i wierszy. Tablice przeplywéw miedzygateziowych
w uktadzie produktowym w przypadku polskiej gospodarki sg zestawiane zgodnie
z PKWiU (Polska Klasyfikacja Wyrobéw i Uslug). Natomiast rodzaje dziatalnoSci
uwzgledniane w tablicach wykorzystania i podazy klasyfikowane sg zgodnie z Polskg
Klasyfikacja Dziatalnosci (skr6t PKD2004, ang. skrét NACE). W czgSci empirycznej
tego artykutu wykorzystano tablice przeptywéw miedzygaleziowych w uktadzie pro-
dukt/produkt.

W pewnym uproszczeniu tablica przeplywéw miedzygaleziowych w swojej na-
jogoblniejszej postaci moze by¢ rozumiana jako ilustracja ex post ruchu okreznego
strumieni débr i ustug pomigdzy jednostkami produkcyjnymi polaczonymi w galezie.
Strumienie te sg wyrazone przewaznie w ujeciu wartoSciowym w walucie krajowej
i dotycza najczesciej jednego roku. Proces produkcyjny bedgcy centralnym punktem
tablic input-output moze by¢ rozumiany jako “przeksztatcenie” naktadéw (input) w pro-
dukty (output). Naktady dzielg si¢ na naklady biezgce (inaczej bezposrednie) oraz
warto$¢ dodang. Popyt na produkty dzieli si¢ na posredni oraz koficowy.

Tablica IO opisujaca wzajemne powiazania galeziowe wewnatrz catego kraju lub
regionu opiera si¢ na nastgpujacych teoretycznych zatozeniach:

a) cata gospodarka lub region sg podzielone na galezie,

b) kazda z galezi stosujac okreslong technologie produkuje jednorodne dobro,

c) wszystkie procesy produkcyjne sg efektywne przy stalej skali produkcii,

d) w procesie produkcyjnym sa stosowane czynniki produkcji, ktérych zasoby sa
ograniczone.

W praktyce realnie funkcjonujace gospodarki nigdy $ciSle nie speilniajg podanych

warunkoéw, a zwlaszcza b) i ¢).

Tablica przeplywéw miedzygaleziowych moze by¢ przedstawiona schematycznie
za pomocg macierzy blokowych podanych w tabeli 1.

Tabela 1.
Macierze blokowe tablicy 10

Macierz zuzycia
produkcyjnego
I

Macierz popytu
koncowego
Il

Macierz wartosci
dodanej
11

Macierz podzialu
wtornego
v

Zrédto: opracowanie wlasne.

Centralng role w tablicy odgrywa I ¢wiartka (macierz ) obrazujgca strumienie
doébr i ustug przeplywajace miedzy galeziami produkcyjnymi. Suma elementéw danego
wiersza podaje 1aczng wielko$¢ produkcji pozostajacej w tej galezi oraz przeptywa-
jacej do pozostalych galezi. Suma elementéw dowolnej kolumny tej macierzy obrazuje
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taczne zuzycie produkcyjne wiasnych produktéw oraz produktéw pozostatych gatezi.
Macierz I jest z reguly kwadratowa, cho¢ dla okreSlonych celéw konstruuje si¢ tez
macierze prostokatne. Macierz popytu koficowego (macierz II) obrazuje w wierszach
zuzycie produktéw galezi w podziale na poszczegdlne kategorie popytu koncowego.
Kolumny tej macierzy pokazuja gateziowy sktad odpowiednich kategorii popytu kon-
cowego. Sumy poszczegblnych wierszy obrazuja zuzycie koficowe produktéw gatezi,
sumy kolumn ukazuja globalne wielkoSci poszczegdlnych kategorii popytu koficowego.
W praktyce wyr6znia si¢ najczesciej nastepujace kategorie popytu koricowego: spozycie
indywidualne, spozycie instytucjonalne i agend rzadowych, przyrost zapasow i rezerw,
naktfady na Srodki trwate i kapitalne remonty oraz eksport. Macierz popytu konicowego
jest prostokatna. Wyjasnijmy jeszcze, ze nakiady inwestycyjne nie oznaczajg tu inwes-
tycji poczynionych w poszczegdlnych galeziach, a jedynie zrealizowany popyt na dobra
inwestycyjne dostarczone przez produkujace te dobra galezie.

W III éwiartce w réznych wersjach tablic przewaznie wykazuje si¢ pozycje podatki
od produktéw pomniejszone o dotacje do produktéw, koszty zwigzane z zatrudnieniem,
podatki od producentéw, dotacje dla producentéw oraz nadwyzke operacyjng brutto. Te
ostatnig pozycje oblicza si¢ jako réznice pomiedzy wartos$cig dodang brutto a kosztami
zwigzanymi z zatrudnieniem i podatkami od producentéw minus dotacje dla produ-
centéw. Nadwyzke operacyjng netto uzyskuje si¢ po odjeciu amortyzacji.

Dane z zakresu przeptywéw miedzygateziowych (np. popyt konicowy, produkcje
globalng) podaje si¢ najczg¢Sciej w cenach bazowych. Ceny bazowe otrzymuje si¢
poprzez odjecie od kazdego przeplywu w cenach nabywcy podatkéw od produktéw
pomniejszonych o dotacje do produktéw oraz marz handlowych i transportowych. Dane
dotyczgce przeplywéw wyrobéw i ustug w bilansie przeptywéw miedzygateziowych
w cenach bazowych dla produkcji krajowej otrzymuje si¢ przez odje¢cie od przeplywow
wyrobéw 1 ustug w cenach bazowych wyrobéw i ustug pochodzacych z importu.

Podziat wartosci globalnej w poszczegdlnych gateziach mozna wyrazi¢ za pomocg
tozsamoSci

ZXik+Yi =X; ()
X

lub zaktadajac, ze a; X = X otrzymuje si¢ réwnosé
Ax+y =X, 2)

gdzie macierz A jest macierzg naktadéw bezposrednich (lub biezacych) albo macierza
materiatochfonnosci bezposredniej. W niektérych publikacjach, zwlaszcza niemiecko-
jezycznych jest tez nazywana macierza produkcji.

Wzér (2) definiuje tzw. statyczny model Leontiefa. Ma on liczne zastosowania,
w tym i niestandardowe (por. np. [6], [10], [12]). Jak wida¢ kluczowa rolg w statycznym
modelu Leontiefa odgrywa nieujemna macierz nakladéw A bazujaca na danych z I
¢wiartki tablic przeplywéw miedzygaleziowych. Jest ona takze zasadnicza skiadowq
modelu dynamicznego Leontiefa stanowigcego uogdlnienie modelu (2). Dla modeli
dynamicznych 1O definiuje si¢ tzw. rozwigzanie zbilansowane, tzn. takg Sciezke wzrostu
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sektoréw gospodarki (tzw. Sciezka réwnowagi), na ktérej nie zmieniajq si¢ ani proporcje
produkcji sektoréw ani ich tempo wzrostu (z roku na rok jest takie samo). Okazuje
sig, ze w Swietle hipotezy Samuelsona ten typ wzrostu gospodarki jest optymalny.

Naturalnym jest pytanie, od czego zalezy tempo powrotu gospodarki, po wystgpi-
eniu ewentualnego zaburzenia, do tak rozumianego stanu réwnowagi. Pewne wnioski
w tym zakresie pojawily si¢ w literaturze ekonomicznej w kontekscie dyskusji wokét
tzw. hipotezy Brody, ktérej oméwieniu jest poSwiecony nastepny podrozdziat.

2. MACIERZE INPUT-OUTPUT

A. Brody [3] napisal, ze wyznaczenie punktu lub Sciezki réwnowagi w przypad-
ku duzych systeméw Leontiefa lub von Neumanna wymaga mniejszej liczby iteracji
niz w przypadku matych systeméw, czyli systeméw silnie zagregowanych. Z tej ob-
serwacji dotyczacej obliczern wywiddl przypuszczenie, ze zdezagregowane systemy
ekonomiczne szybciej osiagajg proporcje Frobeniusa niz systemy silnie zagregowane.
W obliczeniach, o ktérych wspomniat autor chodzito gtéwnie o iteracyjne uzyskanie
rozwigzania zrownowazonego o okreslonej doktadnosci.

Jak wiadomo dla dowolnej macierzy A o dodatnich elementach zachodzi nastepu-
jaca rownos¢

Vi = A"V = ATx + A0 + .+ A X, 3)
gdzie v = X1+ ...+ X, oraz 4; i X; oznaczaja odpowiednio warto§¢ wiasna i zwigzany
z nig wektor wlasny macierzy A. Wartosci wlasne sa ponumerowane wedtug ich male-
jacych moduléw. Ze wzrostem m lewa strona bedzie si¢ stawala coraz bardziej podobna
do tej sktadowej prawej strony, ktéra jest zwiazana z najwiekszg (dominujacq) wartoscig
wlasng, zwang tez warto$cig wlasng Frobeniusa lub liczbg Frobeniusa. Jest to liczba
rzeczywista i dodatnia, co wynika z twierdzenia Frobeniusa.

Patwo zauwazy¢, ze liczba iteracji niezbedna do “dopasowania” A™v do A7'x; jest
zdeterminowana przez wielkos¢ drugiej co do wielkoSci wartos$ci wlasnej macierzy A.
Jesli rzad macierzy A jest réwny 1, tzn. jesli macierz ta sktada sie¢ na przyktad z takich
samych liczb réznych od zera, to liczba Frobeniusa jest réwna 1, a wszystkie pozostate
wartosci wlasne takiej macierzy sa rowne 0. Dlatego iloczyn

Vil = AVk (4)

prowadzi do proporcji réwnowagi juz po pierwszym mnozeniu macierzy A oraz vy.
W tym przypadku zbiezno$¢ jest najszybsza z mozliwych, gdyz proporcje réwnowagi
sq osiagane w pojedynczym kroku.

Macierz A utozsamiana jest z macierzg materialochfonnosci bezposredniej (nakfa-
déw bezposrednich), ktéra jest macierza kwadratowg o elementach nieujemnych. Jej
wymiary zaleza od stopnia agregacji, tzn. od ilosci galtezi gospodarki uwzglednionych
w tablicy 10O, ktora jest podstawg macierzy A.

Postugujac si¢ intuicjg i eksperymentami komputerowymi Brody sformutowal naste-
pujacg hipoteze ([3], str. 255):
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“Im wigksze wymiary ma (losowa) kwadratowa macierz A, tzn. im wiecej ele-
mentoéw (gatezi lub branz) zawiera ta macierz, tym mniejszy jest stosunek jej drugiej
wartoSci wilasnej do dominujqcej wartosci witasnej Frobeniusa i w konsekwencji tym
szybsza jest jej zbieznosc¢ do stanu rownowagi, czyli wejscie na zbilansowanq Sciezke
wzrostu (Sciezka Frobeniusa)”.

W celu uzasadnienia swojej hipotezy Brody zdefiniowatl macierz losowg o elemen-
tach niezaleznych stochastycznie i majgcych rozkfad jednostajny na przedziale (0, 1).
Latwo zauwazy¢, ze dla wspdiczynnikéw tak zdefiniowanej losowej macierzy naktadow

parametry opisowe wynoszg odpowiednio: warto$¢ oczekiwana E(a;;) = 3 odchylenie

1
standardowe D(a;;) = ﬁ Wida¢, ze E(a;) = g, gdzie a; oznacza sume j-tej

kolumny macierzy A. Dzielac wyrazy kazdej kolumny tej macierzy przez jej warto$¢
oczekiwang n/2 otrzymuje si¢ macierz A* o postaci

2 2
n n
A=A .
2 2
n n

*

7. macierzy losowej A" s3 niezalezne sto-

7 zalozenia wynika, ze wspdlczynniki a

~

2
chastycznie i maja rozktad jednostajny na przedziale (0, —). WartoSci oczekiwane tych
n

. 1
wspdlczynnikéw wynosza E(a;j) = —, za$ odchylenia standardowe D(af/.) = 1/(n \/5)
n .

dla kazdych i, j =1,..., n. Zachodzi tez E(af"j) =1 oraz D(a_*j) = 1/(V3n), gdzie af‘j
oznacza sume elementéw w j—tej kolumnie macierzy A*. Dlatego — jak przekonuje
Brody — iloraz A,(A*)/A;(A) drugiej wartoSci wlasnej i pierwiastka Frobeniusa (ten
iloraz jest oczywiscie taki sam rowniez dla macierzy A) bedzie oscylowat wokét liczby
1/( \/3_11). Latwo zauwazy¢, ze rzad (E(A*))=1 oraz spektrum macierzy E(A") stanowig
elementy zbioru {1,0,...,0} dla kazdego n. Wraz z rosnacym n realizacje losowych
wspélczynnikéw a;‘j staja sie coraz blizsze ich wartodci oczekiwanej (1/n). Dlatego
spektrum macierzy A* zmierza do spektrum E(A"). Dla macierzy A* zachodzi wiec
wlasno$é: im wigksze n, tym blizsza zera jest warto$é A,(A™) (lub dla macierzy A: im
wigksze n, tym blizszy 0 bedzie iloraz A>(A)/4;(A)). Ten efekt potwierdzily wyniki
zeprezentowanej w artykule symulacji.

Wkrétce po ukazaniu si¢ pracy Brody dwaj autorzy Molnar i Simonovits [9]
probowali rozwigza¢ pokrewny problem. Zamiast macierzy losowej, o ktérej pisat
Brody zaproponowali ujecie deterministyczne. Przeskalowali oni macierz A w ten
sposob, aby miata pojedyncza (réwng 1) dominujaca warto§¢ wlasng (warto$¢ wlasna
Frobeniusa).

Wymienieni autorzy rozwazali macierze o nieujemnych elementach, ktérych sumy
w kolumnach wynosza jeden. Takie macierze nazywa si¢ w teorii prawdopodobienist-
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wa macierzami stochastycznymi. Ich warto$¢ wiasna Frobeniusa wynosi 1. Rozwazania
autoréw dotyczyly macierzy stochastycznych spetniajgcych dodatkowo warunek, ze el-
ementy tych macierzy sa “bliskie” wartoSciom 1/n.

Typowym przyktadem ekonomicznym macierzy stochastycznej A jest macierz
naktadéw 10O reprezentujaca tzw. self-replacing system” (statyczny zamknigty model
Leontiefa — system reprodukcji prostej, tzn. gospodarka produkuje tylko tyle débr aby
pokry¢ nakfady i nie wigcej). Taki system moze si¢ sam odtwarzac, ale nie dostarcza
zadnej nadwyzki (“produkcja dla produkcji”’, brak nadwyzek na rynek).

Formalne sformutowanie Molnara i Simonovitsa [9] warunku prawdziwosci hipotezy
Brody brzmi:

“Jesli kazdy element macierzy A odchyla si¢ od 1/n nie wigcej niz 7/n""°, to modut
drugiej wartosci wlasnej jest nie wiekszy niz t/n®, gdzie T oraz € sa pewnymi liczbami
rzeczywistymi”.

Wynik ten uzyskany na drodze analitycznej potwierdza hipotez¢ Brody, jednakze
tylko w pewnym w szczeg6lnym przypadku, a mianowicie, gdy macierz A jest “bliska”
macierzy E, sktadajacej si¢ tylko z elementéw 1/n. Zauwazmy, ze jesli w przyktadzie
Brody przeskalowatoby sie macierz A do A", to odchylenia realizacji zmiennych
losowych a;; od liczb 1/n zmniejszatyby si¢ z rosngcym 7 i znikatyby w nieskoriczonos-
ci. Tak wiec wynik Brody ma S$cisty zwigzek z cytowanym twierdzeniem Molnara i
Simonovitsa.

1+

3. DRUGA WARTOSC WEASNA MACIERZY NAKEADOW BIEZACYCH W ZAMKNIETYM
MODELU I0 REPRODUKCIJI PROSTEJ (SELF-REPLACING SYSTEM)

Zaraz na poczatku swojego artykutu Brody napisal, ze “estymator drugiej wartosci
wiasnej czysto losowej macierzy wspotczynnikow naktadow pokazuje, Ze jego wartosc
oczekiwana maleje monotonicznie do zera wraz ze wzrostem wymiarow tej macierzy”.

Jednak w dalszej czgSci swojej pracy Brody przyznal, ze “A special distribution
and/or a special structure of the matrix may still permit exceptions” czyli, ze dla spec-
jalnych postaci rozktadéw prawdopodobieristwa wspdiczynnikéw macierzy naktadéw
czy dla specjalnych postaci samych macierzy nakladéw mozliwe sa odstepstwa i wyjatki
od jego hipotezy.

Biatas i Gurgul [1] zbadali hipoteze Brody w przypadku, gdy macierz A jest
macierzg nakfadéw bezposrednich, dla ktérej sumy w kolumnach wynosza 1. Macierz
ta wystepuje w statycznym, zamknigtym modelu Leontiefa. W modelu tym pierwiastek
Frobeniusa A; (nieujemne;j i nierozktadalnej) macierzy A wynosi 1. Dlatego dla innych
warto$ci wlasnych musi zachodzi zaleznos¢:

lim A" =0, for i=2,...,n,

m—o0

gdzie A; oznacza i-ty pierwiastek charakterystyczny macierzy A.
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Jak wiadomo macierz P=[p;;]Je IR™" nazywa si¢ dodatnig i stochastyczna, gdy

n
pi; >0, j=1,..., n oraz ZPU =1, j=1, 2, ..., n. Dla takiej szczegdlnej macierzy

i=1
(dodatniej i stochastycznej) hipoteza Brody zostata sformutowana przez autoréw w postaci:

Jesli A=[a;;]e IR™" jest macierza dodatnig i stochastyczng oraz A, = paxl/l,-(A)l,
<i<n
to
A (A)=11i lim 4, =0.
n—o00

Aby zbadaé prawdziwos¢ powyzszej hipotezy Biatas i Gurgul przytoczyli za ksigzka
Marcusa i Minca, [8] nast¢pujace dwie wlasnosci macierzy stochastycznych:
Wtasnos¢ 1. Wartosci wlasne macierzy stochastycznych P = [p;;] € IR™" spelniaja
warunki:
;P <1, i=1,...,noraz A(P)=1.

Wtasnosc 2. Jesli P = [p;;] € IR™" jest macierza stochastyczng oraz w = 1min Dii» tO
<i<n

[4;(P)—wl<1-wdla i=1,2,...,n

Poprzez kontrprzyktad Biatas i Gurgul pokazali nast¢pnie, ze hipoteza Brody nie jest
prawdziwa dla dowolnej stochastycznej macierzy naktadéw.
Autorzy rozwazyli macierz stochastyczng o elementach dodatnich wyrazong wzorem

P = [pi], (5)
gdzie:

3
p11_49

<ﬁii dlai=2, 3,...,l’l,

BlWw

pii>0dlai j=1,2,...,n,i# ],

n
Zp_ij: ldlaj=1,2,...,n
i=1
Latwo zauwazy¢, ze dla macierzy (5) zachodzi
= minp;; = 3
WE ST g

Biorac pod uwage Wiasnosc 2 autorzy otrzymali, ze dla dowolnego j =1,...,n

1
< e (6)

-3
4P -3

Przyjmujac 1;(P) = x + iy, gdzie i = V-1. Powyzsza réwno$¢ moze by¢ zapisana

W postaci:
3\, 1
_Z < — 7
(x 4) 6 @
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A to oznacza, ze wszystkie wartoSci wlasne lezg w kole o Srodku w punkcie (3/4,0)
i promieniu 1/4.

1 A, (P)

v

M| =

Rysunek 1. Koto, w ktérym zawierajg si¢ wszystkie wartoSci wlasne (wzor (7))

_ _ 1
Autorzy zauwazyli, ze A;(P) = 1 oraz |1;(P)| > 3 dla j = 2, ..., n. Dlatego

_ 1
A, = {naxlxl,-(P)I > 3 oraz lim 4, # 0, co dowiodlo, ze hipoteza Brody sformutowana
<i<n n—o0

dla tego szczegdlnego przypadku nie jest prawdziwa.
Poza tym Biatas i Gurgul udowodnili, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej
@ €(0, 1) istnieje dodatnia i stochastyczna macierz P = [p;;] € IR™" taka, ze

a<|P)l<l, i=1,2,...,n
Ta teza wynikla stad, ze macierz

P = [p;;] € IR, (8)

1 1
gdzie: p;; = §(a+1), E(a+1) <pi<li=23...,n0<p;<l1,ij=12,

n
.., N, [ # j oraz Z pij =1, j=1,2, ..., n jest macierza dodatnig i stochastyczna.

i=1
Dlatego [4,(P)| < 1,i =1, 2, ..., n. Stosujac Wtasnos¢ 2 w odniesieniu do macierzy (8)

otrzymano w = 11‘11jnp[i = 5(a+1). Tak wiec [4;(P)—w| < 1-w oraz 2w—1 < |4;(P)| <1.
<i<n

Przyjmujac w = l(a/ + 1) autorzy otrzymali a < |4;(P)| <1,i=1,2, ..., n.
Podsumowujac, Biatas i Gurgul sformutowali wniosek, ze druga warto$§¢ wiasna
macierzy nakladéw biezacych, w ogélnym przypadku nie maleje ze wzrostem wymi-
aréw tej macierzy. Co wiecej, dla kazdej liczby rzeczywistej @ € (0, 1) mozna
zbudowa¢ macierz dodatnig i stochastyczng o wymiarach n X n, dla ktérej moduty
wszystkich wartosci wlasnych beda wigksze lub réwne a (niezaleznie od wymiaru n).
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4. UJECIE PROBABILISTYCZNE HIPOTEZY BRODY

Wyniki przedstawione wyzej oznaczaja, ze hipoteza méwigca, ze wraz ze wzrostem
wymiaru macierzy nakladéw opisujacej gospodarke wzrasta jej tempo powrotu do stanu
rownowagi nie jest prawdziwa dla kazdego rodzaju macierzy. W szczegdlnosci nie
jest prawdziwa dla pewnej grupy macierzy stochastycznych. Gdyby jednak spojrzec
na to zagadnienie od strony probabilistycznej, to okaze si¢, ze wraz ze wzrostem n
zmniejsza si¢ istotnie prawdopodobiefistwo wylosowania spos$réd wszystkich macierzy
stochastycznych wymiaru n X n macierzy stochastycznej P posiadajgcej wymienione
w pracy Biatasa i Gurgula wiasnosci. To z kolei oznacza, ze opisywana hipoteza moze
by¢ rozwazana jedynie na gruncie probabilistycznym.

Sytuacji, gdy elementy a;; macierzy A s3a zmiennymi losowymi dotyczy tres¢
artykutu Bidarda i Schattemana [2], w ktérym autorzy dowodza nast¢pujacego twierdze-
nia.

Twierdzenie 1 ([2], twierdzenie 1)

Niech elementy a;; dodatniej macierzy kwadratowej A beda niezaleznymi zmie-
nnymi losowymi o tym samym rozkladzie o wartoSci oczekiwanej u, posiadajacy-
mi skoiiczone momenty do rzedu k, k>2. Wéwcezas iloraz |A;|/|4;] dwéch najwigk-
szych warto$ci wlasnych macierzy A zmierza stochastycznie do 0, gdy n zmierza do
nieskoniczono$ci. Doktadnie;j:

lim Prob {|5|/[1)] < n 0%} =1 ©)

Z tego twierdzenia wynika prawdziwos¢ opisywanej hipotezy o szybkosci powro-
tu do stanu réwnowagi dla macierzy o losowych i niezaleznych elementach. Ponadto,
Bidard i Schatteman pokazujg tempo w jakim rozwazany iloraz zmierza do zera. Z za-
prezentowanego twierdzenia wynika, ze iloraz modutéw dwéch najwigkszych wartosci
wiasnych losowej macierzy A zmierza do zera w tempie n >, Jest to jednak mniej
niz postulowane w pracy Brody [3] tempo n~%°. Zauwazaja to réwniez sami autorzy
sugerujac, ze w rzeczywistoSci tempo zbieznosci do zera jest takie jak podpowiada
intuicja, jednak zastosowane przez nich metody dowodu nie pozwalajg na lepsze osza-
cowanie.

Problem ten rozstrzyga G.-S. Sun [11] przywolujac twierdzenie uzyskane przez
Goldberga i in. [4], ktére z jednej strony stanowi potwierdzenie hipotezy Brody dla
przypadku macierzy losowej, a z drugiej daje odpowiednie oszacowanie tempa zmierza-
nia modutu drugiej, wartosci wlasnej do zera:

Twierdzenie 2 ([4] twierdzenie 1.1)
Niech B = [b;;] € IR™" bedzie macierza losowa, ktérej elementy s niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie takimi, ze E(b;;) = 1/nivar(b;;) = c/n?

(gdzie c jest pewna dodatnig stalg). Wowczas dla dowolnych &, p € (0, 1) istnieje stala
N(e, p) taka, ze dla dowolnego n > N(g, p):
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i) Prob(JA; -1l <¢€)=p,
it) Prob(|A2] < &) = p.

Poniewaz w powyzszym twierdzeniu p moze by¢é dowolnie bliskie 1, a € moze
by¢ dowolnie bliskie 0, to warunek i) tezy oznacza, ze druga co do modutu wartos¢
wilasna takiej macierzy losowej zmierza stochastycznie do zera, podczas gdy najwicksza
warto$¢ wlasna dgzy do 1. Co wigcej, Goldberg i in. wykazuja, ze dla dostatecznie
duzych n, dla dowolnego p € (0, 1) istnieje stata a(p) taka, ze

Prob (|2l < a(p)/ Vi) > p. (10)

Zalezno$¢ (10) oznacza, ze moduldrugiej wartoSci wlasnej losowej macierzy B
zmierza stochastycznie do zera w tempie 1/vn sugerowanym przez Brody.

Macierz losowa wystepujaca w tezie twierdzenia 2 jest dosy¢ specyficzna, tzn.
warto$ci oczekiwane jej elementéw malejg wraz ze wzrostem wymiaru, podczas gdy,
oryginalnie, hipoteza zostala sformutowana dla macierzy, ktérej wartosci oczekiwane
wszystkich elementéw sg state.

Z jednej strony na macierz B mozna patrzeé jako na zaburzong macierz stochasty-
czng, bo warto$¢ oczekiwana sumy poszczegdlnych wierszy jest réwna 1. Z drugiej
strony teze twierdzenia 2 mozna uog6lni¢ na przypadek macierzy losowej, ktorej ele-
menty majg dowolng wspdlng warto$¢ oczekiwana.

Jezeli A, = [a;;] € IR™" jest macierza losowa, ktérej elementy a;; sg niezalezny-
mi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie o wartosci oczekiwanej p i skon-
czonej wariancji o> to wéwczas mozemy zdefiniowaé macierz B, = [b;;] nastgpujaco:
b = E. Wéwcezas pomiedzy wartoSciami wlasnymi macierzy A, i B, zachodzi

nu
nastepujgca zaleznos¢:

AA,) = npA(B,).
2

Z drugiej jednak strony mamy: E(b;;) = 1/n oraz var(b;;) = 7
n

20 czyli macierz B,

spelnia zatozenia wspomnianego powyzej twierdzenia 4.2. Oznacza to, ze 4;(B,) — 1
(A _ [42(By)l
LA 4Byl
moduléw drugiej i pierwszej wartosci wlasnej macierzy A, zmierza stochastycznie do
zera.

Tak wiec, twierdzenie 2 potwierdza prawdziwos$¢ przypuszczenia Brody, ze wraz
ze wzrostem wymiaru macierzy losowej Leontiefa opisywana przez nig gospodarka
szybciej powraca do stanu réwnowagi po wystapieniu ewentualnego zaburzenia. Oczy-
wiscie dalej pozostaje pytanie czy rzeczywista gospodarke mozna opisa¢ za pomoca
macierzy, ktérej wyrazy sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Dalsze badania wtasnosci macierzy losowych pozwolily uogélni¢ wyniki z twierdze-
nia 2 poprzez oslabienie zalozenia o niezaleznoSci wyrazéw macierzy B.

i A2(B,) — 0 stochastycznie. Z tego wynika réwniez, ze czyli iloraz



42 Henryk Gurgul, Tomasz Wojtowicz

Twierdzenie 3 ([5], twierdzenie 1.1)

Niech 0 < 6 < 110 < p < 1. Niech macierz B = [b;;] € IR™" bedzie postaci:
bij = a;; + 1/n, gdzie:
i) elementy a;; sa zmiennymi losowymi, przy czym wiersze macierzy A s nieza-
leznymi n — wymiarowymi wektorami losowymi,
ii) E(ajj)=0dlai,j=1,..,n
iii) var(a;)) < c[n* dlai,j=1,...n

v) |cov(ay,a;)| < c/n3 dlai,k,l=1,...n k=+L
Woéwczas istnieje stata N (6, p) taka, ze dla dowolnego n > N(9, p) zachodzi

prob(,n;ax il < 5) > p (11
i=2,..., n
Teza twierdzenia 3 oznacza, ze wszystkie wartoSci wlasne z wyjatkiem najwigkszej
majg z prawdopodobieristwem co najmniej p moduly mniejsze niz 6. Z dowolnosci
wyboru ¢ i p oznacza to, ze moduly tych warto$ci wlasnych zmierzajg stochastycznie
do 0. W szczegdlnosci, wigc zmierza do 0 réwniez druga warto§¢ wlasna macierzy B.
W poréwnaniu do wczesniejszego, twierdzenie 3 dopuszcza wystepowanie za-
leznosci pomiedzy elementami jednego wiersza, przy czym wraz ze wzrostem wymiaru
macierzy sila tej zaleznosci stabnie.

5. TEORIA A RZECZYWISTOSC

Hipoteza postawiona przez Brody, ze wraz ze wzrostem liczby galezi w gospo-
darce szybciej powraca ona na S$ciezke réwnowagi wyglada bardzo obiecujgco tak z
teoretycznego, jak i z praktycznego punktu widzenia. Oznacza bowiem, ze post¢puja-
ca globalizacja, wzrost powigzai pomiedzy gospodarkami na §wiecie i tworzenie si¢
wielkiej Swiatowej sieci wzajemnych polfaczeit powinno zwigkszac stabilnos¢ i umozli-
wiaé szybszy powr6t gospodarek na Sciezke réwnowagi po wystapieniu ewentualnego
szoku (zaburzenia). DoSwiadczenia ostatnich lat nie potwierdzaja jednak tego przy-
puszczenia. Wrecz przeciwnie, ogdlno§wiatowa gospodarka, poprzez powstale pow-
igzania stala si¢ bardziej podatna na wystepujace zakldcenia. Rodzi si¢ wiec pytanie,
czy rozwazana hipoteza znajduje potwierdzenie w danych rzeczywistych, tzn. czy w
przypadku analizy rzeczywistych macierzy naktadéw bezposrednich mozna stwierdzié,
ze wraz ze wzrostem liczby uwzglednionych galezi produkcji maleje iloraz moduiéw
dwoch najwigkszych wartosci wlasnych. Aby to sprawdzi¢ zostaly przeanalizowane
dane dotyczace przeplywoéw miegdzygaleziowych w 2005 roku panstw czionkowskich
Unii Europejskiej. Badanie zostalo przeprowadzone na podstawie tablic input-output
opublikowanych przez Eurostat. Dane te zostaly uzupelnione o tablice przeplywéw
miedzygateziowych Wielkiej Brytanii opublikowane przez Office of National Statistics.

Zaleta rozwazania danych opublikowanych przez Eurostat i ONS jest ich jednorod-
nos¢, poniewaz wszystkie zostaly opracowane w oparciu o jednolity system rachunkéw
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narodowych zgodny z ESA’95. Rozwazane tablice zawierajg bilans przeplywéw migdzy-
gafeziowych w biezacych cenach bazowych dla produkcji krajowej w uktadzie 59x59
dzialéw wyrazony w jednostkach monetarnych danego kraju'. Produkty zostaly wyo-
drebnione zgodnie z klasyfikacja produktéw i ustug CPA 2002. Stosujac ten sam
system klasyfikacji dokonano agregacji danych tworzac symetryczne tablice przeply-
wow miedzygaleziowych o ukfadzie 30x30 i 16x16 dziatéw. Pozwolito to zbada¢ em-
pirycznie czy liczba wyodrebnionych galezi danej gospodarki (czyli wymiar tablicy
input-output albo inaczej stopien ich agregacji) ma istotne znaczenie dla szybkosci
powrotu gospodarki na $ciezke rownowagi. Na podstawie tablic input-output oblic-
zone zostaly macierze wspéiczynnikéw materialochtonnosci bezposredniej, bo to o ich
wartosciach wlasnych méwi hipoteza Brody.

W tabeli 2 zaprezentowane zostaly ilorazy moduléw dwdéch najwickszych wartos-
ci wlasnych poszczegélnych macierzy wspdiczynnikéw materiatochtonnosci. Nie po-
twierdzajg one hipotezy Brody, ze wraz ze wzrostem wymiaru macierzy A iloraz
modutéw dwdch najwigkszych wartosci wlasnych maleje do zera, a tym samym gospo-
darka opisywana za pomocq takiej macierzy szybciej powraca na Sciezk¢ réwnowa-
gi. W zdecydowanej wiekszosci przypadkéw widoczne jest co§ wrecz przeciwnego
— zwigkszanie liczby rozwazanych gatezi produkcji powoduje wzrost wartosci tego
ilorazu. Jest tak w przypadku 17 sposréd 22 rozwazanych gospodarek. Ponadto tylko
w przypadku Hiszpanii warto$¢ ilorazu |1;|/|4;| jest najmniejsza dla agregacji 59x59,
podczas gdy dla 18 krajéw iloraz ten przyjmuje wéwczas warto$¢ najwiekszg. Wzrost
warto$ci rozwazanego ilorazu wraz ze zwickszaniem si¢ wymiaru tablicy input-output
dobrze widoczny jest rowniez w przypadku zaréwno Sredniej, jak i mediany wynikéw
uzyskanych dla poszczegdlnych krajow.

Dalsze zwigkszanie wymiaru tablicy 10 nie prowadzi do zmniejszenia wartoSci
ilorazu. W przypadku danych dotyczacych Wielkiej Brytanii, dla tablicy w ukfadzie
108x108 dziatéw, wartos¢ ilorazu |1,|/|4| jest réwna 0,698, czyli wciaz jest to wigcej
niz w agregacji 16x16 i 30x30.

Brak sugerowanej zalezno$ci pomig¢dzy ilorazem moduléw wartosci wlasnych a
wymiarem macierzy naktadéw bezposrednich nie wydaje si¢ czym$ zaskakujacym.
Bowiem w rzeczywistoSci hipoteza w formie zaproponowanej przez Brody oznacza-
faby, ze wnioskowanie o szybkoSci powrotu do stanu réwnowagi danej gospodarki
zalezaloby istotnie od stopnia agregacji wykorzystanych danych. W zaleznosci od licz-
by rozwazanych galezi raz tempo to mogloby by¢ uznane za niskie, natomiast przy
wiekszej liczbie uwzglednionych gatezi uzyskane wyniki wskazywalyby na mozliwos$¢
szybkiego powrotu do stanu réwnowagi. Co wigcej, prawdziwos$¢ tej hipotezy oz-
naczataby, ze stosujgc podzial na dostatecznie duzg liczbe galezi, praktycznie kazda
gospodarke mozna by bylto uzna¢ za bardzo szybko powracajacg do stanu réwnowagi.

! Pierwotnie dane dotyczace gospodarki Wielkiej Brytanii uwzglednialy podzial na 108 grup pro-
duktéw i ustug, jednak dla celéw poréwnawczych dokonano ich agregacji do 59 grup zgodnie z CPA
2002.
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Tabela 2.
Ilorazy modutéw dwéch najwigkszych wartoSci wlasnych macierzy wspétczynnikéw naktadéw
bezposrednich wybranych panstw Unii Europejskiej

Wymiar macierzy

n =16 n =30 n =59
Austria 0,76 0,76 0,84
Belgia 0,64 0,65 0,75
Czechy 0,55 0,64 0,96
Dania 0,49 0,77 0,73
Estonia 0,61 0,61 0,73
Finlandia 0,55 0,70 0,80
Francja 0,57 0,62 0,67
Grecja 0,42 0,65 0,77
Holandia 0,64 0,70 0,76
Hiszpania 0,73 0,74 0,71
Irlandia 0,75 0,82 0,88
Litwa 0,53 0,74 0,69
Niemcy 0,71 0,72 0,75
Polska 0,45 0,70 0,72
Portugalia 0,83 0,83 0,85
Rumunia 0,71 0,72 0,88
Stowacja 0,75 0,74 0,76
Stowenia 0,49 0,70 0,82
Szwecja 0,47 0,53 0,62
Wegry 0,52 0,70 0,71
Wielka Brytania 0,62 0,64 0,82
Wiochy 0,53 0,58 0,56
Srednia 0,61 0,69 0,76
Mediana 0,59 0,70 0,75

Zr6dlo: obliczenia whasne.

Jednak na kwestie szybkosci powrotu gospodarki na $ciezke réwnowagi mozna
spojrze¢ réwniez z innej strony. By¢ moze nie jest istotna liczba rozwazanych galezi
produkcji, czyli stopien agregacji tych samych danych, lecz znaczenie ma wielko$¢
i r6znorodno$¢ gatezi samej gospodarki. Przypadek Unii Europejskiej, w ktérej wys-
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tepuja silne powigzania gospodarek poszczegdlnych krajow czlonkowskich, umozli-
wia analize réwniez tego aspektu hipotezy Brody. Dodatkowo wigc zbadane zostaly
macierze materiatochtonnosci bezposredniej oparte na tablicach przeptywéw miegdzy-
gateziowych w roku 2005 strefy Euro oraz catej Unii Europejskiej. Wyniki tych obliczef
zostaly zebrane w tabeli 3.

Tabela 3.
llorazy moduléw dwéch najwigkszych wartosci wlasnych macierzy wspoétczynnikéw naktadéw strefy
Euro i catej Unii Europejskiej

Wymiar macierzy

n=16 n =30 n =59

Strefa Euro 0,56 0,59 0,60

Unia Europejska 0,49 0,57 0,52

Zrédo: obliczenia whasne.

Iloraz |A,|/|41| obliczony dla catej unii Europejskiej jest dla wszystkich rozwaza-
nych agregacji mniejszy niz dla strefy Euro. Co wigcej, dla n =59 jest on nizszy
niz w przypadku jakiegokolwiek badanego pafistwa cztonkowskiego. Podobnie jest dla
bardziej zagregowanych tablic: dla n =30 iloraz |4,|/|4;| osiaga mniejszg wartoS¢ tylko
w przypadku Szwecji, natomiast dla n =16 jest tak w przypadku Danii, Grecji, Polski
i Szwecji. Te wyniki zdaja si¢ potwierdzaé hipoteze, ze wieksza gospodarka szybciej
powraca do stanu réwnowagi. Tak wiec liczba rozwazanych gatezi produkcji czyli
stopien agregacji danych dotyczacych przeplywéw miedzygaleziowych nie ma istotnego
znaczenia dla liczby iteracji niezbednych do wyznaczenia wektora Frobeniusa macierzy
A, a posrednio szybkosci powrotu gospodarki do stanu réwnowagi, lecz jej wielkos¢.

6. WNIOSKI

Dyskusja zapoczatkowana przez artykut Brody [3] trwa juz kilkanascie lat. Z prze-
prowadzonych tu rozwazan wynika, ze sformutowana w tym artykule hipoteza moze
by¢ prawdziwa tylko w pewnych szczegdlnych wypadkach dotyczacych macierzy loso-
wych o specjalnych wlasnosciach. Macierze naktadéw bezposrednich nie maja jednak
tych wilasnosci. Ani kolumny, ani wiersze nie sg ani losowe, ani niezalezne. Kaz-
da gospodarka jest ,,systemem naczyin potaczonych”. Poszczegélne kategorie jednych
sektoréw zaleza od pozostatych sektoréw. To przenosi si¢ na powigzania pomiedzy
kolumnami czy wierszami macierzy naktadéw. Wyniki empiryczne zaprezentowane
w tym artykule mogg by¢ podstawg do przypuszczenia, ze nie stopien agregacji de-
cyduje o szybkosSci osiagniecia stanu réwnowagi danej gospodarki, ale jej wielko§¢
(mierzona np. wielkoscig PKB), struktura oraz sila wzajemnych powigzan pomiedzy
poszczegblnymi gateziami.

AGH Akademia Gorniczo-Hutnicza im. Stanistawa Staszica w Krakowie
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HIPOTEZA BRODY W SWIETLE WYNIKOW BADAN EMPIRYCZNYCH

Streszczenie

W tym artykule zostata przedstawiona dyskusja hipotezy Brody sformulowanej w 1997 roku, a doty-

czacej szybkosci zbieznosci do stanu réwnowagi (proporcji produkcji wyznaczonych przez wektor wlasny
Frobeniusa) duzych systeméw input-output lub systeméw von Neumanna w zalezno$ci od ich wymiaréw.
Brody napisal, iz im wigksza macierz nakladéw A, to znaczy im wigcej zawiera ona elementéw (sektorow
i branz) tym szybciej system, w ktérym wystepuje ta macierz jest zbiezny do stanu réwnowagi. Od tego
czasu toczy si¢ dyskusja nad matematycznymi aspektami tej hipotezy. W tym artykule zostal zamieszczony
przeglad prac nawigzujacych do rozwazanej hipotezy. Cze$¢ z nich dostarcza dowodéw na prawdziwosé
hipotezy, cze$¢ zas dowodzi, ze hipoteza na ogét nie jest prawdziwa. W artykule zostaly wyréznione dwa
kierunki badan stochastyczny i deterministyczny. Tylko przy bardzo wyszukanych zalozeniach odnos$nie
losowosci macierzy A zachodzi hipoteza Brody. Jednakowoz w ogdélnym przypadku, jak pokazaliSmy
w tym artykule, hipoteza Brody nie jest prawdziwa. Jest to wniosek z obliczefi dla réznych agregacji (16,
30 i 59) wykonanych dla calej Unii Europejskiej, strefy Euro i poszczegélnych krajéw cztonkowskich.
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Zwickszenie stopnia agregacji nie spowodowalo na ogét wzrostu stosunku drugiej do pierwszej wartos-
ci wlasnej macierzy A. Najmniejszy stosunek obu wartosci wlasnych mial miejsce w przypadku calej
Unii Europejskiej, potem strefy Euro i dalej poszczeg6lnych paristw. Stad wysnuto wniosek, ze szybko$¢
zbiezno$ci danej gospodarki do stanu réwnowagi nie zalezy od liczby wyréznionych w niej sektoréw, lecz
od jej wielkosci 1 by¢ moze stopnia wspdizaleznosci tych sektoréw (duze gospodarki szybciej zmierzajg
do stanu réwnowagi niz mniejsze gospodarki).

Stowa kluczowe: modele input-output, réwnowaga, wartosci wlasne, hipoteza Brody

BRODY’S HYPOTHESIS VERSUS RESULTS OF EMPIRICAL RESEARCH

Abstract

This paper presents discussion about the importance of degree of aggregation in input-output systems
for speed of convergence to the equilibrium. The basis is the hypothesis stated by Brody (1997) that the
greater the dimension of flow coefficients matrix A is, the faster the economy convergences to the
equilibrium because the ratio between modulus of the subdominant and dominant eigenvalue declines to
zero. Since then, several papers have been published to verify mathematical aspects of the hypothesis.
The development of random matrices theory provided theorems that confirm the hypothesis in the case
of i.i.d. elements of flow coefficients matrix. However, in the case of deterministic input-output table,
there were constructed counterexamples where the ratio between subdominant and dominant eigenvalue
does not decline when the size of the matrix increases to infinity and the degree of aggregation does not
influence the speed of convergence to the equilibrium.

This paper verifies how the hypothesis fits to empirical data. Analysis of different aggregation of
input-output tables for European Union, Euro zone and several European countries shows that increasing
the number of branches in IO table does not reduce the ratio of modulus of subdominant and dominant
eigenvalues of the flow coefficients matrix A. Hence, the speed of convergence to the equilibrium does
not depend on the number of sectors in IO table but rather on the size of economy and relationships
between its sectors. (i.e. large economies converge faster to equilibrium than small economies).

Key words: input-output models, equlibrium, eigenvalues, Brody’s conjecture



