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DWA TWIERDZENIA O MAGISTRALI W MODELU VON NEUMANNA

1. WSTEP

W pracy [5] przedstawiono prosty dowod ,,stabego” twierdzenia o magistrali w mo-
delu von Neumanna, w ktéorym w charakterze kryterium wzrostu przyjeto warto$¢é
(mierzonej w cenach réwnowagi) produkcji wytworzonej w koicowym okresie usta-
lonego horyzontu 0,1,...,7;. Nawigzujac do niej obecnie prezentujemy dwie wersje —
,s1abg” i ,,bardzo silng” — twierdzenia o magistrali w modelu von Neumanna, w ktérym
role kryterium wzrostu gra faczna warto§¢ mierzonej w cenach réwnowagi produkcji
wytworzonej w catym horyzoncie 0,1,... ,z;.

Specyfika dowodzonego w punkcie 4 ,bardzo silnego” twierdzenia o magistrali
polega na tym iz okazuje si¢, ze optymalny proces wzrostu, ktéry w pewnym okresie
dociera do magistrali, pozostaje na niej wszedzie dalej (,,wejScie” optymalnego procesu
na magistrale jest bezpowrotne).

Obowiazuja oznaczenia z pracy [5].

2. TECHNOLOGICZNA I EKONOMICZNA EFEKTYWNOSC PRODUKCJI. ROWNOWAGA VON
NEUMANNA

W modelu von Neumanna o zuzyciu oraz produkcji n towaréw decyduje technolo-
gia produkcji utozsamiana z pewng liczbg m tzw. bazowych proceséw technologicznych
tworzacych wiersze neumannowskich macierzy

apy ap ... dapy by by ... by,
A= any Az, . Ap ’ B= b21 b22 bzn
Am1  dm2 ... Amn bml bm2 e bmn

nakladéw (zuzycia) i wynikéw (produkciji).

Wiersz a; = (aji,...,a;,) > 0 macierzy A nazywamy wektorem naktadow (zuzy-
cia), a wiersz bj = (bj1,...,b;,) = 0 wektorem wynikéw (produkcji) w j-tym bazowym
procesie technologicznym stosowanym z jednostkowa intensywnoscig. Model jest li-

niowy w tym sensie, ze jezeli przez v = (vi,...,V;;) 0znaczymy nieujemny wektor
m

intensywnoSci stosowania proceséw technologicznych, to z naktadéw vA = Z via;
J=1
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m
mozna wytworzy¢ produkcje vB = Z v,;b;. Kazda para (vA,vB), gdzie v = 0, tworzy
j=1
dopuszczalny proces produkcji. Zbior (stozek) Z = {(x, y)|x =vA,y = vB;v = 0}
tworzy neumannowska przestrzen produkcyjna.
O neumannowskich macierzach naktadéw A i wynikéw B zaktadamy, ze
(I) Kazdy wiersz nieujemnej macierzy A zawiera element dodatni (tzn. w kazdym
bazowym procesie zuzywany jest co najmniej jeden towar),
(II) Kazda kolumna nieujemnej macierzy B zawiera element dodatni (tzn. kazdy
towar jest wytwarzany w co najmniej jednym bazowym procesie).'
Liczbe
a(v) = max{a |avA < vB)

nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x, y) = (vA, vB).
Nietrudno wykazacd, ze funkcja « jest ciaggta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na

R™\ {0} = {v € R"| v > 0}

oraz ze istnieje taki okreslony z dokfadnoscig do struktury wektor intensywnosci v > 0,
iz

a(V) = ay = maxa(v) > 0.
v=0

Nazywamy go wektorem intensywnosci stosowania bazowych proceséw technologicz-
nych w modelu von Neumanna. Odpowiadajace mu wektory ¥ = vA , y = VB nazy-
wamy optymalnymi wektorami naktadéw (zuzycia) i wynikéw (produkcji). Liczbe ay
nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci. Zakladamy, ze
(IIT) Istnieje taki optymalny wektor intensywnosci v > 0, ze vB > 0.
Innymi stowy, istnieje optymalny proces produkcji, w ktérym wytwarzane sg wszyst-
kie towary. Warunek (III) nazywamy warunkiem regularno$ci modelu. Warunek ten
pocigga za sobg warunek (II), ktéry od tej chwili staje si¢ w zwigzku z tym zbed-
ny.

WeZmy dowolny wektor intensywnosci v > 01 oznaczmy przez p > 0 n-wymiarowy

B
wektor (kolumnowy) cen towaréw. Liczbe S(v, p) = vA_p (tam gdzie jest okre§lona) na-
V.

zywamy wskaZnikiem ekonomicznej efektywnoSci procesu (x,y) = (vA, vB) , natomiast
liczbe
vBp
P = nvlzag( VAp
(tam gdzie jest okreslona) nazywamy optymalnym wskaznikiem ekonomicznej efek-
tywnosci produkcji (przy cenach p).

' Z glebsza interpretacja ekonomiczna modelu von Neumanna mozna zapozna¢ si¢ np. w pracy [1]
oraz [4] pkt. 5.2.
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o Twierdzenie 1. Przy zalozeniach (I), (III) istnieja ceny p > 0, przy ktorych

Bp vBp
By = max 220 _ VB

v=>0 VAP ‘jAp— :ﬁ(v’ p) = (I(V) =ay > 0.

Nazywamy je cenami (réwnowagi) von Neumanna. Z dowodem mozna zapoznaé
si¢ w pracy [5], twierdzenie 2. O tréjce {ay, v, p} spetniajacej warunek (1) méwimy, ze
charakteryzuje gospodarke von Neumanna w réwnowadze. Dochodzi w niej do zréw-
nania efektywnosci ekonomicznej gospodarki z jej efektywnoscig technologiczng i jest
to najwyzsza efektywnos¢, jakg moze osiagnaé gospodarka, zapewniajgc réwnoczesnie
najszybsze tempo réwnomiernego wzrostu (bedzie o nim mowa w punkcie 3).

Ceny p w réwnowadze sa okre§lone z dokladnoscig do struktury. Z twierdzenia
1 wynika w szczeg6lnosci, ze dla dowolnego wektora intensywnoSci v > 0 spelniony
jest warunek

vBp —anvAp <0, 2)

B
tzn. B(v, p) = % < ay i jedynie dla v = v zachodzi S(v, p) = ay. Jedynie w réwno-
V.

wadze dochodzi do zréwnania ekonomicznej efektywnosci produkcji z jej efektywno-
Scig technologiczng. Przy cenach réwnowagi nigdzie efektywnos$¢ ekonomiczna pro-
dukcji nie jest wyzsza od efektywnoSci technologicznej.

3. WZROST. ,,SLABY” EFEKT MAGISTRALI

Zakladamy, ze czas zmienia si¢ skokowo, t = 0,1,...,;. Symbolem v(¢) =
v1(2), ..., vy(t)) oznaczamy wektor intensywnosci stosowania bazowych procesow w okre-
sie t,

p1(1)
p(t) = : jest wektorem cen towaréw w okresie #. Standardowo zaktadamy,
Pn(0)
ze naktady x(r + 1) = v(f + 1)A musza mie¢ (w zamknietej gospodarce) pokrycie
w produkcji z okresu poprzedniego y(t) = v(¢#)B , czyli

vit+ DA< v@®B, t=0,1,...,1n—1,

3
vi)=20, t=0,1,...,1, ©)

Niech v > 0 bedzie intensywnoscia z jaka bazowe procesy technologiczne sa stoso-
wane w okresie poczatkowym ¢ = 0:

v(0) =17, “4)
Rozwigzanie {v(t)}i‘:O ukfadu (3)-(4) nazywamy (vo,tl) — dopuszczalng trajektoria in-

tensywnosci. Odpowiadajace im ciagi {x()}, . {y(D}.,, gdzie x(1) = v(DA , y(1) =
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v(t)B nazywamy dopuszczalnymi trajektoriami naktadéw i produkcji. O tréjce ciagéw
{v(?), x(t),y(t)}i‘:0 méwimy, ze opisuje dopuszczalny proces wzrostu w modelu von
Neumanna.

Jezeli (v'1;) — dopuszczalna trajektoria intensywnosci jest postaci

v(t) =y, gdziey >0, ®)

woéwczas nazywamy ja trajektorig stacjonarng z tempem wzrostu y. Podstawiajgc (5)
do (3) widzimy, ze stacjonarna trajektoria intensywnosci z tempem 7y istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie uktadu nieréwnosci:

»°A4 <VOB,

W>0, y>0.

Nietrudno zauwazy¢, ze przy zatozeniach (I), (III) ukfad ten jest niesprzeczny. Co
wiecej, istnieje rozwigzanie v > 0, ¥ > 0 zadania

max y
yvA < vB (6)
v >0,

spetniajace warunek ¥y = ay = a(v) oraz warunek regularnoSci vB > 0 (zob. [5],
twierdzenie 1). Trajektori¢ intensywnosci

HOERNY

nazywamy optymalng stacjonarng trajektorig intensywno$ci w modelu von Neumanna.
Odpowiada jej optymalna stacjonarna trajektoria naktadéw () = v(r)A = a/\,VA i pro-
dukcji y(¢) = ¥(t)B = af\,\?B. O tréjce trajektorii {V(t),f(t),y(t)};‘zo méwimy, ze opisujg
optymalny stacjonarny proces wzrostu. W optymalnym stacjonarnym procesie wzrostu

O t
— = — =8 =consi.
vl 1l
o B
= = — = § = const.
Iyl [IvBI|

(tutaj i wszedzie dalej ||x|| = Z |x;]). Wektory §%,5°,57 charakteryzuja strukture inten-

Ssywnosci stosowania bazowychl proceséw technologicznych, strukture naktadéw i struk-
ture produkcji w optymalnym stacjonarnym procesie wzrostu.
Potproste
NY ={a5" | 1> 0},
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N* = {15 | 1> 0},
N = (A7 | 1> 0)

nazywamy magistralami (promieniami von Neumanna) w przestrzeni intensywnosci,
naktadéw i produkcji.

Kazda optymalna stacjonarna trajektoria lezy na wiasciwej magistrali, na ktdrej
wzrost odbywa sie w maksymalnym, technologicznie dopuszczalnym tempie ay (ze
stopg ay — 1). Wobec zalozenia regularnos$ci modelu (III) struktura produkcji 5 na
magistrali N7 jest wektorem dodatnim. W celu zapewnienia jednoznacznoSci magistral
dodatkowo przyjmiemy nast¢pujace zatozenie:

(V) Jezeli v ¢ N”, to ekonomiczna efektywnos$¢ SB(v, p) = % procesu (x,y) =
(vA, vB) jest nizsza od optymalnej. or
W mysl tego zatozenia poza magistralg ekonomiczna efektywnos¢ procesu (x,y) =
(vA,vB) spelnia warunek S(v, p) = :T‘l; < ay. Latwo zauwazyé, ze przy zatozeniu
(IV) warunek ten zachodzi takze gdy x =vA ¢ N* luby =vB ¢ N7 .

o Twierdzenie 2. Jezeli spelnione sa zatozenia (1), (III), (IV), to dla dowolnej
liczby & > 0 istnieje taka liczba 6, > 0, ze jezeli zachodzi ktérykolwiek z warunkéw

X
[lxll

v v

— — 3 Yy _ 5)’
vl

5 - > g,
lIyll

>

28 ’ H

gdzie x =vA, y=vB , to

vBp
B, p) = —L < ay -6, 7
VAP

7 dowodem mozna zapoznaé si¢ w pracy [5] (twierdzenie 3).> W tejze pracy przesle-
dzone zostalo rozwigzanie {v*(¢) };‘:0 nastepujacego dynamicznego, liniowego zadania
maksymalizacji wartoSci produkcji, mierzonej w cenach p > 0 réwnowagi von Neu-
manna, wytworzonej w koncowym okresie horyzontu 0,1,.. . ,#:

max v(t,)Bp

p-w.3) —(4)
(wektor v° ustalony).

Pokazali§my tam, ze przy zatozeniach (I), (IIT), (IV) prawie zawsze — niezaleznie od
dtugosci horyzontu, czasu 0,1,...,f; — struktura optymalnej trajektorii intensywnosci

2 Dowdd nawiazuje do artykutu R. Radnera [6].
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V(¢ C . . L. . .
*( ) rézni sie dowolnie mato od struktury intensywnosci na magistrali N, struk-
v @l ©
X (t L . . o
tura naktadéw Ol rozni si¢ dowolnie mato od struktury nakfadéw na magistrali
X

*

lly* @l

N*, a struktura produkcji rézni si¢ dowolnie malo od struktury produkcji na

magistrali N”.

Obecnie wynik ten uogélnimy na przypadek, kiedy kryterium oceny proceséw jest
wyrazona w cenach réwnowagi warto$¢ produkcji wytworzonej w calym horyzoncie
0,1,....1.

Interesuje nas rozwigzanie nastepujacego zadania:

1

max Z v(t)Bp (8)

=0
v+ DASvOB, t=0,1,..,1 -1
vit) 20, t=0,1,...4 ©)
v(0)=1">0
(wektor v° ustalony)

Niech ciag {v*(r) }?:0 bedzie rozwigzaniem tego zadania. Tradycyjnie nazywamy go
o0, 1, p) — optymalng trajektorig intensywnosci. Ciagi {x"(¢) };‘:0, {y*(®) };‘:0, gdzie
x"(t) = v'(1)A oraz y*(t) = v'(t)B, nazywamy optymalnymi trajektoriami naktadow
i produkcji. O tréjce {v*(2), x*(¢), y* (1) }?:0 méwimy, ze opisuje optymalny proces wzro-
stu w modelu von Neumanna.

o Twierdzenie 3 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Wezmy dowolny (\*, 1, ) — optymalny proces {v*(¢), x*(¢), y*(¢) }?:0. Jezeli spet-
nione sg zatozenia (I), (II), (IV) oraz tempo wzrostu gospodarczego na magistrali ay
jest wigksze od 1 (stopa wzrostu ay — 1 > 0), to dla dowolnej liczby & > 0 istnieje taka
liczba naturalna k., ze liczba okreséw, w ktoérych zachodzi ktérykolwiek z warunkéw

V(1) (1) Y
vl [l @)l lly* (@l
nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dlugosci horyzontu(tj. od #,).

Dowéd. Wezmy 00,1, p) — optymalng trajektorig intensywnosci {v*(r) }?=0' Wéw-
czas

_ v _ K

> & 10)

b

Z 8’ H

Vit+1D)ASV()B,

a po przemnozeniu obu stron nieréwnoSci przez wektor cen réwnowagi p:

Vit+ D)Ap<v'@®)Bp, t=0,1,..,1—1.
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Zgodnie z (2)
ViO)Bp <anv'()Ap, t=0,1,..,1,

skad otrzymujemy ukfad nieréwnosci:

ay v (DBp < v (DAp <V Bp<an’Ap

ayVi(2Q)Bp <V (AP <V Bp<aiAp (11

ay' Vi (t)Bp <Vi(t)Ap < Vit — 1) Bp < oA p.

Zalézmy, ze w okresach 71 < 175 < ... < 1 < 11 trajektoria {v*() };': o hie spelnia

warunku (10). Wéwczas, zgodnie z twierdzeniem 2 (warunek (7)), istnieje taka liczba
0y >0, ze
VO)Bp < (ay — OV (AP, =T, T (12)

Laczac warunki (11), (12) dochodzimy do ukfadu nieréwnosci:
VV(DBp<aiAp

VQ)Bp <ayAp

Vit —k) Bp < a;‘,_k”vOAp"

Vit —k+1) Bp<al ™ (ay -o)Ap

Vi) Bp <l ay - 60)Ap

a stad
1 n—k+1 k
DVOBp<WAR Y ay+ay VAR Y (e -6 (13)
=1 =2 =1

Poniewaz ° > 0, wigc przy zalozeniach (I), (III) istnieje taka liczba o= > 0, ze 0 <
o5'A < v'B i wobec tego istnieje (v'r;) — dopuszczalna trajektoria intensywnosci

{9(r) }, postaci:
N(t) vo, dla = 0
Vv =
o-fva']’\?], dla r=1,..,1.

Wowczas
1

Zv*(z)Bﬁziv(t)szas-VBpia,’v—‘. (14)

=1 =1 t=1
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Z (13), (14) otrzymujemy nieréwnos¢

f—k+1 k n
WA p Z oy + aj\‘,_k”voAﬁZ(ozN ) >0 EVBﬁZ ot (15)
t=2 =1 t=1
a stad
f—k+1 k o B &
Z aly + aflt\‘,_“] Z(aN - 6" > T ai! >0,
= =1 VAP T
czyli

ayley - i (v —8Dlay — 5k~ 11 o FBpay - |

0.
an—1 N ay—ol— 1 = 0Ap an-1

Biorac liczbe ¢, > 0 dostatecznie malg (tak aby ay — 1 — 6, > 0) otrzymujemy:

“Bi
0<c=27 _p < A(t1, k) + B(t,, k), (16)
VAp
gdzie
(}’2( n—k _
A(t, k) = N tiv_ — 0 przy k — +co,t; > k
N
oraz
tlfk+1 _ 1 _ SV _ sV k _
Bty k) = Xy t(aN ) (ay 58)[(Q’Nv o) —1] S0 przy k — +oo. > .
ay —1 ay — 0y —1

co przeczy (16). Istnieje zatem taka, niezalezna od diugosci horyzontu #; (natomiast
zalezna od ¢) liczba naturalna k., ze liczba okreséw czasu, w ktérych zachodzi warunek
vl o,
vl
trajektorii nakladéw {x*(¢) }'', i produkcji {y*(¢) }_, przebiega podobnie.

> g, nie przekracza k.. Dowdd analogicznych wlasnosci optymalnych

4. ,BARDZO SILNE” TWIERDZENIE O MAGISTRALI

»Stabe” twierdzenia o magistrali gloszg, ze optymalne procesy wzrostu prawie we
wszystkich okresach ustalonego horyzontu przebiegaja w bliskim otoczeniu magistral.
Przez ,,prawie wszystkie” rozumie si¢ wszystkie okresy horyzontu za wyjatkiem ich
pewnej skoriczonej liczby, niezaleznej od dtugosci horyzontu (zatem liczba ta jest nie-
skoriczenie matg wyzszego rzedu w stosunku do dlugosci horyzontu). ,,Silne” wersje
twierdzen o magistrali precyzuja czas, w ktorym moze nastapi¢ wytracenie optymalne-
go procesu z otoczenia magistrali. Dowodza, ze wszystkie takie zdarzenia moga mied
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miejsce tylko w poczatkowych i/lub koficowych okresach horyzontu, zob. np. [3] rozdz.
13, [2], [7] rozdz. 7.

Natomiast w ,,bardzo silnych” twierdzeniach o magistrali (termin wprowadzony
chyba po raz pierwszy przez W.L. Makarowa [2]) mowa jest o optymalnych procesach,
ktére prawie zawsze, pomijajac pewien okres poczatkowy przebiegaja po magistrali.
Wersje takiego twierdzenia przytaczamy ponize;j.

o Twierdzenie 4. (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali)

Jezeli spelnione sa zatozenia (I), (III) oraz (IV) i 00,1, p) — optymalna trajektoria
intensywnosci {v*(f) };1=0 — rozwigzanie zadania (8)-(9) — w pewnym okresie T < f;
dochodzi do magistrali, tzn.

vi(r) € N', 17)

wtedy v*(¢) € N” dla kazdego ¢ > 7.
Dowéd. Jezeli (1%, 1, p) — optymalna trajektoria intensywnosci {v*(¢) }?:0 spetnia
warunek (17), to (W0, #;) — dopuszczalna jest takze trajektoria intensywnosci

N vi(1), dla t=0,1,..,T1,
V(t) = * -7
Vi ay', dla t=t+1,..,1,
gdzie v¥(r) = o §" dla pewnej liczby o > 0. Poniewaz
(1) =v'()dlar=0,1,...7
oraz {v'(t) };‘:0 jest procesem (v*, 1, p) — optymalnym, wiec
131 131 1
Y V0B Y FBp=0FBp Y ay". (18)
=7 1=t =1
Z drugiej strony, dla ¢ > 7, zwazywszy na (2), (3), mamy:
Vi@M)Bp=035 Bp
Vic+ DBp <ayv'(t+ DAp < ayv'(t)Bp = ayo §' Bp
19)
Vi(t) Bp <ayv' (t)Ap < ayv'(t — DBp < oy o5 Bp.

Whrew tezie zalézmy, ze istnieje taki okres ¢ > 7, w ktérym v*(r) ¢ N. Niech #y bedzie
pierwszym takim okresem, tzn. vi(t) e Ndlat=71, 7+ 1,...,1p — 1 oraz

vi(tg) ¢ N”.
Zgodnie z twierdzeniem 1, istnieje taka liczba 6" > 0, ze

Vi(t0)Bp < (ay — "W (t)Ap < (ay — " W' (to—1)Bp < a;{}_T_l(aN -6")o 5" Bp,
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co facznie z ukfadem (19) prowadzi do nieréwnosci:

1 Hh—-rt
Z Vi()Bp < o5 B p(z al, - 5”&5\‘}_T_1] . (20)

t=7 t=0

Z (18), (20) otrzymujemy warunek

1 n-t
0< O'EVBﬁZa;T < ai"Bﬁ(Zaf\, - 6”&1’{’,_7_1],

=T t=0

z ktérego wynika, ze §" < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowdd twierdzenia.

Twierdzenie pozostaje prawdziwe rowniez wéwczas, gdy w optymalnym procesie
wzrostu magistrale osiaga ktérakolwiek z pozostalych optymalnych trajektorii (nakta-
déw, produkcji). Przy jego dowodzie nie jest wymagana dodatnia stopa wzrostu gospo-
darczego na magistrali (tempo ay > 1). Warunek ten gra natomiast istotng role przy
dowodzie twierdzenia 3. Efekt magistrali, o ktérym mowa w twierdzeniu 3 ilustruje
ponizszy przyktad numeryczny.

5. PRZYKLAD

Mamy 2 bazowe procesy technologiczne i 3 towary. Neumannowskie macierze
naktadéw i wynikéw majg nastepujaca postac:

L5 0,5 0 1 1,5 1
A= , B= . (21)
0,5 1 1,5 1 0,5 1
Wektor intensywnoSci stosowania bazowych proceséw ma posta¢ v = (vi,v2) > 0.

Rozwiazujac zadanie
max «

avA < vB
v>0

z macierzami A, B postaci (21) otrzymujemy:

10 ; 7A
ay = — =1.111, &= =04, 0.6), & =—2 = (0346, 0.308, 0.346),
9 i A
= 22 (0345, 031, 0.345).
[[VB]|

(22)
Warunek (2) zachodzi dla kazdego wektora intensywnosci v > 0, wigc jest on réwno-
wazny z ukfadem nieréwnosci
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Bp—ayAp =0,

ktérego rozwigzaniem, po podstawieniu macierzy (21) i wskaZnika ay = %, jest
(okreslony z dokladnoscia do struktury, wektor cen p = (1, p2, p3)':
7=13,0,2", 1>0 (23)
Ustalamy poczatkowy wektor intensywnosci v° > 0, np. niech
v = (250, 50). (24)
Wéwcezas :—Z = (0.125, 0.25, 0.625). Przyjmujac #; = 10 i rozwiazujac zadanie (8)-

(9) z macierzami A, B postaci (21), warunkiem poczatkowym (24) i cenami rownowagi
(23) otrzymujemy optymalng trajektorie intensywnosci {v*(¢) },120 (tabela 1). Odpowia-
daja jej optymalne trajektorie naktadéw x*(z) = v*(¢#)A i wynikow y*(z) = v*(¢)B (tabele
2, 3).

Tabela 1.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v1(#)|250|186,6667 | 207,4074 | 230,4527 | 256,0585 | 284,5095 | 316,1216| 351,2463 | 390,2736 | 433,6374 | 481,8193
vy(1)[170] 280 |311,1111]| 345,679 |384,0878|426,7642|474,1825|526,8694 | 585,4104 | 650,456 |722,7289

Zrédto: obliczenia wlasne

Tabela 2.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xj(1)[460| 420  |466,6067|518,5185|576,1317|640,1463|711,2737|790,3041 |878,1157 | 975,6841| 1084,093
X5(1)|2951373,33331414,8148 | 460,9053 | 512,1171 | 569,019 |632,2433 |702,4925 | 780,5473 | 867,2747|963,6386
x3(1)|255] 420 1466,6667 |518,5185|576,1317|640,1463 | 711,2737|790,3041 | 878,1157|975,6841 | 1084,093

Zrédto: obliczenia wlasne

Tabela 3.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¥ (1) [420[466,6667 | 518,5185|576,1317|640,1463 | 711,2737|790,3041 | 878,1157 | 975,6841| 1084,093 | 1204,548
V5(2)[460| 420 |466,6667|518,5185|576,1317|640,1463 | 711,2737|790,3041 | 878,1157|975,6841|1084,093
¥;5(2) [420 [466,6667 | 518,5185|576,1317|640,1463 | 711,2737|790,3041 | 878,1157 | 975,6841 | 1084,093 | 1204,548

Zrédlo: obliczenia wlasne

Zbieznosci struktury intensywnosci stosowania procesow technologicznych s3(7)

(t . (t
v,—(), struktury naktadéw s3(r) = x*_() i struktury wynikéw (produkcji) s;f(t) =
IIV*gthI [lx* (@I
yi(t

m w procesie optymalnym do odpowiednich magistral ilustruje rysunek 1.
Y
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Jak widzimy, bardzo prosta struktura zadania (2 procesy, 3 towary) sprawia, ze

optymalne trajektorie docieraja do magistrali juz po jednym okresie.
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Rysunek 1. Ilustracja ,,efektu magistrali” w przestrzeni intensywnosci; f,(f) = ”s:(z) -5
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DWA TWIERDZENIA O MAGISTRALI W MODELU VON NEUMANNA
Streszczenie

Artykut nawigzuje do pracy [5], w ktérej przedstawiono prosty dowdd ,,stabego” twierdzenia o magi-
strali w modelu von Neumanna, w ktérym w charakterze kryterium wzrostu przyjeto warto$¢ (mierzonej
w cenach réwnowagi) produkcji wytworzonej w koncowym okresie ustalonego horyzontu gospodarki
0,1,....,1. Prezentujemy w nim dwie wersje — ,,slabg” oraz ,bardzo silng” — twierdzenie o magistrali
w modelu von Neumanna, w ktérym role kryterium wzrostu gra taczna warto$¢ produkcji, mierzone;j
w cenach rdwnowagi, wytworzonej w catym horyzoncie 0,1,. .. ,f;.

Stowa kluczowe: model von Neumanna, ,,stabe” i ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali

TWO TURNPIKE THEOREMS IN THE VON NEUMANN GROWTH MODEL

Abstract

The article refers to the paper [S], in which a simple proof of the “weak” turnpike theorem in the
von Neumann Growth Model was presented. In that paper we accepted as the growth criterion the output
value (measured in the equilibrium price) produced in the finite stage of the established horizon of the
economy. Whereas in this article we present two versions — “weak” and “very strong” — of the turnpike
theorem in the von Neumann Growth Model, in which the part of the growth criterion is assigned to the
cumulative output value, measured in the equilibrium price, produced in the entire horizon.

Key words: von Neumann Growth Model, “weak™ and “very strong” turnpike theorem



