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WYBRANE METODY ESTYMACJI W SEMIPARAMETRYCZNYM MODELU
GRANICZNYM'

1. WSTEP

Niniejsza praca poSwigcona jest metodom CNLS (z ang. Convex Nonparametric
Least Squares) oraz StoNED? (z ang. Stochastic Non-smooth Envelopment of Data)
bedacych analogonami odpowiednio MNK i zmodyfikowanej MNK. Celem gtéwnym
pracy jest omOwienie i ilustracja empiryczna wspomnianych metod w ramach modelu
regresji semiparametrycznej, stluzacemu analizie procesu produkcyjnego. Model 6w
rozni si¢ od stochastycznego modelu granicznego jedynie brakiem zalozenia o ana-
litycznej postaci funkcji produkcji. Poczatki metody CNLS, zmodyfikowanej MNK
i stochastycznych modeli granicznych siegaja lat 70-tych®. Jednak dopiero w roku 2006
pojawity sie pewne nowe rezultaty dotyczace metody CNLS oraz powstata jej modyfi-
kacja zwana metoda StoNED (praca Kuosmanen, 2006). W pracy zawarta jest réwniez
krytyczna ocena wiasnosci statystycznych estymanty funkcji produkcji oraz mozliwosci
wnioskowania statystycznego na podstawie skonstruowanego modelu. W czesci empi-
rycznej pordwnano oceny nieefektywnosci technicznej, uzyskane za pomocg metody
StoNED z ich odpowiednikami, otrzymanymi za pomocg metod SMNK i DEA, zasto-
sowanymi na bazie odpowiednich modeli*.

2. MODEL REGRESJI SEMIPARAMETRYCZNE]

Zaczniemy od konstrukcji modelu regresyjnego w ramach, ktérego stosowane sg
obecnie metody CNLS i StoNED.

! Praca wykonana w ramach Badafi Statutowych finansowanych przez Uniwersytet Ekonomiczny
w Krakowie. Autor chcialby w tym miejscu podzigkowaé za cenne uwagi merytoryczne pracownikom
Katedry Ekonometrii i Badari Operacyjnych UEK, w szczegdélno$ci: prof. dr hab. Jackowi Osiewalskiemu,
dr hab. Jerzemu Marcowi, dr hab. Annie Pajor oraz dr Blazejowi Mazurowi.

2 Do roku 2011 w nazwie metody funkcjonowato stowo ,nonparametric” jednak, ze wzgledu na
semiparametryczny charakter modelu, zastapiono je stowem ,,non-smooth” (zob. Kuosmanen i Kortelainen,
2012, przypis 1).

3 Przyktadowe prace Zrédtowe: Hanson i Pledger (1976) — metoda CNLS, Richmond (1974) —
zmodyfikowana MNK (nie myli¢ ze skorygowang MNK), Aigner, Lovell i Schmidt (1977) — stochastyczny
model graniczny.

* Szczegbly w czesci empirycznej pracy. DEA — Data Envelopment Analysis, SMNK — skorygowana
MNK.
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Zalozenie 1
yi=gx)+e=gx)—u +v,i=1,..,n,

gdzie: n — liczba obserwacji,

¢ — nieznana funkcja regresji,

y; € R — zmienna objasniana, dla i — tej obserwacji,

Xi = [Xil»....Xix] € R€ — wektor zmiennych objasniajacych, odpowiadajacy i-tej

obserwacji,

& = V; — u; - i-ty, ztozony sktadnik losowy, gdzie u; > 0.

Opisywany model jest stosowany do analizy procesu produkcyjnego, stad role
funkcji regresji petni tu funkcja produkcji, indeks ,,i”” numeruje jednostki produkcyjne,
zmienng objasniang jest obserwowana produkcja jednostek gospodarczych, za$ role
zmiennych objasniajacych pelnia nakfady potrzebne dla jej wytworzenia. Mamy tu do
czynienia z tzw. ztozonym skfadnikiem losowym ¢g;, charakterystycznym dla stocha-
stycznych modeli granicznych. Skfada si¢ on z elementu v;, ktéry odzwierciedla czyn-
niki losowe (tzw. szoki) wplywajace na wielkos$¢ produkcji oraz elementu u;, ktory jest
miernikiem nieefektywnosci technicznej i-tej jednostki produkcyjnej. W przeciwieni-
stwie jednak do wspomnianych modeli, nie przyjmujemy tu arbitralnie analitycznej
postaci funkcji produkcji, lecz jedynie nakfadamy na nig pewne warunki regularnosci
zawarte w kolejnym zalozeniu.

Zalozenie 2 Funkcja g jest ciagla, niemalejaca i globalnie wklesta’. Rodzine
wszystkich takich funkcji oznaczymy przez G.

Definiowany model ma stanowic teoretyczng podstaw¢ umozliwiajacg zgodng esty-
macj¢ w punkcie nieznanej funkcji produkcji g oraz miernika nieefektywnosci technicz-
nej u;. Ma takze umozliwi¢ wnioskowanie statystyczne zwigzane z tymi wielko$ciami
(np. przedzialy ufno$ci dla miernika nieefektywnosci technicznej®). Stad koniecznosé
narzucenia pewnych zalozefi na elementy zfozonego sktadnika losowego.

Zalozenie 3 {v;};_, ~ iid(0, o-f), o rozktadzie symetrycznym.

Zalozenie 4 {u;};_, ~ iid(u, o2), gdzie pu > 0 oraz rozktad jest asymetryczny.

Zalozenie 5 v;, u; sa stochastycznie niezalezne od siebie oraz od regresoréw X,
dla dowolnych i, j, m = 1,...n, k = 1,... K.

W praktyce, przy realizacji danej metody estymacji, konieczne staje si¢ réwniez
przyjecie bardziej szczegélowych zalozen o postaci rozktadéow skfadowych v;, u;. W li-
teraturze przedmiotu istnieje wiele propozycji w tym zakresie (zob. np. Kumbhakar

3> Globalna wklestos¢ jest wtasnoscia dosé restrykceyijna, co podkreslaja sami autorzy metody StoNED

w pracy Kuosmanen i Kortelainen (2012, str. 14). Jest ona zakladana ze wzgledu na wykazane przez

nich zwiazki metody CNLS z metoda DEA, gdzie obowiazuje zalozenie wypukiosci zbioru mozliwosci

produkcyjnych. Z tego samego powodu nie wymaga si¢ tu réwniez rézniczkowalnosci funkcji produkcji.

Zaznaczmy wyraZznie, ze méwimy tu o zgodnej estymacji i przedziale ufnosci dla zmiennej losowe;j

u;, a nie parametru. Sytuacja jest wigc analogiczna jak w prognozie, gdzie estymujemy przyszla warto$¢é

zmiennej objasnianej bedacej zmienng losowg. Definicja zgodnosci nie ulega zmianie, poniewaz w dalszym
ciggu badamy zbiezno$¢ wg prawdopodobieristwa réznicy #; - u; (zob. np. Serfling, 1991, str. 16 i 56).
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i Lovell, 2000, str. 74 — 90). Za pracag Kuosmanen i Kortelainen (2012) przyjmiemy
w tej kwestii nastepujagce zalozenie.

Zalozenie 6 v; — zmienna losowa o rozkladzie normalnym, u; — zmienna losowa
o rozkladzie pétnormalnym’.

Przy powyzszych zatozeniach E(g;) = —E(u;) = —u < 0, wprowadza si¢ wiec tzw.
przecietng” funkcje produkcji f(x) = g(x) — u, zapisujac zatozenie 1 w postaci:

yi = [gx) — ul + [&i + u] = f(x;) + v;.

.Nowy” sktadnik losowy v; spelnia juz standardowe zalozenia twierdzenia Gaussa-
Markowa, tzn. {v;}i_, ~ iid(0, 0'3). Z drugiej strony funkcja f ,.dziedziczy” po g wila-
snosci niemalejgcosci oraz globalnej wypuktosci, ze wzgledu na to, iz u jest stalg. Na
gruncie stochastycznych modeli granicznych, z liniowa lub sprowadzalna do liniowe;j
funkcja produkciji®, zatozenia te pozwalaja dowies¢ zgodno$é estymatora MNK wsp6l-
czynnikéw stojacych przy regresorach. Czy w przypadku nieparametrycznej funkcji
produkcji mozliwa jest zgodna estymacja? Pytanie to pozostaje jak na razie bez od-
powiedzi, przynajmniej dla metod estymacji rozwazanych w tej pracy. Powr6cimy do
tego problemu w kolejnych czgs$ciach opracowania.

3. METODA CNLS

Estymacji bedzie wiec podlegaé funkcja f (a nie wyjsciowa funkcja g). Zgod-
nie z wprowadzonymi wczesniej oznaczeniami, reszty y; — y; oznaczymy przez uj.
Na poczatek przedmiotem rozwazan stanie si¢ tzw. metoda CNLS. Autor niniejszego
opracowania nie znalazt w polskiej literaturze tlumaczenia nazwy metody (stad uzy-
cie angielskojezycznego skrétu). Nazwa wypukla, nieparametryczna MNK, wynikajaca
z dostownego ttumaczenia, wydaje si¢ autorowi wlasciwa, oddaje bowiem istote metody
oraz okresla zatozenia lezgce u jej podstaw. Jest to metoda estymacji nieznanej funkcji
regresji stosowana w modelach, w ktérych jej posta¢ analityczna nie jest z gory przyj-
mowana. Przyktadem takiego modelu jest ten opisany w czeSci drugiej pracy, gdzie
metoda ta stanowi jedynie pierwszy etap estymacji w ramach szerszej metody StoNED
(zob. cze$¢ czwarta pracy). W nieparametrycznych lub semiparametrycznych mode-
lach regresji z biatoszumowym sktadnikiem losowym jest ona jednak czesto w petni
,samodzielng” metodg estymacji.

O mozliwosci jej zastosowania wspomina si¢ juz w potowie lat 50-tych (zob.
Hildreth, 1954, str. 602), jednak dopiero w roku 1976 dowiedziono zgodno§¢ estyma-
tora uzyskanego ta metoda. Dokonano tego jednak tylko dla jednego regresora, za to
przy duzo stabszych i ogélniejszych zatozeniach stochastycznych’. Idea estymaciji, za

" Tzn. u; = Uy, gdzie U; ~ N(0, o).

8 Np. funkcja Cobba i Douglasa czy Translog.

° Nie wprowadza si¢ tam explicite pojecia sktadnika losowego. Zatozenia dotycza rozktadu wyra-
zonego dystrybuanta ze Srednig pelniacg role funkcji regresji (szczegdly Hanson i Pledger, 1976).
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pomoca CNLS, polega na tym, ze szukamy funkcji 1, takiej, ze:

n

2. (=7 Ge)” = min Zl (i = f G

=1

Jest to wigc swoisty odpowiednik metody najmniejszych kwadratéw o charakterze
nieparametrycznym. W latach 80-tych (m.in. prace Fraser i Massam, 1989 oraz Wu,
1982) stworzono efektywne algorytmy poszukiwania f, lecz ponownie jedynie dla
jednego regresora'®. Kwestia odpowiedniej implementacji CNLS dla wielu regresoréw
pozostawata nierozstrzygnigta przez wiele lat, az do roku 2008. W pracy Kuosmanen,
(2008, str. 311) dowiedziono nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 3.1

min Zl (i = f (x))” = min 21 (i — 1 (x)?,

gdzie L jest rodzing funkcji niemalejacych, , kawatkami liniowych”!!.
Implikacja tego twierdzenia jest mozliwoS¢ zapisania CNLS, jako zadania kwa-

dratowego postaci:
n

7.1 min v?
vaB Z l

i=1
T
Yi = a; +B; Xi + v, Bi = [Bit». .- Pix] 2 0,
T T . _
o +B x; <ap+ Byx; Yhi=1,..n

Powyzsze zadanie mozna rozwigza¢ za pomocg ogdlno dostepnych pakietow (zob.
Kuosmanen, 2008, przypis 1). Ze wzgledu jednak na liczbe zmiennych i warunkéw
ograniczajgcych w programie oraz osobliwo$¢ macierzy formy kwadratowej tworzacej
funkcje celu nie jest to zadanie standardowe'?.

10 Istnieje wtedy mozliwo$é posortowania obserwacji ze wzgledu na jego wartosci, co ma duze
znaczenie przy konstrukcji odpowiedniego algorytmu.

' Formalna definicja rodziny L znajduje si¢ w pracy (Kuosmanen, 2008, str. 311). Dowiedziono
ponadto, ze L ¢ G. Pomysty estymacji dowolnych funkcji za pomocg funkcji ,.kawatkami liniowych” oraz
zapisu wklestosci, przy uzyciu liniowych warunkéw ograniczajacych byly oczywiscie znane wczesniej
(zob. np. prace Afriat, 1967, Varian, 1982 czy Yatchew i Bos, 1997).

12 Problemy te s3 doktadnie oméwione w innym opracowaniu autora Predki (2011) i w zwiazku
z tym nie bedg przedmiotem szczegélowej analizy w niniejszej pracy.
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Szczegdlny problem, z punktu widzenia statystycznej estymacji, stanowi wielos§¢
rozwigzafn optymalnych tego programu. Oznaczmy takie przykladowe rozwigzanie
przez13 [@, vec(B)’, U], gdzie:

Bu ... Pik
&:[&179&n]’ﬁ: 7‘0:[19159‘0}1]
ﬁnl e ﬁnK
Wartosci z?, =y, -y =y — (@& + ﬁ X;), czyli tzw. reszty, sa jednoznacznie

wyznaczone'*. Nie dotyczy to jednak wartosci @; oraz f3;. Prowadzi to do problemu
identyfikowalnoSci estymanty oraz ocen charakterystyk przecietnej funkcji produkcji
(zob. Kuosmanen, 2008, str. 314). Zaproponowano poczatkowo do$¢ naturalng definicje
estymanty:

oraz oceny charakterystyk f w punkcie x;:

Bix— ocena produkcyjnosci kraicowej k-tego naktadu,

,éikxik/ f (x;) — ocena elastycznos$ci k-tego naktadu,

Bir/Bim— ocena kraficowej stopy substytucji miedzy naktadem k-tym, a m-tym,

gdziek, m=1,..., Kik # m.

Jednak dla wektora wartosci X réznego od x; definicja tej estymanty nie Jest
jednoznaczna'®, wlasnie ze wzgledu na czesta ,,wielo$§¢” optymalnych wartosci @; i 3;.
Stad inna propozycja:

fuin (®) = min fa+B7x: a+ BTx; > Vi=1,..n},
a€R, BeRK
gdzie )7, yi — Ui. Estymanta ta jest jednoznacznie zdefiniowana dla dowolnego
wektora'® x, ponadto fmm € L oraz:

fin(x) = f(x,), dlai=1,...n

Twierdzenie 3.1 pozwala wigc zastosowaé metode CNLS w modelu dla wielu
regresoréw, w wyniku czego otrzymujemy jednoznaczna estymante fmin przecietnej
funkcji produkcji f. Jednak jakie wiasnoSci ma ten estymator? Czy, przy zalozeniach
opisanych w czesci drugiej pracy, jest on zgodny? Na dzied dzisiejszy nie znamy
niestety odpowiedzi na to fundamentalne pytanie, co przyznajg réwniez Kuosmanen

13 vec(-) jest operatorem ustawiajacym kolumny macierzy jedna pod druga.

' Dowdd tego faktu w pracy Predki (2011), zob. réwniez Kuosmanen (2008, str. 314).

'S Dla x = x; uzyskujemy wartosci f(x;) = ¥;, ktérych jednoznaczno$é wynika z jednoznacznosci
reszt.

16 Zob. Kuosmanen i Kortelainen (2012, str. 17). Dla zainteresowanych, w tym samym miejscu
podano réwniez zwigzek faczacy estymante fmm z tzw. estymatorem DEA. W dalszym ciagu pozostaje
jednak problem zdefiniowania jednoznacznych ocen charakterystyk przecigtnej funkcji produkcji.
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i Kortelainen (2012, str. 16). Problem przekfada si¢ oczywiScie takze na inne meto-
dy estymacji'’, ktérych sktadowsg jest CNLS. Oznacza to, ze wyniki w czesci empi-
rycznej pracy nalezy traktowacé wylgcznie jako ilustracje zastosowania odpowiednich
metod, a wszelkie interpretacje muszg by¢ traktowane z duzg ostroznoScig. Metody
te sq jednak juz stosowane w praktyce do analizy efektywnosci technicznej jedno-
stek gospodarczych'®. Wynika stad konieczno$¢ rzetelnego ich opisu oraz wskaza-
nia probleméw teoretycznych i praktycznych zwigzanych ze stosowaniem tychze me-
tod.

Podsumowujac, dla jednego regresora dowiedziono juz zgodnos¢ estymatora CNLS
w pracy Hanson i Pledger (1976). Wykazano réwniez, iz tempo zbieznosci tej esty-
manty wynosi n~%° i przedstawiono postaé jej asymptotycznego rozkladu'®. Brak jest
jednak jakichkolwiek wynikéw teoretycznych dotyczacych wtasnosci statystycznych es-
tymatora CNLS w modelu z wieloma regresorami.

4. METODA STONED

Jak wspomniano we wstepie, metoda StoNED jest odpowiednikiem zmodyfikowa-
nej MNK, stosowanym na gruncie modelu semiparametrycznego, opisanego w czesci
drugiej tej pracy. Zmodyfikowana MNK byta poczatkowo wykorzystywana w tzw. deter-
ministycznych modelach granicznych dla uzyskania oceny #; miernika nieefektywnosci
technicznej i-tej jednostki produkcyjnej*’. Modele te nie zawieraly sktadnika bialoszu-
mowego Vv;, za§ zwigzany z nieefektywnoscia techniczng, sktadnik u; byt wielkoscig
deterministyczna, badZ zmienna losowa o jednostronnym rozktadzie*'. Przyjecie ztozo-
nej postaci sktadnika losowego powoduje dodatkowe trudnosci z wyodrebnieniem jego
czesci u;. Procedura obliczenia oceny tego miernika jest wtedy dalej oparta na zmody-
fikowanej MNK, lecz nieco si¢ komplikuje i skfada si¢ z kilku etapéw?>. Zostala ona
przeniesiona praktycznie w catosci, poza jedng modyfikacja, na grunt naszego modelu
semiparametrycznego i nazwana metodg StoNED. Jej celem jest wigc gtéwnie uzyska-
nie oceny miernika nieefektywnosci technicznej #;. Procz tego uzyskujemy ponownie
estymante przeci¢tnej funkcji produkcji f, a takze wyjSciowej funkcji produkcji g.

Pierwszym etapem metody StoNED jest uzycie metody CNLS dla uzyskania reszt
¥; oraz estymanty fmin. W analogicznej procedurze uzywanej na gruncie stochastycz-

7' W naszym przypadku chodzi przede wszystkim o metode StoNED. Dotyczy to jednak réwniez
tzw. metody C°NLS bedacej analogonem metody COLS (opis tej metody w Kuosmanen i Johnson, 2010).

18 Zob. praca Kuosmanen i Kuosmanen (2009) dotyczaca sektora farm mlecznych w Finlandii, czy
informacja na stronie Zrédtowej www.nomepre.net/stoned/ odnosnie wspétpracy z sektorem energetycznym
w tymze kraju.

19 Zob. praca Groeneboom (2001). Jest to jednak malo uzyteczny wynik, poniewaz w rozktadzie
tym wystepuja nieznane state, dla ktérych brak jest propozycji zgodnej estymacji.

20 Zob. np. praca zrédtowa Richmond (1974).

2l Zmodyfikowanag MNK stosowano w tym drugim przypadku.

22 Zob. np. Kumbhakar i Lovell (2000, str. 72-93).
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nych modeli granicznych stosuje sie tu MNK?*. W drugim etapie estymujemy wariancje
0'5, 0'5 sktadowych ztozonego skladnika losowego uzywajac metody momentéw lub
pseudowiarygodnosci®*. Jest to etap posredni umozliwiajacy estymacje miernika nie-
efektywnosci technicznej w etapie 3.

Etap pierwszy zostat juz doktadnie opisany w czgSci trzeciej pracy, przejdZmy
wiec do etapu drugiego. Przedstawimy tu przyktadowo metode momentéw, ktdra jest
mniej ztozona obliczeniowo. Korzystajac z zatozen 3-6 mozna dowies¢?, iz momenty
centralne ztozonego sktadnika losowego &; maja postac:

M, = E(ep) = - Eu) = —u = -cru[ %]

2 2
0'u+0'v,

M; = E(s; - M;)® = (\/g)(l — 4im)o?.

Ze staloSci u wynika, iz wzory na drugi i trzeci moment v; s3 analogiczne. Stad
estymatorami tych wielkosci beda odpowiednie momenty obliczone z rozktadu empi-
rycznego reszt v;, uzyskanych w etapie I:

-2
M, = E(e; - M)’ = ["—
T

[ n

= | (6~ E@)|/m.

L =1

5= | (6 - E@) | /m.

L =1

n

gdzie E (v;) = [Z 0,} /n. Interesujace nas oceny wariancji mozemy wiec obliczyé
i=1

z uktadu réwnan:

M; = [\EJ@ — 4Im)673.

2 Jest to whasnie owa jedyna modyfikacja wprowadzona przez autoréw metody StoNED. W spos6b
naturalny, wobec braku analitycznej specyfikacji f, unikamy tez problemu zgodnej estymacji stalej (zob.
Kumbhakar i Lovell, 2000, str. 71 lub 92).

2 7 ang. pseudolikelihood method (zob. praca 7rédlowa Fan i Weersink, 1996).

35 Zob. np. praca zrédfowa Aigner, Lovell i Schmidt (1977).
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Po jego rozwigzaniu otrzymujemy ostatecznie:
2/3
A2 M3

0, =|——=—"
2 4
(\F ) (1-2)
N -2
62 = M, —(” )&5.
/s
W etapie trzecim, uzyskane oceny wariancji wykorzystujemy do estymacji mier-

nika nieefektywnoSci technicznej i-tej jednostki. W pracy Jondrow, Lovell, Materov
1 Schmidt (1982) dowiedziono, iz przy zatozeniach 3-6 otrzymujemy:

"% (—/1*1/0'*) )
) P

E(u,’|8,‘) = Ui + Oy (

I-® (_:u*i/a-*
12
. Ta oo \" . - o
gdzie i = —&i| ——— | 0« =|—5——=| zas ¢, ® oznaczajg odpowiednio gestos¢
o2 +0; o2+ 07
i dystrybuante standardowego rozkladu normalnego. W literaturze przedmiotu zmienna

losowa E(ujle;) jest jedna z propozycji® estymatora punktowego u;. Jednak wartos¢ ta

zalezy od nieznanych wielkoSci wymagajacych dodatkowej, zgodnej estymacji. Przy-

pomnijmy, iz:
Ui =& + U, =0y =
bis

f(x) = g(x) = 1, F(X) = fin().

Stad, korzystajgc z ocen wariancji otrzymanych w etapie drugim, naturalnym es-

tymatorem &; jest & = U; — &, \/j , za$ estymantg wyjSciowej funkcji produkcji
big

N 2
8(x) = fmin(X) +67, ( \/jJ W nastepnej kolejnosci uzyskujemy ostateczng wersje es-
big
tymatora miernika nieefektywnosci technicznej postaci’’:
Ao oy o~ [ (filF)
E(u;1é;) = *i+0-*( ~ A )’
g 1= ®(~A.d)

Y . A O
gdzie flxi = =&\ "5 5 | O« = | 3 .~
u + O-V u

2 Inna propozycja jest modalna rozktadu warunkowego u;le; (zob. np. Kumbhakar i Lovell, 2000,
str. 78).

27 Jest to poprawiona wersja z pracy Kuosmanen i Kortelainen (2012, str. 18). We wcze$niejszych
pracach z tego zakresu postuluje si¢ obliczenie ocen nieznanych wartosci za pomocg algorytméw opartych
na metodzie MNW (zob. np. Kumbhakar i Lovell, 2000, str. 77 lub Fan i Weersink, 1996).
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5. UWAGI KRYTYCZNE

Jak wida¢ metoda StoNED jest stosunkowo prosta w aplikacji w wersji przedsta-
wionej powyzej*. Ma ona jednak swoje wady oraz ograniczenia. Po pierwsze moze
sie zdarzy¢, ze realizacja M3 jest dodatnia2 co powoduje z kolei ujemny znak (?2
Przyjmuje si¢ wtedy arbitralnie, iz 6, = 0 (zaktadamy tym samym pelna efektywnos¢é
wszystklch jednostek produkcyjnych w grupie) albo pode]rzewa sie btedng specyfikacje
modelu®®. Po drugie moze zaistnie¢ sytuacja, iz realizacja M3 jest wprawdzie ujemna,
lecz w takim stopniu, ze powoduje to z kolei ujemny znak 0'3. W takiej sytuacji
naturalnym wyjsciem jest przyjecie 6'3 = 0, czyli braku skfadnika ,,biatoszumowego”
w danych. Oznacza to, ze zakladamy, iz jedynym Zrédlem odstepstwa zrealizowanej
wielkosci produkcji od produkcji maksymalnej jest nieefektywno$¢ techniczna jednost-
ki produkcyjne;j.

Trzecim problemem jest kwestia wiasnosci statystycznych wprowadzonych estyma-
toréw. Wobec braku dowodu zgodnosci®! estymanty Frnin uzyskanej za pomocg metody
CNLS w etapie pierwszym, nie mamy pewnosci, czy zgodna jest réwniez estymanta g.
Co do wtasnosci estymatorow zwigzanych z parametrami rozkladéw zmiennych loso-
wych u;, v; oraz rozkladem u; warunkowym wzgledem &;, to najistotniejsze bytoby do-
wiedzenie cho¢by zgodnosci 6'5, 6'3. Sa one bowiem podstawg do definiowania innych
estymatorow przedstawionych w tym opracowaniu. W pracy Kuosmanen i Kortelainen
(2012, str. 18) stwierdza sig, iz sg one nie tylko zgodnymi, ale takze nieobcigzony-
mi estymatorami odpowiednio 0'5, 0'5. Nastepuje jednak odwolanie do prac Aigner,
Lovell i Schmidt (1977) oraz Greene (2008), ktére dotyczg rezultatéw uzyskanych
dla modeli, gdzie granica produkcyjna zadana jest parametrycznie. W naszej sytuacji,
wobec braku analitycznej postaci f oraz nie udowodnionej zgodnoSci jej estymanty
finin, mocno watpliwe jest bezkrytyczne przelozenie tych wynikéw na grunt modelu
semiparametrycznego przedstawionego w czesci drugiej pracy. Na koniec warto zazna-
czyé, ze wprowadzony estymator miernika nieefektywnosci technicznej jest niezgodny
i to z powodéw niezaleznych od tych opisanych przed chwila®?

Problemem czwartym, wynikajacym po czesci z trzeciego, jest brak mozliwosci
wnioskowania statystycznego oraz weryfikowania hipotez dotyczacych np. miernika
nieefektywnodci, czy wartoSci funkcji produkcji w punkcie. Wspominajg o tym sami

2 Przypomnijmy, ze mozliwe sa rézne jej warianty zalezne od typu rozktadu nafozonego na sktadowa
u; oraz wybranej metody szacowania parametréw o>, o2

? Tzw. bledny kierunek skosnosci reszt.

3 Sugerowana jest wtedy zmiana zestawu regresoréw lub postaci f (dla modeli parametrycznych) —
zob. Kumbhakar i Lovell (2000, str. 92). Wydaje si¢ takze, iz warto by wtedy narzuci¢ multiplikatywna
specyfikacje skladnika losowego w tym modelu, uzywang zreszta czesciej w stochastycznych modelach
granicznych.

3! Przypomnijmy, ze chodzi o zgodnos¢ do wartosci punktowe;j f(x,) dla przypadku wielu regresoréw.

32 Wynika to ze statosci wariancji rozktadu u; pod warunkiem &; (zob. Kumbhakar i Lovell, 2000,
str. 78). Niestety, jak do tej pory, nie zaproponowano w literaturze przedmiotu zgodnego estymatora
wielkosci u;.
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autorzy metody w pracy Kuosmanen i Kortelainen (2012, str. 22). W nieopublikowane;j
pracy Kuosmanen (2006, str. 9) pojawia si¢ jednak konstrukcja przedziatu ufnosci dla
miernika nieefektywnosci u;. Jest to ponownie propozycja wzieta z literatury dotyczacej
modeli parametrycznych (praca Horrace i Schmidt, 1996, str. 262), bazujaca na postaci
rozktadu warunkowego u; wzgledem &;. Przedzialy ufno$ci majg nast¢pujaca postaé:

[j/l*j+ ZUO—*’ #*l+ ZLO—*]’
gdzie:
zy = O7'[1 — (1-a/2)®(u.i/ 7)), 7 = D '[1 = (@2)D(.i/ )],

oraz « — zadany poziom istotnosci i ® — dystrybuanta N(0,1).

W pracy Kuosmanen i Kortelainen (2012, str. 22) stwierdza si¢ jednak, iz przedziaty
te nie biorg pod uwage rozktadu prébkowego estymatora miernika nieefektywnosci i
w zwigzku z tym wykazuja stabe wlasnosci pokrycia (zob. Simar i Wilson, 2010).

6. PRZYKLAD EMPIRYCZNY

Wykorzystano standardowy zestaw danych uzywany juz wielokrotnie przez au-
tora w jego poprzednich pracach®. Sa to dane rzeczywiste z roku 1995 dotyczace
32 polskich elektrowni i elektrocieptowni, ktérych efektywnos¢ techniczng bedziemy
analizowac. Za naktady przyjeto:

— kapitat (warto$¢ brutto Srodkéw trwatych liczona w z1.);

— prace (liczba pracownikéw);

— energi¢ wsadu ( liczong w TJ).

Produktem dziafalnosci jednostek jest wytworzona energia (liczona w TJ**).

Odpowiednie wyniki zastosowania metody CNLS zestawiono w tabeli 1. Za po-
mocg autorskiego programu w jezyku R, przy wykorzystaniu gotowej procedury ,,s0-
Ive.QP”, rozwigzano program kwadratowy Z.1. i uzyskano jego przykladowe rozwia-
zanie optymalne [@, vec(8)’, ¥] (kolumny 2, 8-11 w tabeli 1). Nastepnie, na podstawie
wektora reszt 0, obliczono wartosci y; = y; —9;, dlai = 1,...,n (kolumna 3). Postuzyty
one do rozwigzania, za pomocg Solvera w Excelu, n programéw liniowych zwigzanych
z definicja wartoSci:

foin(x;)= min (o +px: o+ BTx; 29 Vi=1...n}daj=1..n
a€R, BeRE
Wartosci tej estymanty w punkcie, zgodnie z oczekiwaniami®, okazaly si¢ by¢ réwne

warto$ciom niejednoznacznej estymanty f(xj) = ‘1{111in }{d/i +BAiij}. Nastepnie uzy-
i€fl,..., n

skano wartosci optymalne odpowiednich wspétczynnikéw (kolumny 4-7). Okazatly sie

3 Zob. np. Predki (2003). Zrédlo danych: praca Osiewalski i Wrébel-Rotter (2002).
* 1GWh = 3,6TJ (teradzul).
3 Zachodzi 16wnosé ¥; = f(X;) = fuin(x;), dlaj = 1,...,n.
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Wyniki zwigzane z realizacja metody CNLS

Tabela 1.

wspolczynniki dla estymanty fmin

wspGlezynniki dla estymanty f

—-
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Vi
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Bi

B

:éi3

@;

BI'I

B

ﬂA i3

3560,89

97188,11

1604,33

5,85

-0,000056

0,2234

444,47

8,20

0,000000

0,1764

250,43

54426,57

2026,37

5,38

0,004297

0,1614

-13,94

10,12

0,013368

0,0000

3702,96

47796,54

1604,33

5,85

-0,000056

0,2234

822,00

5,78

0,001805

0,2007

5949,63

28407,07

426,94

8,34

-0,000122

0,1753

2618,36

16,61

0,000000

0,0000

-8543,68

42535,38

1136,76

6,01

-0,000005

0,2211

1127,04

6,01

0,000000

0,2210

-3500,78

37232,18

2026,30

5,38

0,004297

0,1614

2026,35

5,38

0,004297

0,1614

-3963,23
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0,1614
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Ol | Q||| |WwW|N|~—

3768,16

24847,54
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33357,32
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0,002285
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—
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0,001781
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-2533,70
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—
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6,01

-0,000003

0,2210
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5,80
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0,2060
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0,2066

92,61
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0,1780
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15872,35
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0,008850
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-807,87
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0,1194
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1371,65

11381,25
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0,001609
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0,1679
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502,14
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0,000000
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-151,32
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0,000000
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0,007670
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5893,26
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0,000000
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910,64
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-0,000154
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0,000000
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-655,74

5189,64

-1082,13

7,03

0,007681

0,1329

-1082,13

7,03

0,007681

0,1329
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-628,77
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5,65

0,004951

0,2893
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-9,58

443428
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695,90

3230,70

-1082,13
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-997,20
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0,004951
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30

319,26

3001,64

-4127,38

22,67

-0,001618

0,0000

-1044,65

7,32

0,009924

0,1002

31

0,00

3153,10

-1526,10

3,59

0,030198

0,1108

-96,38

0,00

0,041969

0,1400

32

22,59

1916

-997,20

5,65
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0,2893

-541,46

0,00

0,017276

0,5560

Zrédio: Opracowanie wlasne.
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one rézne od tych zestawionych w wektorach @ i vec(8)’. Mimo to, na mocy definicji
obu estymant i jednoznacznoSci reszt, stanowig one, wraz z wektorem o, rozwiaza-
nie optymalne programu Z.1. Potwierdza to empirycznie mozliwo$¢ istnienia dwdch,
réznych rozwigzaf optymalnych tego zadania, a tym samym niejednoznaczno$¢ ocen
charakterystyk w punkcie podanych w czesci trzeciej pracy.

Po zastosowaniu metody CNLS (etap pierwszy metody StoNED), przystapiono do
obliczenn zwigzanych z kolejnymi etapami. Uzyskane wyniki zestawiono w tabeli 2.
W pierwszej kolejnosci obliczono oceny sktadowych wariancji ztozonego skfadnika
losowego (d6t tabeli 2). Nastepnie za ich pomoca, wykorzystujac rowniez reszty i war-
tosci estymanty fmin(x;), obliczono oceng punktowa zlozonego sktadnika losowego,
dla kazdej obserwacji (kolumna 3). Otrzymano takze wartosci punktowe estymanty
maksymalnej produkcji (kolumna 2), ze wzoru:

o 2
§<X) = fmin(X) +6 ( \/j]
T

Wykorzystujac te rezultaty otrzymano ostatecznie oceny miernika nieefektywnosci
technicznej (kolumna 4) oraz aproksymacje 95% przedziatéw ufnosci dla tego miernika
(kolumny 5 i 6). Przedzialy te zawieraja wprawdzie oceny z kolumny 4, lecz sa dos¢
szerokie 1 niosg niewielka informacje o rzeczywistej wartosci u;. Zwréémy uwage, ze
Srodki tych przedziatéw (kolumna 7) lezg zawsze powyzej oceny punktowej odpowied-
niego miernika. Wyjatek stanowi jednostka nr 5, o najwigkszej nieefektywnosci, gdzie
Srodek przedziatu pokrywa si¢ z ocena miernika. Potwierdza to empirycznie zwigz-
ki tej metody uzyskiwania przedziatéw ufnosci ze skorygowang MNK sygnalizowane
w zrodtowej pracy Horrace i Schmidt (1996, str. 259-261).

Witasnosci statystyczne metody StoNED nie sg znane, procedura ta jest juz jednak
stosowana w praktyce gospodarczej (zob. przypis 18). Autor niniejszego opracowania
przedstawia wiec przyklad empiryczny jej zastosowania w celach ilustracyjnych, bez
szerszej interpretacji uzyskanych rezultatéw. Wobec braku dowodéw formalnych na
zgodno$¢ procedury przeprowadza si¢ badania o charakterze symulacyjnym, ktérych
celem jest wykazanie zbiezno$ci wynikéw otrzymanych przy wykorzystaniu innych
metod estymacji, z tymi uzyskanymi za pomocg metody StoNED (zob. Kuosmanen
i Kortelainen, 2012, str. 22-25). W niniejszej pracy dokonano réwniez poréwnania wy-
nikéw uzyskanych r6znymi metodami zastosowanych dla tego samego zestawu danych.

W tabeli 3, w kolumnach 2-4, znajdujg si¢ oceny miernika nieefektywnosci u;
obliczone odpowiednio za pomocg metody StoNED (por. tabela 2, kolumna 4), DEA
i skorygowanej MNK (SMNK). Nalezy jednak wyraZnie zaznaczy¢, iz zgodno$¢ dwéch
ostatnich procedur warunkowana jest ich zastosowaniem w odpowiednio zdefiniowa-
nym modelu. Mozna przyjaé¢ w szczegdlnosci*® model opisany w czesci drugiej pracy,
ale bez skfadnika bialoszumowego v;. Dodatkowo, w przypadku skorygowanej MNK,

% Ogdlniejsza klasa modeli ktérych estymatory DEA zachowuja wlasno$é zgodnosci jest opisana
np. w pracach Banker (1993), czy Simar i Wilson (2008).
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Wyniki zwigzane z realizacja drugiego i trzeciego etapu metody StoNED

i g0 & E(u;18;) L P (L+P)12
1 {100097,21| 651,79 1182,11 42,55 | 3460,66 |1751,61
2 | 57335,67 | -2658,67 | 2440,56 | 188,49 | 5488,48 |2838,49
3 | 5070564 | 793,86 1149,04 | 40,70 | 3391,57 |1716,13
4 | 31316,17 | 3040,53 767,46 22,99 | 249461 |1258.80
5 | 4544447 |-11452,77| 897946 |5658,60| 12300,32 |8979.46
6 | 4014128 | -6409,88 | 5033,94 |1746,37| 8347,57 |5046,97
7 | 39036,73 | -6872,33 | 5392,51 [2087,90| 8709,59 |5398,75
8 | 3126347 | -1859,17 | 203749 | 120,15 | 493290 |2526,52
9 | 27756,64 | 859,06 113430 | 39,89 | 336038 |1700,14
10| 3626641 | -7729,71 | 6061,55 |2744,47| 938141 |6062,94
11| 2242591 | -2265,51 | 2233,80 | 149,90 | 5211,10 |2680,50
12| 25174,40 | -5442,80 | 429590 |1099,00| 7592,52 |4345,76
13| 23666,64 | -5792,44 | 4560,20 |1318,85| 7865,04 |4591,95
14| 16449,62 | 171,08 1304,29 | 49,96 | 3706,06 |1878,01
15| 13937,76 | 2490,94 840,49 2592 | 2682,10 |1354,01
16| 1878145 | -3462,75 | 2912,97 | 313,28 | 6076,26 |3194,77
17| 17938,77 | -3297,67 | 2810,82 | 281,27 | 5953,68 |3117,47
18| 14290,34 | -1537,44 | 1894,52 | 102,00 | 4719.49 |2410,74
19| 13094,20 | -2909,10 | 2580,74 | 219,69 | 5668,87 |2944,28
20| 12413,51 | -2294,31 | 224839 | 152,36 | 5231,16 [2691,76
21| 1434324 | -4936,74 | 3920,91 | 820,00 | 7199,61 |4009,80
22| 13847,18 | -4883,18 | 3881,87 | 793,56 | 7158,16 |3975,86
23| 880236 | -880,26 163548 | 7526 | 4304,59 |2189,93
24| 9008,94 | -2478,94 | 2344,00 | 169,45 | 5360,75 |2765,10
25| 821533 | -3314,63 | 2821,19 | 284,38 | 5966,23 |3125,31
26| 809874 | -3564,84 | 2977,40 | 33509 | 6152,49 |3243,79
27| 8010,37 | -3537,87 | 296029 | 329,17 | 6132,33 |3230,75
28| 734338 | -2918,68 | 2586,23 | 221,00 | 5675,82 |2948,41
20| 613980 | -2213,20 | 2207,54 | 145,56 | 5174,78 |2660,17
30| 5910,74 | -2589,84 | 2403,18 | 180,90 | 5439,39 |2810,14
31| 606220 | -2909,10 | 2580,74 | 219,69 | 5668,87 |2944,28
32| 482550 | -2886,50 | 2567,83 | 216,63 | 5652,49 |2934,56
62 = |13293414,28| 62 = [3661555,50

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Tabela 2.
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Tabela 3.

Oceny nieefektywnosci technicznej uzyskane za pomoca metod StoNED, DEA i skorygowanej MNK
oraz wspolczynniki korelacji liniowej i rang Spearmana

Zrédto: Opracowanie wilasne.

Lp.|StoNED | DEA SMNK r(DEA,StoNED)= 0,9285
1 |1182,11 0,00 |48135,59| rrang(DEA,StoNED)= 0,8399
2 |2440,56 | 0,00 |30495,11 r(SMNK,StoNED)=  0,4362
3 11149,04 | 0,00 |21127,74 | rrang(SMNK,StoNED)= 0,3581
4 | 767,46 0,00 6560,22
5 |18979,46 | 12891,67 | 35704,52
6 |5033,94 | 8403,69 |25261,00
7 15392,51 | 8986,77 |24751,14
8 12037,49| 0,00 |12662,66
9 | 113430 | 815,43 |12773,90
10 | 6061,55 | 9752,29 | 23958,49
11 ]2233,80| 0,00 8079,03
12 1429590 | 7481,62 |23318,36
13 | 4560,20 | 8063,59 |14186,72
14 | 1304,29 | 387,25 | 4179,13
15 | 840,49 0,00 0,00
16 [2912,97 | 3302,32 | 8873,66
17 | 2810,82 | 3333,69 | 8811,24
18 | 1894,52| 0,00 3141,37
19 | 2580,74 | 342,38 | 445223

20 | 2248,39 | 474,32 | 5312,29
21 {3920,91 | 4260,55 | 7636,98
22 | 3881,87 | 6267,13 | 7749,96
23 1163548 | 0,00 515,33

24 |2344,00 | 1360,61 | 2228,35
25 | 2821,19 | 1359,38 | 4171,53
26 | 2977,40 | 1953,60 | 3460,43
27 12960,29 | 1658,23 | 3392,66
28 |2586,23 | 739,73 | 2840,93
29 2207,54| 0,00 1512,54
30 | 2403,18 | 0,00 262493
31 |2580,74| 0,00 3486,62
32 12567,83 | 0,00 1642,82
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zaktadamy parametryczng posta¢ Cobba i Douglasa granicy produkcyjnej oraz mul-
tiplikatywna postaé¢ sktadnika u;. W metodzie DEA za ocen¢ u; przyjmujemy (za
pracg Kuosmanen i Kortelainen, 2012, str. 23) wyrazenie (Opga — 1)y;, gdzie Opga
tzw. miara efektywnosci technicznej zorientowana na produkty”’. Natomiast w SMNK

oceng miernika nieefektywnosci jest y;[exp(e;) — 1], gdzie e = ‘eI{IIIaX }e,- — e; oraz e;
i€{l,..., n

oznaczajg reszty MNK uzyskane dla wersji zlogarytmowanej modelu.

W celu okreslenia stopnia zbieznoSci wynikéw uzyskanych tymi, trzema metodami
obliczono wspétczynniki korelacji liniowej migdzy ocenami nieefektywnosci technicz-
nej oraz wspoOtczynniki rang Spearmana, zestawione w prawej czesci tabeli 3. Wskazuja
one na silng korelacj¢ zaréwno ocen miar nieefektywnosci, jak i rankingéw jednostek
produkcyjnych otrzymanych za pomocg metod StoNED i DEA. Zatem, mimo ze wtla-
snos$ci metody StoNED nie sg poznane (formalnie udowodnione), to jej zastosowanie
prowadzi w tym przypadku do bardzo podobnych wynikéw, jak te uzyskane za pomoca
metody DEA.

Duzo stabsza zaleznosc¢, ktéra jednak wydaje si¢ by¢ dodatnia i istotnie rézna od
zera, wystepuje pomiedzy odpowiednimi rezultatami uzyskanymi przy wykorzystaniu
metod StoNED i SMNK. Réznice w ocenie nieefektywno$ci technicznej wynikaja
zapewne z réznych struktur modeli, w ramach ktérych te metody byly stosowane, a nie
wlasno$ci statystycznych metody StoNED.

7. ZAKONCZENIE

Oprécz probleméw fundamentalnych, opisanych w czesci trzeciej i piatej pra-
cy, wystepujg réwniez inne, o charakterze technicznym, ktérych rozwiazanie mogloby
rozszerzy¢ zakres stosowania metody StoNED. Chodzi m.in. o przystosowanie metody
do multiplikatywnej specyfikacji sktadnikéw losowych w modelu, stosowanej bardzo
czesto, szczegdlnie w modelach parametrycznych (zob. przypis 30). Inne, interesujace
zagadnienia to:

— zbadanie mozliwo$ci rozszerzenia tej metody na dane panelowe,
— uwzglednienie w jej ramach okreslonego typu globalnego efektu skali,
— zastosowanie metody StoNED dla tzw. funkcji kosztéw bedacych alternatywnym,

w stosunku do funkcji produkcji, sposobem modelowania technologii produkcji,
— zbadanie mozliwosci i konsekwencji uchylenia zatozenia o staloSci wariancji ele-

mentéw ztozonego sktadnika losowego,

— uchylenie zatozenia o globalnej wklestosci funkcji produkcji (np. zatozenie tzw.
quasi-wklestosci),

— rozszerzenie metody na przypadek wieloproduktowy (np. za pomoca tzw. funkcji
odlegtosci).

37 Liczona dla kazdego obiektu za pomoca odpowiedniego programu liniowego, szczegdly np. w pra-
cy Kuosmanen i Johnson (2010, str. 152).
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Pewne, wstepne podejsScie do niektorych z powyzszych zagadniefl zostato juz za-

sygnalizowane w pracy Kuosmanen i Kortelainen (2012, rozdziat 4). W opracowaniu
tym wymienia si¢ ponadto duzo wiecej potencjalnych kierunkéw przysztych badan
(zob. Kuosmanen i Kortelainen, 2012, str. 26). Jednak ich podjecie jest uwarunkowane
rozwigzaniem w pierwszej kolejnosci probleméw podstawowych opisanych wczesnie;j.
Dotyczy to réwniez ewentualnych zastosowan metody w praktyce gospodarczej (zob.

przypis 18).
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WYBRANE METODY ESTYMACIJI W SEMIPARAMETRYCZNYM MODELU GRANICZNYM
Streszczenie

W artykule przedstawiono metody estymacji funkcji produkcji uzywane w ramach szczegélnego mo-
delu granicznego. Ma on semiparametryczny charakter, co wynika z faktu, iz sama granica produkcyjna
nie jest zadana analitycznie. Zalozenia dotyczace skladnika losowego maja jednak charakter parame-
tryczny. W celu estymacji granicy stosuje si¢ procedur¢ wieloetapowg zwang StoNED (z ang. Stochastic
Non-smooth Envelopment of Data). Jej pierwsza cz¢$¢ stanowi tzw. metoda CNLS (z ang. Convex Nonpa-
rametric Least Squares) bgdaca nieparametrycznym odpowiednikiem MNK. Kolejne etapy przebiegaja wg
schematu uzywanego, od wielu lat, na gruncie stochastycznych modeli granicznych. W wyniku uzyskuje si¢
nie tylko estymant¢ funkcji produkcji w punkcie, lecz takze ocen¢ miernika nieefektywnosci technicznej
dla danej jednostki produkcyjnej. W pracy przedstawiono réwniez pewne uwagi krytyczne dotyczace wad
i ograniczen stosowanej metodologii oraz zilustrowano dziatanie procedury na przykladzie empirycznym.
Na koniec przedstawiono potencjalne kierunki badain w tym zakresie.

Stowa kluczowe: semiparametryczny model graniczny, funkcja produkcji, metoda CNLS, metoda
StoNED
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SELECTED ESTIMATION METHODS IN THE SEMIPARAMETRIC FRONTIER MODEL

Abstract

In the paper estimation methods of the production function which are used in the special frontier
model are described. The frontier model is of a semiparametric nature, as the production frontier is not
given analytically. However, assumptions related to the model errors have parametric character. In order
to estimate the frontier, the so-called StoNED (Stochastic Non-smooth Envelopment of Data) multi-stage
procedure is used. The first step forms the CNLS method (Convex Nonparametric Least Squares), which
is a nonparametric counterpart of OLS. Next stages run according to a scheme, which has been used on
the ground of the stochastic frontier models for many years. As a result not only the estimator of the
production function is received, but also the estimator of the inefficiency term for a given production unit.
In the paper some critical remarks are presented. They are related to faults and limitations of the research
methodology. Next, the procedure is illustrated with an empirical study. Finally, potential directions for
further research in the area are presented.

Key words: semiparametric frontier model, production function, CNLS method, StoNED method



