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ZASTOSOWANIE METODY BOOTSTRAPOWE]J W ANALIZIE PORTFELOWEJ

1. WSTEP

Metody bootstrapowe, zwane tez sznurowadfowymi (zob. np. Domanski, Pruska,
2000) to metody zwrotnego losowania préb w celu ich wykorzystania do liczenia war-
tosci bootstrapowych réznych funkcji (statystyk, funkcjonatéw). Znalazly one zastoso-
wanie w wielu dziedzinach nauki. Po raz pierwszy zostaly zaprezentowane przez Efrona
(1979) we wnioskowaniu statystycznym. Od tej pory popularno$¢ tych metod nieustan-
nie wzrasta. W literaturze z zakresu wnioskowania statystyczno-ekonometrycznego
w ramach tych metod mozna wyrézni¢ m.in. ich zastosowanie do badania przedzialow
ufnosci i do rozwigzywania probleméw analizy szeregdw czasowych.

Pierwsze z wymienionych zastosowanie algorytmu bootstrapowego dotyczyto wy-
znaczania standardowych bledéw estymatoréw parametréw rozktadu zmiennej losowe;j
oraz przedzialéw ufnosci dla warto$ci wybranej statystyki (Efron, 1979; Efron, Thb-
shiriani, 1993).

W przypadku szeregéw czasowych metody bootstrapowe stosuje si¢ m.in. do ana-
lizy struktury szeregu czasowego lub do weryfikacji hipotezy zaktadajacej posta¢ lub
rzad zintegrowania szeregu. Powszechne jest réwniez stosowanie tych metod do badania
mocy testéw, gdyz w poréwnaniu z metodami Mante Carlo dostarczajg one doktadniej-
szego przyblizenia asymptotycznego przez zastosowanie tzw. rozwini¢cia Edgewortha
(Hall, 1992).

Metody bootstrapowe nalezg do klasy metod symulacyjnych polegajgcych na wnio-
skowaniu o danej wartoSci procesu na podstawie wielokrotnego losowania obserwacji
z proby pierwotnej (resampling methods). Losowania biorg pod uwage wszystkie moz-
liwe kombinacje elementéw pochodzacych z préby, bazujgc na danych rzeczywistych.
Wykorzystanie losowan zwrotnych moze by¢ praktycznym rozwigzaniem w sytuacjach,
gdy jakos$¢ lub ilo$¢ zebranych informacji nie pozwala na zastosowanie klasycznych
metod statystycznych.

W analizach dotyczacych rynku finansowego, w szczegélnosci opartych na in-
formacjach pochodzacych z gield, z uwagi na ich czestotliwos$¢, zazwyczaj nie ma
problemu z dostgpnoscig i liczebnoscia danych. Jednak i w tym przypadku zalozenie
przeprowadzenia analiz na bardzo diugich szeregach wigze si¢ z potrzebg zebranie
ogromnej ilosci danych, co bywa klopotliwe. Dlatego interesujace wydaje sie zastoso-
wanie metod bootstrapowych ,,powielajacych” mozliwosci zachowania si¢ rynku z za-



Zastosowanie metody bootstrapowej w analizie portfelowej 247

chowaniem dziennych korelacji mi¢dzy poszczegdlnymi notowaniami. W szczegdlnosci
mozna wykorzystujac bootstrapowe wartosci stép zwrotu {R;t}, R? i ryzyka (Slz,,t)* wy-
znaczy¢ bootstrapowe wartosci procentowych udziatéw w’ poszczegdlnych akcji takich,
ze ryzyko zwigzane z portfelem jest minimalne.

Metody bootstrapowe stosowano w analizach finansowych juz wielokrotnie i w r6z-
nych celach. Przeglad zastosowan tych metod w modelowaniu finansowych szeregéw
czasowych mozna znaleZ¢ migdzy innymi w pracach Domaiiskego i Pruskiej (2000),
Horowitza (2001) oraz Li i Maddali (1996). Za pomoca metod bootstrapowych pod-
jeto tez probe wyznaczania gestosci predyktoréw stoép zwrotu lub ich przedziatéw dla
r6znych modeli (por. np. Pscual, Romo, Ruiz, 2000; Thombs, Schucany, 1990) oraz
szacowania VaR (Value-at-Risk) (np. Vlaar, 2000).

W analizie portfolio metody te byly stosowane m.in. do testowania efektywnosci
portfela (np. Shanken, 1996), konstruowania portfela z wykorzystaniem teorii Mar-
kowitza dla ktérego stopa zwrotu bytaby maksymalna (Zhidong i in., 2009), analizy
wariancji mierzgcej ryzyko i konstrukcji portfela dla zadanych wartosci sktonnosci do
ryzyka (np. Markowitz, Usmen, 2003; Michaud, 1998) jak réwniez do optymaliza-
cji portfela przy zalozeniu, ze stopy zwrotu oraz macierz wariancji-kowariancji jest
nieznana (Lai, Xing, Chen, 2011).

2. METODOLOGIA

W przeprowadzonej analizie punktem wyjscia byta teoria Markowitza. Stopy zwro-
tu zostaly zdefiniowane jako tempo wzrostu kurséw akcji poszczegdlnych spoétek we-

dtug formuty:
R, =1n( P ) (1)
Pii-1
gdzie p;, — kurs i-tego instrumentu finansowego w czasie t = 1,2, ...n.

W teorii Markowitza zaklada sig, ze stopy zwrotu akcji sa zmiennymi losowymi o
rozktadzie normalnym z warto$cig oczekiwang utozsamiana z oczekiwang stopa zwrotu
i odchyleniem standardowym utozsamianym z ryzykiem. Zaktada si¢, ze zaréwno stopy
zwrotu jak i macierz wariancji-kowariancji miedzy nimi sa znane. Jednak w praktyce
sg one nieznane i muszg by¢ estymowane np. na podstawie danych empirycznych z
przesztosci. Oczekiwang stope zwrotu dla instrumentéw ,,i”” wyznaczono jako $rednig
arytmetyczng poszczegdlnych przesztych stép zwrotu

I
R; = p ZRi,n 2)
=1

za$ ryzyko jako odchylenie standardowe

n

S; = J ! Z(R,»J —R,»)z (np. Haugen, 1996). 3)

-1
n t=1
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Dla portfela ztozonego z m sktadnikéw oczekiwang stope zwrotu E), (R) wyznacza si¢
jako $rednig wazong wyrazong wzorem

E,(R)=R =) wi;, @)
i=1
gdzie w; — udziat akcji i w portfelu, przy czym Y} w; = 1 oraz V w; > 0, m —
= ‘

=
liczba spotek wchodzacych w skfad portfela. Ryzyko portfela mierzone jest wariancjg
przesztych stép zwrotu poszczegdlnych instrumentéw finansowych

2= wiwdi, (5)
=1 j=1

gdzie &;; — empiryczna kowariancja (wariancja dla i = j) pomigdzy stopg zwrotu akcji
i-tej oraz j-tej (por. np. Haugen, 1996). W notacji macierzowej stop¢ zwrotu (4) oraz
ryzyko portfela (5) mozna krécej zapisac jak:

E,(R)=w'R, S3=w'>"w, 6)

gdzie R — wektor stép zwrotu R = [R LRy oy Rm]T, w — wektor udzialéw poszczegdl-
nych akcji w portfelu w = [wy, wy, ..., wl?, >, — macierz wariancji-kowariancji stép
zwrotu.

Teoria Markowitza (1952) dotyczy metody efektywnego doboru aktywéw do port-
fela. Chodzi o wybdr sposréd wielu (a nawet wszystkich) akcji takiego zbioru, ktdry
spetni najlepiej oczekiwania inwestora. Formuta Markowitza jest zapisywana w postaci
funkcji f* opisujacej zaleznoS¢ migdzy stopa zysku a ryzykiem:f = —AE,(R) + S[% dla
0 < A < oo gdzie A — wskaznik skfonnosci do podejmowania ryzyka (Haugen, 1996;
Markowitz, 1952). Formuta ta nie okresSla optymalnego portfela inwestycyjnego, ale
mozna na jej podstawie uzyskac zbiér portfeli ,,optacalnych” czyli dajacych maksy-
malny zysk przy danym poziomie ryzyka lub minimalne ryzyko przy danym poziomie
zysku. (A=0 to portfel o najnizszej stopie zwrotu). Poszukujgc portfela optymalnego,
wystarczy rozwigza¢ optymalizacyjny problem programowania kwadratowego, majacy
na celu wyznaczenie takiego wektora wag w = [wy, wo, ..., Wl aby:

Sz=w'>'w - min @)

przy warunkach ograniczajacych:

m
wIR = ro, Zw,- =1, gdziew; 20 V. (8)
i=1 '
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Sktadowe wektora R wyznaczamy stosujgc stopy zwrotu zdefiniowane formuta (1) dla
empirycznych kurséw akcji. Wymagana jest jak najdtuzsza préba. Z uwagi na specyfike
rynku finansowego z portfelem akcji o niskim ryzyku zwigzana bedzie tez niska stopa
zwrotu. Stad rozwiazujac taki problem nalezy zatozy¢ najnizsza stope zysku mozliwa
do zaakceptowania przez inwestora.

Alternatywg moze by¢ dokonanie tych samych obliczefi na prébach bootstrapo-
wych. Ogélna idea symulacyjnej metody bootstrapowe;j jest nastepujaca: jako populacje
generalng traktuje si¢ zbiér obserwacji Z,, = {Z;, t = 1,2, ..., n} z ktérego (stosujac rézne
schematy) losuje sie z powtérzeniem (zwracaniem) proby bootstrapowe i na ich podsta-
wie dokonuje wnioskowania. Innymi stowy jezeli Z,, = {Z,, Z», ..., Z,} jest proba losowa
z rozkladu charakteryzowanego przez parametr 8 o ktérym wnioskujemy na podstawie
statystyki ¢, to prébe bootstrapowg uzyskuje si¢ przez n’-krotne (gdzie%n <n’ <n,ale
zazwyczaj n’ = n) losowanie ze zwracaniem ze zbioru Z, = {Z,, Z», ..., Z,} uzyskujac
Z, = {Z;‘, Z, ...,Z;,}. Procedure tworzenia takiego ciagu Z;, powtarza si¢ wielokrotnie
(np. 10000) razy. W ten sposéb uzyskuje si¢ zadang liczbe préb bootstrapowych Z;,,j,
(gdzie np. j = 1,2,...10000) na podstawie ktérych dokonuje si¢ wnioskowania np.
wyliczajac odpowiednig statystyke ¢. Uzyskany rozkiad empiryczny stuzy do prze-
prowadzenia wnioskowania o parametrze 6. Dzieki temu mozna definiowac statystyki
testowe i przedziaty ufnosci w sytuacjach, gdy standardowe rozklady lub procedury
nie moga by¢ stosowane lub ich zastosowanie nie daje jednoznacznych rozwigzan.

Podejscie takie mozna réwniez zastosowaé do obserwacji dotyczacych notowarn na
rynku akcji, gdzie Z,,; = {R1;, Ra,, ..., R, ;}. Dokonujac losowania zwrotnego nalezy pa-
migta¢ o zachowaniu dziennych korelacji migdzy poszczegdlnymi notowaniami. Zak16-
cenie tych korelacji spowodowatoby zupetna zmiang¢ macierzy wariancji-kowariancji,
co uniemozliwiloby poréwnywanie wynikéw. Dla préb bootstrapowych, korzystajac z
tych samych wzoréw (2)-(6) dokonuje si¢ ponownego rozwigzania problemu (7)-(8) a
nastepnie jako rozwiazanie podaje Srednia z wag wszystkich portfeli (Michaud, 1998).

W badaniu uwzgledniono notowania 150 spétek GPW posiadajacych notowania
ciggle od 3 stycznia 2010 roku do 14 Iutego 2012 roku. Lista spétek z podzialem
na sektory znajduje si¢ w tabeli 1. Obliczajac stopy zwrotu wedtug formuty (1) uzy-
skano dla kazdej spétki szeregi 553 obserwacji dziennych. Dane pochodzg ze strony
www.stooq.pl oraz www.money.pl. Obliczeri dokonano z uzyciem pakietu MATLAB.
Na poczatek wyznaczono portfel optymalny klasycznie, na podstawie otrzymanych
szeregdw dziennych stop zwrotu, a nastgpnie procedurg powtérzono dla préb bootstra-
powych. Dla kazdego szeregu stép zwrotu zostato wylosowanych 10000 préb bootstra-
powych i na ich podstawie rozwigzano powyzszy problem, uzyskujac dla zadanych 10
r6znych wartosci stop zwrotu portfele efektywne.

3. WYNIKI ANALIZY

W wyniku rozwiazania klasycznego zadania Markowitza oraz zagadnienia w wersji
bootstrapowej otrzymano krzywe (rys. 1 i 2) bedace zbiorem portfeli efektywnych.
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Tabela 1.
Spotki uwzglednione w analizie z podzialem na sektory
SEKTOR SPOLKI
BANKI BHW BPH BRE BSK GNB KRB MIL PEO PKO

AWB BDL BDX EPD HBP HRS MRB MSP MSX MSZ
BUDOWNICTWO PBG PXM TRK
BBD DOM ECH GNT GTC JWC KCI LCC OPG PND
DEWELOPERZY RHD TRI TUP

ENERGETYKA CEZ ENA PEP PGE

BBC BBZ BLI CFL CPA EFH IDM JPR KRI KZS
FINANSE INNE MCI MWT RBC SKL VIN‘

ADS BMI COG DPL EMF ETL EUR IPO JAG KCH

HANDEL KOM MON PEL TEL VST ‘
INFORMATYKA ACP ATG CDR CTC PCG SGN SME
MEDIA AGO CIA CPS IGR K2I MIT TVN

TELEKOMUNIKACJA |HWE MNI NET TPS

USLUGI INNE ATS CHS EEX FON INC ITG MVP ZST
Przemyst:
CHEMICZNY ATT CIE PCE SNS

ELEKTROMASZYNOWY | AMC BMC KPX LEN PUE RFK RLP WFM

FARMACEUTYCZNY BIO CRM EUI MIR

HOTELE I RESTAUR PLJ

LEKKI BTM LBW PRC SKT

MAT. BUDOWLANYCH | ARM BRK CNG IZO MCR RSE TIN

METALOWY ALC BRS CZP FER FSG HTM IPX KGH OBL STP
MOTORYZACYINY GCN

PALIWOWY LWB LTS OIL PGN

SPOZYWCZY ALM COL GRL KER MAK MSO PBF

TWORZYWA SZTUCZNE | EEF ERG RDL

Poszczegdlne wielkosci ryzyka dla wybranych z tej krzywej dziesigciu portfeli sa
podane w tabeli 2.

Okazuje sie, ze przy przyjeciu takiego samego poziomu stopy zwrotu na podstawie
préb bootstrapowych jesteSmy w stanie uzyskac ,,lepszy” portfel ze wzgledu na funk-
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Expected Retumn
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Rysunek 1. Ryzyko i stopa zwrotu dla portfeli efektywnych wyznaczonych klasycznie
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Rysunek 2. Ryzyko i stopa zwrotu dla portfeli efektywnych wyznaczonych z préb bootstrapowych

cje celu. Poprzez zastosowanie takiej symulacji uzyskujemy udzialy poszczegélnych
akcji w portfelu, ktére zapewniaja prawie 20-krotnie mniejszg wariancje (czyli okofo
4-krotnie nizsze ryzyko) niz w przypadku udzialéw otrzymanych metoda klasyczna.
Rezultat taki jest zgodny z wecze$niejszymi sugestiami Michaud’a (1998), ktory zapro-
ponowal procedure wyznaczania wag dla portfela optymalnego i stwierdzil, ze prowadzi
ona do lepszego rozmieszczenia aktywéw, ktore jednoczesnie jest pokrewne wynikom
metody klasycznej opartej na przeszlych obserwacjach. Przedstawiona w pracy Mil-
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Tabela 2.
Stopa zwrotu i ryzyko zwigzane z portfelami ,,opfacalnymi”

Ryzyko portfela
Stopa z proby Z préb
zZwrotu empirycznej bootstrapowych
0,0001 0,0071 0,0003
0,0004 0,0073 0,0003
0,0009 0,0080 0,0003
0,0013 0,0092 0,0004
0,0018 0,0109 0,0005
0,0023 0,0130 0,0006
0,0027 0,0155 0,0007
0,0032 0,0190 0,0008
0,0037 0,0245 0,0010
0,0041 0,0434 0,0018

haud’a (1998) procedura wykorzystywata zalezno§¢ miedzy ryzykiem a stopa zwrotu,
a wagi byly wyznaczane dla r6znych warto$ci sktonnosci do podejmowania ryzyka.
Ostateczne rezultaty prowadzily do portfeli o lepszych parametrach niz te uzyskane
metoda klasyczna. Mozna zatem stwierdzié, ze stosujac proby bootstrapowe dostajemy
portfele, dla ktérych oszacowana wariancja ma mniejszg warto$¢. Szczegdtowe wyniki
zamieszczone sg w tabeli 3.

Podano sktad 5 przyktadowych portfeli efektywnych o zadanej stopie zwrotu. Spo-
§réd 150 spotek wzietych pod uwage w sklad portfela najbardziej rozbudowanego,
jednoczesnie portfela o najmniejszym ryzyku weszlo ponad 35 spétek, a portfela o
najwyzszej z rozwazanych stép zwrotu ponad 19 spétek. W tabeli pominieto spéiki,
ktérych udzialy byly mniejsze niz 0,1%. Zgodnie z teorig, ryzyko zmniejsza si¢ juz po-
przez samg dywersyfikacje portfela, co jest zgodne z prezentowanymi wynikami, gdyz
im mniejsze jest ryzyko zwigzane z danym portfelem, tym wigcej spdétek wchodzi w
sktad portfela.

W prezentowanych portfelach, dla pierwszego z nich najwigksze udzialy maja spot-
ki CEZ, PGN i TPS. Analizujac poszczegdlne udzialy spétek zauwazamy réznice nie
tylko w warto$ciach wag, ale réwniez w samym sktadzie. W portfelach dla najnizszej
stopy zwrotu 32 sktadowe z 35 spétek wchodzacych w ich skiad sg te same. Jednak
ich udzialy sa inne. Spétki ALC, EMF i CFL zostaly wykluczone z portfela przez
optymalizacj¢ na podstawie préb bootstrapowych, a znalazty sie w portfelu wyznaczo-
nym klasycznie z wagami kolejno 2%, 1,% oraz 0,2%. Dla portfeli o stopie zwrotu
0,4% réznice miedzy dwoma uzyskanymi innymi metodami sa zdecydowanie wigksze.
Portfel klasyczny sktada sie tylko z 28 skfadowych, natomiast drugi z nich ma ich 32.
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W zaleznos$ci od sposobu wyznaczania portfela najwigksze udzialy ma spétka CEZ
oraz TPS a w przypadku préb bootstrapowych TEL. 22 spétki sg sktadowymi dwéch
portfeli jednoczes$nie, ale ich udzialy znacznie si¢ réznig. Dla kolejnych trzech stép
zwrotu wnioski sg analogiczne. Spétki o najwiekszych udziatach to kolejno CEZ, ITG
i TPS a dla ostatniego ITG i EEX. Konstrukcja tych portfeli jest wigc inna. Réznica
polega nie tylko na doborze wag, ale réwniez na samym sktadzie poszczegdlnych
portfeli. Dotyczy to zaréwno metody jak i zalozonej wartosci stopy zwrotu. Poniewaz
jednak wiekszos$¢ spoétek wechodzacych w skiad poszczegdlnych portfeli jest taka sama,
mozna powiedziec, ze portfele te sa pokrewne.

Dokfadna analiza udzialéw procentowych poszczegélnych spétek w polgczeniu
z analizg ich kondycji finansowej i stop zwrotu zostala pominigta, gdyz nie byta ona
celem tej pracy.

4. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono mozliwosci zastosowania bootstrapu do analizy portfelo-
wej. Okazuje si¢, ze przy pomocy prostej symulacji bootstrapowej mozna skonstruowac
dla zadanego poziomu stopy zwrotu portfel, z ktérym zwigzane bedzie duzo mniejsze
ryzyko niz w przypadku zastosowania metody klasycznej. Sktady portfeli uzyskanych
dwoma sposobami sg inne. Wigkszos$¢ spétek wchodzi w ich sktad w obu przypadkach,
ale ich udziaty procentowe (wagi) r6znig si¢ miedzy sobg. Z uwagi na prawie 4-krotnie
mniejszg warto$¢ ryzyka zwigzang z portfelem uzyskanym dzieki zastosowaniu préb
bootstrapowych, metoda ta moze by¢ rekomendowana jako alternatywny sposéb roz-
wigzywania problemu optymalizacji portfela. Jednak nalezy pamigtac, ze dla inwesto-
ra ryzyko nie jest jedynym kryterium w podejmowaniu decyzji inwestycyjnych. Aby
wnioskowaé o rzeczywistej przewadze portfeli bootstrapowych nad ich klasycznymi
odpowiednikami, zostaly przeSledzone realizacje stép zwrotu dla uzyskanych portfeli.
Wyniki przedstawia tabela 4. Okazuje sie, ze konstrukcja portfeli za pomoca metody
bootstrapowej w poréwnaniu z klasyczng nie zapewnia zawsze wigkszej stopy zwrotu,
tym samym nie mozna stwierdzi¢ jednoznacznie, ze metoda ta jest z punktu widzenia
inwestora efektywniejsza od metody klasycznej. W obu przypadkach uzyskane dzienne
stopy zwrotu byly zazwyczaj nizsze od zatozonych. Jednak nalezy zwréci¢ uwage, ze
portfele uzyskane za pomocg symulacji sg z zalozenia obarczone mniejszym ryzykiem,
co jest dla inwestora asekuranta niewagtpliwg zaletg tej metody. Wymaga ona jednak
specjalnego oprogramowania lub uzycia specjalnych funkcji, co moze stanowi¢ pewne
utrudnienie w stosunku do metody klasycznej.
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ZASTOSOWANIE METODY BOOTSTRAPOWE] W ANALIZIE PORTFELOWE]
Streszczenie

Celem artykulu jest zastosowanie metodologii bootstrapu do poprawy rozwigzania zadania opty-
malizacji portfela akcji wedlug modelu Markowitza. Zakladajac, ze stopy zwrotu i macierz wariancji-
kowariancji sa znane, w modelu minimalizuje si¢ ryzyko wariancyjno-kowariancyjne przy spetnieniu,
m.in. warunku osiggniecia oczekiwanej lub zalozonej stopy zwrotu z portfela akcji. Klasyczna metoda
Markowitza i jej wersja bootstrapowa daja odmienne rezultaty. W artykule oméwiono portfele uzyskane
na podstawie danych empirycznych i danych w postaci préb bootstrapowych losowanych zwrotnie oraz
dokonano analizy r6znic migdzy nimi. Dane empiryczne dotyczg stéop zwrotu dla akcji Gieldy Papie-
réw Wartosciowych w Warszawie (GPW). Okazuje si¢, ze zastosowanie losowych préb bootstrapowych
pozwala uzyskaé portfel o mniejszym ryzyku niz w przypadku portfela otrzymanego klasyczng metoda
Markowitza.

Stowa kluczowe: metody bootstrapowe, analiza portfelowa
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APPLICATION OF BOOTSTRAP METHOD FOR PORTFOLIO ANALYSIS

Abstract

This paper presents Markowitz’s mean-variance portfolio optymalization theory with and without
bootstrap simulations. It is assumed that means and covariances of the assets returns are known and the
variance with respect to a fixed expected return is minimized. It is concluded that there are significant
differences between portfolios with and without bootstrap method and that the resampling data leads to
asset allocations that are less risky. This methodology is applied in the Warsaw Stock Exchange.

Key words: bootstrap simulations, portfolio analysis



