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1. WPROWADZENIE

Klasyczne podejscie do analizy portfelowej — analiza warto$¢ $rednia-ryzyko —
zostalo zapoczatkowane przez Markowitza (1952, 1959). Jego prace byly pierwszym
uporzadkowanym opisem problemu inwestora — dazenia do jak najwyzszego zysku
przy mozliwie niskim ryzyku. Podejscie to jest obecnie powszechnie stosowane w
finansach — przede wszystkim ze wzgledu na intuicyjno$¢ rozumowania. W kolejnych
latach doczekato si¢ ono wielu rozszerzen i dodatkowych analiz. W niniejszym arty-
kule oméwiono pewng modyfikacje modeli rynku opisanych przez Blacka (1972) oraz
Tobina (1958, 1965). Obydwa modele dopuszczajg nieograniczong krétkg sprzedaz. W
modelu Blacka zaktada si¢ ponadto brak waloréw pozbawionych ryzyka, zmodyfiko-
wany model Tobina przyjmuje natomiast wystgpowanie jednego waloru pozbawionego
ryzyka.

Do rozwoju powyzszych modeli w znaczacy sposéb przyczynit si¢ Merton (1972).
Przeprowadzit on doktadne matematyczne rozumowanie, ktére doprowadzito do otrzy-
mania wzoréw opisujgcych portfele minimalnego ryzyka i portfele efektywne w kaz-
dym z tych modeli. Ponadto scharakteryzowal granice minimalne i efektywne w mo-
delach. Analogiczng analiz¢ przeprowadzit Marc C. Steinbach (2001).

Jak sugerowat Markowitz (1959), w miejsce odchylenia standardowego mozna sto-
sowac inne miary. W swojej pracy poréwnal podejscie oparte na odchyleniu standardo-
wym z szeregiem miar (semiwariancja, oczekiwang strata, oczekiwanym absolutnym
odchyleniem, prawdopodobienistwem straty, maksymalna strata), wskazal na istotnie
lepsze rezultaty uzyskiwane przy stosowaniu odchylenia standardowego.

W niniejszym artykule jako alternatywna miar¢ do odchylenia standardowego sto-
suje VaR. Koncepcja wykorzystania takiej miary ryzyka do analizy wartos¢ $rednia-
ryzyko po raz pierwszy zostata zaproponowana przez Baumola (1963). Zwrécil on
uwage na fakt, ze stosowanie odchylenia standardowego jako miary ryzyka moze pro-
wadzi¢ do odrzucania inwestycji o bardzo wysokich stopach zwrotu a jednocze$nie
wysokim ryzyku. Zauwazyl jednoczesnie, ze inwestycje te mogg by¢ stosunkowo bez-
pieczne, gdy stopa zwrotu jest odpowiednio duza. Skonstruowal wigc nowg miarg
wyznaczang jako £ — Ko (nie nazywajac jej jednak Value at Risk), zwracajac uwage

! Praca powstala na podstawie (Sleszyriska-Potomska, 2008).
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na jej zalety w poréwnaniu z odchyleniem standardowym. Tak skonstruowana miara
znacznie ogranicza zbidr portfeli efektywnych, a co za tym idzie upraszcza decyzje,
jaka musi podjaé inwestor. Oczywista wada jest natomiast konieczno$¢ podjecia juz
na poczatku decyzji o wartosci statej K, ktéra odzwierciedla stosunek inwestora do
ryzyka. W kolejnych latach wykorzystanie Value at Risk jako miary ryzyka stato si¢
dos¢ popularne. Pojawily si¢ tez kolejne miary, bedace modyfikacja Value at Risk (por.
Rockafellar, Uryasev, 1999).

Poréwnanie szeregu modeli analizy portfelowej zbudowanych w oparciu o VaR
jako miare ryzyka przeprowadzili Alexander i Baptista (2002) oraz Giorgi (2002).
Skupili si¢ na matematycznych wlasnosciach tych modeli. Poréwnanie zbioru portfeli
efektywnych dla ryzyka mierzonego przy pomocy VaR, CVaR oraz o przeprowadzi-
li takze Gaivoronski i Pflug (2004-2005). Nie zajmowali si¢ jednak matematyczng
analizg majaca na celu wyznaczenie granicy efektywnej. Skupili si¢ na wykorzysta-
niu danych historycznych do wyznaczenia efektywnych portfeli minimalnego ryzyka.
Podobne analizy zawieraja réwniez prace innych autoréw, jak na przyktad Consigli
(2002), Charpentier i Oulidi (2007).

Niniejszy artykul rézni si¢ od dotychczasowych prac badawczych podejmowanych
w tym temacie przede wszystkim tym, ze wszystkie pojecia zostaly precyzyjnie zde-
finiowane, a wszystkie lematy i twierdzenia udowodnione. Pozwolifo to na analize
rezultatéw oraz poréwnanie portfeli minimalnego ryzyka i portfeli efektywnych przy
podejsciu E—o i E-VaR. Wyznaczono ponadto wzory opisujace granice minimalng
przy stosowaniu podejScia E—VaR oraz zwrécono uwage na jej zwiazek z granica
minimalng modelu E—o.

Doktadna analiza modelu E-V aR zostata przeprowadzona dla stép zwrotu o rozkfa-
dzie normalnym. Wykorzystano i poszerzono rezultaty prac Mertona (1972), De Giorgi
(2002) oraz Alexander, Baptista (2002). W odréznieniu od pracy Alexander, Baptista
(2002) zwrécono dodatkowo uwage na powigzania pomi¢dzy modelami E—o i E—
VaR wynikajace z analitycznych wiasciwosci krzywych opisujacych granice minimal-
ne. Rozpatrzono ponadto model, ktérego nie omoéwili Alexander, Baptista (2002) —
zmodyfikowany model Tobina. Inaczej niz De Giorgi (2002) i Alexander, Baptista
(2002) zwrdécono uwage na geometryczny aspekt modeli oraz powigzan miedzy nimi.
Duze znaczenie ma tutaj fakt, ze granica minimalna w modelu standardowym jest
hiperbola, a wektor (E, VaR) dla stép zwrotu o rozkiadzie normalnym jest obrazem
przy przeksztalceniu afinicznym wektora (E, o).

W calej analizie przyjeto, ze stopy zwrotu majg wielowymiarowy rozktad normal-
ny. Réwniez Rockafellar, Uryasev (1999), Alexander, Baptista (2002) i De Giorgi (2002)
przyjmowali takie zatozenie. Jak zauwazajg Alexander i Baptista (2002), szereg analiz
potwierdza, ze estymacja VaR przy zalozeniu normalno$ci daje dobra aproksymacje
historycznego VaR.

W dalszej czesci artykutu oméwiono kolejno model E-VaR bez waloréw pozba-
wionych ryzyka oraz z jednym walorem pozbawionym ryzyka. Ponadto w zatgcznikach
zostaly sformutowane twierdzenia dla modeli E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka
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oraz z jednym takim walorem, ktére sa wykorzystywane w czasie analizy modelu
E-VaR.

2. MODEL E-VaR BEZ WALOROW POZBAWIONYCH RYZYKA

Zat6ézmy, ze na rynku dostepnych jest k > 2 waloréw ryzykownych i nie wystepuja
walory pozbawione ryzyka, a wektor stop zwrotu z dostepnych waloréw ma wielowy-
miarowy rozktad normalny o wartoSci oczekiwanej u oraz wariancji X. Macierz X jest
dodatnio okreslona, natomiast wektor u nie jest réwnolegly do wektora jednostkowego.

R=(Ry,...R), R~N (X)), (D
M= (/'ll’ ---nuk)Ta M /H e = (1$ sees I)T s (2)
z= (O-ij)lsi,jsk’ x>0 3)
Niech:
Pz{xeRk;eTx: 1} 4)

bedzie zbiorem portfeli dopuszczalnych, gdzie:
X = (X1, s X0, )

(x; oznacza udziat w portfelu i-tego waloru). Przyjmujemy, ze na rynku jest dopusz-
czalna nieograniczona krétka sprzedaz, dlatego x; moze przyjmowac wartosci ujemne.
Dla kazdego portfela dopuszczalnego x mozna wyznaczy¢ wartos¢ Srednig:

E(x)=ER"x) = u"x (6)
oraz odchylenie standardowe:
o(x) = c(RTx) = VxTx. (7)
Przy powyzszych zatozeniach mamy:
il;}[))E (x) = +o00, }cgE (x) = —c0. (8)

Dla potrzeb modelu E-VaR, w oparciu o warto$¢ Srednig i odchylenie standardowe,
wyznaczymy Value at Risk portfela przy poziomie ufnosci ¢, okreslajace jego ryzyko.
W tym celu przyjmujemy oznaczenia:

L — zmienna losowa okreslajaca strat¢ wartoSci instrumentu finansowego lub port-
fela instrumentéw, jaka moze nastgpi¢ na koricu okresu inwestycyjnego,

¢ — liczba z przedzialu (0,1) okreslajaca poziom ufnosci inwestora.

Wtedy zgodnie z definicja Value ar Risk:

VaR,. (L) = inf {x € R; P(L < x) > ¢} = ¢ (L),
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gdzie g, (L) jest dolnym c-kwantylem zmiennej L%. Dla L ~ N (u, ) zachodzi zatem:
VaR.(L) = —E(L) + to(L).

Niech teraz L = Yy — Y, gdzie Yy > O jest kapitalem poczatkowym, a Y kapitatem
koncowym inwestora. Wtedy L = —RY). Przyjmujac teraz, ze R ~ N (u, X) i korzystajac
z wlasnosci VaR dostaniemy:

VaR.(L) = q;(-RYy) = Yoq; (—R) = Yo (—p + c®7'(c)).

Nie tracac ogélnosci dalszych rozwazan mozna przyjaé, ze Yo = 1. Zatem VaR dla
stép zwrotu o rozktadzie N (u,X) jest zadany rownaniem VaR.(R) = —u + a®7 ! (¢).
Dla modelu opartego na zatozeniach (1) — (8) mozna wiec zapisaé VaR jako:

V(x) = VaR.(x) = —E(x) + to(x), )
gdzie:
t=0"'(c)e(0,00) dlace (% 1). (10)

Przy tak zdefiniowanym ryzyku dla modelu mozna wprowadzi¢ szereg definicji analo-
gicznych do definicji z podejscia standardowego (zalgcznik 1).

Definicja 2.1. Odwzorowaniem Markowitza w plaszczyzne (V, E) nazywamy prze-
ksztatcenie:
MY P> RXR (11)

takie, ze:

v MY (x) = (V(x), E(x)" . (12)

Definicja 2.2. Zbiorem mozliwosci na ptaszczyznie (V, E) nazywamy zbior wszyst-
kich par uporzadkowanych (warto$¢ zagrozona, oczekiwana stopa zwrotu), jakie mozna
otrzymac, wybierajac dowolny portfel dopuszczalny. Mozemy zatem zapisac:

oV =M"(P). (13)
Definicja 2.3. Portfel x jest efektywny w sensie E-VaR wtedy, gdy nie istnieje x” € P
taki, ze:

{ E()2EQ { E(x')> E(x) 04

V(x)<V(x) V) <Vx) '
Definicja 2.4. Granicg efektywng w sensie E—VaR zbioru mozliwosci P nazwiemy

zbiér wszystkich punktéw zbioru mozliwosci na ptaszczyznie (V, E) reprezentujacych
portfele efektywne. Bedziemy ja oznaczaé jako F X

2 Przypominamy, Ze dolny a-kwantyl zmiennej X jest to liczba q, taka, ze
q, =inf{xeR;P(X <x)>al}.
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Definicja 2.5. Niech E € R.

1. Portfelem minimalnego VaR nazwiemy portfel x(‘)/ minimalizujacy VaR.

2. Kazdy portfel x minimalizujacy VaR dla pewnej oczekiwanej stopy zwrotu E na-
zywamy portfelem wzglednie minimalnego VaR.

Definicja 2.6. Obraz wszystkich portfeli wzglednie minimalnego VaR przy odwzoro-

waniu Markowitza nazywamy granicg minimalng FXlin. Obraz portfela x € P nalezy

do granicy minimalnej E-VaR wtedy, gdy dla pewnego E € R x jest rozwiazaniem

problemu:

{ minV (x)
xeP (15)
E(x)=E.

Lemat 2.1. Dla kazdego E € R portfel x jest portfelem minimalnego VaR dla oczeki-
wanej stopy zwrotu E wtedy i tylko wtedy, gdy x jest portfelem minimalnego o dla tej
oczekiwanej stopy zwrotu. To uzasadnia nazwanie prostej krytycznej w modelu E—o
bez waloréw pozbawionych ryzyka prosta krytyczng w modelu E-VaR bez waloréw
pozbawionych ryzyka.
Dowdd.

Zgodnie z definicja 2.6 oraz wzorem (9) szukamy portfeli rozwigzujacych problem:

. 0 .
min (—E (x) + t0 (x)) = —~E+¢ min (0 (x)),
xeP xeP
Ex)=E Ex)=E
czyli poszukujemy portfeli o0 minimalnym odchyleniu standardowym, a zatem mini-
malnym ryzyku w sensie E—o.
O

Warto zauwazy¢, ze VaR zadany réwnaniem (9) jest liniowg funkcja E oraz o.
Granica minimalna na plaszczyznie (V, E) jest zatem obrazem przy przeksztalceniu
afinicznym granicy minimalnej na ptaszczyznie (o, E). Z twierdzenia Mertona [por.
twierdzenie 1 w zalaczniku 1] wynika, ze granica minimalna w modelu E—o bez
waloréw pozbawionych ryzyka jest hiperbola o réwnaniu:>

, CE®*-2AE+B
= 5 .
Podstawiajac do wzoru (16) warto§¢ o wyznaczona ze wzoru (9) w zaleznoSci od

V otrzymujemy réwnanie galezi hiperboli, ktdra stanowi granice minimalng dla modelu
E-VaR:

o (16)

2 E_éz
W+ B Gk Y -
c c?

3 Warto tutaj zwrécié¢ uwage, ze D>0. Z dodatniej okreslonosci macierzy X! oraz zatozenia (2)
mamy: (uA — eB)" 7! (uA — eB) > 0, co po przemnozeniu daje: BD > 0. B > 0 (z dodatniej okreslonosci
> zatem D > 0.
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W analogiczny sposéb otrzymujemy réwnania asymptot (korzystajac ze wzoru (6)

z zalacznika 1):
D D
EltF /= |=tEytVy/—=. 18
( F 4 C 0E V4 C (18)

(S

Rysunek 1. Granice minimalne w modelu E-VaR dla réznych wartosci c¢. Krzywa przecinajaca o§ E

E

1
(linia prosta) odpowiada przypadkowi, gdy ¢ — 5 Strzatki wskazujg kierunek wzrostu ¢

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Warto zwréci¢ uwage na kilka faktéw zwigzanych z Value at Risk portfela przy

1
réznych poziomach ufnosci (por. Alexander, Baptista, 2002). Dla ¢ dazacego do 3
mamy:
vV limV (x) = lina Vx)=-Ex). (19)
t—

xeP c—>%

Poszukiwanie portfeli minimalnego ryzyka w modelu E-VaR jest zatem przy pozio-

mie ufnosci dazacym do = réwnowazne maksymalizowaniu oczekiwanej stopy zwrotu

z portfela. Granica minimalna na ptaszczyznie (V, E) be¢dzie natomiast linig prostg
o nachyleniu —1.
Inaczej wyglada minimalizacja ryzyka dla ¢ dazacego do 1:

Y limV (x) = lim V (x) = +o0, (20)
xeP c—1 t—+0c0
\% -E
v lim V& = lim ( x) + O'()C)) =0 (x). 21
xeP c—1 t t—+o00 t

W przypadku bardzo wysokiego poziomu ufnosci wplyw wartosci oczekiwanej stopy
zwrotu portfela na warto$¢ ryzyka maleje. Granice minimalne dla réznych pozioméw
ufno$ci przedstawia rysunek 1.

Zgodnie z lematem 2.1, portfele wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E-VaR
sg identyczne z portfelami wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E—o. Nie ma
natomiast takiego powigzania pomigdzy portfelami minimalnego ryzyka, mozna jednak
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zauwazy¢ inng prawidtowos¢ (por. Alexander, Baptista, 2002). Niech x(‘)/ oznacza portfel
minimalnego VaR, o ile taki istnieje. Prawdziwy jest nastepujacy lemat.

Lemat 2.2. Jesli portfel x(‘)/ istnieje, to jest on efektywny w sensie E—o.
Dowdd

Przypusémy, ze x(‘)/ istnieje i nie jest E—o efektywny. Zgodnie z definicjg portfela
efektywnego w sensie E—o- mamy wtedy:

{E(x)zE(x(‘)/) y { E(x) > E(x})

O'(x)<o'(x(‘)/) O'(X)SO’(XX) ’

Mnozac pierwszg nieréwnos¢ przez (—1), a druga przez ¢, a nastepnie dodajac stronami,
otrzymujemy:
—E(x)+to(x) < —E(x(‘)/) +10'(x(‘)/),

co oznacza V (x) <V (x(‘)/ ), zatem x(‘)/ nie jest portfelem minimalnego VaR.

O

W przypadku modelu stosujacego odchylenie standardowe jako miare ryzyka, port-
fel minimalnego ryzyka zawsze istnieje [por. twierdzenie 2 w zalaczniku 1]. Na rysunku
1, przedstawiajgcym przyktadowe granice minimalne dla modelu E-VaR, wida¢ nato-
miast, ze dla pewnych wartosci c taki portfel moze nie istnie¢. Wynika to z konstrukcji
miary ryzyka, jaka jest VaR. Gdy poruszamy si¢ wzdluz granicy minimalnej E—o,
napotykamy na dwa efekty oddziatujgce na wartoS¢ VaR. Pierwszy efekt, to wplyw
wartosci o7, a drugi to wpltyw wartosci E. Gdy warto§¢ poziomu ufnosci ¢ jest zbyt
niska, efekt wartoSci Sredniej ma na tyle duzy wptyw na warto$¢ VaR, ze problem mi-
nimalizacji ryzyka moze nie mie¢ rozwigzania. Ponizsze twierdzenie (por. Alexander,
Baptista, 2002) opisuje warunki, dla ktérych x(‘)/ istnieje.

Twierdzenie 2.1. Niech A, B, C, D, g, h zadane tak jak w twierdzeniu Mertona
(zatacznik 1, réwnania (2), (4), (5)). Wtedy:
1. Portfel minimalnego VaR istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy:

D

> O —1. 22
¢ ( C] (22)

2. Jesli portfel minimalnego VaR istnieje, to jego warto$¢ oczekiwana wynosi:

A D
Ey=E(x)==+ ———. (23)
bi)=c cVCr-D
3. VaR portfela minimalnego VaR wynosi:
? A D

Vo=V v =1 _— =t ——]. 24
o=Vi) = (C c«/cﬂ—D) ey
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4. Portfel minimalnego VaR jest zadany réwnaniem:

A D
xp=g+h|=+ —m—]. 25
el ) =
Dowdd
1. Pokazemy, ze warunek (22) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na istnienie
portfela minimalnego VaR. Wykazmy najpierw ponizsza uwage:
(*) Jezeli x € P, to x jest portfelem minimalnego VaR wtedy i tylko wtedy, gdy
x minimalizuje funkcje V obcietg do zbioru portfeli E—o efektywnych.
Wynika ona bezposrednio z lematu 2.2 oraz faktu, ze dla kazdego z € P istnieje
portfel E—o efektywny taki, ze:

V(iE)<V(©). (26)

Mozliwe sg dwa przypadki. Zaté6zmy najpierw, ze dla portfela z € P istnieje portfel
efektywny 7’ taki, ze E (z) = E (z"). Oczywiscie portfel z7 ma wtedy nizsze odchylenie
standardowe niz portfel z, zatem zachodzi (26). Przyjmijmy teraz, ze dla portfela z € P
istnieje portfel nieefektywny z” taki, ze E (z) = E (z”). Portfel z”” ma nizsze odchylenie
standardowe niz portfel z, zatem zachodzi:

V(E)<V(@. (27

Dla portfela z”” istnieje portfel efektywny z” taki, ze o (z) = o (z') oraz E (7’) = E ('),
zatem:
V() <V(). (28)

Z nieréwnosci (27) i (28) mamy zatem (26).
Niech x bedzie dowolnym portfelem E—o efektywnym. Zatem x spelnia [por. lemat
1 w zatgczniku 1]:

@ (E- %)2

T D =1. (29)
C Cc?
E(x) > 2 30)
(1) >~ 31)
-1

Przeksztalcajac rdwnanie (29) otrzymujemy:

2
g((]a'z(x)— 1)=(E(x)—%) .
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A
Z nieréwnosci (31) wynika, ze Co?(x) - 1 > 0, natomiast z lematu 2.2 E (x) > Vo
zatem pierwiastkujac obie strony powyzszej nieréwnosci mamy:
D 1 A
— o2 —— |+ —=—=E . 32
CTOT (x) C) c-EW (32)
Szukamy portfela minimalnego ryzyka, zatem zgodnie z uwaga (*) chcemy rozwigzaé
problem:
D 1 A
minV (x) = min 1= (x) - =+ =|+1t0X)|.
x€eP C C C
xeP
O(x)€eF,

Zauwazmy najpierw, ze zgodnie z nieréwnoscig (31), warto$¢ liczby podpierwiastkowej

we wzorze opisujacym V (x) nie jest ujemna, zatem pochodna T jest dobrze okreSlona
o

1
dla o # —:
Ve

D
av _. '
dO'_ 1‘

"0-2_6

SprawdZmy, czy portfel minimalnego ryzyka w sensie E—o (xy) moze by¢ portfelem
minimalnego ryzyka w sensie E-VaR. Zauwazmy, ze:

D
. 14 . TAcC
Iim —= lim |t - —— = —09,
a—a% dO' a—a% ’0_2 _ é

zatem xo nie rozwigzuje problemu minimalizacyjnego. Zachodzi wiec:

1
2
——=#0. 33
o Ci 33)

W celu znalezienia punktu minimalnego V, znajdZmy punkt zerowania pochodne;j.

D
av_ o )
2 _ 1

t
C

do /O_ 1
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Aby rozwigzanie istnialo konieczne jest zatem, aby ¢ > rok co jest rownowazne

|D
temu, ze ¢ > d)( E] Wtedy:

% % &
o = () =z (34)
. ) D
pod warunkiem, ze: ¢ > @ cl

Kolejnym krokiem dowodu bedzie pokazanie, ze powyzszy warunek jest takze

d*v [D
warunkiem dostatecznym. W tym celu, wyznaczmy drugg pochodng T2’ gdy t > ol
o

[1
> 4/ —=. Mamy:
oraz o C amy
1 D
v Ty¢c

do? (02_ %)%

> 0. (35)

Minimalizowana funkcja jest zatem wypukla, gdy spetniony jest warunek (22). Posiada
wigc jedno minimum w punkcie zerowania si¢ pierwszej pochodnej. Co koriczy dowdd
punktu pierwszego.

2. Korzystajac z dowodu punktu 1. wiemy, ze odchylenie standardowe dla portfela
minimalnego VaR jest zadane réwnaniem (34). Wtedy warto$¢ oczekiwana wynosi
(zgodnie z (32)):

A D
Ey=E(xy)==+———. 36
0 =E)=C cVCZ-D e

3. Korzystajac z (34) i (36) otrzymujemy VaR portfela minimalnego VaR zadany
rownaniem (24).

4. Portfel minimalnego VaR nalezy do granicy minimalnej w sensie £ — o, zatem
zgodnie z twierdzeniem Mertona spelnia x(‘)/ =g+ hE(‘)/ . Podstawiajac (36), otrzy-
mamy teze.

O

Twierdzenie 2.1 pokazuje, ze w przypadku stosowania podejscia E-VaR, nalezy by¢
ostroznym przy wyborze poziomu ufnosci. Dla zbyt matych ¢ portfel minimalizujacy
VaR moze w ogdle nie istnie¢. Wynika to z tego, ze przeksztalcenie afiniczne F,
wF Xlin dla zbyt niskich wartosci ¢ powoduje, ze gérna gataz hiperboli staje si¢ wypukla.

Kolejnym etapem analizy bedzie wyznaczenie warunkéw gwarantujgcych istnienie
portfeli efektywnych w sensie E-VaR (por. Alexander, Baptista, 2002).
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\
w
Rysunek 2. Pewne przypadki postaci granicy minimalnej w modelu E-VaR bez waloréw pozbawionych

ryzyka dla ¢ < (I)[ﬂg]

Zrédio: Opracowanie wlasne.

_— —Vak

Twierdzenie 2.2.
o D . . .
1. Jeslic>® cl to x € P jest E-VaR efektywny wtedy i tylko wtedy, gdy jego

obraz nalezy do F V {E(x)>E (x(‘)/ )

min

D
2. Jeslic< O cl to portfel E-VaR efektywny nie istnieje.

Dowdd
1. Niech MV (x) € Fr‘r/lin' Wtedy z lematu 2.1, twierdzenia Mertona oraz wzoru (9)
wynika, ze:
A\2
1 C(Em-2)
o= \=+—5
C D
zatem:

c D
Granica minimalna jest wykresem funkcji:

C(Ex) - 4)
V(x):t¢l+M—E(x).

A 2
V(E) =1 1+C(E_E) E, ECR 37)
\cC D ’ '
Zauwazmy, 7e:
dv E-%)5
d—Ezt@—l, EeR. (38)
c(e-)’
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av d*V

To i twierdzenie 2.1 dajg JE | g=gy = 0. Ponadto dla E € R ma miejsce 152 > 0. Stad
wynika, ze V jest $cisle wypukla funkcja E, osiagajaca minimum dla E!, co daje teze
(rysunek 3).

|D
2. Z zatozenia wynika, ze t < ok Wtedy przy oznaczeniach z dowodu punktu 1.

dv
oraz z (37) i (38) otrzymujemy E (E) <0, E €R. Przeto V jest SciSle malejaca
funkcjg E, wigc nie istnieje portfel efektywny (rysunek 2).

O

Warunek konieczny istnienia portfeli E-VaR efektywnych jest zatem taki sam, jak

warunek konieczny istnienia portfela minimalnego VaR. Warto jeszcze zwrécié uwagg,
ze:
Uwaga 2.1. Jesli portfel minimalnego VaR istnieje, to jego obraz przy odwzorowaniu M
i M nakrzywych F, i F) lezy powyzej (070, Eo) i (V (x0) » Eo) (co wynika bezposrednio
z twierdzenia 2.1). Oznacza to, ze portfel xo nie jest efektywny w sensie E-VaR
(rysunek 3).

E~

MY

I '\'nll{
Rysunek 3. Granica minimalna (ozn. linig ciagla i przerywana) i granica efektywna (ozn. linig ciagla)

D
w modelu E-VaR bez waloréw pozbawionych ryzyka dla ¢ > ® ( A / E) iVy>0

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Warto zauwazyC, ze wraz ze zwigkszaniem poziomu ufnosci c, xg bedzie zbiegat
do portfela xy, poniewaz:

lim £ (x}) = lim A, Db \_A
e =inlct cvemn) " c

Natychmiastowym wnioskiem jest nastepujacy lemat (por. Alexander, Baptista, 2002):

= L. (39)
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Lemat 2.3. Zbi6r portfeli E-VaR efektywnych jest podzbiorem wlasciwym zbioru port-
feli E—o efektywnych dla ¢ < 1. Natomiast w granicy, gdy ¢ — 1, zbiory te pokrywaja
sie.

Dowdd

D
Zgodnie z twierdzeniem 2.2 dla ¢ < @ C portfele E-VaR efektywne nie istnieja.
Zbioér portfeli E-VaR efektywnych, jako zbiér pusty, jest zatem podzbiorem zbioru

D
portfeli E—o efektywnych. Dla ¢ > © Pl (zgodnie z twierdzeniem 2.2) wiemy, ze

portfel jest efektywny w sensie E-VaR wtedy i tylko wtedy, gdy M" (x) € FX1in oraz
E(x)>E (x(‘)/ )

Na mocy uwagi 2.1 x¢ nie jest E-VaR efektywny. Zbior portfeli E-VaR efektyw-
nych jest zatem podzbiorem zbioru portfeli £ — o efektywnych. Dla ¢ — 1 zachodzi
natomiast rownos¢ (39), zatem zbiory te pokryja si¢ w granicy. o

Zastosowanie VaR jako miary ryzyka prowadzi zatem do zmniejszania zbioru
portfeli efektywnych w poréwnaniu z kryterium £ — 0. Ponadto ma miejsce:

lim  E(x))= +co. (40)
e E )

Nalezy by¢ ostroznym przy wyborze poziomu ufnosci. Zbyt niski poziom c sprawia, ze
warto$¢ oczekiwana ma znaczaco wigkszy wptyw na warto$¢ VaR niz o. Minimalizujgc
VaR wybieramy wtedy portfel z wysokg wartoScig oczekiwang oraz wysokim o.

3. MODEL E-VaR Z WALOREM POZBAWIONYM RYZYKA

Utrzymujac oznaczenia i definicje z czgdci 1 przyjmijmy, ze poza walorami ryzy-
kownymi dostepny jest jeden walor pozbawiony ryzyka (tzn. taki, dla ktérego o = 0).
Mamy wtedy:

R:(/J()aR)a RNNOI?Z)’ (41)
= (o, u")', plf e, (42)

_ 0 0
) :[ 0 s ) (43)

Przyjmijmy ponadto rozszerzong definicje zbioru dopuszczalnego, x; to udzial w port-
felu waloru pozbawionego ryzyka.

P:{feRk”;eT)Z:l}, (44)

gdzie:
X = (xb, xT)T . 45)
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Dla kazdego portfela dopuszczalnego x mozemy wyznaczy¢ odpowiednio wartos$¢ Sred-
nig, odchylenie standardowe oraz Value at Risk:

E®=E(R"5)=4"% (46)

o (%) = U(RT)Z) = VilTZx = VxTZx 47)
Vx)=-EX)+to(x)=—-E((X)+to(x). (48)

Gléwne pojecia w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka sa zdefiniowanie
dla x € P analogicznie, jak w modelu z czesci 2:

e odwzorowanie Markowitza M" : P — R, x R odpowiada definicji 2.1,
e zbiér mozliwosci OV~ definicji 2.2,

e portfel efektywny w sensie E-VaR — definicji 2.3,

e granica efektywna F! — definicji 2.4,

e portfel wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E-VaR — definicji 2.5,
e granica minimalna F Xlin — definicji 2.6.

Ponadto mamy:
supE (¥) = +oo, infE (¥) = —c0.
xeP xep
W przypadku wystgpowania na rynku waloru pozbawionego ryzyka, granica minimalna

E-VaR jest wyznaczana w analogiczny sposéb jak w modelu bez waloru pozbawionego
ryzyka. Zachodzi zatem analogiczny lemat do lematu 2.1.

Lemat 3.1. Dla kazdego E € R portfel x jest portfelem minimalnego VaR dla danej
oczekiwanej stopy zwrotu E wtedy i tylko wtedy, gdy x jest portfelem minimalne-
go o dla tej oczekiwanej stopy zwrotu E. To uzasadnia nazwanie prostej krytycznej
w modelu E—o z walorem pozbawionym ryzyka prostg krytyczng w modelu E-VaR
z walorem pozbawionym ryzyka.

Korzystajgc z tego, ze VaR portfela wyznaczamy jako liniowe przeksztalcenie E
i o, granica minimalna F r‘:lin na plaszczyznie (V, E) bedzie obrazem przy przeksztat-
ceniu afinicznym granicy Fp;, na plaszczyznie (o, E). Zgodnie z lematem 1.4 oraz
wzorem opisujacym granice minimalna Fp;, [por. twierdzenie 4 w zataczniku 2], obraz
portfela nalezy do granicy minimalnej F Xlin wtedy i tylko wtedy, gdy jego odchylenie
standardowe speinia réwnanie:

7 (E) = E-mwl  per (49)

\/B — 2Au0 + Ci2
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Podstawiajac w miejsce o warto§¢ wyznaczona w oparciu o V (ze wzoru (9)), mamy
(gdzie x jest portfelem wzglednie minimalnego ryzyka w modelu E-VaR z walorem
pozbawionym ryzyka):

{E () ol = E (¥) \[B — 24 + Cii}

V(x) =
\/B — 2Aug + Cpi2

Granica minimalna w plaszczyZznie (VaR, E) dla modelu z walorem pozbawionym
ryzyka jest obrazem przy odwzorowaniu afinicznym granicy minimalnej Fp,;, w plasz-
czyznie (o, E). Prawdziwe jest zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Obraz portfela x przy odwzorowaniu Markowitza nalezy do granicy
minimalnej F¥. wtedy i tylko wtedy, gdy:

min

E (%) (t - \/B —2Auy + C,u(z)) — Uy

\|B = 2Auy + Cu2
V(%) = 0

E (%) (—t - \/B ~2Aug + C,u(z)) + 1o

gdy E (X) = po

(50)

, gdy E (%) < .

\/B — 2Aug + Cpi2
Uwaga 3.1. W modelu bez waloréw pozbawionych ryzyka portfele efektywne istniaty

|D
tylko wtedy, gdy ¢ > CD( E) Réwniez dla modelu z walorem pozbawionym ryzyka

warunkiem koniecznym do istnienia portfeli efektywnych jest odpowiednio duze c.

Twierdzenie 3.2.

1. Dla ¢t > \/B —2Auo + C,ué portfel jest E-VaR efektywny w modelu z walorem

pozbawionym ryzyka wtedy i tylko wtedy, gdy jest £ — o efektywny w modelu
z walorem pozbawionym ryzyka (rysunek 4).

2. Dlar< \/B - 2Aup + C,u(z) nie istniejg portfele E-VaR efektywne w modelu z wa-
lorem pozbawionym ryzyka (rysunek 5).

Dowod

1. Niecht > \/B -2Auy +C /,1(2), wtedy gérna potprosta z F Xﬁn ma nachylenie dodatnie
do osi E, a dolna ujemne (z twierdzenia 3.1). Zatem gérna dominuje dolng, przeto
FY jest gérng pétprosta z F). . Zgodnie z lematem 3.1 — obraz portfela przy
odwzorowaniu M" (x) lezy na gérnej potprostej F. wtedy i tylko wtedy, gdy przy

odwzorowaniu M (x) nalezy do gérnej pétprostej Finin, a zatem granicy efektywnej

F..
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2. Z zalozenia i twierdzenia 3.1 wynika, ze obie pSiproste z F Xlin maja nachylenie
niedodatnie do osi E. Mozliwe jest zatem ciagte niezwickszanie ryzyka przy jed-

noczesnym zwiekszaniu stopy zwrotu. Nie istnieje wigc portfel efektywny.

Nalk

Rysunek 4. Granica minimalna (ozn. linig ciagla i przerywana) i granica efektywna (ozn. linig ciagla)
w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka dla r > /B — 2Au, + C,u(z) ipg>0

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

T \ v
_VaR

Rysunek 5. Pewne przypadki postaci granicy minimalnej w modelu E-VaR z walorem pozbawionym

ryzyka dla t < \|B = 2Auo + Cpj i pto > 0

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Kolejnym etapem analizy w modelu z walorem pozbawionym ryzyka jest wyzna-
czenie portfela stycznego. W przypadku modelu E-VaR zachodzi nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 3.3 Niech A, B, C, D zadane wzorami (2), Ey- warto$¢ oczekiwana portfela

minimalnego o w modelu bez waloréw pozbawionych ryzyka (zadane wzorem (9)).

Wtedy:

1. Jezeli uy = Ey, to prosta krytyczna w modelu E-VaR z walorem pozbawionym
ryzyka nie zawiera portfeli dopuszczalnych w modelu E-VaR bez waloréw po-
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zbawionych ryzyka. Pélproste wyznaczajace F I‘;in sq asymptotami galezi hiperboli
F r‘r/lin:

At Vv D
E = + —. 51
c(i=D) 1= Vb VC ey

2. Jezeli ug # Ey, to:
a) Prosta krytyczna w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka przeci-
na zbiér P w dokfadnie jednym punkcie. Nazywamy go punktem stycznym
w modelu E-VaR i oznaczamy przez x, .

b) MY (xtv ) spelnia:

B() = ame. (52)
B —2Aug + Cuf — E (x) ) 1A = Cuol
v(x¥)=t\/ po O - Bt G (53)

|A = Cpol

¢) Ta z pétprostych F). . ktéra zawiera M" (x:/ ) jest w tym punkcie styczna do
Fr‘rllin'

d) Jesli yuy < Ep oraz t > \/B —2Auo + Cy(z), to x} jest portfelem efektywnym w
modelu E£-VaR z walorem pozbawionym ryzyka oraz bez waloru pozbawionego
ryzyka.

Dowdd
1. oraz 2a. Wynika bezposrednio z uwagi, ze prosta krytyczna w modelu E-VaR bez
waloréw pozbawionych ryzyka (z walorem pozbawionym ryzyka) jest identyczna

z prostg krytyczng w modelu E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka (z walorem

pozbawionym ryzyka).

2b. Zgodnie z twierdzeniem 7 [zalgcznik 2] oraz punktem 2a niniejszego twierdzenia,
warto$é oczekiwana oraz wariancja portfela x| spetniaja:

E( v)_ B — Apg

A= Cuo’
N IB - 2Au, + Cud
= . 54
()= " em o9

Podstawiajgc do rownania (54) o wyznaczone w zaleznosci od V otrzymamy punkt
2b. niniejszego twierdzenia.

2c. Wynika z twierdzenia 7 [zalacznik 2] i z uwagi, ze styczno$¢ zachowuje si¢ przy
wzajemnie jednoznacznych przeksztalceniach afinicznych.
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2d. Efektywnos¢ portfela x; w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka wy-
nika z twierdzenia 3.2.1 i twierdzenia 7 [zalgcznik 2]. Portfel ten bedzie natomiast
efektywny w modelu E-VaR bez waloru pozbawionego ryzyka, gdy jego oczeki-
wana stopa zwrotu spetnia nier6wnosc:

A D
EX)>E ==+ ——"F
C c+vcir-D

Korzystajgc ze wzoru (52) i wyznaczajac roznice £ (xt)—E(‘)/ otrzymamy po krétkich
przeksztatceniach:

(55)

B-Auy A D

— >0.
A=Cuo C c+vcr2-D

Zatem portfel x) jest efektywny w sensie E-VaR bez waloru pozbawionego ryzyka.

E(x,)-EJ] =

O

4. PODSUMOWANIE

W pracy poréwnano standardowe podejscie do problemu alokacji, opierajgce si¢ na
odchyleniu standardowym jako mierze ryzyka, z podejSciem nowym, stosujagcym Value
at Risk. Szereg wprowadzonych definicji oraz twierdzefi pozwolil zauwazyé zwiazki
pomiedzy modelami E—o i E-VaR. Zauwazono, ze stosowanie VaR jako miary ryzyka
zmniejsza zbiér portfeli efektywnych. Przyjecie zbyt niskiego poziomu ufnosci do
wyznaczania VaR moze nawet prowadzi¢ do braku rozwigzania problemu alokacji.
Ponadto wykorzystanie Value at Risk w przypadku modeli bez waloréw pozbawionych
ryzyka prowadzi do wyboru portfela o nieznacznie wyzszym odchyleniu standardowym
oraz znaczgco wyzszej oczekiwanej stopie zwrotu.

Wybér pomigdzy VaR a o nie ma natomiast wplywu na rozwiazanie problemu
alokacji w przypadku wystepowania waloru pozbawionego ryzyka, pod warunkiem
przyjecia odpowiednio duzego poziomu ufnoSci. Portfel styczny w modelu E-o i
E-VaR jest taki sam. W przypadku, gdy oczekiwana stopa zwrotu dla portfela mi-
nimalnego ryzyka w modelu E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka jest wyzsza od
oczekiwanej stopy zwrotu waloru pozbawionego ryzyka, portfel styczny jest efektywny
w modelu E—o. Bedzie on takze efektywny w modelu E-VaR, przy odpowiednio duzej
wartos$ci c¢. Przyjecie zbyt niskiego poziomu ufnos$ci moze natomiast doprowadzi¢ do
sytuacji, w ktorej portfel efektywny w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka
nie bedzie istniat. Portfel styczny w modelu E—o bedzie wtedy efektywny, natomiast w
modelu E-VaR nieefektywny. W przypadku, gdy oczekiwana stopa zwrotu dla waloru
pozbawionego ryzyka bedzie wyzsza od oczekiwanej stopy zwrotu w modelu E—o
bez waloréw pozbawionych ryzyka, portfel styczny bedzie nieefektywny zaréwno dla
modelu opartego na VaR, jak i na 0. Gdy stopy te bedg réwne, portfel styczny w obu
modelach nie bedzie istnial.
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Przedmiotem dalszej analizy moze by¢ poréwnanie modeli E—o i E-VaR dla stép
zwrotu o rozkladzie innym nizZ normalny. Interesujace jest zbadanie jaki wptyw na
rozwigzanie problemu alokacji ma przyjmowanie staloSci wariancji w czasie i sza-
cowanie jej na podstawie danych historycznych. Analizy przeprowadzane dla WGPW
(Egert, Koubaa, 2004; Fiszeder, 2003; Fiszeder, Bruzda, 2001; Shields, 1997; Sleszyr’l—
ska, 2006, 2007) wskazujg na wystgpowanie dla niej zaréwno efektéw grupowania
wariancji, efektow asymetrii, jak i szerokich efektow przenikania wariancji, informacji
i stép zwrotu. Przyjmowanie staloSci wariancji w czasie pomija te efekty, co z kolei
ma znaczacy wplyw na warto$¢ oczekiwanej stopy zwrotu z wybranego w procesie
analizy portfela. Warto zbadad, jakie sa skutki zastosowania do wyznaczania macierzy
kowariancji modeli ekonometrii finansowe;.

Ipsos Research Sp. z o.o.

LITERATURA

[1] Alexander G.J., Baptista A.M., (2002), Economic Implications of Using a Mean-Var Model For
Portfolio Selection: A Comparison With Mean-Variance Analysis, Journal of Economic Dynamics
& Control, 26 (7-8), 1159-1193.

[2] Alexander G.J., Francis J.C., (1986), Portfolio Analysis, PRENTICE-HALL, 1159-1193.

[3] Baumol W.J., (1963), An Expected Gain-Confidence Limit Criterion For Portfolio Selection, Ma-
nagement Science, 10 (1), 174-182.

[4] Black F., (1972), Capital Market Equilibrium With Restricted Borrowing, The Journal of Business
45 (3), 444-455.

[5] Charpentier A., Oulidi A., (2009), Estimating Allocations For Value-At-Risk Portfolio Optimization,
Mathematical Methods of Operations Research.

[6] Consigli G., (2002), Tail Estimation And Mean-VaR Portfolio Selection In Markets Subject To
Financial Instability, Journal of Banking & Finance, 26, 1355-1382.

[7] Egert B., Koubaa Y., (2004), Modeling Stock Returns In The G-7 And In Selected CEE Economies:
A Non-linear GARCH Approach, William Davidson Institute Working Paper Number 663.

[8] Fiszeder P., Bruzda J., (2001), Badanie zaleznosci pomiedzy indeksami gietdowymi na GPW w
Warszawie — analiza wielorownaniowych modeli GARCH, Prace Naukowe Akademii Ekonomiczne;j
we Wroctawiu, 890, 110-122.

[9] Fiszeder P., (2003), Zastosowanie modeli GARCH w analizie proceséw obserwowanych na GPW w
Warszawie oraz wybranych rynkach akcji na swiecie. Metody ilo§ciowe w naukach ekonomicznych,
Trzecie Warsztaty Doktorskie z Zakresu Ekonometrii i Statystyki, 11-33.

[10] Gaivoronski A.A., Pflug G., (2004-2005), Value-at-Risk in Portfolio Optimization: Properties and
Computational Approach, Journal of Risk, 7, 1-31.

[11] De Giorgi E., (2002), A Note on Portfolio Selection under Various Risk Measures, Institute for
Empirical Research in Economics — IEW Working Papers, 122.

[12] Markowitz H., (1952), Portfolio Selection, The Journal of Finance, 7, 77-91.

[13] Markowitz H., (1959), Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments, John Wiley, New
York.

[14] Merton R.C., (1972), An Analytic Derivation Of The Efficient Portfolio Frontier, Journal of Financial
and Quantitative Analysis, 7 (4), 1851-1872.

[15] Rockafellar R.T., Uryasev S., (1999), Optimization of Conditional Value-at-Risk, Working Paper.
University of Washington and University of Florida.



O analizie portfelowej wartos¢ srednia — wartosc¢ zagrozona 405

[16] Shields K.K., (1997), Stock Return Volatility On Emerging Eastern European Markets, University
of Leicester. The Manchester School Supplement, 118-138.

[17] Steinbach M.C., (2001), Markowitz Revisited: Mean-Variance Models in Financial Portfolio Ana-
lysis, Society for Industrial and Applied Mathematics, 43 (1), 31-85.

[18] Sleszyﬁska A., (2006), Asymetryczne modele GARCH dla stop zwrotu indeksu WIG w latach 1995-
2005, Praca licencjacka pod kierunkiem dr Wojciecha Grabowskiego. WNE UW.

[19] Sleszyiiska A., (2007), Wykorzystanie wieloréwnaniowych modeli GARCH-BEKK do analizy efek-
tow przenikania wystepujgcych pomiedzy polskimi indeksami gietdowymi, Praca magisterska pod
kierunkiem dr Wojciecha Grabowskiego. WNE UW.

[20] Sleszyiiska-Potomska A., (2008), O analizie portfelowej wartos¢ Srednia — warto$¢ zagrozona, Praca
magisterska pod kierunkiem dr hab. Karola Krzyzewskiego. WMIM UW.

[21] Tobin J.E., (1958), Liguidity Preference as Behaviour Towards Risk, Review of Economic Studies,
25, 65-86.

[22] Tobin J.E., (1965), The Theory of Portfolio Selection w Hahn F.H. and Brechling F. P. R., The
Theory of Interest Rates, Macmillan, Londyn, 3-51.

ZALACZNIK 1. MODEL E-o BEZ WALOROW POZBAWIONYCH RYZYKA

Tak jak w czgsci 2 zaktadamy, ze na rynku dostepnych jest k& > 2 waloréw ry-
zykownych i nie wystepuja walory pozbawione ryzyka. Przyjmujemy ponadto, ze na
rynku dopuszczalna jest nieograniczona krétka sprzedaz. Dodatkowo spetnione sg za-
fozenia (1) — (8). Model z takimi zatozeniami, w ktérym za miare ryzyka przyjmuje si¢
odchylenie standardowe, nazywany jest w literaturze modelem Blacka (Black, 1972).
Doktadny opis modelu, wraz z dowodami zamieszczonych ponizej twierdzen znajduje
sic w pracy Sleszynskiej-Polomskiej (2008). Definicje odwzorowania Markowitza M w
plaszczyzne (o, E), zbioru mozliwosci O na plaszczyznie (o, E), portfela efektywnego
w sensie E—o, granicy efektywnej F, w sensie E—o, portfela minimalnego o x, portfeli
wzglednie minimalnego o, granicy minimalnej F,j, w sensie E—o sa analogiczne do
definicji 2.1 — 2.6 z czgsci 2.

Twierdzenie 1. (Mertona). (por. Rockafellar, Uryasev, 1999) Obraz portfela x przy
odwzorowaniu Markowitza nalezy do granicy minimalnej wtedy i tylko wtedy, gdy:

o (E@- ol

1 D =1, (0
c cz
gdzie:
A=e's ', B=p"s'u, C=¢"s7'e, D=BC-A%. ()
Ponadto x dane jest wzorem:
x=hE+g, 3)
gdzie:
g= 5 (B(x"e)-A(xw)), )
h= %(C (z7'u) - A(ze)). (5)
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Jest to tak zwana prosta krytyczna.
Uwaga 1. Warto zauwazy¢, ze wzor (1) charakteryzujacy pary (o, E) nalezace do
granicy minimalnej jest rownaniem gat¢zi hiperboli. Asymptoty tej hiperboli zadane

sg réwnaniem:
D
E=Eyxo E (6)

Lemat 1. Granica efektywna F, jest gorng galezia hiperboli o réwnaniu

2 (E@-2)

L
C c?

A jedynymi portfelami efektywnymi sa x zadane réwnaniem (3), gdzie E > E. Jest
to tak zwana pétprosta krytyczna.
Twierdzenie 2. W modelu E — o bez waloréw pozbawionych ryzyka portfel:

> le
0T ©
jest jedynym portfelem minimalnego ryzyka. Ponadto:
e*z—l

E(xo) = Eog = ==~ )

X le

1

o (x0) =00 = (10)

VeTxTe

ZALACZNIK 2. MODEL E-o Z WALOREM POZBAWIONYM RYZYKA

Model Blacka rozszerzony o zalozenie o wystepowaniu jednego waloru pozba-
wionego ryzyka nazywany jest czesto w literaturze zmodyfikowanym modelem Tobina
(Tobin, 1958, 1965; Alexander, Francis, 1986). Dokladny opis tego modelu wraz z
dowodami zamieszczonych ponizej twierdzefi mozna znalezé w pracy Sleszyiiskiej-
Potomskiej (2008). Definicje odwzorowania Markowitza M : P — R, X R, zbioru
mozliwosci O, portfela efektywnego w sensie E—or, granicy efektywnej F,, portfela
wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E—c-, granicy minimalnej Fn;, sa analogiczne
do definicji tych poje¢ dla modelu E-VaR.

Twierdzenie 3. Portfel ¥ = (x;,,xT)T jest portfelem wzglednie minimalnego ryzyka
wtedy i tylko wtedy, gdy:

_(E® )T = poe)

, 11)
(u — poe)" T71 (u — poe) (



O analizie portfelowej wartos¢ srednia — wartosc¢ zagrozona 407

_ B—Au—(A-Cp) E(X)
B —2u0A + C,u%

Xp (12)
gdzie A, B, C zadane jak w twierdzeniu 1. Jest to tak zwana prosta krytyczna.
Twierdzenie 4. Obraz portfeli minimalnego ryzyka z twierdzenia 3 przy odwzorowaniu
Markowitza daje granice minimalng F;, taka, ze:
E—
F(E) =Tl peg (13)
B~ 24 +Ciz

Twierdzenie 5. Granica efektywna F, jest gérng z pétprostych wyznaczajacych Fp,,
a jedynymi portfelami efektywnymi sg x zadane réwnaniem (11), gdzie E > ug. Jest
to tak zwana potprosta krytyczna.

Twierdzenie 6. Zbidr mozliwosci na plaszczyZnie (o, E) mozna opisaé jako:

O ={(0,E) € (R, XR);E € RA in (E) < 0} (14)
Twierdzenie 7. Niech E, bedzie wartosciag oczekiwana portfela minimalnego ryzyka
w modelu E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka.

1. Jezeli uy = Ey, to prosta krytyczna w modelu E—o z walorem pozbawionym ryzyka
nie zawiera portfeli dopuszczalnych z modelu E-o bez waloréw pozbawionych
ryzyka. Plproste wyznaczajace F;, sa asymptotami gatezi hiperboli Fyp:

A D
E=240,2. 1
c*I\Nc (15

2. Jezeli ug # Ey, to prosta krytyczna w modelu E—o z walorem pozbawionym ryzyka
przecina zbiér P w doktadnie jednym punkcie:

_ I (- poe)

o A-Cp

Jest to tak zwany portfel styczny. Jego obraz przy odwzorowaniu Markowitza spetnia:

(16)

B — Ao

E(xf) = A—Cﬂo’

a7

\/B — 24y + Ci
o(x;) = . (18)
’ |A = Cpol
Ta z pétprostych z F i, ktéra zawiera M (x,) jest w tym punkcie styczna do Fpp.
Ponadto, jesli uy < Ey, to x; jest portfelem efektywnym wzgledem o w modelu E—o
bez waloréw pozbawionych ryzyka.
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O ANALIZIE PORTFELOWEJ WARTOSC SREDNIA — WARTOSC ZAGROZONA
Streszczenie

Praca dotyczy analizy portfelowej, w ktorej ryzyko jest mierzone wartoscig zagrozong (VaR), a wek-
tor stép zwrotu waloréw ryzykownych ma rozkltad normalny. Przy zatozeniu, ze krétka sprzedaz waloréw
ryzykownych jest dopuszczalna zbadano przypadki, gdy nie ma waloru pozbawionego ryzyka i gdy taki
walor istnieje. Przeanalizowano model Blacka i zmodyfikowany model Tobina, stosujgc VaR jako miare
ryzyka. Oméwiono podobieristwa i réznice mi¢dzy modelami stosujagcymi odchylenie standardowe jako
miare ryzyka, a tymi stosujacymi VaR. Zwrécono uwage na fakt, ze od poziomu ufno$ci przyjmowane-
go do wyznaczania VaR zalezy istnienie portfeli efektywnych. Wyniki uzyskane dla modelu z walorem
bezryzykownym i miarg ryzyka VaR nie wystepuja w literaturze.

Stowa kluczowe: warto$¢ zagrozona (VaR), analiza portfelowa, model E-VaR bez waloréw bezry-
zykownych, model E-VaR z walorem bezryzykownym

ON MEAN - VALUE AT RISK PORTFOLIO ANALYSIS

Abstract

The article concerns portfolio analysis where risk is measured by value at risk (VaR) assuming that the
returns are normally distributed and short-selling of risky securities has no limitations. Two models have
been analysed: one with the assumption that no risk-free security exists in the economy, another assuming
just one risk-free security. An analysis of Black Model and Modified Tobin Model has been carried out
using VaR as the measure of risk. Models with VaR as a measure of risk and standard deviation as measure
of risk have been compared. It is shown that, depending on the confidence level used to calculate VaR, an
efficient portfolio might not exist. The results for the model with one risk-free asset and VaR as a measure
of risk have not been published before and are the original contribution of this paper.

Key words: Value at Risk (VaR), portfolio analysis, E-VaR model with no risk-free assets, E-VaR
model with risk-free asset



