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1. WPROWADZENIE

Gtéwnym celem artykutu jest przedstawienie przydatnoSci metodologii modelowa-
nia dwupoziomowego w zastosowaniach spoteczno-ekonomicznych. Tak wigc w pierw-
szej czgSci opracowania przedstawione zostang etapy komplikowania klasycznego mo-
delu regresji liniowej oraz wybrane kryteria oceny poprawy jego dopasowania. W cze-
Sci drugiej przedstawiony zostanie przykiad zastosowania opisanej metodologii do sza-
cowania liczby oséb pracujacych w przekroju powiatéw.

W pierwszej kolejnosci oméwione zostang etapy tworzenia funkcji regresji opar-
tej na danych o strukturze dwupoziomowej. Punktem wyjscia bedzie klasyczny mo-
del regresji liniowej nieuwzgledniajacy dwupoziomowej struktury danych. W etapie
koincowym zaprezentowany zostanie model uwzgledniajgcy wplyw losowego wyra-
zu wolnego oraz losowych wspéiczynnikéw, zaleznych od zmiennych objasniajacych
z drugiego poziomu. Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze forma koicowego modelu
dwupoziomowego jest zazwyczaj taka sama dla dostepnych w literaturze opracowan
(por. Raudenbush, Bryk, 2002; Weziak, 2007; Bliese, 2012), jednak zaobserwowac
mozna rézne podejScia w stopniowym komplikowaniu modelu. Wediug jednego z po-
dej$¢ zmienne objasniajgce z drugiego poziomu zostajg dolgczone do modelu przed
zmiennymi obja$niajacymi z poziomu pierwszego (por. Klimanek, 2003; Raudenbush,
Bryk, 2002). W niniejszym opracowaniu oméwiono natomiast podejscie, w ktérym
najpierw dodaje si¢ zmienne objaSniajace z poziomu pierwszego (por. Bliese, 2012;
Twisk, 2010). Taki spos6b postgpowania uznano za bardziej intuicyjny i lepiej odpo-
wiadajacy sytuacjom rzeczywistym.

Stopniowe komplikowanie modelu ma na celu unikni¢cie uwzglednianie losowego
charakteru parametréw modelu, jezeli nie poprawia w istotny sposéb dopasowania
modelu do konkretnych danych rzeczywistych. W zwigzku z tym omodwiono takze
kilka wybranych kryteriow pozwalajacych oceni¢ poprawe jakos$ci oszacowania mo-
delu w poréwnaniu z modelem prostszym (z poprzedniego etapu). W zastosowaniach
praktycznych nalezy po kazdej komplikacji modelu zweryfikowac, czy wprowadzona
zmiana w sposéb istotny poprawifa jako$¢ modelu. Tak wiec, jezeli stwierdzone zo-
stanie, ze realizacja ktérego$ z etapéw nie poprawia, w wymaganym przez badacza
stopniu, jako$ci modelu, nalezy ten etap poming¢ i przej$s¢ do nastepnego (np. z etapu
1 do 3). Moga réwniez wystgpi¢ sytuacje, w ktérych wprowadzenie komplikacji dla
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pewnych pozioméw poprawi precyzje szacunku w przypadku niektérych zmiennych a
w przypadku innych nie. W takim wypadku nalezy wprowadzi¢ tylko te zmiany, dzigki
ktérym uzyskano poprawe precyzji szacunku. Weryfikacja zasadno$ci wprowadzania
kolejnych komplikacji zgodnych z przedstawiang metodologia modelowania wielopo-
ziomowego jest niezwykle istotna, poniewaz niektére dane moga w rzeczywistosci nie
mie¢ struktury dwupoziomowe;j.

Warunkiem koniecznym wystepowania dwupoziomowej struktury badanej zmien-
nej jest dwupoziomowa struktura badanej populacji. Oznacza to, ze jednostki statystycz-
ne muszg dzieli¢ si¢ na skoniczong liczbe roztagcznych i pokrywajacych catg zbiorowosé
grup. Kolejnym warunkiem koniecznym jest wystepowanie zréznicowania poziomu ba-
danej zmiennej w réznych grupach. Zréznicowanie to wynika¢ moze z bezposredniej
zalezno$ci pomigdzy badang zmienng a przynaleznosScig jednostki badania do grupy.
Klasycznym podawanym w literaturze przykladem takiej sytuacji jest zréznicowanie
poziomu nauczania wynikajace zaréwno z indywidualnych zdolnosci i predyspozycji
ucznia (czynnikéw na poziomie pierwszym — jednostkowym) oraz kwalifikacji nauczy-
ciela oraz stosowanej metody nauczania (czynniki na poziomie drugim — grupowym)
(por. Hox, 2002). Jako inng przyczyne zréznicowania miedzy grupami wskazaé mozna
zalezno$ci badanej zmiennej oraz podziatu na grupy z pewng ukryta, czesto niemie-
rzalng, zmienng. Jako przykfad poda¢ mozna relacje miedzy aktywnosScia zawodowa
i stopniem rozwoju regionéw. Przestrzenne zrdznicowanie czynnikéw okreslajgcych
popyt na prace, lokalizacja zasobéw naturalnych, zaktadéw produkcyjnych, rozwdj
infrastruktury technicznej, komunikacyjnej, edukacyjnej sa istotnymi determinantami
okre$lajacymi aktywnoS$¢ ekonomiczng ludnosci obok czynnikéw charakteryzujacych
przedsigbiorczo$¢ poszczegdlnych oséb. Jezeli struktura zmiennej objasnianej spetnia
obydwa warunki konieczne; wyst¢powanie dwupoziomowej struktury populacji oraz
przestanek aby podejrzewad, ze poziom badanej zmiennej jest zréznicowany pomi¢dzy
grupami, nalezy jeszcze zweryfikowaé, czy wystepujace pomi¢dzy grupami zréznico-
wanie jest istotne na obranym poziomie istotnoSci. W tym celu zastosowaé¢ mozna np.
test analizy wariancji.

2. ALGORYTM KONSTRUKCIJI MODELU DWUPOZIOMOWEGO

W opisie konstrukcji modelu dwupoziomowego przyjeto nastepujace oznaczenia:

n — liczebnos¢ calej préby,

J — liczba grup na pierwszym poziomie (liczba jednostek na drugim poziomie),

J — indeks obserwacji wskazujacej na jej przynalezno$¢ do j-fej grupy na pierw-
szym poziomie (j =1,...,J),

J
n; — liczebno$¢ proby w j-tej grupie (Z nj =n,

j=1
i — indeks obserwacji wewnatrz j-tej grupy (i=1,...,n;),
Y;; — warto$§¢ zmienna objasnianej dla i-tej obserwacji z j-tej grupy,
P — liczba zmiennych objas$niajacych z pierwszego poziomu,
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X,ij — wartoS$¢ p-tej zmiennej objasniajacej z pierwszego poziomu dla i-fej obser-
wacji z j-tej grupy, p =1,...,P,

Q - liczba zmiennych obja$niajgcych z drugiego poziomu,

Z,; — wartoS¢ g-tej zmiennej objasniajacej z drugiego poziomu dla j-fej jednostki,
qg=1,...,0.

W omawianej metodologii modelowania dwupoziomowego przyjmuje si¢ nastepu-
jace zatozenia. Badana zmienna Y ma rozktad normalny: Y;; ~ N(a;; 0'2) ,dlaj=1,...,J,
i=1,...,n;. Nalezy interpretowac to tak, ze zaktadamy réwno$¢ wariancji zmiennej Y
w catej populacji (co mozna zweryfikowacé przy pomocy testu Bartleta) oraz réwnos¢
wartosci oczekiwanej zmiennej Y w poszczeg6lnych grupach.

Weryfikacji hipotezy o dwupoziomowej strukturze danych dokonuje si¢ przy uzy-
ciu testu analizy wariancji (por. Krzysko, 1996). Hipoteza zerowa tego testu glosi
réwno$¢ Srednich badanej zmiennej policzonych we wszystkich J grupach na pierw-
szym poziomie. Hipoteza alternatywna glosi zas, ze z J grup na pierwszym poziomie
mozna wybra¢ co najmniej dwie grupy, w ktoérych srednie policzone z wartoSci badane;j
zmiennej réznia si¢ na zadanym poziomie istotnosci.

ETAP 0 Klasyczna regresja liniowa

Celem poréwnania w pdzZniejszych etapach, wyznaczone zostaly dwie funkcje
regresji liniowej. Pierwsza funkcja, w ktérej nie uwzgledniono zadnych zmiennych
objasniajacych:

Yij=vg +rip rii~N (0;0‘5), (1)
gdzie:

Y60 — €stymator poziomu zmiennej objasnianej z pierwszego poziomu, nie uwzgled-
niajacy przynaleznosci jednostek do grupy,

rf’j~N (0;0'5) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

0'5 — wariancja reszt dla pierwszego poziomu.

W drugiej funkcji regresji jako zmienne objasniajace przyjeto zmienne z pierw-
$Zego poziomu:

P
Y,'j :780+Z(’)/20Xp,‘j)+rl}-}, rfi "’N(O;O'Z), (2)
p=1

gdzie:

7(’)’0 — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu,

rll.’j ~N (O; O'Z) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu, skiadnik
resztowy,

o — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

7’20 — wspotczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-fej zmiennej obja-
Sniajacej z pierwszego poziomu, p = /,...,P.
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W celu estymacji parametréw zamiast klasycznej metody najmniejszych kwadratéw
sugeruje si¢ raczej metode najwiekszej wiarogodnosci', co w dalszych etapach pozwala
na poréwnanie jakosci oszacowan otrzymanych przy pomocy réznych modeli.

ETAP 1 Model zerowy (null model)

W tym etapie zmienna Y;; objaSniana jest wylacznie przez przynaleznos¢ jed-
nostek z pierwszego poziomu do grup na drugim poziomie, bez uzycia zmiennych
objasniajacych. Model mozna zapisa¢ w wersji dwur6wnaniowej (dla kazdego poziomu
oddzielnie):

Na poziomie pierwszym model zapisa¢ mozna przy pomocy réwnania:

Yi=Bh+rl. rh~N(0:07), 3)
gdzie:

,8(1) ; — estymator punktowy zmiennej objasnianej dla jednostek pierwszego poziomu
nalezacych do j-tej grupy,

r{ ;~ N (0 0',2) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

0'12 — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

Na drugim poziomie model jest nastgpujacy:

I 1 1 1 o
ﬁoj =% T € €o; N(O, TOO)’ “

gdzie:
7’60 — estymator zmiennej objasnianej z drugiego poziomu,
e{) i~ N (0; T(I)O) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,
T(I)O — wariancja reszt dla drugiego poziomu,
Ogdblny model przyjmuje zatem postaé¢ (w wersji jednoréwnaniowej):

Yij = yio + €o; + 1) 5)
Poréwnanie wynikéw z liniowg funkcja regresji bez zmiennych objasniajacych pozwoli

oceni¢, czy samo uwzglednienie struktury dwupoziomowej poprawia precyzje szacun-
ku.

ETAP 2 Model z losowym wyrazem wolnym (random intercept model)

W nastepnym etapie uwzgledniony zostal wplyw przynaleznosci kazdej z jednostek
z poziomu pierwszego (/) do danej jednostki z poziomu drugiego (j), jednak tylko
w zakresie zréznicowania wyrazu wolnego. Dopuszczona zostanie zatem mozliwos¢

LW czesci opracowan naukowych uzywa sie stowa wiarygodnosé; znaczenie stéw wiarogodnosé i
wiarygodnos¢ jest takie samo.
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zréznicowania wartoSci zmiennej objasnianej z pierwszego poziomu dla réznych grup
na poziomie drugim. Zaktadamy jednak, ze nachylenie krzywej regresji pozostanie
state bez wzgledu przynalezno$¢ na poziomie drugim.

Model dla jednostek pierwszego poziomu jest nastepujacy:

+ Z ﬁ” X[?l] 1] ’ rzljl (O’ 0-[21) ’ (6)

gdzie:

,B(I)i- — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych
do j-tej grupy,

r{f ~N (0; 0'12,) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

0',2, — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

,6‘5,11 — wspdblczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-fej zmiennej obja-
$niajacej z pierwszego poziomu, p= I,...,P .

Dla jednostek drugiego poziomu model opisujg nastepujace wzory:

ﬂ(l)ﬁ = 7(1)6 + e(’);, eo ; (0 T, ) (7)

Bli=v. dlap=1,...P (8)

gdzie:

766 estymator zmiennej objasnianej z drugiego poziomu,
ey; ~ N (O; 766) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,

Too — Wariancja reszt dla drugiego poziomu (wariancja jednostek drugiego pozio-
mu),

yll,f) — wspolczynnik kierunkowy przy p-fej zmiennej z pierwszego poziomu, nie-
zalezny od jednostek drugiego poziomu, p = I,...,P .

W wersji jednoréwnaniowej model przyjmuje wigc nastepujacg postac:

Yi; = Y0 + €o; + Z YpoX pu )

Tak wyznaczony model moze by¢ traktowany jako bezposrednie rozwiniecie modelu
opisanego w etapie 1, przez dodanie zmiennych objasniajacych z pierwszego pozio-
mu. Jednak moze by¢ traktowany réwniez jako rozwinigcie modelu klasycznej regresji
liniowej ze zmiennymi objasniajagcymi z pierwszego poziomu, opisanego w etapie O.
W zwigzku z powyzszym nalezy wykazaé jego wyzszo$¢ nad oboma z nich.
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ETAP 3 Model z losowym wyrazem wolnym zaleznym od zmiennych z drugiego
poziomu

W poréwnaniu z modelem z etapu drugiego, model wzbogacony zostanie o zmien-
ne objasniajgce z drugiego poziomu. Oznacza to, ze wyraz wolny zalezy nie tylko od
przynaleznosci do grup na drugim poziomie, ale objasniany jest takze przy pomocy
zmiennych z drugiego poziomu.

Na pierwszym poziomie otrzymano zatem model opisany wzorem:

111 111 A1 111 )
Z Xpu Fij > Ty NN(O’O—III)’ (10)

gdzie:
,B’ I _ wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych

do J- tej grupy,
mr

rij (O; 0'1211) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

o7,; — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

,B’ !I' _ wsp6tczynnik kierunkowy hmowej funkcji regresji dla p-tej zmiennej obja-
éniajqce] Z pierwszego poziomu, p = 1,..

Na drugim poziomie model jest nast@pujqcy:

B! —766’+Z (0 Zai) + e+ et ~ N (0:755). (1D
Bpj =7p» dlap=1,...P (12)

gdzie:
yéé’ wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek drugiego poziomu,

e{fj’ (0;‘1’661 ) — niezalezne reszty dla drugiego poziomu,

T(I){)I — wariancja reszt dla jednostek drugiego poziomu,

yéfjl — wsp6tczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla g-fej zmiennej z dru-
giego poziomu, g = 1,...,0 ,

),11){)1 — wspolczynnik kierunkowy przy p-fej zmiennej z pierwszego poziomu, nie-
zalezny od jednostek drugiego poziomu, p = 1,...,P

Ogdblny model w wersji jednoréwnaniowej mozna zatem zapisa¢ nastepujgco:
0
1 11 11 11 Al
Yo = v + D (vl 2,) + e} + Z X ) + it (13)
g=1

Model ten jest rozwinigciem modelu z losowym wyrazem wolnym i zmiennymi ob-
jasniajgcymi z pierwszego poziomu (etap 2), przez dodanie do niego zmiennej obja-
S$niajacej z drugiego poziomu. Podobnie jak w poprzednich etapach nalezy zastosowac
procedure weryfikujacg zasadno$¢ jego zastosowania.



MoZzliwosci zastosowania modelowania dwupoziomowego w badaniach ekonomicznych 415

ETAP 4 Model z losowym wspoétczynnikiem regresji

W tym etapie dopuszczona zostanie mozliwo$¢ zréznicowania grup z drugiego
poziomu nie tylko ze wzgledu na poziom szacowanej zmiennej, ale réwniez ze wzgledu
na ksztalt zaleznosci pomiedzy tg zmienna a zmiennymi objasniajacymi z pierwszego
poziomu.

Tak skonstruowany model dla jednostek pierwszego poziomu opisany jest wzorem:

Z IVX[W IIJV’ r{j‘./ ~ N(O;O—IZV) , (14)

gdzie:

,B(I)y — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych
do j-tej grupy,

rf]V~N (0;0’%‘,) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,
o7, — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

B, — wspdiczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-zej zmiennej obja-
$niajacej z pierwszego poziomu, p = [,...,P .

Z kolei na drugim poziomie model opisany jest wzorami:

By =y + Z YouZoj) + el eby ~ N (0:7hy ). (15)
v v Y —
B =yl +e, e ~N(0:tyy). dlap=1,....P, (16)
gdzie:
yég wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek drugiego poziomu,
eg‘j/ (0; T(I)g ) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,

% — wariancja reszt dla drugiego poziomu,

Yoq — Wspolczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla g-fej zmiennej z dru-
giego poziomu, q = 1,...,0 ,

y% — wspdlczynnik kierunkowy dla p-fej zmiennej z pierwszego poziomu, nieza-
lezny od jednostek drugiego poziomu, p = 1,...,P

egj/- — skfadnik resztowy z drugiego poziomu dla wspéiczynnika kierunkowego
przy p-tej zmiennej z pierwszego poziomu, p = I,...,P .

Zatem ogélnym model w wersji jednoréwnaniowej mozna zapisa¢ w nastepujacy

sposob:
Qo
_ v v v
Yij =%Yoo + Z (VOqu + e()j + Z ypO + epj P”) I a7
=1

Dla kazdej zmiennej objasniajacej z pierwszego poziomu nalezy sprawdzié, czy uwzgled-
nienie losowego charakteru jej wspétczynnika kierunkowego w sposéb istotny poprawia
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jako$¢ modelu w poréwnaniu z modelem bez losowych wspétczynnikéw kierunkowych
(etap 3). W dalszych rozwazaniach nalezy przyja¢ model rozszerzony o losowos¢ tylko
tych z wspétczynnikéw kierunkowych, w przypadku ktérych uwzglednienie losowego
charakteru poprawia jako§¢ modelu.

ETAP 5 Model z losowym wspélczynnikiem regresji zaleznym od zmiennych z dru-
giego poziomu

W modelu regresji liniowej dla losowego wyrazu wolnego oraz losowego wspol-
czynnika kierunkowego objasnianego przy uzyciu zmiennych objasniajacych z drugie-
go poziomu uwzglednia si¢ mozliwo$¢ wplywu przynaleznosci do jednostki drugie-
go poziomu tak na poziom jak i ksztalt zaleznosSci pomiedzy szacowana zmienng a
zmiennymi objasniajacymi z pierwszego poziomu. Dodatkowo objasnia si¢ zmienno$¢
szacowanej cechy na poziomie pierwszym przy pomocy zmiennych okreslonych na po-
ziomie drugim. Tak wigc przyjmuje si¢, ze wspolczynniki kierunkowe dla zmiennych
objasniajacych z pierwszego poziomu nie tylko réznig si¢ zaleznie od przynaleznosci
do jednostek z drugiego poziomu, ale sg objasniane przez zmienne z drugiego poziomu.

Model dla jednostek pierwszego poziomu jest nastepujacy:

,
Yy =By + Z (BY Xpij) + e 1~ N(0:03). (18)

p=1

gdzie:

,B(‘)/ ; — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych
do j-tej grupy,

rlyj ~ N (0;0"2,) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu, 0"2, -
wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

,B’Xj — wspdlczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-tej zmiennej obja-
Sniajacej z pierwszego poziomu, p = /,...,P .

Na drugim poziomie model jest nastgpujacy:

Y
By =00+ D (WuZai) + ety ey~ N (0:7%). (19)

B =i+ > (VieZai) +ehyn en;~N(07),), dlap=1,...,P,  (20)

gdzie:
7’(‘)/0 — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek drugiego poziomu,
eg i~ N (0; T(‘)/O) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,

Vv . . . .
Too — wariancja reszt dla drugiego poziomu,
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y(‘)/ ;, — Wspofczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla g-rej zmiennej z dru-

giego poziomu, g = 1,...,0 ,

7;7/0 — wyraz wolny liniowej funkcji regresji objasniajacej warto$¢ wspdiczynnikow
kierunkowych z pierwszego poziomu dla p-tej zmiennej, p = I,...,P ,

yl‘,/q — wspdlczynnik kierunkowy ¢-tej zmiennej z drugiego poziomu w liniowej
funkcji regresji objasniajacej warto$¢ wspdlczynnika kierunkowego p-tej zmiennej z
pierwszego poziomu, p =1,...,P ,q=1,...,0,
egj — sktadnik resztowy z drugiego poziomu we wspétczynniku kierunkowym dla
p-tej zmiennej z pierwszego poziomu, p = 1,...,P

T]\,/p — wariancja skfadnika resztowego z drugiego poziomu we wspélczynniku kie-
runkowym dla p-fej zmiennej z pierwszego poziomu, p = /,...,P .

W wersji jednoréwnaniowej model przyjmuje postaé:

Y P Y
Y= 7’(‘)/0 + Z (y(‘)/quj) + e(‘)/j + Z ((7,‘:0 + Z (ququ) + ezj
g=1 p=1 g=1

W tym etapie nalezy pami¢taé, ze nie kazda zmienna z pierwszego poziomu nadaje si¢
do objasniania wybranej zmiennej z poziomu drugiego. Sytuacja taka uwarunkowana
moze by¢ tak wzgledami merytorycznymi, jak réwniez brakiem poprawy jakoSci mode-
Iu. W takim wypadku warto$¢ odpowiedniego wspétczynnika kierunkowego jest rowna
Zero (yl‘,/q = 0), tym samym g-ta zmienna z drugiego poziomu nie jest uzywana do
konstrukcji wspétczynnika kierunkowego przy p-fej zmiennej z poziomu pierwszego.

Xp,-j] +r7. 1)

3. KRYTERIA OCENY JAKOSCI DOPASOWANIA MODELU DWUPOZIOMOWEGO

3.1 FUNKCJA WIAROGODNOSCI L

Jednym z kryteriéw oceny dopasowania modelu, oraz podstawg wielu innych kry-
teridw, jest maksimum opisywanej wzorem (26) funkcji wiarogodnosci (por. Harville,
1974).
l’lJ' N 2
_n 1 i=1 ;l (Yl] - Yij)

L(Y |®, 0'2) = (2710'2) *xexp 5 « 0 s ) (22)

J

gdzie:

® — zbidr parametréw szacowanych w modelu (wsp. kierunkowe, wyraz wolny
itp.),

o — odchylenie standardowe skfadnika losowego modelu, r;; ~ N (O; (72),

Y;; — rzeczywista wartoS¢ zmiennej objasnianej,

Y | — oszacowanie zmiennej objasnianej przy pomocy rozwazanej funkcji regresji.
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Wspdtczynniki funkcji regresji tworzonej zgodnie z metoda najwigkszej wiaro-
godnosci dobierane sg tak, aby maksymalizowa¢ warto$¢ funkcji wiarogodno$ci (por.
wzOr (23)). Warunek tan mozna zapisac:

AN Lrleet)= ST L(rle.s?), 23)

gdzie:

© — oszacowanie wsp6lczynnikéw modelu wyznaczone przy pomocy metody naj-
wickszej wiarogodnosci,

k — liczba wspdtczynnikéw estymowanych w modelu.

Zazwyczaj tatwiej jest znaleZ¢ supremum logarytmu naturalnego z funkcji wiaro-
godnosci niz supremum tej funkcji. Poniewaz logarytm naturalny jest funkcjg rosngca
w cafej dziedzinie, oszacowania zbiréw szacowanych parametréw sg identyczne. Zatem
problem sprowadzi¢ mozna do znalezienia takiego oszacowania 6, aby spetniony byt
warunek:

NN mL(rles?)= L (Y [e.o?). (24)

JE e (=1

) n 1
InL(Y|0,07) = 5 * Q@) = nxln(@) = 5+ (25)
Mozna wykazaé, ze tak wyznaczone oszacowanie 0] jest identyczne z oszacowaniem
wyznaczonym przy pomocy klasycznej metody najmniejszych kwadratéw (por. Ry-
dlewski, 2009). Na podstawie warto$ci supremum [/nL (Y |@, 0'2) mozna wyznaczy¢
dodatkowo kilka wspélczynnikéw §wiadczacych o jakoSci dopasowania rozpatrywane-
go modelu do danych rzeczywistych. Cze$¢ z nich zostanie przedstawiona ponize;.

3.2 KRYTERIUM INFORMACYJNE AKAIKE’A

Pierwszym z kryteriéw opartych na funkcji wiarogodnosci jest kryterium informa-
cyjne Akaike’a (AIC) (por. wzor (26)).

AIC = -2 xIn(L)+ 2 * p, (26)

gdzie:

L — maksymalna warto$¢ funkcji wiarogodnosci modelu,

p — liczba szacowanych w modelu parametréw.

Wysoka warto$¢ funkcji wiarogodnos$ci informuje o dobrym dopasowaniu modelu.
Poniewaz nadmierny wzrost liczby zmiennych objasniajgcych uznawany jest za nieko-
rzystny, kryterium AIC uwzglednia fakt, iz zbyt duza liczba szacowanych parametrow
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obniza warto$¢ modelu. Model z minimalng warto$cig AIC jest uznawany, wedlug te-
go kryterium, za najlepiej dopasowany do danych (por. Sakamoto, Ishiguro, Kitagawa,
1986).

3.3 BAYESOWSKIE KRYTERIUM INFORMACYJNE

Kolejnym kryterium pozwalajacym oceni¢ jako$¢ dopasowania modelu jest Bay-
esowskie kryterium informacyjne (BIC). Wartos¢ jaka przyjmuje wspoétczynnik BIC
wyznacza si¢ zgodnie ze wzorem (31) (por. Schwarz, 1978).

BIC = -2« In(L) +In (n) xp, 27

gdzie:

L — maksymalna warto$¢ funkcji wiarogodnosci modelu,

n — liczba obserwacji w probie (z pierwszego poziomu),

p — liczba szacowanych w modelu parametréw.

Poréwnujac kryterium BIC z AIC, mozna stwierdzié, ze podobnie jak poprzed-
nio uwzglednia ono dodatni wplyw wysokiej wartosci funkcji wiarogodnosci modelu
oraz ujemne oddzialywanie zbyt duzej liczby szacowanych parametréw. Jednak zna-
czenie liczby szacowanych parametréw uzalezniono od liczebnosSci préby. Uznano je
za istotniejsze, gdy prdba jest liczna, a za mniej istotne, gdy préba jest mata. Poniewaz
In(74) = 2, dla sytuacji gdy liczebnos¢ proby jest wicksza badZ réwna 8, kryterium
BIC surowiej ,.karze” model za zwigkszona liczbe szacowanych parametréw niz AIC.
Oczywiscie, tak jak w przypadku kryterium AIC, za najlepszy uznawany jest model
o najmniejszym wspotczynniku BIC. Kryterium BIC jest znane réwniez jako SBC
(Kryterium Bayesowskie Schwarza).

3.4 TEST ILORAZU WIAROGODNOSCI x>

Przy pomocy testu y> poréwnuje sie jakos¢ dopasowania dwéch réznych modeli:
A oraz jego rozszerzenia B. O modelach tych zaktadamy, ze B, jako rozszerzenie A,
jest lepiej dopasowany do danych empirycznych. Weryfikacja tej hipotezy sprowadza
si¢ do sprawdzenia, czy réznica w jakoSci obu modeli jest statystycznie istotna (por.
Lin, 1997; Goldstein, 2003). Tak wiec hipoteza zerowa zaklada, ze model B nie jest
istotnie lepszy od modelu A. Natomiast hipoteza alternatywna glosi, ze wiarogodnos$¢
modelu B jest statystycznie istotnie wyzsza niz wiarogodno$¢ modelu A (por. wzoér
(28)). Odrzucenie hipotezy zerowej §wiadczy o tym, ze warto rozszerzy¢ model A do
modelu B i przyjaé¢ model B za obowigzujacy w dalszych analizach, w przypadku braku
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej nie nalezy wprowadzac rozwazanej zmiany do
modelu A i pozostawi¢ go obowigzujagcym w dalszych rozwazaniach. Uktad hipotez:

(28)

HQZO'AZO'B
H110'A>O'B
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gdzie:

o4 — odchylenie standardowe sktadnika losowego modelu A,

op — odchylenie standardowe sktadnika losowego modelu B.

W celu weryfikacji hipotezy zerowej stosuje si¢ statystyke testowg nastgpujacej
postaci:

J n; R 2 nj N 2
o 2R E 3 (T
X>= 2% InLg—2xInLy=2n In (—A) + 5 5 S 7 . (29
(o] 0 Op

gdzie:
L, — supremum funkcji wiarogodnosci w modelu A,
Lp — supremum funkcji wiarogodnosci w modelu B,
> A . . . o« 4, .
Y;; — oszacowanie zmiennej objasnianej przy pomocy modelu A,
5B . . . e . .
Y;; — oszacowanie zmiennej objasnianej przy pomocy modelu B.

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka y” opisana jest wiec wzorem:

5 5|02 - (72’
Kl = g : (30)

Mozna wykazaé, ze tak wyznaczona statystyka przy prawdziwos$ci hipotezy zerowej ma
rozktad y? z liczba stopni swobody obliczana jako réznica pomigdzy liczba parametréw
szacowanych w modelu B a liczba parametréw szacowang w modelu A:

Xl ~ X (Pp=pa), (31)

gdzie:

pa — liczba parametréw szacowanych w modelu A,

pp — liczba parametréw szacowanych w modelu B.

Obszar krytyczny stuzacy do weryfikacji powyzszej hipotezy zerowej jest naste-
pujacej postaci:

B= {Z: )(2= 2% InLp—2 * lnLA>/\I/2 (1- cx;pB—pA)} , (32)

gdzie:

a — przyjety poziom istotnosci,

x° (a; b) — warto$¢ kwantyla rozktadu y? z b stopniami swobody z prawdopodo-
bieristwa a.

W sytuacji gdy statystyka testowa przyjmuje warto$¢ nalezaca do obszaru kry-
tycznego hipoteze zerowa odrzucamy na korzysS¢ hipotezy alternatywnej. Oznacza to
iz model B charakteryzuje si¢ lepszym od modelu A dopasowaniem do danych empi-
rycznych.
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4. EMPIRYCZNA WERYFIKACJA PRZYDATNOSCI MODELU DWUPOZIOMOWEGO NA
PRZYKLADZIE ESTYMACII LICZBY PRACUJACYCH

Celem tej czgSci artykutu jest oszacowanie liczby os6b pracujacych w przekroju
powiatéw. Z uwagi na zréznicowanie badanych jednostek terytorialnych pod wzgledem
wielkoSci mierzonej liczba ludnosci, w badaniach postuzono si¢ wielkoSciami wzgled-
nymi szacujac udzial pracujgcych wsrdéd ludnoSci w wieku produkcyjnym — zmienna
objasniana (Y;;). Przyjeto zalozenie, iz tak mierzona aktywnoS¢ ekonomiczna ludnosci
w przekroju terytorialnym jest zdeterminowana, mi¢dzy innymi, poziomem rozwoju
gospodarczego regionu utozsamianego z wojewodztwem. Poprawniejsze merytorycznie
wydaje si¢ przyjecie zalozenia o zaleznoSci zréznicowania aktywnoS$ci ekonomicznej
ludno$ci zaréwno od indywidualnych predyspozycji jednostek — 0oséb (poziom pierw-
szy) oraz rozwoju gospodarczego regionu (poziom drugi). Badania takie wymagajq
jednak dostepnosci danych jednostkowych, np. z BAEL. Préba taka podjeta zostanie w
kolejnym artykule. Podjeto zatem probe konstrukcji modelu dwupoziomowego obja-
Sniajacego udziat pracujacych (Y;;) w przekroju terytorialnym z jednostka pierwszego
poziomu zdefiniowang jako powiat i grupami, czyli inaczej poziomem drugim, w posta-
ci wojewddztw. W celu uzyskania oszacowania liczby oséb pracujgcych w powiatach,
po zakonczeniu obliczen, wystarczy zmienng objasniang przemnozy¢ przez liczbe oséb
w wieku produkcyjnym.

4.1 ZMIENNE OBJASNIAJACE

Jako zmienne objasniajace na poziomie powiatéw przyjeto stosunek salda dojaz-
déw do pracy® do liczby mieszkaricow w wieku produkcyjnym (X1;;) oraz stosunek
bezrobotnych do ludnosci w wieku produkcyjnym (X;;). Jako zmienng objasniajaca
na poziomie wojewddztw przyjeto stosunek pracujgcych do ludnoSci w wieku pro-
dukcyjnym (Z;;). W celu zweryfikowania doboru zmiennych objasniajacych obliczono
wspotczynniki korelacji liniowej Pearsona kazdej z tych zmiennych ze zmienng obja-
$niang (por. tab. 1). Wspétczynniki te dla obu zmiennych objasniajacych z poziomu
pierwszego wskazuja na wystepowanie zaleznosci ze zmienng objasniang, na pozio-
mie istotnos$ci 0,01. Wspdlczynnik korelacji liniowej pomiedzy zmienna objasniang
a zmienng objasniajaca z drugiego poziomu wskazuje réwniez na wystepowanie za-
lezno$ci pomigdzy tymi zmiennymi na poziomie ufnosci zaledwie 0,01. Nalezy jed-
nak zaznaczy¢, ze zmienna objasniana okreSlona jest dla zbiorowosci powiatéw, zas
zmienna objasniajgca z drugiego poziomu dla zbiorowosci wojewddztw. W zwigzku
z tym, w celu policzenia wspdlczynnika korelacji liniowej Pearsona konieczne byto
zintegrowanie obu tych zbiorowos$ci. Zmienng z poziomu wojewddztw przeistoczono
sztucznie w zmienng okre§lona na poziomie powiatéw przypisujac kazdemu z nich
warto$¢ tej cechy odpowiadajaca wojewddztwu do ktérego dany powiat nalezal. Au-
torka §wiadoma jest niedoskonalosci takiego podejscia i w kolejnych pracach zamierza

2 Réznica pomiedzy liczba 0séb wyjezdzajacych do pracy a liczba oséb przyjezdzajacych do pracy.
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zaprezentowa¢ inny sposéb badania korelacji pomigedzy zmiennymi zdefiniowanymi na
réznych poziomach.

Dane na temat dojazdéw do pracy zaczerpnieto z opublikowanego przez Urzad
Statystyczny w Poznaniu badania na temat dojazdéw do pracy za rok 2006, oparte-
go na danych pozyskanych z zasobéw rejestréw podatkowych Ministerstwa Finanséw.
Wykorzystanie tego Zrédia zdeterminowato ustanowienie badania na rok 2006.

Tabela 1.
Wspblczynniki korelacji liniowej Pearsona pomiedzy zmienna objasniang a zmiennymi objasniajacymi

Zmi biasniai
Zmienna objasniana fienna objasmajace
X, X, Z
Y -0,775104 -0,427117 0,169644
p-value <2,2e710 <2,2¢716 0,0009734

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie danych BDL

W badaniu uwzgledniono wszystkie etapy komplikacji modelu opisane w cze-
Sci teoretycznej wraz z weryfikacjg poprawy dopasowania modelu po kazdym kroku.
Obliczenia wykonane zostaly przy pomocy biblioteki nlme® pakietu R 2.10.1. (por.
Pinheiro, Bates, 2000; Bliese, 2012).

4.2 WERYFIKACJA HIPOTEZY O DWUPOZIOMOWEJ STRUKTURZE DANYCH, INACZEJ TEST
ANALIZY WARIANCIJI

Rozwazania rozpoczete zostang od weryfikacji hipotezy, czy Sredni poziom zmien-
nej objasnianej stosunek liczby pracujacych do ludnoSci w wieku produkcyjnym w
powiatach rdzni si¢ na poziomie istotnosci 0,05 pomiedzy wojewédztwami.

Jak zauwazono wyzej, szacowana zmienna okreSlajaca stosunek pracujacych do
ludno$ci w wieku produkcyjnym zalicza si¢ do zmiennych opisujacych aktywnosé
zawodowg, ktdra jest zalezna od stopnia rozwoju, ktéry z kolei rézni si¢ w prze-
kroju wojewddztw. W zwiazku z tym réwniez Sredni poziom badanej zmiennej w
grupach powiatéw nalezacych do réznych wojewddztw rézni si¢ znacznie pomiedzy
wojewddztwami. Najnizszy Sredni poziom badanej zmienne odnotowano w powiatach
stabo rozwinigtego wojewddztwa podlaskiego, wynosit on 0,21, co znaczy, ze zatrud-
nionych bylo tam okoto 20 procent os6b w wieku produkcyjnym. Z kolei w powiatach
wojewddztwa §laskiego Sredni poziom stosunku zatrudnionych do ludnosci w wieku
produkcyjnym wynosit az 0,43, co oznacza, ze zatrudnionych bylo tam wigcej niz
jedna trzecia os6b w wieku produkcyjnym (por. rys. 1). Statystyczna istotno$¢ omo-
wionego zrdéznicowania poziomu $redniego poziomu badanej zmiennej w powiatach
réznych wojewddztw zostala zweryfikowana przy pomocy testu analizy wariancji. Na
jego podstawie mozna na poziomie istotnosci 0,05 twierdzi¢, ze wystepuje zréznicowa-

3 Nonlinear Mixed-Effects Models.
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Rysunek 1. Srednie wartosci badanej zmiennej wsréd powiatéw liczone w grupach (wojewédztwach)
Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie BDL

nie wojewddztw ze wzgledu na $rednig warto$¢ szacowanej zmiennej stosunek liczby
pracujacych do liczby os6b w wieku produkcyjnym. Upowaznia to do przyjecia zatoze-
nia o dwupoziomowej strukturze danych oraz do konstrukcji modelu dwupoziomowego
objasniajagcego wartoSci zmiennej Y;;.

4.3 KONSTRUKCJA MODELU

ETAP 0 Celem poréwnania w pdZniejszych etapach, wyznaczone zostaly dwie
funkcje regresji liniowej, pierwsza w ktérej nie uwzgledniono zadnych zmiennych
objasniajacych (dalej nazywana etap Oa):

Yy = 0,273812 4 7%, % ~ N (0;0,0108366).
(0,0054)

oraz druga, w ktérej jako zmienne objasniajace przyjeto dwie zmienne z pierwszego
poziomu (dalej nazywana etap Ob):

Yy = 0,388495 — 1, 181261 % X,;; — 0,008116 % Xo;; + 1%, 1% ~ N (0;0,003307).
(0,0087)  (0,0473) (0,0008)

Dla obu modeli obliczone zostaly wybrane miary jakosci dopasowania (por. tab. 2),
ktére beda punktem wyjscia do poréwnan w nastepnych etapach.

ETAP 1 W tym etapie zmienna Y;; objasniana jest wylacznie przez przynaleznos¢
powiatéw do wojewddztw, bez uzycia zmiennych objasniajacych. Ogélny model w
wersji jednoréwnaniowej przyjmuje postac:

Yij =0,271122 + ¢ +r{;, 1, ~ N (0;0,010033), ¢f, ~ N (0;0,000766).
(0,0087)
Poréwnanie wynikéw z liniowg funkcja regresji bez zmiennych objasniajacych pozwoli
oceni¢, czy samo uwzglednienie struktury dwupoziomowej poprawi precyzje szacunku.
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Tabela 2.
Wybrane kryteria oceny funkcji regresji liniowej
Etap Kryterium oceny
InL AIC BIC
etap Oa 313,3386 -622,6771 -614,8233
etap 0b 528,4533 -1048,907 -1033,220

Zrédto: Opracowanie wlasne

Na podstawie otrzymanych wynikéw (por. tab. 3.), w szczegdlnosci niskiego praw-
dopodobienistwa popelnienia bledu pierwszego rodzaju dla statystyki y?, oceniajacej
poprawe wiarogodnos$ci modelu w stosunku do modelu ubozszego o losowy wyraz
wolny, mozna stwierdzié, ze nastgpifa statystycznie istotna poprawa jakosci modelu.
Réwniez wybrane kryteria oceny poprawy jakosci modelu wskazujg na jego wyzszos$¢
nad modelem zwyktej regresji liniowej (por. tab. 2 i 3).

Tabela 3.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 1
oraz jego poréwnanie z etapem Oa

Kryterium oceny vs etap Oa
AIC BIC InL Chi2 p-value
etap 1 -634,5586 -622,7779 320,2793 13,88151 0,0002

Etap

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie BDL

ETAP 2 W nastepnym etapie uwzgledniony zostat wplyw przynaleznosci kazdego
z powiatéw (i) do danego wojewddztwa (), jednak tylko w zakresie wyrazu wolnego.
Oznacza to, ze dopuszcza si¢ mozliwos¢ zréznicowania powiatow w przekroju woje-
wodztw ze wzgledu na liczbe oséb pracujacych, jednak nachylenie krzywej regresji
pozostanie state dla wszystkich wojewddztw.

W postaci ogdélnej model opisany jest rGwnaniem:

Yi; = 0,380805 — 1,195488 + X;; — 0,007748 + Xo;; + eff; + /],
(0,0117)  (0,0419) (0,0008)

ril ~ N (0;0,002519), ef; ~ N (0;0,000886).

Tak wyznaczony model moze by¢ traktowany jako bezposrednie rozwinigcie modelu
opisanego w etapie 1. Polega ono na dodaniu zmiennych objasniajacych z pierwsze-
go poziomu. Model powyzszy jest réwniez rozwinigciem zwyklej regresji liniowej
z dwoma zmiennymi objasniajgcymi, opisanej w etapie Ob. Z tego wzgledu zastoso-
wano procedur¢ oceniajgcg poprawe jakosci dopasowania modelu wedlug przyjetych
kryteriéw w stosunku do obu z nich (por. tab. 4). Bardzo niskie prawdopodobienistwa
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popetnienia bledu pierwszego rodzaju w obu testach wskazuja na zdecydowana popra-
we jakoSci modelu z etapu 2 w stosunku do obu modeli prostszych. Zatem wyznaczony
w etapie drugim model bedzie punktem wyjsScia w kolejnym kroku. Pozostale kryteria
oceny jakoSci dopasowania modelu réwniez wskazuja na wyraZzng przewage modelu
opisanego w tym etapie zaréwno nad modelem z etapu Ob jak i modelem z etapu 1
(por. tab. 4 z 2 i 3).

Tabela 4.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 2
oraz jego poréwnanie z etapem Ob oraz 1
Kryterium oceny vs etap 0b vs etap 1
Etap
AIC BIC InL Chi2 p-value Chi2 p-value
etap 2 | -1116,130 | -1096,522 | 563,0648 | 69,22312 | <,0001 | 485,571 | <,0001

Zrédio: Opracowanie wlasne

ETAP 3 W poréwnaniu z modelem z etapu drugiego, model wzbogacony zosta-
fo zmienng objasniajacq stosunek liczby oséb pracujacych do liczby oséb w wieku
produkcyjnym z poziomu wojewddztw. W wersji jednoréwnaniowej zapisa¢ mozna go
jako:

Yi; = 0,218156 +0,511914 % Z;; = 1,201132 % X,;; — 0,007507 % Xp; + ef// +r/]",
(0,0524)  (0,1616) (0,0418) (0,0008)

rif ~ N (0;0,002518), ef/ ~ N (0;0,000509).

ij
Model ten jest rozwinieciem modelu z losowym wyrazem wolnym i zmiennymi ob-
jasniajacymi z poziomu powiatéw (etap 2), przez dodanie zmiennej objasniajacej z
poziomu wojewddztw. Zatem aby wprowadzenie go uznaé za zasadne, nalezy spraw-
dzié, czy jest lepszy od tego modelu. Poniewaz na poziomie istotnosci 0,0115 mozemy
twierdzi¢, ze wiarogodno$¢ modelu ze zmienng objasniajacg z drugiego poziomu jest
wyzsza od wiarogodnosci modelu bez tej zmiennej (por. tab. 5), model ten uznajemy
za najlepszy z modeli dotad rozwazanych.

Tabela 5.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 3
oraz jego poréwnanie z etapem 2

Etap Kryterium oceny vs etap 2
AIC BIC InL Chi2 p-value
etap 3 -1120,524 -1097,01 566,2618 6,393965 0,0115

Zrédlo: Opracowanie wilasne

ETAP 4 W kolejnym etapie dopuszczona zostanie mozliwo$¢ zréznicowania woje-
wodztw nie tylko ze wzgledu na poziom szacowanej zmiennej, ale réwniez ze wzgledu
na ksztatt zaleznoSci pomigdzy tg zmienng a zmiennymi objasniajacymi Xi;; oraz Xy;;.



426 Hanna Gruchociak

a) b)

040200 02 040200 02 5 10 15 20
£ TR, PN L o il T Wl T TR S RO I el Al £ e T
z Slaskie warm.-maz. | wie Kie pachod oo 3 ac) o
= , S <
20PN o N\ L 3 8 Los
= Y ° < 06 ¥ 3

R ., 3 CAd
3 ‘% * \i( 04 S m e Fo4
a + P “\ %\ % fo2 g o e P L g2
2 odkampackie| _podiasikie | pomorskie lowiglokizyskie 2
3 08 5 o H
ok R N\ L :
O ™ ¢
8 04 Y &g‘ - o $ % . o r
8 02 &o ¥ % kS Too a2 | —mfRoa |
:,‘-: | lodzde | malopolskie mfomccklc opolskie | & 3 mazowieckie | _opolskie i
\ \ 5 \
] \ e \¢ \ 5 B
g | . A% N AN /o8 2 ° 06
4 \ K 04 &
2 p V" i S - Fo4
e : % o2 7 B[ 0p
2 o Jdciosiaskie | | beiskie [ buskie |
2 08 N\ X N - 5 kbuskie
3 & ‘\ \ N $ .
= 3 ” o,
H % % 0s 1% 2. o p % L
S 02 ; : . 8o ~E -oo %28
w 040200 02 040200 02 g 70 P, PR P ) o Y T R e e 1 W)
5 10 15 20 5 10 152
(Los6b wyjezdzag@cych do pracy-l osob przyjezdzajacychy
1 0s6b w wieku produkcyjnym stosunek | bezrobotnych do |.oséb w wieku produkcyjrym

Rysunek 2. a) Linie regresji liniowej dla zmiennej X;; b) Linie regresji liniowej dla zmiennej X,
Zrédlo: Opracowanie wiasne

W celu graficznej weryfikacji, dla ktdrej ze zmiennych objasniajacych Xy;; oraz Xy;;
wspoélczynnik kierunkowy zalezy od przynaleznosci powiatéw do wojewddztwa wykre-
Slono linie regresji dla obu tych zmiennych i dla kazdego z wojewddztwa osobno. Na
podstawie tych wykreséw zaobserwowano réznice w nachyleniach linii regresji dla obu
zmiennych. Wigksze réznice stwierdzono dla zmiennej stosunek liczby bezrobotnych
do liczby oséb w wieku produkcyjnym (por. rys. 2) Poniewaz jednak uwzglednienie
losowego charakteru wspéfczynnika kierunkowego zmiennej X»;; nie poprawifo w spo-
sob istotny jakosci modelu w poréwnaniu z modelem bez losowych wspéiczynnikéw
kierunkowych (por. tab. 6) zdecydowano nie uwzglednia¢ losowego charakteru tego
wspodlczynnika kierunkowego. Nastepnie sprawdzono, jak zmieni si¢ precyzja szacun-
ku dla modelu z losowym wspoétczynnikiem kierunkowym dla zmiennej Xy;;. Poniewaz
uwzglednienie losowego charakteru wspéiczynnika kierunkowego przy Xi;; spowodo-
walo istotng poprawe jakosSci modelu (por. tab. 7), w dalszych rozwazaniach przyjeto
model rozszerzony w ten sposéb.

Tabela 6.
Wybrane kryteria oceny jakoSci dopasowania do danych modelu z etapu 4, dla ulosowionego
wspélczynnika kierunkowego zmiennej X,;; oraz jego poréwnanie z etapem 3

Kryterium oceny vs etap 3

AIC BIC InL Chi2 p-value

Etap

Losowy wspotczynnik

kierunkowy dla X, -1119,554 | -1088,202 | 567,7768 | 3,029897 | 0,2198

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Tabela 7.
Wybrane kryteria oceny jakosci dopasowania do danych modelu z etapu 4, dla ulosowionego
wspotczynnika kierunkowego zmiennej X,;; oraz jego poréwnanie z etapem 3

Kryterium oceny vs etap 3

AIC BIC InL Chi2 p-value

Etap

Losowy wspotczynnik

kierunkowy dla X, -1153,599 | -1122,247 | 584,7993 | 37,07495 | <,0001

Zrédio: Opracowanie wlasne
Tak skonstruowany model w wersji jednoréwnaniowej ma postac:

Y;j=0,2286 +0,4748 + Z;; + e} + (~1,43673 + ¢]") « Xy — 0,00693 X1 + 1,
(0,0464) (0,1426) (0,0969) (0,0008)

ril ~ N (0;0,002183), e ~ N (0;0,000366), e}" ~ N (0;0,09209).

ETAP 5 W modelu regresji liniowej dla losowego wyrazu wolnego oraz losowego na-
chylenia z dodanymi zmiennymi objasniajagcymi z poziomu wojewddztw dopuszczona
jest nie tylko mozliwo$¢ wplywu przynaleznoSci powiatu do wojewddztwa na poziom
szacowanej zmiennej oraz ksztalt zaleznoSci pomigdzy nig a zmiennymi objas$niaja-
cymi na poziomie powiatéw, ale takze objasniania szacowanej zmiennej na poziomie
powiatdw przy pomocy zmiennej na poziomie wojewddztw. Tak wiec przyjeto, ze
wspOlczynnik kierunkowy dla zmiennej Xj;; nie tylko rézni si¢ zaleznie od przyna-
leznosci powiatu do wojewddztwa, ale jest objasniany przez zmienng Z;; z poziomu
wojewddztw. Zmiana ta spowodowala zwigkszenie wiarogodnosci modelu. Wynik testu
x° pozwala poprawe ta uznaé ze istotnag na minimalnym poziomie istotnosci 0,0209,
czyli na najczesciej przyjmowanym poziomie istotnoSci 0,05 mozna stwierdzi¢ popra-
we. Kryterium AIC réwniez Swiadczy o poprawie jakoSci modelu, jednak kryterium
BIC, surowiej ,.karzace” za szacowanie dodatkowych parametréw, model ten klasyfikuje
jako gorszy od poprzedniego (por. tab. 7 1 8). Po rozwazeniu powyzszych wynikéw
zdecydowano model z etapu piatego przyjaé jako koricowy.

Tabela 8.
Wybrane kryteria oceny jakosci dopasowania do danych modelu z etapu 5 oraz jego poréwnanie z
etapem 4
Kryterium oceny vs etap 4
Etap
AIC BIC InL Chi2 p-value
etap 5 | -1156,934 | -1121,688 | 587,4671 | 5,335611 | 0,0209

Zrédto: Opracowanie wlasne

Opisany powyzej model w wersji jednoréwnaniowej zapisany moze by¢ réwna-
niem:
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Yij=0,2240,501 % Z; + ey, +(~2,488 + 3,278+ Z;; + ele) * X1i; = 0,007 # Xoj + 1/,
(0,0463) (0, 1422) (0,8187) (2,5433) (0,0008)

rl;~ N (0:0,002175), e}, ~ N (0;0,000358), e, ~ N (0;0,10136).

4.4 CALKOWITA POPRAWA DOPASOWANIA MODELU UZYSKANA DZIEKI METODOLOGII
MODELOWANIA DWUPOZIOMOWEGO

W tym akapicie przedstawiono popraw¢ jakoSci szacunku uzyskang dzigki zasto-
sowaniu funkcji regresji z modelu opisanego w etapie pigtym w stosunku do zwyklej
regresji liniowej ze zmiennymi obja$niajacymi (etap Ob).

Tabela 9.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modeli z etapéw Ob i 5 oraz ich poréwnanie

Kryteri

Etap ryfertum oceny Etap 5 vs etap 0b
AIC BIC InL
etap 0b | -1048,907 | -1033,22 | 528,4533 Chi2 p-value

etap 5 | -1156,934 | -1121,688 | 587,4671 | 118,0276 | <,0001

Zrédio: Opracowanie wlasne

Przeprowadzenie ostatniego testu y? nie jest konieczne, poniewaz uzyskanie stop-
niowej poprawy dopasowania modelu w kazdym z etapéw jest gwarancjg uzyskania
poprawy catkowitej, poniewaz poprawa jakoSci modelu jest relacja przechodnig.

4.5 OSZACOWANIA ZMIENNEJ OBJASNIANE]

Na podstawie otrzymanej w etapie piagtym funkcji regresji dokonano oszacowan
stosunku liczby 0s6b pracujacych do liczby oséb w wieku produkcyjnym w powiatach
wedlug wzoru:

Y;j = 0,22040 + 0,50057 % Zy; + (-2, 48835 + 3,27839 % Zy ;) » Xj;; — 0, 00688 * Xa;.

Otrzymane oszacowania zblizone sg do wartoSci rzeczywistych dla wiekszosci powia-
tow. Duze wartosci reszt otrzymano jedynie dla kilku jednostek, jednak poza nieliczny-
mi obserwacjami odstajacymi, warto$ci oszacowan badanej zmiennej charakteryzowaty
si¢ dobrym dopasowaniem. §wiadczy¢ o tym moze bliska liniowej zalezno$¢ pomigdzy
wartos$ciami empirycznymi oraz oszacowaniami zmiennej przedstawiona na wykresie 3.

Dla potowy powiatéw uzyskane z uzyciem modelu dwupoziomowego oszacowanie
réznilo si¢ od faktycznej wartosci o nie wigcej niz 11 procent. W przypadku jednej
czwartej powiatéw uzyskano blad nie wigkszy niz 5 procent, z kolei tylko dla 10 procent
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Rysunek 3. Zalezno$¢ pomigdzy empirycznymi warto$ciami zmiennej stosunek liczby oséb pracujacych
do liczby oséb w wieku produkcyjnym a ich oszacowania przy pomocy opracowanej funkcji regresji
opartej na modelu dwupoziomowym, przekrdj powiatéw, Polska 2006

Zrédlo: Opracowanie wiasne

Tabela 10.

Parametry rozktadu btedéw wzglednych oszacowan stosunku liczby 0séb pracujacych do liczby oséb

w wieku produkcyjnym w powiatach przy zastosowaniu modelu dwupoziomowego

Procent

10

20

25

30

40

50

60

70

75

80

90

kwantyl

0,02

0,04

0,05

0,07

0,09

0,11

0,16

0,20

0,22

0,25

0,39

Zrédio: Opracowanie wlasne

powiatéw otrzymano oszacowanie réznigce si¢ od warto$ci empirycznej o wigcej niz

39 procent (por. tab. 10).

W celu uzyskania oszacowari liczby 0s6b pracujacych w przekroju powiatéw po-
mnozono oszacowany stosunek pracujacych do ludnosci w wieku produkcyjnym przez
liczbe ludnosci w wieku produkcyjnym. Tak otrzymane szacunki liczby oséb pracu-
jacych poréwnano z warto$ciami teoretycznymi uzyskanymi w wyniku zastosowania
klasycznej regresji liniowej. Przy zastosowaniu oszacowan opartych na opracowanym
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modelu dwupoziomowym, w poréwnaniu ze zwykla regresja liniowa, uzyskano wi-
doczng poprawe precyzji szacunku (por. rys. 4).
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Rysunek 4. Rozklad blgdéw oszacowan liczby oséb pracujacych w powiatach przy zastosowaniu modelu
dwupoziomowego oraz zwyklej regresji liniowej
Zrédlo: Opracowanie wiasne

Rozktady btedéw oszacowan otrzymanych przy zastosowaniu modelu dwupozio-
mowego oraz klasycznej regresji liniowej sa do siebie zblizone. Charakteryzuja sie
silng asymetrig prawostronng. W przypadku obu metod charakterystyki rozktadu bfe-
déw, kwartyl pierwszy oraz drugi, sa zblizone, jednak kwartyl trzeci oraz najwicksze
nieodstajace wartosci sg wyraznie wieksze w przypadku klasycznej regresji liniowe;j.
Warto$¢ maksymalnego btedu uzyskanego przy zastosowaniu klasycznej regresji linio-
wej byta o 29 procent wigksza od maksymalnego btedu otrzymanego przy zastosowaniu
podejscia dwupoziomowego.

5. PODSUMOWANIE

Dzigki zastosowania metodologii modelowania dwupoziomowego udalo si¢ uzy-
ska¢ znaczna poprawe jakosci szacunku liczby 0s6b pracujacych w przekroju powiatéw.
Swiadczy¢ o tym moze wzrost wartoSci funkcji wiarogodnos$ci modelu dwupoziomo-
wego w stosunku do liniowej funkcji regresji z dwoma zmiennymi obja$niajacymi (por.
tab. 9).

Dzieki metodologii modelowania dwupoziomowego udato si¢ uwzgledni¢ zrézni-
cowanie poziomu badanej cechy pomiedzy wojewddztwami, co nie byloby mozliwe
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przy zastosowaniu klasycznej funkcji regresji liniowej. Poprawito to znacznie precy-
zje szacunku, poniewaz uwzgledniono zréznicowanie poziomu rozwoju gospodarczego
w przekroju wojewddztw. Uzyskano takze dodatkowa wiedze dzieki wykorzystaniu
zmiennych objasniajgcych z drugiego poziomu, co takze przyczynito si¢ do poprawy
jakosci szacunku. Potrzebe agregacji informacji dostepnych na réznych poziomach pod-
kreslaja w swojej pracy rowniez Tadeusz Bolt, Kazimierz Krauze i Teodor Kulawczuk
(por. Bott, Krauze, Kulawczuk, 1985).

Warto podkresli¢ réwniez, ze skonstruowana zgodnie z omawianym schematem
modelowania dwupoziomowego funkcja regresji zawsze charakteryzowa¢ musi si¢ nie-
mniejsza wiarogodnoscig od modelu regresji liniowej. Ponadto, jezeli badane zmienne
majg rzeczywiscie strukture dwupoziomows, tak jak w przedstawionym przykladzie,
wiarogodno$¢ modelu dwupoziomowego jest znacznie wicksza. Jest tak dlatego, ze
model skonstruowany jest tak, ze wprowadzenie dodatkowych informacji nie moze
pogorszy¢ jego wiarogodnoSci, jezeli komplikacja nie poprawia na zadanym poziomie
istotnos$ci jakosci szacunku nie jest wcale wprowadzana.

W zwiazku z powyzszym, w przypadku badania zmiennych o strukturze dwu lub
wielopoziomowej, ktéra charakteryzuje wiele ze zmiennych spoleczno-ekonomicznych,
stosowanie zwyklej regresji liniowej wiaze si¢ z utratg cze¢sci informacji, co z kolei
oznacza gorszg precyzje szacunku.

W dalszych opracowaniach przedstawiona zostanie konstrukcja estymatora opar-
tego na dwupoziomowej strukturze populacji oraz zmiennych w Statystyce Matych
Obszaréw w zakresie rynku pracy. Szczegdlna uwaga zostanie poSwigcona sposobowi
doboru zmiennych objasniajacych z obu pozioméw.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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MOZLIWOSCI ZASTOSOWANIA MODELOWANIA DWUPOZIOMOWEGO W BADANIACH
EKONOMICZNYCH

Streszczenie

Gléwnym celem artykulu jest wykazanie przydatnosci metodologii modelowania dwupoziomowego
w szacowaniu wartosci zmiennych spoleczno-ekonomicznych. W pierwszej czgsci opracowania przed-
stawione zostang etapy konstrukcji modelu uwzgledniajgcego dwupoziomowsq strukture badanej popu-
lacji oraz zmiennych. W czgsci drugiej przedstawiono przyklad zastosowania opisanej metodologii do
szacowania liczby os6b pracujacych w przekroju powiatéw. Jako jednostki drugiego poziomu przyjeto
wojewddztwa.

Dzicki zastosowaniu metodologii modelowania dwupoziomowego mozliwe jest uwzglednienie zréz-
nicowania poziomu badanej zmiennej oraz sily jej zaleznosci ze zmiennymi objasniajacymi pomiedzy
grupami. Ponadto, pozyskane zostaty dodatkowe informacje dzieki wprowadzeniu zmiennych objasniajg-
cych z drugiego poziomu, czyli dotyczacych calych grup.

W czgsci drugiej jako zmienne objasniajace wykorzystane zostaly miedzy innymi wyniki unika-
towego badania przeprowadzonego w Urzedzie Statystycznym w Poznaniu, ktére dotyczyly przeptywéw
zwigzanych z zatrudnieniem. Gtéwnym Zrédlem informacji tego badania sg zasoby rejestréw podatkowych
Ministerstwa Finanséw. Dane te dotycza roku 2006 i jest to pierwsza informacja od 1988 roku dotyczaca
dojazdéw do pracy udostepniona przez GUS.

Przeprowadzone zostalo poréwnanie jakoSci szacunkéw otrzymanych przy pomocy omawianego po-
dejscia dwupoziomowego oraz klasycznej regresji liniowej. Otrzymane wyniki wskazuja na przewage
modelu dwupoziomowego.

Stowa kluczowe: modelowanie dwupoziomowe, ANOVA, czgs¢ losowa, dojazdy do pracy
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THE POSSIBILITY OF TWO-LEVEL MODELING USED IN ECONOMIC STUDIES

Abstract

The main objective of this paper is to demonstrate the usefulness of two-level modeling methodology
for estimating the socio-economic variables. In the first part of the paper one will present the model
construction stages taking the two-level structure of population and variables into account. In the second
part an example of using the above methodology for estimating the number of working people in cross-
section of counties is presented. Province were chosen as second-level unit.

With the two-level modeling methodology one can include variation of the level of the considered
variable and the strength of its dependencies with explanatory variables between the groups. Furthermore,
additional information has been obtained by using the explanatory variables from the second level —
concerning the entire group.

In the second part, as the explanatory variables, among others, the results of unique study in the
Statistical Office in Poznain which concerned the flow of employees were used. The main source of
information of this study are the fiscal records of the Ministry of Finance. These data concern the year
2006 and this has been the first information for commuting since 1988 provided by the Central Statistical
Office.

The comparison of the quality of estimates obtained using two-level approach and the classical linear
regression were conducted. The results show the advantage of two-level model.

Key words: two-level modeling, ANOVA, random component, commuting



