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PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LVI - ZESZYT 2 - 2009

BOGUSEAW GUZIK

UWAGI NA TEMAT ZASTOSOWANIA METODY DEA
DO USTALANIA ZDOLNOSCI KREDYTOWE]

1. WSTEP

Artykul nawigzuje do podejScia proponujacego wykorzystanie metod Data
Envelopment Analysis do ustalania zdolno$ci kredytowej. Sprawie tej po§wiecono wiele
prac. Za autoréw podejScia uchodzi m.in. Truott, Rai, Zhang [14]; Yeh [15]; Emel,
Oral, Reisman, Yolalan [8]. W latach péZniejszych pojawily sie wazne prace: Paradi,
Asmild, Simak [13]; Chang, Chiang, Tang [7]; Min, Lee [12], a w literaturze krajowe;j:
Gospodarowicz [10], Ferus$ [9]. Podejscie DEA do analizy ryzyka kredytowego bardzo
wyraznie rozszerza krag ekonomicznych zastosowan tej metody i czyni ja jeszcze
bardziej atrakcyjng dla specjalistéw. Wzbogaca réwniez krag metod credit scoringu
o bardzo ciekawa, stosunkowo prosta i uzyteczng technike analityczna, co z kolei
powinno by¢ atrakcyjne dla ekonomistow.

Wydaje sie jednak, ze dotychczasowe ,klasyczne” propozycje zastosowania DEA
w ocenie ryzyka kredytowego majg pewne wady i dlatego nalezy wprowadzi¢ do nich
stosowne modyfikacje i uzupetnienia. Dyskusja ,wad” klasycznego podejscia oraz pro-
pozycje jego uzupelnien sg wlasnie celem niniejszego artykutu.

2. KLASYCZNY SCHEMAT ZASTOSOWANIA DEA W CREDIT SCORINGU

Tradycyjne podejscie DEA do analizy ryzyka kredytowego jasno i kompetentnie
opisano w cytowanych pracach Min, Lee [12] oraz Emel, Oral, Reisman, Yolalan [8].
Na ich tle scharakteryzujemy omawiang problematyke. Etapy badania wedlug [12],
s. 1763-1764 sa nastepujace:

1. Wybér zbioru obserwacji.

2. Identyfikacja wstepnych wskaznikéw finansowych.

3. Ustalenie koncowej listy wskaznikéw finansowych.

4. Kalkulacja wskaznika zdolnosci kredytowej za pomoca DEA.

5. Konstrukcja funkcji dyskryminacyjnej. Walidacja za pomocg metod regres;ji,
metod dyskryminacyjnych oraz testowanie aktualnych przypadkéw bankructwa.

6. Propozycja metody ratingu kredytowego wykorzystujacej statystyczny rozklad
wskaznika zdolnos$ci kredytowe;.
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Cytowane uporzadkowanie etapéw badania i zamieszczone w artykule [12]oraz
szerokie do nich komentarze sg bardzo pomocne i wartoSciowe dla analitykéw ban-
kowych. W niniejszym artykule odniesiemy sie tylko do tych etapéw, w ktérych bez-
posrednio wykorzystuje sic metode DEA lub jej wyniki.

3. KALKULACJA WSKAZNIKOW ZDOLNOSCI KREDYTOWEJ ZA POMOCA DEA

3.1. UKIERUNKOWANY NA NAKLADY STANDARDOWY MODEL CCR

W klasycznych propozycjach sugeruje sie wykorzystanie modelu CCR!. Z for-
malnego punktu widzenia model ten jest pewnym (stosunkowo prostym) zadaniem
programowania liniowego. Istnieje kilka jego wersji: (a) standardowa lub kanoniczna;
(b) ukierunkowana na rezultaty lub na naktady; (c¢) pierwotna (mnoznikowa) lub dualna
(obwiedniowa).

Dla wyjasnienia dodajmy, ze model jest standardowy, gdy wszystkie ograniczenia
majg charakter nieréwnosci stabych, a kanoniczna, gdy ograniczenia sg réwnaniami
(posta¢ kanoniczna, to wersja z luzami, ,slack’ami”). Model jest ukierunkowany na
naktady, gdy postuluje sie minimalizacje naktadéw przy dolnych ograniczeniach na wiel-
ko$¢ rezultatéw, a ukierunkowany na rezultaty, gdy postuluje sie maksymalizacje rezulta-
tow przy gérnych ograniczeniach na wielko$¢ naktadéw. W klasycznej pracy Charnesa,
Coopera, Rhodesa [5] modelem pierwotnym nazwano wersje, w ktorej wyznacza sie
jednostkowe wyceny naktadéw oraz rezultatéw, tzw. mnozniki. Modelem dualnym nato-
miast nazwano wersje, w ktérej wyznacza sie tzw. wagi intensywnoSci stuzace do okre-
$lenia optymalnej technologii zbioru obiektéw. Ustalenie, co jest wersja pierwotng a co
dualna, jest jednak sprawg konwencji, gdyz z matematycznego punktu widzenia model
dualny do modelu dualnego to model pierwotny. Dlatego tez pojawiaja sie propozycije,
by zamiast nazw model ,pierwotny” czy ,dualny” uzywac terminéw model mnoznikowy
(multiplier model) — wtedy, gdy wyznacza sie wyceny jednostkowe, czyli mnozniki oraz
model obwiedniowy (envelopment model) — wtedy, gdy wyznacza si¢ wagi intensywno-
$ci) por. np. [6]. Model mnoznikowy nazwaé mozna modelem wycen jednostkowych,
a obwiedniowy — modelem struktury technologii lub modelem wag intensywnosci.

Ukierunkowany na naklady standardowy (obwiedniowy) model CCR ma postaé:

Dane

- Lista obiektéw, j = 1, ..., J. W odniesieniu do problematyki badania zdolnosci
kredytowej bedzie to zbiér wnioskéw kredytowych, firm, projektéw, wnioskodawcow itp.

- Lista nakladéw n = 1, ..., N oraz lista rezultatéw r = 1, ..., R. W problema-

tyce credit scoring nakladami sg te wielko$ci, ktére wnioskujacy musza ponosié, aby
uzyskiwaé rezultaty okreslajace zdolno$¢ kredytowa?.

1 Model CCR opracowany zostat przez Charnsa, Coopera, Rhodesa [5]

2 Np. w [12], s. 1767 rozpatruje sie trzy ,naklady” w sensie DEA: (1) wskaznik wydatkéw finansowych
do sprzedazy, (2) wskaznik zobowigzan biezacych, (3) relacja pozyczek do aktywéw ogétem oraz trzy rezultaty:
(1) wskaznik adekwatnosci kapitatowej, (2) wskaznik ptynnosci biezacej, (3) wskaznik zyskownosci. Natomiast
w [9], s. 53 rozpatruje si¢ dwa naktady: (1) wskaznik rotacji aktywéw w dniach, (2) wskaznik ogdlnego
zadluzenia oraz cztery rezultaty: (1) stopa zysku netto, (2) ROA, (3) ROE, (4) wskaznik ptynnosci biezacej.
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L., 0.

- Wielkosci rezultatéw w poszczegélnych obiektach, y,; (r = 1, ... R; j =
; 1 ..., J).

. R;j

- Wielkos$ci naktadéw w poszczegélnych obiektach, Xnj nm=1,..N;j=

Wszystkie rezultaty sg nieujemne, a naklady sg dodatnie.

Rezultaty majg charakter maksymant (stymulant): wyzsza warto$¢ rezultatu oznacza
wieksza zdolnos$¢ kredytowa.

Naktady to wielkosci lub okolicznosci, ktére sg niezbedne dla uzyskania rezultatéw.
Wyzszy poziom rezultatu wymaga — ceferis paribus — wyzszego poziomu naktadu.

W celu wyznaczenia efektywnos$ci dla kazdego obiektu konstruuje sie jego doty-
czace zadanie decyzyjne. Zadanie dla obiektu o-tego ma postaé:

Zmienne decyzyjne

0, — mnoznik poziomu naktadéw obiektu o-tego,

Aoj — waga intensywnosci technologii obiektu j-ego (j = 1, ..., J).

Waga intensywnosci ,j okresla krotnos¢ technologii empirycznej obiektu j-ego
wystepujaca w technologii wspdélnej zbioru wszystkich obiektow. W modelu CCR obiekt
o-ty tez moze tworzy¢ technologie wspélng. Technologia wspdlna zorientowana jest
na uzyskanie rezultatu nie mniejszego od rezultatéw obiektu o-tego przy nakladach
nie wiekszych od poczynionych przez ten obiekt. Naktad n-ty w technologii wspélnej

Wynosi:

J
K= 2Ayx,; (n=1,.. N) (1)
i=1

a rezultat r-ty:
J
Vo= 2Ayyy  (r=1,..R) )
=1

Mnoznik 6, okresla krotno$¢ naktadéw obiektu o-tego, jaka musza zastosowaé
wszystkie obiekty w swej technologii wspdlnej, aby uzyskaé rezultaty obiektu o-tego.
Funkcja celu

min 6, (3)
Warunki ograniczajace i znakowe
Vo = Vo (r=1, ..., R), 4)
X, < 0x, (n=1,..., N), (5)
ﬁo,ﬂoj =0 (Jj=1,..J). (6)

Niekiedy dodaje sie warunek zmiennych korzysci skali, tzw. warunek BCC:

J
S, =1 @)

j=1
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woéwczas mowa jest o zadaniu BCC3. Niekiedy wreszcie dodaje si¢ tez warunek:
6, < 1. (8)

ktéry jednak w zadaniu CCR oraz BCC spetniony jest ,automatycznie” i dlatego mozna
go poming¢ (w innych zadaniach moze on by¢ konieczny).

Wskaznikiem efektywnosci obiektu o-tego jest uzyskany na podstawie modelu CCR
optymalny mnoznik nakladéw, @ . Okresla on, jaka przynajmniej krotno$¢ naktadéw
obiektu o-tego musiatyby wykorzysta¢ wszystkie obiekty w swej optymalnej technologii
wspolnej, aby otrzymac rezultaty nie gorsze od uzyskanych przez obiekt o-ty. Obiekt
jest w pelni efektywny (w sensie Farrella), gdy ¢ = 1, co pomijajace rzadkie szcze-
gblne przypadki ma miejsce, gdy zorientowana na obiektu o-ty optymalna technologia
wspdlna redukuje si¢ do technologii empirycznej obiektu o-tego. Jesli 0< 6, < 1, to
obiekt o-ty jest nieefektywny, bowiem wspdlna technologia# dla uzyskania rezultatow
obiektu o-tego potrzebuje mniej nakladéw niz mialo to miejsce w tym obiekcie.

W problematyke zdolnosci kredytowej ,rezultatami” sg zmienne charakteryzujace
rézne strony zdolnosci kredytowej, a ,nakladami” — zmienne charakteryzujace wielkosci
niezbedne dla uzyskania zdolnosci kredytowej. W tym sensie analogia miedzy badaniem
zdolnosci kredytowej a badaniem efektywnosci na podstawie modelu DEA jest oczywista:

Wskaznik efektywnosci 6, mozna traktowac jako syntetyczny wskaznik zdolnosci
kredytowej. Obiekt o wyzszym poziomie wskaznika efektywnosci to obiekt o wyzszej
zdolnos$ci kredytowe;.

Przechodzimy do omoéwienia i analizy gléwnych watpliwosci dotyczacych trady-
cyjnego nurtu zastosowan DEA do analizy zdolnosci kredytowej.

3.2. PROBLEM 1 - CZY POTRZEBNY JEST POSTULAT ZMIENNYCH KORZYSCI SKALI?

Pierwsza watpliwo$¢ dotyczy warunku BCC. Wyraza on postulat, by technologia
wspoélna byta liniowg wypukta kombinacjg liniowg technologii empirycznych, czyli ich
$rednig wazong. Wagami sg wspétczynniki 4, (j = 1, ..., J).

Z matematycznego i ekonomicznego punktu widzenia jest to bardzo wygodne
zatozenie, gdyz pozwala dowie$é¢ wielu ciekawych wiasnos$ci ekonomicznych i matema-
tycznych modelu DEA. Z praktycznego jednak punktu widzenia jest to zatozenie bardzo
silne i stuszne jedynie w odniesieniu do obiektéw o mniej wiecej tej samej skali. Jesli
natomiast obiekty sg réznej skali zalozenie (7) prowadzi do deformacji rozwigzania.

Dla przyktadu wezmy pod uwage warunek (4) dotyczacy rezultatu numer r.
Zapiszemy go w nieco innej formie:

J
Ay =y, A=r<R. ©)
ji=1

3 W odniesieniu do analizy credit scoring warunek taki sugeruje si¢ np. w pracach [14] s. 407 oraz
[13] s. 155. Warunek BCC pochodzi od Bankera, Charnesa, Coopera [3]. Caly model (3)-(7), bedacy roz-
szerzeniem modelu CCR o warunek (7), nazywany jest modelem BCC.

4 Z uwagi na strukture matematyczng zadania, nie ma w niej wtedy technologii obiektu o-tego.
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Jesli obiekt o-ty jest duzy w tym sensie, ze jego rezultat jest wiekszy od rezultatu
w kazdym innym obiekcie, a wiec jesli y,, > Vrj G=1,..,7J,j # o), to dla obiektu
o-tego nie istniejg takie A,; (j # 0), ktére jednoczesnie: sa nieujemne, sumujg si¢ do 1,
spelniajg warunek (4)". Jesli bowiem wszystkie y,; < y,, (j # o), to $rednia wazona
takich wartosci y,; musi by¢ mniejsza od yy,.

Jedyna wchodzacg w gre wartoscia jest wowczas A, , = 1, a to oznacza, ze jedynym
rozwigzaniem modelu BCC jest to, ze obiekt o-ty jest w pelni efektywny?>.

Podobnie jest, gdy obiekt o-ty jest maly w tym sensie, Zze jego n-ty naklad jest
mniejszy od tego naktadu w kazdym innym obiekcie, a wigc gdy x,,p < x5 G =1, ..., J;
j # 0). Wéwczas nie istniejg takie 4,; (j # o) nieujemne i sumujace si¢ do 1, aby moz-
liwe bylo spelnienie warunku:

2iAyx,; < 0,x, (A<1=<N). (5)
jFo

gdy 6, < 1. Jedynym rozwiazaniem jest 4,, = 1, co oznacza, ze efektywnos¢ 6, = 1.

Generalny wniosek jest nastepujacy:

Wprowadzenie bardzo czesto rekomendowanego warunku BCC moze doprowa-
dzi¢ do sytuacji, ze wiele obiektow bedzie w pelni efektywnych, co w odniesieniu do
problematyki credit scoring oznaczaloby, ze wiele obiektow jest ,zdrowych” ekonomicz-
nie i ma najwyzsza zdolno$¢ kredytowa. Niestety, 6w wysoki wskaznik efektywnosci
(czyli ,zdolnosci kredytowej”) czesto bedzie jednak wynikat tylko z formalnych konse-
kwencji dostosowania sie zadania do postulatu BCC, a nie z rzeczywistych osiggnie¢
obiektu.

Propozycja rozwiazania problemu 1: naleZy zrezygnowaé z postulatu zmiennych
korzysci skali

Warunek (7) mozna postawi¢ tylko wtedy, gdy obiekty sa mniej wiecej tej samej skali
i gdy rzeczywiscie jesteSmy pewni, Ze majg miejsce tzw. zmienne korzysci skali.

3.3. PROBLEM 2 - REDUNDANCJA LICZBY OBIEKTOW NAJLEPSZYCH,
JAK PRZED NIA SIE UCHRONIC?

W modelu CCR oraz w wielu innych modelach DEA, w ktérych w technologii
wspolnej zbioru obiektéw moze uczestniczy¢ technologia empiryczna badanego obiektu
dzieje sie tak, ze liczba obiektow o najwiekszej efektywnosci (réwnej 1) moze by¢ bar-
dzo duza - niekiedy potowa a nawet wiecej. Dochodzi wiec do swego rodzaju redun-
dancji (nadmiarowosci) obiektéw najlepszych. Trudno bowiem przyjaé, ze potowa czy
wiecej obiektéw, to obiekty, co do ktérych nie mozna mie¢ zadnych zastrzezen i ktére
sa wzorcowe. Dodatkowo dochodzi jeszcze klopot interpretacyjny, gdyz w sytuacji,
gdy wiele obiektéw ma wskaznik efektywnoSci rowny 1, nie mozna utworzy¢ pelnego

5 Dodajmy, ze z tego wlasnie powodu efektywnosé obiektu w sensie BCC jest nie mniejsza od efektyw-
nosci w sensie CCR, a liczba obiektow w petni efektywnych w modelu BCC jest nie mniejsza od wystepujacej
w modelu CCR.
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rankingu obiektéw. Obiekty z efektywnosciag 1 muszg by¢ plasowane na tym samym,
pierwszym, miejscu.

Propozycja rozwiazania problemu 2: dla uzyskania petnego rankingu wnioskéw
nalezy zastosowaé model SE-CCR

Model nadefektywnosci (super-efficiency) CCR, kodowany dalej jako SE-CCRY, jest
bardzo prosta modyfikacja modelu CCR polegajaca na wykluczeniu obiektu o-tego ze
zbioru obiektéw tworzacych technologie wspélng zorientowang na obiekt o-ty. Formalnie
mozna go zapisaé nastepujaco:

Dane - jak w CCR

Zmienne decyzyjne

po — mnoznik poziomu nakladéw obiektu o-tego,

Aoj G =1, ..., J oprécz j = o) — wagi intensywnosci.

Funkcja celu

min p,, ©)
Warunki ograniczajgce i znakowe
Ay =Y,  (r=1,..R), (10)
jFo
2iAgXy = 0,5, (n=1,.. N) (11)
jFo
0pd,; =0 (j#F o) (12)

Uzyskany na podstawie modelu SE-CCR optymalny mnoznik nakladéw o, jest
wskaZnikiem rankingowym obiektu o-tego. Okresla on, jaka przynajmniej krotnosé
naktadéw obiektu o-tego musiatyby wykorzystaé¢ pozostale obiekty w swej optymalnej
technologii wspélnej, aby otrzyma¢ rezultaty nie gorsze od uzyskanych przez obiekt
o-ty.

Obiekt jest w pelni efektywny w sensie Farrela (czyli w sensie CCR), gdy 0, = 1,
a wiec gdy inni — nawet w swej optymalnej technologii wspélnej — dla uzyskania
rezultatéw otrzymanych przez obiekt o-ty, musza poczyni¢ naktady nie mniejsze od
poniesionych przez obiekt o-ty. W przypadku o, < 1 obiekt o-ty jest nieefektywny, bowiem
inne obiekty dla uzyskania rezultatéw obiektu o-tego potrzebujg mniej naktadéw niz
ich obiekt ten zuzyl. Efektywno$¢ w sensie Farrella obiektu o-tego wynosi:

(13)

Korzystajac ze wskaznikéw rankingowych mozna zaproponowaé nowy wskaznik
efektywnosci:

6 Model ten lub jego idee proponowano w pracach Banker i Gilford [4] oraz Andersen-Petersen [2].
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o= % (14)
gdzie:
M = max{p,, ..., 0,}.

Wskaznik 7, jest unormowany na przedziale [0, 1]. Obiekt jest tym bardziej efek-
tywny, im 7, jest wicksze. Efektywno$¢ w sensie tego miernika nazywac bedziemy
m-efektywnoscia, a efektywno$¢ w sensie modelu CCR - 6#-efektywnoscia.

Przyklad

W tabeli 1 podano informacje opisujgce ksztaltowanie sie szeSciu naktadéw:
X4, ..., Xg oraz trzech rezultatéw: Yy, Y, Y3 w 19 obiektach. Przyktad jest umowny?,
gdyz niestety, we wszystkich znanych autorowi pracach dotyczacych zastosowania metod
DEA do analizy credit scoring, brak jest danych oryginalnych (lub ich fragmentéw),
pozwalajacych na sprawdzenie obliczen oraz kontynuacje badan.

Tabela 1
Informacje statystyczne

Ndad/ 1o |0, | 0y | os | 05 | 05 | 01 | 05 | 00 | Ou
X 31955 15647 9852 7287 3320 5591 7467 5089 5627 5387
X5 2654 1498 1148 717 580 651 494 323 386 440
X3 58938 | 31778 | 35594 | 12988 | 23044 | 10152 | 17607 | 14937 | 11550 9713
Xy 19836 18714 15935 19764 11077 13223 9245 3866 6879 3871
X5 14917 4771 14260 5208 | 12620 | 10983 3597 5347 3492 2038
Xe 82900 | 51793 | 41438 | 38561 | 24669 | 18871 | 24169 | 16069 | 15550 | 14002
Yy 13431 10513 8657 13517 2844 9364 3155 1123 2181 4145
Y, 3785 2377 1955 936 724 1026 1034 651 780 459
Y3 2254 2279 1358 824 855 1188 1331 603 572 228

g:iii/t Oy 012 O13 O14 015 O16 O17 O13 O19
Xi 2017 1339 1552 1715 982 1772 783 1164 856
X5 102 60 80 117 56 87 93 67 68
X3 6150 7038 2176 5794 643 1688 1654 1026 1029

7 Cho¢ dane pochodzg z autentycznych projektéw empirycznych.
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cd. tabeli 1

Naktad/

Rezultat On O12 O13 O14 O1s O16 O17 O3 O19
Xy 1646 839 4636 1386 5336 254 528 285 132
X5 3960 4859 6806 652 1383 1037 193 123 289
Xe 5899 4249 1173 6717 4800 1442 2211 1461 989
Yy 2777 2059 1490 578 667 771 206 381 40
Y, 314 208 105 167 137 230 72 110 132
Y3 225 200 68 144 112 166 44 44 11

Zrodlo: dane umowne.

Wskazniki 0-efektywnos$ci oraz wskazniki rankingowe z modelu SE-CCR i wskazniki
m-efektywnosci podano w tabeli 2. Przedstawiono réwniez ranking wedtug wskaznika
0 oraz wedlug wskaznika rankingowego p (lub, co na to samo wychodzi, wedlug

wskaznika 7).

Tabela 2

Wskazniki efektywnosci i ranking obiektéw na podstawie modeli CCR oraz SE-CCR

Obiekt 0-efektywnosé R;:é il?t f/v\‘?::él;g rar‘i\lisil:lagir\l)\i/l; o m-efektywnosé iﬁzﬁﬁg\yﬁj:&g
0, 0,886 17 0,886 0,283 17
(0)) 1 1 1,426 0,457 12
O3 1 1 1,139 0,365 15
Oy 1 1 1,944 0,622 5
Os 1 1 1,212 0,388 13
O¢ 1 1 1,651 0,528 7
07 1 1 1,976 0,632 4
Oy 1 1 1,188 0,380 14
Og 1 1 1,038 0,332 16
O1o 1 1 1,430 0,458 11
011 1 1 1,502 0,481 10
012 1 1 1,566 0,501 9
O3 1 1 2,376 0,760 2
014 0,740 18 0,740 0,237 18
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cd. tabeli 2
Obiekt 0-efektywnosé Ranking wed’lu‘g Ws‘kaznlk n-efektywnosé Ranking wed/lu.g
f-efektywnosci rankingowy p n-efektywnosci
Ois 1 1 1,700 0,544 6
016 1 1 3,124 1 1
047 0,686 19 0,686 0,219 19
Oq3 1 1 2,103 0,673 3
Oq9 1 1 1,575 0,504 8

Zrédlo: obliczenia whasne.

Tradycyjny model CCR sugeruje, ze az 16 na 19 obiektéw jest efektywnych, co
w odniesieniu do badania zdolnos$ci kredytowej oznaczatoby, ze az 16 na 19 wnioskéw

odznacza sie znakomitg zdolno$cig kredytowa.

Inne wnioski wynikajg natomiast z modelu SE-CCR. Wedlug niego istnieje jeden,
zdecydowanie najlepszy obiekt O14. Efektywnosé kilku pozostatych (04, Og, O7, O3,
013, O15, O13, O19) plasuje sie w granicach 50-80% efektywnosci obiektu najlepszego,

a pozostalych wynosi mniej, nawet tylko 20% (np. Oq7).

Na rys. 1 oraz 2 zilustrowano ksztaltowanie sie obu rodzajéw efektywnosci.

1,2 q

1,0 4

0,8 4

0,6 4

0,4

0,2 4

0,0 T T T T T T T T T T T T T T

—O— pi - efektywnosé

---m-- theta - efektywnos¢

017 014 01 09 03 08 05 02 010 011 012 019 06 015

Rysunek 1. Efektywno$¢ obiektow

Zrodlo: opracowanie wiasne.

04 07 018 013 016
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18 1

16 [ pi - efektywnosé

[ theta - efektywnosé¢

14 4

12 4

10 A

0-0,2 0,2-0,4 0,4-0,6 0,6-0,8 0,8-1
Wykres 2. Histogram efektywnosci

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Z rys. 2 widad, ze rozktad f-efektywnosci moze by¢ skrajnie asymetryczny. Ponadto
z definicji jest to zmienna dwustronnie ucieta, gdyz wskaznik 6 plasuje sie w przedziale
(0, 1]. Natomiast przebieg wskaznika m-efektywnosci i zwigzanego z nim wskaznika
rankingowego p, jest o wiele bardziej symetryczny. Ponadto wskazZnik rankingowy jest
uciety tylko prawostronnie w zerze, co znaczy, ze po jego zlogarytmowaniu mozna
otrzyma¢ rozklad Inp, by¢ moze, podobny do rozktadu normalnego.

3.4. PROBLEM 3 — CZY EFEKTYWNOSC WZGLEDNA DOBRZE CHARAKTERYZUJE
ZDOLNOSC KREDYTOWA?

Tradycyjne metody Data Envelopment Analysis pozwalaja okresli¢ efektywnosé
obiektu wzgledem danego zbioru obiektéw, czyli efektywno$é wzgledng. Nie pozwalajg
natomiast okresli¢ efektywnosci ,bezwzglednej”, czyli efektywnosci w zbiorze wszystkich
mozliwych obiektéw. A poniewaz w danym zbiorze zawsze przynajmniej jeden obiekt
ma efektywno$é¢ wzgledng réwna 1, dlatego mozliwe jest, ze:

1. jesli nawet wszystkie obiekty majg niskie warto$ci zmiennych charakteryzuja-
cych zdolnos¢ kredytowa (czyli niskie rezultaty), to i tak niektére z nich bedg miaty
efektywno$¢ réwng lub prawie réwng 18;

8 Np. wsréd ocen: 2, 3(=), 3(-), 3 oceng najlepsza, w pelni efektywna, jest trzy.
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2. jesli natomiast we wszystkich obiektach poziom zmiennych charakteryzujacych
zdolno$¢ kredytows jest bardzo korzystny (rezultaty sa bardzo wysokie), to i tak dla
niektérych z tych obiektéw wskazniki efektywnosci bedg mate®.

W pierwszym wypadku, zgodnie z ogdlng ideg ustalania efektywnosci za pomoca
metod DEA nalezatoby uznaé, ze wiele obiektéw odznacza sie wysokg zdolnos$cig kre-
dytowa, wbrew oczywistym faktom wynikajacym z matej wartosci zmiennych charak-
teryzujacych zdolnoéé kredytowa. W drugim wypadku natomiast, wbrew oczywistym
faktom oznaczajagcym wysoka zdolno$¢ kredytowg, bo zmienne jg charakteryzujace
osiggajg bardzo korzystne wartosci, trzeba by bylo przyjaé, ze niektére obiekty majg
bardzo niezadowalajacg zdolno$¢ kredytowa.

Przyklad

Mozna sprawdzié, ze w trzech nastepujacych sytuacjach:

sytuacja 1: naktady sg takie jak w tabeli 1 oraz rezultaty, takie jak w tabeli 1,

sytuacja 2: naktady sg takie jak w tabeli 1, ale rezultaty sa 100 razy mniejsze,

sytuacja 3: naktady sg takie jak w tabeli 1, ale rezultaty sa 100 razy wigksze,
wskazniki efektywnos$ci bedg takie same, mimo radykalnych zmian rezultatéw przy
tym samym poziomie naktadow!0!

OczywiScie, analogiczna wlasno$¢ zachodzi tez dla warunkéw dotyczacych nakta-
déw.

Pokazane przed chwila, bardzo niedogodne, wtasnosci metody DEA mozna usunaé
przez wprowadzenie do zadania DEA pewnego wirtualnego obiektu wzorcowego lub
nawet kilku wirtualnych obiektéw wzorcowych. Wtedy, oczywiscie, efektywno$¢ nadal
bedzie wzgledna, ale podstawg poréwnan bedzie nie jaki$§ dowolny, wybrany przez pro-
cedure, obiekt empiryczny, lecz z gory okreslony wirtualny wzorzec lub wzorce. Jesli
wzorzec jest ,doskonaly”, to relatywna efektywno$¢ wzgledem niego bedzie zblizona
do efektywnosci ,bezwzglednej”.

Propozycja rozwiazania problemu 3: dla wyeliminowania redundancji obiektéw
efektywnych nalezy wprowadzi¢ ,wirtualny” lub rzeczywisty obiekt wzorcowy i zastosowaé
model DEA z dozwolonymi wzorcami.

Konstrukcja wzorca

Jak obiekt wzorcowy skonstruowaé, jest sprawa pomystowosci badacza. Moze to
by¢ jakis, istniejacy gdzie indziej, obiekt empiryczny o znacznie lepszych wlasnos$ciach
od obiektéw przez nas badanych, np. znakomita firma uzyskujaca najwyzsze ratingi;
mogg to by¢ obiekty uznawane za najlepsze przez ekspertow. Mozna tez probowaé
samodzielnie ,statystycznie” skonstruowac obiekt wzorcowy. Ponizej omawiamy trzy
takie propozycje.

9 Np. wéréd ocen 5, 6 najgorsza oceng jest 5.
10 Matematyczny dowéd tej wiasnosci (ma ona zreszta miejsce dla wielu modeli DEA) jest bardzo pro-
sty: Warunek dla rezultatéw nie ulega zmianie, jesli je wszystkie pomnozymy przez pewng dodatnig stalg a.

Nier6wnos¢ Zﬂoj ¥,; = ¥y, jest bowiem identyczny z nieréwnoscia A o (@) = ay,,. Co wigeej, bedzie tak,
J J

gdy poszczegblne rezultaty pomnozymy przez rézne dodatnie state a, (r = 1, ..., R).
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Propozycja 1: Wzorzec ekstremalny.

Za wielkos$¢ r-tego rezultatu w wirtualnym obiekcie wzorcowym przyjmujemy
maksymalng zarejestrowang wielko$¢ rezultatu empirycznego, a za wielko$é n-tego
naktadu - minimalng zarejestrowang wielko$¢ naktadu empirycznego:

Yy = Max(y,g, ooy Yy )7 =1, .., R,

X, = Min(X,, .., x,,),n =1, ..., N.

(15)

”
Indeks w oznacza ,wzorcowy”.

Propozycja 2. Wzorzec przecigtny.

Wzorzec ekstremalny na og6t jest sztuczny i praktycznie nieosiggalny, co w duzym
stopniu moze wynikaé np. z réznej wielkoSci obiektéw. Wiadomo, ze duze rezultaty
wystapig raczej w duzych niz matych obiektach, a mate naktady — w obiektach raczej
matych niz duzych. Wzorzec (15) laczy wigc dwie przeciwne strony: pod wzgledem
rezultatow odwotuje sie do obiektéw duzych, a pod wzgledem rezultatéw — do obiektéw
malych. Dlatego mozna sugerowaé, aby wzorzec wirtualny byt podobny do obiektu
,przecietnego”, np. zeby byl okreslony na poziomie mediany czy Sredniej poszczeg6l-
nych naktadéw oraz rezultatow. W wypadku wzorca medianowego:

YV = mediana (yy1, ..., ypp), ¥ = 1, ..., R,

Xpw = mediana (X, ..., X)), 1 = 1, ..., N. (16)

Propozycja 3. Wzorzec kwartylowy. Wzorzec ekstremalny jest do$¢ sztuczny, zas
wzorzec przecietny moze uplasowaé sie w otoczeniu autentycznych obiektéw. Posrednim
wyjSciem jest przyjecie wzorca kwartylowego:

Vo = kwartyl 3.rzedu w szeregu (y,1, ..., vi7), r = 1, ..., R,

Xpw = kwartyl 1.rzedu w szeregu (x,1, ..., X)), n = 1, ..., N. 17

W tabeli 3 podano omawiane trzy wzorce statystyczne dotyczace danych z tabeli 1.

Tabela 3

Wzorce statystyczne

Naktad/Rezultat | Wzorzec ekstremalny | Wzorzec medianowy | Wzorzec kwartylowy
Xi 783 3320 1446
X3 56 323 83
X3 643 9713 1932
Xy 132 4636 1113
X5 123 3960 1210
Xe 989 14002 3230
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cd. tabeli 3
Naktad/Rezultat | Wzorzec ekstremalny | Wzorzec medianowy | Wzorzec kwartylowy
Y 13517 2181 6401
Y, 3785 459 981
Y3 2279 228 1022

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Wersje modelu DEA
Generalnie mozliwe sg dwie wersje modeli DEA z géry ustalonymi wzorcami.

1. DEA rozszerzona o wzorce

Procedura jest prostym uogélnieniem tradycyjnej DEA: zbior obiektéw rozszerzany
jest o obiekty wzorcowe, a obliczenia przeprowadza sie tak, jak w tradycyjnej DEA,
dopuszczajgc, ze do rozwigzania moze wejS¢ kazdy obiekt empiryczny oraz kazdy
obiekt wzorcowy.

Ta wersja badania moze by¢ przydatna dla sprawdzenia, czy obiekt stusznie zostat
uznany za wzorzec. Jest oczywiste, ze obiekt moze by¢ uznany za wzorzec, gdy jego
efektywno$¢ na tle obiektéw empirycznych jest nie mniejsza od pewnej dos¢ duzej
liczby wigkszej od 1 (np. jego nadefektywnosé jest wieksza od 2).

2. DEA z dozwolonymi wzorcami

Obliczenia prowadzone sg przy zalozeniu, ze do rozwigzania moga wej$é tylko
ustalone wcze$niej obiekty wzorcowe. Mianowicie konstruuje sie zadanie DEA z obiek-
tami empirycznymi oraz obiektami wzorcowymi, z tym ze dodatkowo postuluje sie,
by w modelu dla obiektu o-tego zerowe byly wagi intensywnosci 4,; dla obiektéw
niewzorcowych, 1 <j < J.

Te wlasnie wersje modelu DEA zaproponujemy do ustalania zdolno$ci kredytowej
— zob. cze$¢ 5 artykutu. Tam tez znajduje sie opis modelu oraz przyktad. Na razie nie
czynimy tego, gdyz nie chcemy przerywac dyskusji tradycyjnego podejscia DEA do
mierzenia zdolnosci kredytowej.

Przyklad

Korzystajac z pierwszej wersji modelu SE-CCR rozszerzonego o wzorce sprawdzimy,
czy podane w tabeli 3 wzorce: ekstremalny, medianowy oraz kwartylowy moga by¢
traktowane jako wzorcowe. Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 4.
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Tabela 4
Wskazniki efektywnosci i ranking obiektéw
Wskazniki rankingowe przy wzorcu:
Obiekt
ekstremalnym medianowym kwartylowym bez wzorca (klasyczny)

01 0,028 0,886 0,377 0,886
02 0,050 1,426 0,607 1,426
03 0,051 1,139 0,292 1,139
04 0,107 1,944 0,496 1,944
05 0,089 1,212 0,365 1,212
06 0,097 1,651 0,378 1,651
07 2,007 2,042 0,832 1,976
08 1,012 1,188 0,660 1,188
09 0,553 1,015 0,990 1,038
010 1,512 1,512 0,623 1,430
011 1,448 1,462 0,958 1,502
012 2,972 2,972 1,301 1,566
013 0,093 2,376 0,641 2,376
014 0,030 0,740 0,311 0,740
015 0,049 1,700 0,418 1,700
016 0,050 3,124 0,989 3,124
017 0,019 0,686 0,443 0,686
018 0,029 2,103 1,103 2,103
019 0,035 1,575 1,125 1,575
Efekywnos¢ 77,103 0,782 6,262 -
wzorca

Zrodto: obliczenia whasne.

Wyniki sugeruja, ze wzorzec medianowy nie powinien by¢ rozpatrywany, gdyz
jest on nieefektywny.

Nalezy zwr6cié uwage, ze przy réznych wzorcach sytuacja danego obiektu moze
by¢ rézna. Na przyktad obiekt O;¢ byt najlepszy przy wzorcu medianowym, byt zupel-
nie bez znaczenia przy wzorcu ekstremalnym i osiggnal niezlty wynik przy wzorcu
kwartylowym. Jest to zrozumiale, gdyz kazdy wzorzec ma na ogét inng strukture
naktadéw w stosunku do rezultatéw, a wiec za kazdym razem dany obiekt oceniany
jest w stosunku do obiektéw o réznych na ogét strukturach.
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4. FUNKCJA DYSKRYMINACYJNA

4.1. PROCEDURA KONSTRUKCJI FUNKCJI DYSKRYMINACYJNEJ

W klasycznej analizie ryzyka kredytowego dla stwierdzenia, czy dany obiekt jest
,dobry” czy tez ,zly” konstruuje sie funkcje dyskryminacyjna, np. stynng funkcje Z
Altmanall, a nastepnie, na podstawie warto$ci zmiennych niezaleznych tej funkcji
w analizowanym obiekcie, oblicza sie jej warto$¢ i ustala przydzial obiektu do odpo-
wiedniej grupy, np. grupy ,nie ryzykownej: lub ,ryzykownej”!12.

Podobne postepowanie proponuje si¢ w zastosowaniach metod DEA do analizy
ryzyka kredytowego. Za funkcje dyskryminacyjng przyjmuje sie funkcje regresji, w kto-
rym zmienng zalezng jest syntetyczny miernik zdolnosci kredytowej E, a zmiennymi
niezaleznymi sa wykorzystane w modelu DEA zmienne charakteryzujace naktady oraz
rezultaty. Tak wiec funkcja dyskryminacyjna ma forme:

E=b+2b,X,+2aY, (18)
n r

gdzie parametry wyznaczono jaka$ metodg estymacji statystycznej, np. klasyczng mnk.
W funkcji (18) wystapi¢ moga wszystkie lub niektore naktady X,, oraz rezultaty Y.
W przypadku modelu CCR za zmienng zalezng E bierze sie wskaznik 6-efektywnosci,
a w przypadku modelu SE-CCR - wskaznik rankingowy p lub wskaznik s-efektywnosci.

Niech y bedzie punktem odniesienia (= punktem ,odciecia”) syntetycznego mier-
nika zdolnosci kredytowej. W zalezno$ci od kontekstu syntetycznym miernikiem jest
wskaznik empiryczny E lub jego aproksymacja E okreslona wzorem (18).

Obiekty, dla ktérych syntetyczny miernik zdolnosci kredytowej £ lub E jest wiekszy
od y kwalifikowane sg jako ,zdrowe”, ,dobre”, ,mato ryzykowne”, ,ptynne” itp., a dla
ktérych syntetyczny miernik jest niewiekszy od y — kwalifikowane sg do grupy przeciwnej
,niezdrowych ekonomicznie”, ,ztych”, ,wysoce ryzykowanych”, ,nieptynnych” itp.

Jest naturalne, ze niekiedy trzeba wydzieli¢ kilka klas zdolnosci kredytowe;j.
Woéwczas podstawa odniesienia ma charakter wielopunktowy; sg to kolejne progi
y1 <72 < ... <yr. Wéwczas, na przyklad, jesli £ < y; — to obiekt skrajnie niedobry,
y1 < E <y, - obiekt w duzym stopniu jest niedobry, ..., £ > y; — obiekt jest ,celujacy”.
Klasyfikacja moze tez mie¢ charakter nieroztaczny; oprécz obiektéw ,dobrych” oraz
,22lych” wyréznia sie obiekty ,ani dobre, ani zle”.

W literaturze dotyczacej zastosowania DEA do analizy wnioskéw kredytowych, dla
ustalania punktéw odciecia y proponuje sie wykorzysta¢ analizy ekspertéw!3 lub nie-
ktére wielkosci statystycznych, np. za punkt odciecia proponuje sie przyja¢ mediane!4.
Jesli chodzi o wielopunktowa podstawe odniesienia, to tez mozna sugerowaé zastosowa-
nie analizy eksperckiej lub statystycznej. W tym ostatnim przypadku — wykorzystujemy
odpowiednie kwantyle w rozktadzie syntetycznego miernika zdolnosci kredytowe;j.

11 Altman [1].

12 Bardzo tadny przeglad réznych opracowanych w Polsce metod dyskryminacji w odniesieniu do
klasyfikacji obiektéw na ,zdrowe” i ,niezdrowe”) zawiera artykul Hamrol, Chodakowski [11].

13 Np. [8], s. 115.

14 Np. [12], s. 1767.
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4.2. PROBLEM 4 - CZY NALEZY WERYFIKOWAC FUNKCJE DYSKRYMINACYJNA?

W tradycyjnym podejsciu funkcja dyskryminacyjna (18) okreslana jest na drodze
ekonometrycznej i nie dziwig przeto zalecenia, aby w odniesieniu do niej stosowad
wszystkie podstawowe postulaty estymacji statystycznej, np. dobre dopasowanie oraz
istotno$¢ zmiennej objasniajgcych.

Sadzimy, Zze to nie wystarcza. Jak bowiem wiadomo, modele regresyjne, choé
powszechnie uzywane, majg ,wady”, ktére niekiedy poddajg w watpliwo$¢ sens ich
stosowania. Np. z uwagi na wewngtrzne korelacje zmiennych niezaleznych oraz prze-
chodnio$¢ relacji skorelowania, znak wspoétczynnika regresji moze by¢ zupetnie inny
niz oczekiwany, a model wielu zmiennych na ogét nie jest ,suma” modeli dla poje-
dynczych zmiennych niezaleznych!5. Poniewaz na podstawie funkcji dyskryminacyjnej
dokonywane sg niekiedy bardzo wazne dla banku i dla wnioskodawcy analizy, powinna
ona by¢ wszechstronnie zweryfikowana, i to, przede wszystkim, pod wzgledem mery-
torycznym. Ocena statystyczna jest tu tylko pomocnicza.

Propozycja rozwiazania problemu 4: obok postulatéw statystycznych istotnosci oraz
dobrego dopasowania, nalezy dokonacé merytorycznej oceny funkcji dyskryminacyjnej,
badajgc przynajmniej poprawnosé znakow jej wspétczynnikéw oraz ich skale.

W zastosowaniu DEA do credit scoring zmienng zalezng (dyskryminatg) jest syn-
tetyczny miernik zdolno$ci kredytowej, ktory ma charakter maksymanty.

Dlatego tez, jesli coraz wyzszy poziom zmiennej niezaleznej (naktadu lub rezultatu) jest
— ceteris paribus — oceniany coraz korzystniej z punktu widzenia zdolnosci kredytowej, to
poprawny jest dodatni znak wspélczynnika regresji przy tej zmiennej. Jesli za$ coraz wyz-
szy poziom zmiennej niezaleznej jest w warunkach ceteris paribus oceniany coraz bardziej
niekorzystnie, to poprawny jest ujemny znak odpowiedniego wspotczynnika regres;jil®.

Przyklad

W jednej z prac podano funkcje dyskryminacyjng, w ktérej dyskryminata zalezy
ujemnie od grajgcego role rezultatu wskaznika plynnosci. Jest to sprzeczne z wiedzg
ekonomiczng. Z kolei w innym artykule proponuje sie funkcje dyskryminacyjna, w kt6-
rej miernik zdolnoSci kredytowej zalezy dodatnio od wskaZnika ogélnego zadluzenia
i zalezy ujemnie od ROA.

4.3. PROBLEM 5 - CZY SZACOWANIE FUNKCJI DYSKRYMINACYJNEJ JEST KONIECZNE
DLA ZASTOSOWANIA METOD DEA DLA OCENY ZDOLNOSCI KREDYTOWEJ?

Spojrzenie praktyczne
Z czysto praktycznego punktu widzenia funkcja dyskryminacyjna jest przede
wszystkim potrzebna dla klasyfikowania nowych obiektéw na ,dobre” i ,ryzykowne”

15 Bytoby tak, gdyby w materiale statystycznym wszystkie zmienne niezalezne byly wzgledem siebie
ortogonalne.

16 W rzeczywisto$ci sprawa jest bardziej skomplikowana. W DEA za naklady trzeba uznawaé tylko
takie wielkosci, ktérych wzrost jest niezbedny dla wzrostu rezultatéw. Prowadzi to do tzw. postulatu koin-
cydencji naktadéw i rezultatéw w modelach DEA.
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pod wzgledem zdolnosci kredytowej. Wowczas, podstawiajac do odpowiedniego wzoru
warto$ci zmiennych niezaleznych charakteryzujacych nowy obiekt, otrzymujemy war-
to$¢ dyskryminaty dla nowego obiektu. Przyjmujac ponadto pewien punkt odciecia,
mozna ustalié, czy obiekt ten zaliczy¢ do ,dobrych” czy tez nie.

Natomiast funkcja dyskryminacyjna dla obiektéw juz badanych w modelu DEA
w zasadzie nie jest potrzebna, bo dysponujemy dla nich ,prawdziwymi” (= empirycz-
nymi) warto$ciami dyskryminaty. Aproksymacja ma jedynie sens, jesli analityk chce
bardziej elegancko zaprezentowaé wyniki obliczen.

Spojrzenie formalne

Klasyczne podejscie do estymacji funkcji dyskryminacyjnej jako funkcji regres;ji
wydaje sie intuicyjnie zrozumiale: skoro w modelu DEA efektywno$¢ obiektu jest roz-
wigzaniem optymalnym odpowiedniego zadania decyzyjnego, czyli skoro jest ona prze-
ksztalceniem empirycznych naktadéw i rezultatéw, to naturalne wydaje sie, by funkcje
dyskryminacyjng skonstruowaé jako model regresji, w ktérym zmiennymi niezaleznymi
sa wlasnie naktady i rezultaty wykorzystywane przy okre$laniu efektywnosci. Idea ta
jest jednak kontrowersyjna.

1. Po pierwsze, rodzi si¢ pytanie, czy opis $wiata za pomocg modeli optymaliza-
cyjnych jest tozsamy z opisem za pomocg modeli regresyjnych? Oczywiscie, stosowanie
jednego z nich nie wyklucza drugiego. Chodzi jednak o to, czy poprawne jest dys-
kryminowanie warto$ci uzyskanych z jednego podej$cia za pomocg warto$ci uzyska-
nych w innym podejSciu, jesli w obu podejsciach uzywa sie tych samych zmiennych?
Podobnie jest w wypadku liniowych réwnan przeptywéw bilansowych i liniowych
modeli produkcji koncowej. Mimo zewnetrznego podobienstwa obu podej$é uktady
réwnan liniowych wielu zmiennych nie sa to przeciez podej$cia réwnowazne.

2. Po drugie, nalezy wyrazi¢ watpliwo$¢, czy w ogéle konstrukcja ,regresyjnej” funk-
¢cji dyskryminacyjnej jest poprawna. Jesli bowiem przyjmuje sie, ze efektywno$é - jako
rozwigzanie optymalne zadania decyzyjnego — zalezy od nakladéw i rezultatéw, czyli
przyjmuje sie, ze E = f (X, Y), to dziwne na tym tle jest szacowanie modelu regresyjnego
typu (18) w formie E = g (X, Y). Bo to oznacza, jakby nie wierzono w wyniki modelu
decyzyjnego. W przytoczonych wzorach symbol X to empiryczna macierz naktadow,
Y - empiryczna macierz rezultatéw, E — wektor wskaznikéw efektywnosci obiektow.

3. Po trzecie, jesli funkcja dyskryminacyjna, g, jest liniowa — a tak jest najczes-
ciej — to aproksymacja rozwigzania zadania decyzyjnego oznacza rozpatrywanie do$é¢
,dziwnej” zalezno$ci, ze rozwigzanie optymalne f (X, Y), juz bedace funkcjg X, Y,
jeszcze dodatkowo zalezy od tychze X oraz Y.

Naturalnie mozna bytoby ratowaé to podejscie i konstruowaé funkcje dyskrymina-
cyjnag wzgledem naktadéw i rezultatéw nie ujetych w modelu DEA, ale to tez bedzie
watpliwe. Skoro bowiem w modelu DEA syntetyczng charakterystyke zdolno$ci kredy-
towej uzalezniono od X oraz Y, to dlaczego teraz uzalezniaé ja od innych zmiennych,
powiedzmy Z oraz V?

Propozycja rozwiazania problemu 5: proponujemy, aby stosujqc metody DEA, wrecz
zrezygnowac z konstrukeji funkeji dyskryminacyjnej, a klasyfikacje obiektéw przeprowadzaé
na podstawie modelu DEA z dozwolonymi wzorcami.

Odpowiednig procedurg oméwiono ponize;j.
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5. PROPOZYCJA PROCEDURY DYSKRYMINACJT WNIOSKOW KREDYTOWYCH

Proponujemy, by zgodnie z duchem Data Envelopment Analysis dla okreslenia
zdolnosci kredytowej nowego obiektu (lub ich grupy), a jesli trzeba, to i ,starych”
obiektéw rozwigzaé odpowiednie zadania z dozwolonymi wzorcami, a wiec zadania,
w ktérych wagi intensywnos$ci moga by¢ dodatnie tylko dla obiektéw wzorcowych
(przyktadowy model z dozwolonymi wzorcami sformutowano nizej). Badamy wéwczas
zdolno$¢ kredytowg obiektéw albo ,starych”, albo ,nowych”, albo ,i starych i nowych”
na tle z géry ustalonych obiektéw wzorcowych.

Nastepnie nalezy przeprowadzi¢ zwykle zadanie klasyfikacji obiektow, kierujac sie
ustalonymi punktami odciecia w odniesieniu do uzyskanych wskaznikow efektywnosci
(lub nadefektywnosci).

Nie ma natomiast potrzeby konstrukcji jakiejkolwiek funkcji dyskryminacyjnej
(regresyjnej lub innej).

Przy obecnych $rodkach obliczeniowych rozwigzanie modelu DEA nawet dla duzych
zbioréw danych nie stwarza zadnego klopotul?.

5.1. UKIERUNKOWANY NA NAKEADY STANDARDOWY MODEL SE-CCR
Z DOZWOLONYMI WZORCAMI

Niech B oznacza zbiér badanych obiektéw (moga to byé tylko ,stare” obiekty
lub tylko ,nowe”, lub obie te grupy tacznie). Natomiast W niech oznacz zbidr obiek-
téw-wzorcéw. Dysponujemy informacjami o wielkosci nakltadéw oraz rezultatow dla
wszystkich obiektéw z obu zbioréw.

Zadanie dla obiektu o € B polega na znalezieniu takich wag intensywnosci ,;,
gdzie j € W oraz takiego mnoznika naktadow p,, ze:

min p, (19)
przy warunkach:
'Zﬂojyrj =y, (r=1, ..., R), (20)
JEeW
Zﬂajxnj <o,x, (n=1 .. N) (1)
JEW
po,ﬂonO j+o, jEW, o€B. (22)

Zadanie to mozna rozwigzaé jako ,zwykle” zadanie SE-CCR, narzucaja jednak
warunki 4, = 0 dla j & W.

17 Jesli oceniamy zdolnoé¢ kredytowa tylko nowych obiektéw, to mozna rozpatrywac tylko zbiér tych
obiektow. Oczywiscie, z uwagi na ustalenie wzorcéw, nie bedzie bledem rozpatrzenie zbioru wszystkich,
starych i nowych obiektéw (choé¢ wiele rachunkéw wykonamy niepotrzebne).
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5.2. PRZYKEAD EMPIRYCZNY

Nalezy zaklasyfikowaé do odpowiednich grup cztery obiekty scharakteryzowane
naktadami i rezultatami podanymi w tabeli 5 (obiekty O,g, Oz, O3 i O,3). W tabeli
podano tez wzorce. Sg to dwa wzorce ,eksperckie”, E1 i Ey, z tym ze wzorzec eks-
percki E, jest identyczny z obiektem O;9 oraz jeden wzorzec statystyczny — wzorzec

kwartylowy.
Tabela 5
Naktady i rezultaty czterech nowych obiektéw oraz wzorce
Naklad/ Nowe obiekty Wzorce
Rezultat | ghickt 020 | Obickt 021 | Obickt 023 | Obickt 024 El 019 kwartylowy
X 1003 3000 1700 3700 5000 856 1446
X 1500 323 80 1800 1000 68 83
X3 640 7131 1900 1400 8000 1029 1932
Xy 500 636 2113 1130 7000 132 1113
X5 921 960 3210 674 3000 289 1210
Xe 1000 1402 2230 632 15000 989 3230
Y 400 2810 5600 6005 4000 40 6401
Y, 700 1459 1980 1342 4000 132 981
Y3 300 765 1002 400 3000 11 1022

Zrédlo: obliczenia whasne.

W celu obliczenia syntetycznego wskaznika zdolnosci kredytowej wykorzystamy
ukierunkowany na naktady standardowy model SE-CCR. Wskaznikiem zdolnosci kredy-
towej bedzie wskaznik rankingowy p. Obiekty poklasyfikujemy na pie¢ grup. Przyjmiemy,
ze zdolno$¢ kredytowa jest:

(i) niewystarczajaca mata, gdy p < 0,5

(ii) niewystarczajaca umiarkowana, gdy 0,5 <
(iii) wystarczajgca umiarkowana, gdy 0,8 < p
(iv) wystarczajaca dobra, gdy 1,5 < p < 2,5

(v) wystarczajagca bardzo dobra, gdy p > 2,5.
Wskazniki rankingowe obiektéw oraz przydzial do grup przedstawia tabela 6.

p
<

<
1,

0,8
5
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Tabela 6
Wskazniki rankingowe oraz klasyfikacja obiektow
Obiekt p Grupa Obiekt p Grupa Obiekt p Grupa

0, 0,270 i O 0,191 i O16 0,987 Lii
0, 0,536 ii 0o 0,250 i 017 0,341 i
O3 0,276 i Oqo 0,384 i O3 0,864 iii
04 0,491 i o1 0,353 i 02 2,305 iv
Os 0,364 i 012 0,445 i 0y 3,426 v
O¢ 0,378 i 013 0,641 ii 023 2,923 v
07 0,418 i 014 0,249 i 024 6,991 v

05 0,422 i 019 1,135 i

Zrédlo: obliczenia wiasne.

W sensie przyjetych kryteriow wiekszo$¢ obiektéw nie ma wystarczajgcej zdolno-
$ci kredytowej. Bardzo dobrg zdolnoscig kredytowg charakteryzuja sie nowe obiekty
020-024.

6. PODSUMOWANIE

1. W artykule wskazano, ze tradycyjna procedura okreslania zdolnosci kredytowej
poprzez:

— rozwigzanie zadania CCR lub BCC,

— oszacowanie funkcji dyskryminacyjnej jako funkcji regresji, w ktérej zmienng
zalezng jest wskaznik efektywno$ci a zmiennymi niezaleznym sg uzyte w zadaniu
DEA zmienne charakteryzujace naktady oraz rezultaty ma wiele wad, w szczegblnosci
dotyczacych funkcji dyskryminacyjne;.

2. W zwigzku z tym zaproponowano procedure okreslania zdolnosci kredytowej
w ogoble bez funkcji dyskryminacyjnej. Procedura caly czas opiera sie na pojeciach
i metodach DEA. Jej etapy sg nastepujgce:

(i) Ustala sie wstepne obiekty wzorcowe, np. na podstawie analizy eksperckiej
lub statystyczne;j.

(i) Rozwigzuje si¢ zadanie SE-DEA z obiektami empirycznymi oraz wzorco-
wymi.

(iii) W oparciu o te wyniki weryfikuje sie wstepne wzorce. Np. wzorzec moze by¢
zaakceptowany, gdy na tle obiektéw empirycznych jest on w pelni efektywny w sensie
Farrella. Obok tego moga by¢, oczywiscie, uwzglednianie inne kryteria.

(iv) Ustala sie syntetyczny miernik zdolnosci kredytowej poszczegélnych obiektéw
(,starych”, ,nowych”) poprzez rozwigzanie odpowiedniego zadania SE-DEA z dozwo-
lonymi wzorcami, np. (19)-(22).
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(v) Przydzial obiektéw do grup odbywa sie poprzez poréwnywanie obliczonych

w etapie (iv) syntetycznych miernikéw zdolnosci kredytowej z punktem (punktami)
odciecia.

3. Obok badania zdolno$ci kredytowej proponowana procedura moze by¢ stoso-

wana do pokrewnych zagadnien — do oceny ryzyka, badania zagrozenia bankructwem,
kwalifikacji do grup jakoSciowych itp.
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UWAGI NA TEMAT ZASTOSOWANIA METODY DEA DO USTALANIA ZDOLNOSCI KREDYTOWEJ
Streszczenie

W artykule wskazano, ze tradycyjna dla DEA procedura okreslania zdolnosci kredytowej poprzez roz-
wigzanie zadania CCR lub BCC oraz oszacowanie funkcji dyskryminacyjnej jako funkcji regresji, w ktérej
zmienng zalezng jest wskaznik efektywno$ci, a zmiennymi niezaleznym sg uzyte w zadaniu DEA zmienne
charakteryzujace naklady oraz rezultaty ma wiele wad. Gléwnie dotycza one funkcji dyskryminacyjnej.
W zwigzku z tym zaproponowano procedure okreslania zdolnosci kredytowej w ogéle bez funkcji dyskry-
minacyjnej.

Procedura caly czas opiera si¢ na pojeciach i metodach DEA. W szczeg6lno$ci proponuje sie wykorzy-
stanie modelu nadefektywnos$ci DEA, a zamiast funkcji dyskryminacyjne proponuje si¢ uzy¢ modeli SE-DEA
z dozwolonymi wzorcami. Typowanie obiektow do grup odbywa si¢ tradycyjnie, poprzez poréwnanie miernika
zdolnosci kredytowej (tu: wskaznika rankingowego) z punktami odciecia.

Stowa kluczowe: DEA, SE-CCR, zdolno$¢ kredytowa, DEA z dozwolonymi wzorcami

ESTIMATION OF CREDIT CAPACITY USING DATA ENVELOPMENT ANALYSIS
Summary

The article points out some disadvantages of traditional (based on DEA methodology) procedure of
estimating credit capacity which consists in solving CCR and BCC models and estimating a discriminant
function where efficiency indicator is a dependent variable and inputs and outputs used in DEA models
are independent variables.

Since the main problems with this procedure are connected with discriminant function, the author
suggests a procedure of credit capacity estimation which uses no discriminant function. The new method is
based on DEA methodology, particularly on super-efficiency DEA models (SE-DEA models) with permitted
benchmarks. Comparing the credit capacity indicator (here: ranking indicator) with cut-off points enables
objects classification.

Key words: DEA, SE-CCR, credit capacity, DEA with permitted benchmarks
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ZASTOSOWANIA PANELOWYCH MODELI DYNAMICZNYCH
W BADANIACH MIKROEKONOMICZNYCH I MAKROEKONOMICZNYCH!

1. WPROWADZENIE

Terminem ,dane panelowe” okreSla sie we wspoélczesnej ekonometrii dane,
powstajace z potaczenia szeregdw czasowych obserwacji dla jednostek przekrojowych.
Charakteryzuja sie one tym, ze liczba obserwacji w czasie T jest znacznie mniejsza
niz liczba obiektéw przekrojowych N. Modele ekonometryczne szacowane na pod-
stawie danych panelowych, w ktérych zaktada sie, ze na ksztaltowanie sie zmiennej
objasnianej wpltywajg, oprécz zmiennych objasniajacych, niemierzalne, stale w czasie
i specyficzne dla danego obiektu czynniki, zwane efektami grupowymi, nazywane sg
modelami panelowymi (ang. panel data models). Obecno$¢ w modelach panelowych
efektéw grupowych spowodowata konieczno$¢ opracowania specyficznych metod esty-
macji takich modeli. Stalo$¢ w czasie efektéw grupowych jest przyczyng dodatkowych
komplikacji metodologicznych, ktére pojawiajg sie przy estymacji modeli dynamicz-
nych. Gtéwnym celem artykutu jest przedstawienie przyktadéw zastosowania pane-
lowych modeli dynamicznych w analizach ekonomicznych w skali mikro i makro.
Szczegblny nacisk polozony zostal przy tym na wskazanie czynnikéw réznicujacych
te dwa przypadki i konsekwencje zastosowania réznych metod estymacji w zalezno$ci
od rodzaju proby.

2. DANE PANELOWE W MODELOWANIU MIKROEKONOMICZNYM (MIKROPANELE)
I MAKROEKONOMICZNYM (MAKROPANELE)

W zwigzku z dynamicznie rosnacg liczbg praktycznych zastosowan modeli panelo-
wych w ré6znego rodzaju analizach ekonomicznych i wynikajacym z tej r6znorodnos$ci
zréznicowaniem préby pod wzgledem wymiaru czasowego i przekrojowego, w najnow-
szych opracowaniach (por. np. [6]) pojawilo si¢ rozréznienie danych panelowych na
makropanele i mikropanele. Mikropanele to dane, charakteryzujace sie bardzo duza
liczba obserwacji przekrojowych, siegajaca setek lub nawet tysiecy obiektow; liczba
obserwacji w czasie jest natomiast bardzo niewielka — rzadko przekracza dziesieé,
zazwyczaj jest to kilka obserwacji. Typowym przyktadem mikropanelu sg dane pocho-

I Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2007-2009 jako projekt badawczy
nr N111 0938 33



26 Barbara Darviska-Borsiak

dzace z gospodarstw domowych lub inne dane indywidualne. Makropanele charaktery-
zujg sie natomiast bardziej ograniczong liczbg obserwacji przekrojowych (N waha sie
od kilkunastu do kilkudziesieciu) i dluzszym horyzontem czasowym préby, siegajgcym
nawet 7 = 30 okreséw. Sa to zazwyczaj dane wykorzystywane w badaniach makro-
ekonomicznych. Przyktadem mogg by¢ dane dla krajéw Unii Europejskiej, krajow
OECD, dla ktérych dostepne sg stosunkowo diugie szeregi czasowe, dotyczace wielu
zmiennych makroekonomicznych. Modele panelowe estymowane na podstawie makro
i mikropaneli wymagajg stosowania réznych metod ekonometrycznych. Potrzeba taka
wynika z réznych wymiaréw tych danych i zwigzanych z nimi pozadanych wtasnosci
asymptotycznych estymatoréw. W przypadku mikropaneli szczegblnie wazne sg wtlas-
no$ci asymptotyczne dla N - o« i skonczonego T, a w przypadku makropaneli — dla
N - i T » o lub wlasnosci estymatoréw w malych prébach. Ponadto w przypadku
makropaneli o szczegélnie dlugim wymiarze czasowym moga pojawiaé sie problemy
zwigzane z niestacjonarno$cia, nie wystepujace w mikropanelach, w ktérych wymiar
T jest niewielki. Problemem, ktéry jest typowy dla makropaneli jest natomiast zalez-
no$¢ miedzy obiektami (ang. cross-unit dependence), powodujaca zjawisko korelacji
przekrojowej. Nie wystepuje on zazwyczaj w modelach szacowanych na podstawie
mikropaneli, gdyz obiekty sa elementami préoby losowej, a zatem mato prawdopodobna
jest ich wzajemna korelacja.

Dostep do baz danych zaréwno makro, jak i mikropanelowych jest obecnie sto-
sunkowo tatwy, zwlaszcza do baz miedzynarodowych, oraz mikropanelowych baz ame-
rykanskich i zachodnioeuropejskich. Przyktady takich baz, wraz z adresami witryn
internetowych, sg podane i opisane np. w pracy [6], s. 1-5. Poglad na temat ogromnych
rozmiaréw baz danych mikropanelowych da¢ moze przyktad danych z gospodarstw
domowych, zgromadzonych na Uniwersytecie Michigan (USA), znany jako Panel Study of
Income Dynamics (PSID)2. Dane zaczeto zbiera¢ w 1968 roku i pochodzity one z 4800
rodzin. Do 2003 roku w PSID zgromadzono dane o 65 000 jednostkach, a dtugosé¢
szeregéw czasowych dochodzi az do 36 lat.

3. ZARYS NAJCZESCIEJ STOSOWANYCH METOD ESTYMACJI PANELOWYCH MODELI DYNAMICZNYCH

Dynamiczny model panelowy ma postaé:
Vi = Wip—1 T XLB+u, = Wii—1 T xIB+a+e, i=1.,N t=1..,T (1)

gdzie ¢, ~ N(O,o‘g) dla wszystkich i, ¢, a; — efekt grupowy, losowy lub nielosowy; jesli
a; s3 losowe, to a; ~ N(O,o‘i), X;, = [%4] ., jest wektorem zmiennych objasniajacych
o K wspotrzednych, B jest wektorem parametréow (Kx1), jednakowych dla wszystkich
i oraz t.

Jak juz wspomniano, do estymacji panelowych modeli dynamicznych nalezy stoso-
waé odrebne metody, inne niz stosuje sie dla modeli statycznych. Proponowana w lite-
raturze metodologia bazuje w zasadzie na jednej z trzech metod: Metodzie Zmiennych

2 Baza dostepna jest na stronie: http:/psidonline.isr.umich.edu.
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Instrumentalnych (por. [2] i [3]]), Metodzie Najwiekszej Wiarygodnosci (por. [17]),
oraz Uogdélnionej Metodzie Momentéw (GMM) (por. [5], [1], [4], [8]). Najczesciej sto-
sowane w praktyce sg metody oparte na GMM, a szczegblnie tzw. GMM pierwszych
réznic (ang. first- differenced GMM), FDGMM, zaproponowana przez Arellano i Bonda
w pracy [5], oraz systemowa GMM Blundella i Bonda (ang. system GMM), SGMM,
por. [8]. Metody bazujgce na GMM sg omoéwione np. w ksigzkach [6], [17]. Uwagi na
temat GMM dla modeli szeregéw czasowych i FDGMM w jezyku polskim znaleZé tez
mozna w artykule [15].

GMM jest metodg umozliwiajaca estymacje parametréw modelu bezposrednio
z warunkéw momentéw, ktére moga by¢ liniowe lub nieliniowe wzgledem parametrow.
Postaé i liczba warunkéw momentéw wykorzystywanych w procesie estymacji zaleza
od zalozen dotyczacych korelacji miedzy zmiennymi x;, a skladowymi «; i¢;. Przy
zalozeniu, Ze ¢;; nie wykazuje korelacji w czasie, oraz x;; sg skorelowane z ¢;, mozliwe
jest przyjecie trzech alternatywnych zalozen na temat korelacji x;; z ¢;;. Zmienne x;;
mogg by¢:

— endogeniczne, to znaczy x;; jest skorelowany z warto$cig biezaca ¢;; 1 wartosciami
op6znionymi ¢; ;_, ale nieskorelowana z warto$ciami przysztymi ¢; /4,

— z gbry ustalone (stabo egzogeniczne), to znaczy x;; jest nieskorelowany z war-
toscig biezaca ¢j;, ale skorelowany z warto$ciami opéZnionymi ¢; ;_,

— SciSle egzogeniczne, to znaczy Xx;; jest nieskorelowany z warto$cig biezaca ¢y,
warto$ciami op6znionymi ¢;;, i z warto$ciami przyszlymi &; ;4.

Mozliwe jest tez przyjecie dodatkowych silniejszych zatozen, dotyczacych kore-
lacji miedzy efektami grupowymi ¢; a zmiennymi x;;, braku korelacji jednoczesnej:
E (xju;) =0dlaz =1, ..., T, warunkdw poczatkowych lub stabej stacjonarnosci. Wybér
miedzy powyzszymi alternatywnymi zatozeniami wydaje sie arbitralny. Poniewaz jednak
w wiekszosci przypadkéw dodatkowe warunki momentéw sg tzw. warunkami ponad-
identyfikujgcymi, to ich wlasciwo$¢ mozna testowaé, na przyklad za pomocg testu
Sargana3. Ponizej przedstawiona zostanie w zarysie zasadnicza idea dwoéch metod:
GMM pierwszych réznic Arellano i Bonda (ang. first differenced GMM), FDGMM i sy-
stemowej GMM Blundella i Bonda (ang. system GMM), SGMM. Jak juz wspomniano,
sa one jednymi z najczesciej stosowanych w praktyce metodami estymacji panelowych
modeli dynamicznych, a ponadto prezentowane w kolejnych czeéciach artykutu przy-
ktady empiryczne bazuja wlasnie na tych metodach.

Zasadniczg idee FDGMM przedstawi¢ mozna nastepujgco: oblicza sie pierwsze
réznice modelu, w celu usuniecia statych w czasie efektéw grupowych ¢;, a nastepnie
zmienne objas$niajace w modelu pierwszych réznic zastepuje instrumentami, ktérymi
sg poziomy zmiennych, op6Znione o dwa lub wiecej okreséw. Estymatory parametréow
strukturalnych uzyskuje si¢ stosujac GMM do modelu pierwszych réznic.

Doktadniej, zastosowanie tej metody wymaga, aby model (1) spelnial zalozenia:
lyl <1, E(e;) = E(;) =0, E(aj &y) =0, E(ejs i) =0dlai =1, ..., N, t#s (brak
autokorelacji sktadnika losowego ¢;;), E (y;1 €i) = 0dlai =1, ..., N, t =2, ..., T. Jesli
N = o a T jest skoriczone, to uwzglednione zalozenia implikujg warunki momentéw,
ktérych postaé zalezy od charakteru zmiennych x;;. Znaczenie maja zalozenia, doty-

3 Por. np. [5], [6] lub w jezyku polskim [15].
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czace korelacji tych zmiennych z obiema sktadowymi sktadnika losowego modelu (1):
Z eyl za.

Jesli zmienne x;; sg SciSle egzogeniczne i skorelowane z efektami grupowymi ¢;,
to warunki momentéw majg postaé:

E(AxyAg,)=0dlar=1,..,T k=1,.. K )

a macierz instrumentow:

[y D] 0 0
7 — 0 [yil’in’ A"‘iT3] ) g (©)
0 0 [yip-wyi,T—P AXiTT]

Przypadek drugi zachodzi, gdy zmienne x;; sg z gory ustalone, w sensie ich kore-
lacji z wlasciwym sktadnikiem losowym ¢;;, tzn. dla kazdego k zachodzi E (xj; €;5) # 0
dla t > s, oraz E (xj; €;) = 0 dla s = ¢, i x;; sg skorelowane z a;. Oznacza to, Ze biezgce
i op6Znione warto$ci zmiennych x;; sa skorelowane z biezacymi warto$ciami sktadnika
losowego. Whasciwymi instrumentami dla modelu pierwszych réznic uzyskanego z (1)
w okresie s sg zatem X;_i, ..., x;;. Warunki momentéw majg wéwczas postac:

E(xg, Ag)=0dar=3, .. s> 2, (4)

a macierz instrumentow:

[yw X;pX 12] 0 0
zZ,— 0 [yl‘l’yl‘z’xiTlinTz’Xg] g . (5)
0 0 [)’,-1s~-syi,T72’XiTl’""XZT*1]

W praktyce najczesciej zachodzi jednak przypadek mieszany, gdy elementami wek-
tora x;; sa zaréwno zmienne SciSle egzogeniczne, jak i z gory ustalone w sensie ich
korelacji z ¢;;, oraz nie wszystkie zmienne x;; sg skorelowane z efektami grupowymi
a;. W takim przypadku Arellano i Bond w pracy [5] proponuja wykorzystanie idei
Hausmana i Taylora zaproponowanej w [16], a wiec dekompozycje wektora x;; na
dwa podzbiory: zmiennych nieskorelowanych z ¢;, i zmiennych skorelowanych z ¢;,
oraz odpowiednig modyfikacje macierzy instrumentéw. Dalsze postepowanie polega na
zastosowaniu Uogolnionej Metody Momentéw (GMM). Estymator wektora parametréow
strukturalnych [y BT]T modelu (1) ma postaé:

o~

(Bt e )

i=1

(S e e
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gdzie Wy jest symetryczng, dodatnio okre$long macierza wag, a macierz Z; jest okre-
$lona w zaleznosci od charakteru zmiennych x;;, wzorem (3) lub (5). Nazywany jest on
estymatorem GMM pierwszych réznic (FDGMM). Zastosowanie (6) w praktyce wymaga

T
GMM2>
(FDGMM2) uzyskuje sig, zastgpujac we wzorze (6) macierz Wy jej zgodnym i asymp-
totycznie efektywnym estymatorem postaci ogdlnej:

wcze$niejszej estymacji macierzy wag. Estymator dwustopniowy wektora [5/ [3]

N - 1
W = (%EIZ? A& A& Zl.) . 7
A§; oznacza wektor reszt pewnego poczatkowego estymatora |7 j}]gMMl wektora [y BT]7.
T

GMMI
uzyskuje sie zgodnie ze wzorem (6) dla poczatkowej macierzy wag Wyq. Estymator

Estymator (7) wyznacza si¢ stosujac procedurg iteracyjng, za$ estymator [5/ B]

[;7 B]QMMI nazywa sie jednostopniowym estymatorem GMM pierwszych réznic

(FDGMM1). Jako poczatkowsg macierz wag przyja¢ mozna Wy, = I, lub zgodnie
z propozycja Arellano i Bonda:

N
W, = %lZIZiTGZi, gdzie:

2 —1 0 ...
-1 2 - 0
0 - - =1
0 —1 2

G:

Macierz wariancji-kowariancji estymatora (6) jest w ogélnym przypadku dana
wzorem:
—1

, ®)

lim
pNaOO

1 < 1 < Y
(NAZIAyiT’_IZi><NAZZiTAeiAeiTZi) (NAZZiTAyi,ﬂ)

i=1 i=1

a przy dodatkowych zatozeniach dotyczacych normalnosci rozktadu i sferycznosci ¢;;
jej srodkowy czynnik redukuje si¢ do o2 W¢".

Mozliwo$¢ zastosowania FDGMM jest problematyczna w przypadku, kiedy op6z-
nione poziomy zmiennych sg stabymi instrumentami dla zmiennych zréznicowanych
(tzn. zmienne instrumentalne sg zbyt stabo skorelowane ze zmienng objasniajacg).
Sytuacja taka ma miejsce miedzy innymi wtedy, gdy liczba obserwacji w czasie jest
mata i wykorzystuje sie szeregi czasowe o wysokim stopniu trwatosci# (ang. persistent

4 Wydaje sie, ze pojecie to funkcjonuje w literaturze anglojezycznej wytacznie w kontek$cie panelowych
modeli dynamicznych, gdzie definiowane jest jako proces, ktérego wartos$ci przyszie sg silnie skorelowane
z warto$ciami biezacymi (a highly persistent process is a time series process where outcomes in the distant
future are highly correlated with current outcomes). Jest ono $ci§le zwigzane z pojeciem niestacjonarnosci:
szereg, ktory posiada pierwiastek jednostkowy jest definiowany jako szereg o wysokim stopniu trwalosci,
dla ktérego warto$¢ biezaca réwna jest wartosci z okresu poprzedniego plus sktadnik losowy (a unit root
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time series). Estymatory FDGMM mogg by¢ woéwczas silnie obcigzone. Szczegdtowe
rozwazania na temat obcigzenia estymatoréw, spowodowanego zastosowaniem stabych
instrumentéw znaleZé mozna m.in. w pracy [20].

Systemowy estymator GMM (SGMM) Blundella i Bonda wykorzystuje dodatkowe
warunki momentéw, ktére sg wlasciwe rowniez w sytuacji, gdy instrumenty FDGMM
sg stabe, oraz zalozenia odno$nie warunkéw poczatkowych, umozliwiajace uzyskanie
warunkéw momentéw, ktore sa wlasciwe réwniez dla szeregéw o wysokim stopniu
trwatosci. Zasadnicza idea SGMM polega na oszacowaniu systemu réwnan zaréwno
na przyrostach, jak i na poziomach. Instrumentami dla zmiennych objasniajacych
w réwnaniach na poziomach sg opéznione pierwsze réznice zmiennych. Instrumenty te
sg wlasciwe, jesli model (1), oprécz zatozen przyjetych w [5], spelnia zatozenie dotyczace

¢;
YT 1T — )%

stacjonarnosci $redniejd i wynika z niego warunek:

warto$ci poczatkowej, postaci: E = 0. Jest to zalozenie dotyczace

E(aj Ayp) =0dlai =1, ..., N. )

Estymator SGMM dla modelu autoregresyjnego (tzn. modelu postaci (1), w kt6-
rym 3 = 0), na ktérym koncentrujg sie rozwazania Blundella i Bonda zawarte w [8]
wykorzystuje dwa uktady warunkéw momentéw, postaci®:

E<ZiTA5i) =0 o)
E(Z"uf) =0
gdzie u;/ = [Agg, ..o, Ay, oo, uiT]T, Ag; = [Agy, ..., Agy] a macierze instrumen-
téw majg postaé:
[va] 0 .. 0 %}i A(; g g
0 i Yi 0 i2
Z, : [yisYio) . 0 LZEP =10 0 Ay, ... 0 | (11)
0 o 0 [yipeedir o] 00 0 . Ay,r—l

Jesli B # 0, to posta¢ macierzy zmiennych instrumentalnych zalezy od charakteru
zmiennych egzogenicznych, analogicznie jak w przypadku FDGMM. W przypadku, gdy
zmienne X;; sg $ciSle egzogeniczne, to postepowanie jest takie samo jak w przypadku
estymatora FDGMM. Jesli za$§ zmienne x;; nie sa $ciSle egzogeniczne, to przyjmujac

process is a highly persistent time series process where the current value equals last period’s value, plus
a weakly dependent disturbance).

5 Wyrézniamy dwa rodzaje niestacjonarnoéci: w $redniej (trend deterministyczny) i wariancji (trend
stochastyczny) procesu.

6 Pierwszy z ukladéw okreslonych wzorem (10) to ukltad warunkéw momentéw wykorzystywany
w FDGMM. Drugi z nich tworza dodatkowe warunki uzyskane dzigki spetnieniu warunku (9).
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dla tych zmiennych zatozenie poczatkowe typu (9) mozna uzyskaé¢ dodatkowe warunki
momentéw postaci:
E(Ax;, qu,)=0dlai=1,.., Norazt=3,.. T (12)

Zatem opdznione pierwsze réznice Ax;;_1 moga by¢ zmiennymi instrumentalnymi
w réwnaniach na poziomach i zespét wszystkich mozliwych warunkéw momentéw
tworzg warunki (4) i (12). Wykorzystujgc ten uktad warunkéw do estymacji GMM
systemu (7 - 2) rownan na przyrostach i (T'—2) réwnan na poziomach, uzyskuje si¢
jednostopniowy i dwustopniowy estymator SGMM, analogicznie jak opisano to dla
FDGMM.

W pracy [8] wykazano, ze zastosowanie systemowego estymatora GMM przynosi
znaczacy wzrost efektywnosci w stosunku do FDGMM szczegdlnie, gdy warto$é para-
metru autoregresyjnego y - 1 lub gdy stosunek wariancji 02 /02 ro$nie.

Przy zalozeniu homoskedastycznosci ¢;; estymatory jednostopniowe FDGMM
i SGMM s3 réwnowazne estymatorom dwustopniowym. Jesli za$ ¢;; jest heteroskeda-
styczny, to estymatory dwustopniowe sg bardziej efektywne. Bond, Hoeffler i Temple
w pracy [10] stwierdzaja jednak, powolujac sie na eksperymenty Monte Carlo, Ze
wzrost efektywnosci jest z reguly niewielki, oraz ze estymator dwustopniowy zbiega
do swojego rozktadu asymptotycznego do$¢ powoli. W skonczonych prébach btedy
szacunku tego estymatora mogg ponadto by¢ silnie obcigzone w dét.

Przeglad metod estymacji pod katem ich przydatnosci do estymacji jednoréw-
naniowych modeli dynamicznych na podstawie mikropaneli zawarty jest w artykule
[11]. Metody, ktére bazujg na GMM sa, wedlug autora, szczegblnie uzyteczne w przy-
padku modeli zawierajacych endogeniczne lub z géry ustalone zmienne objasniajace.
Endogeniczno$¢ zmiennych objasniajacych jest zjawiskiem naturalnym: zalozenie
o $cislej ich egzogenicznosci oznaczaloby, Zze przeszte wartoSci zmiennych nie wply-
waja na warto$ci biezace, co byloby trudne do przyjecia w przypadku zjawisk czesto
modelowanych na podstawie mikropaneli, takich jak: konsumpcja, dochéd, inwestycje,
etc. Autor zwraca tez uwage na wlasnosci estymatoréw w przypadku matych préb (jesli
dodatkowo wymiar przekrojowy préby jest niewielki), oraz warunkéw poczatkowych
w kontekscie mikropaneli. Wplyw obserwacji poczatkowej na kazdg kolejng obserwacije
jest tu szczegodlnie istotny ze wzgledu na krotkosé szeregu czasowego. Ilustracjg tych
rozwazan sg dwa przyklady empiryczne, oméwione w czesci 4.

Wlasnosci estymatoréw bazujacych na GMM w kontek$cie modeli dynamicznych
szacowanych na podstawie makropaneli sg rozwazane w [10]. W przypadku tego typu
danych, podobnie jak w przypadku mikropaneli, czesto pojawiajacymi sie problemami
sg endogeniczno$¢ i bledy pomiaru zmiennych, jak réwniez konsekwencje wynikajace
z pomini¢tych zmiennych. Zrédlem probleméw w przypadku wykorzystania makro-
paneli moze tez by¢ mata proba, oraz wysoki stopien trwatosci szeregu. Rozwazania
sa zilustrowane przyktadem zastosowania estymatoré6w FDGMM i SGMM z alterna-
tywnymi zbiorami instrumentéw do szacowania modelu wzrostu PKB i konwergencji.
Omoéwienie wynikéw estymacji tego modelu zawarte jest w czesci 5.
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4. PRZYKELADY ZASTOSOWANIA PANELOWYCH MODELI DYNAMICZNYCH
W BADANIACH MIKROEKONOMICZNYCH

W artykule [11] Bond prezentuje przyklady zastosowania alternatywnych esty-
matoréw do oszacowania parametréw dwoch modeli: autoregresyjnego modelu stopy
inwestycji dla firm brytyjskich, oraz modelu produkcji dla firm z USA.

Model stopy inwestycji jest szacowany na podstawie 4966 obserwacji, pochodza-
cych z 703 firm, dla ktérych dostepne byly dane roczne za co najmniej 4 kolejne lata
w okresie 1988-2000. Model ma postac:

I\ L
x|=catrg + (@, + ¢,). (13)

it it—1

gdzie I;; oznacza wydatki inwestycyjne brutto, K;; — kapital akcyjny netto i koszt odtwo-
rzenia. Stosunek I;,/K;; jest zatem przyblizong miarg stopy wzrostu kapitatu akcyjnego
netto plus stopy amortyzacji. Zmienno$¢ w czasie wyrazu wolnego ¢; odzwierciedlac¢
ma jednakowe dla wszystkich firm sktadowe stopy inwestycji, wynikajace z cykliczno$ci
lub tendencji rozwojowe;j.

Do oszacowania modelu zastosowane zostaly cztery alternatywne estymatory:
KMNK, wewnatrzgrupowy (WG), 2MNK dla modelu pierwszych réznic i FDGMM.
Wyniki prezentowane sg w [11] w tabeli 1, na s. 31. Oceny parametru y wahaja sie
od -0,01 dla estymatora WG do 0,27 dla estymatora KMNK. Jest to duza rozbieznos¢,
ktéra potwierdza regule, ze w przypadku panelowych modeli dynamicznych estymator
KMNK jest obcigzony w gore, a WG — w dét.

Ocena parametru autoregresyjnego uzyskana na podstawie 2MNK wynosi 0,1626
z bledem szacunku 0,036. Estymator 2MNK dla modelu pierwszych réznic jest wyzna-
czony przy zastosowaniu zmiennej instrumentalnej (//K);;». Poniewaz model jest
jednoznacznie identyfikowalny, nie mozna zastosowaé testu Sargana, zatem oceny
jego jakoSci dokona¢ mozna na podstawie testu autokorelacji Arellano-Bonda?. Przy
standardowym zalozeniu, ze skladniki losowe ¢;; nie wykazujg korelacji w czasie,
w prawidlowo wyspecyfikowanym modelu nalezy sie spodziewaé, ze przyrosty Ae;j
bedg wykazywaly istotng ujemng korelacje pierwszego rzedu i brak istotnej korelacji
drugiego rzedu. Wynik testu Arellano-Bonda (tabela 1, s. 31) potwierdza prawidtowg
specyfikacje modelu.

Kolejng metoda zastosowang do estymacji modelu (13) jest jednostopniowa
FDGMM. Autor prezentuje wyniki uzyskane dla dwo6ch réznych zbioréw instrumentéw.
W pierwszej wersji zbiér zmiennych instrumentalnych jest ograniczony do (I/K); ;>
i (I/K);;—3. Mimo tego, ze w procesie estymacji nie wykorzystuje si¢ pelnej macierzy
Z;, danej wzorem (5), zauwazalna jest pewna poprawa precyzji estymacji w stosunku
do 2MNK (btad szacunku spada z 0,0362 do 0,0327, przy ocenie parametru y réwnej
0,1593). Poprawa wynika¢ moze z wykorzystania dodatkowych warunkéw momentow.

7 Test Arellano-Bonda bada wystgpowanie autokorelacji drugiego rzedu sktadnika losowego A& w mo-
delu pierwszych réznic. Wystgpowanie w modelu pierwszych réznic autokorelacji rzgdu wyzszego niz 1
oznaczaloby, ze warunki momentéw sg niespelnione, a wigc instrumenty uzyte podczas estymacji GMM nie
sg wlasciwe. Hipoteza Hy testu Arellano-Bonda glosi, ze autokorelacja taka nie wystepuje (por. np. [5], [6]).
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Autor odnotowuje, ze macierz Z; wykorzystana do 2MNK sktfada sie z jednej kolumny
(postaci [(I/K);; (I/K);z ... I/K); 7217, a FDGMM, nawet w ograniczonej wersji, wyko-
rzystuje macierz liczacg 23 kolumny. Model jest obecnie identyfikowalny z nadmiarem,
zatem do oceny jego jakosci zastosowaé mozna test Sargana warunkéw ponadidentyfi-
kujgcych. Warto$¢ statystyki s jest rowna 23,84, a wyznaczone p-value = 0,36 oznacza,
ze warunki ponadidentyfikujgce sg wlasciwe, a wiec model jest poprawny. Wynik testu
Sargana potwierdzony jest wynikiem testu Arellano-Bonda.

Nastepnie jednostopniowa FDGMM zastosowana jest ponownie, z pelnym zbiorem
zmiennych instrumentalnych, wynikajacych z zalozen przyjetych w [5]. Macierz Z;
wykorzystywana w tym przypadku liczy az 78 kolumn. Wykorzystanie dodatkowych
warunkéw momentéw przynosi dalszg poprawe precyzji estymacji. Ocena parametru y
wynosi obecnie 0,156, a btad jego szacunku 0,0318. Testy Sargana i Arellano-Bonda
potwierdzajg hipoteze o poprawnosci modelu. Powodem, dla ktérego (oprécz FDGMM
z pelnym zbiorem instrumentéw) stosowana jest FDGMM z ograniczonym zbiorem
instrumentéw jest to, ze estymatory GMM wyznaczane na podstawie zbyt wielu warun-
kéw momentéw mogg byé obciazone w malych prébach, a przyczyng tego obcigzenia
(ang. overfitting bias) moze by¢ wlasnie nadmiar wykorzystanych warunkéw momentow.
Por6éwnanie obu estymatoréw FDGMM pokazuje jednak, ze w omawianym modelu ten
problem nie wystapit, co wiecej utrata efektywnosci spowodowana przez pominiecie
zmiennych instrumentalnych, ktérymi sg bardziej odlegle w czasie op6zZnienia jest
bardzo niewielka.

Dodatkowo model (13) estymowany zostal za pomocg dwustopniowej FDGMM
z pelnym zbiorem instrumentéw. Wyznaczona za pomocg tej metody ocena parametru y
wynosi 0,1806. Blad szacunku tego parametru szacowany jest dwoma metodami. Blad
asymptotyczny obliczony wedlug wzoru (8) ma warto$¢ 0,0227, a wiec jest o okoto
30% mniejszy niz blad estymatora jednostopniowego, przy zblizonych wartosciach
ocen parametru. Autor stwierdza, ze tak duzy wzrost efektywnosci estymacji w wyniku
zastosowania estymatora dwustopniowego jest nieuzasadniony i nigdy nie byt odno-
towany w symulacjach. Blad obliczony przy zastosowaniu korekty Windmeijera$, jest
réowny 0,0314, wiec jest praktycznie taki sam, jak blad estymatora jednostopniowego
z pelnym zbiorem instrumentéw. Rezultat ten potwierdza udowodniong w literaturze
teze (por. np. [12]), Zze praktyczne wnioskowanie na asymptotycznej macierzy warian-
cji-kowariancji dwustopniowego estymatora GMM jest ryzykowne.

Innym przyktadem zastosowania panelowego modelu dynamicznego w badaniach
mikroekonomicznych jest dynamiczna specyfikacja funkcji produkcji, estymowana przez
Blundella i Bonda w [9]. Przyktad ten pokazuje dlaczego specyfikacja dynamiczna
moze by¢ konieczna dla zapewnienia identyfikowalnosci pewnych parametréw, mimo
ze dynamika jako taka nie jest centralnym punktem analizy. Punktem wyjscia jest
funkcja produkcji Cobba-Douglasa, postaci:

8 Windmeijer w pracy [21] wykazal, ze zasadnicza przyczyna obcigzenia dwustopniowego estymatora
GMM w malych prébach jest obecno$é¢ poczatkowych estymatoréw parametréw strukturalnych w macierzy
wag. Udowodnit on tez, ze wielko$¢ tego obcigzenia mozna estymowaé, oraz podal wzér wedlug ktérego
mozna wyznaczy¢ korekte estymatoréw wariancji parametréw, zwang w pézniejszych opracowaniach korektg
Windmeijera.
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Yu = By T Bk, + A4, + (e + &, +my)
=7r5, 1t e [7l<1 (14)
m, ~ MA(0)

Eir

Cip
gdzie y;;, ny;, ki oznaczaja kolejno logarytmy: sprzedazy, zatrudnienia i kapitatu akcyj-
nego firmy i w roku 7, 4, jest specyficznym dla danego roku wyrazem wolnym (jed-
nakowym dla wszystkich firm), odzwierciedlajacym postep technologiczny, 3, i, v sa
parametrami. Sktadowe sktadnika losowego to: efekt grupowy «;, potencjalnie autore-
gresyjny ,wilasciwy” sktadnik losowy ¢;;, oraz sktadowa m;;, odzwierciedlajaca btedy
pomiaru, o ktérej zaklada sie, ze nie wykazuje autokorelacji. Zaktada sie, ze zatrud-
nienie i kapital sg skorelowane z efektami grupowymi «;, oraz z pozostalymi dwiema
sktadowymi sktadnika losowego (e;; i m;;). Przy tych zalozeniach nie mozna wskazaé
wiasciwych warunkéw momentéw dla modelu statycznego, postaci (14), o ile sktadnik
losowy ¢&;; rzeczywiscie jest autoregresyjny, to znaczy y # 0. Model (14) zapisa¢ mozna
jednak réwnowaznie w postaci:

Y = By — vByn ot Bk — vBki vy (15)
+(Az — 74, 1) + (a'i(l —7)te, tmy— ym; 1) ’

lub w postaci:
Vi = mny tmyn o+ mk, ok, ot syt A+ (0‘; + Wz't)’ (16)

z dwoma nieliniowymi restrykcjami wspélnego czynnika: 7y = -5 1 14 = 375,
Poniewaz sktadnik losowy (¢;; + m2;;) modelu (14) wykazuje autokorelacje to mozliwe sg
dwa przypadki: (a) nie wystepujg bledy pomiaru, to znaczy wj; = ¢;;, oraz var (m;,) = 0,
to sktadnik losowy w;; modelu (16) nie wykazuje autokorelacji, lub (b) jesli w niektérych
szeregach wystepujg niesystematyczne (ang. transient) btedy pomiaru, to w;, ~ MA(1).
W kazdym z tych dwoéch przypadkéw mozliwe jest uzyskanie zgodnych estymatoréw
wektora parametréow © =[x ... 75] za pomocg GMM. Po wyznaczeniu zgodnych esty-
matoréw wektora 7 i wariancji var (), mozliwe jest nalozenie i testowanie restrykcji
wspélnego czynnika, postulowanych w modelu (16) i wyznaczenie zgodnych estyma-
toréw parametréw S, Bi, 7.

W pracy [9] oszacowano parametry modelu (14) na podstawie zréwnowazonego
panelu danych z 509 firm prowadzacych dziatalno$é¢ badawczo-rozwojowg w USA
w latach 1982-1989. Kapital akcyjny i zatrudnienie bylo mierzone na koniec roku
rozrachunkowego w danej firmie.

Szeregi obserwacji na zmiennych y;;, n;;, k;; okazaly sie charakteryzowaé wyso-
kim stopniem trwalosci, co zostalo wykazane poprzez konstrukcje i estymacje modeli
AR(1) dla tych zmiennych. Oceny MNK parametru autoregresyjnego prezentowane
w [9] wynoszg dla wszystkich szeregéw 0,99. Oceny wyznaczone na podstawie SGMM
sa niewiele nizsze — od 0,92 do 0,96. Zaskakujgce, zdaniem autoréw jest, ze ocena
FDGMM parametru autoregresyjnego dla zmiennej 7;; jest niemal identyczna (0,920)
jak ocena SGMM (0,923). Dla pozostatych dwéch zmiennych potwierdzone zostato
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przypuszczenie, ze w zwigzku z wysokim stopniem trwalosci szeregéw oceny FDGMM
sa obcigzone w dot — wynosza one 0,768 dla zmiennej k;; 1 0,775 dla y;;.

Autorzy prezentujg wyniki estymacji modeli (14) i (16) wyznaczone na podstawie
KMNK, WG, oraz jednostopniowych FDGMM i SGMM. Zgodnie z oczekiwaniami
oceny parametru y KMNK sg obcigzone w gore, a oceny WG — obcigzone w dot.
FDGMM stosowana jest dwukrotnie: z opéznionymi o dwa okresy poziomami jako
zmiennymi instrumentalnymi, oraz powtérnie z instrumentami, ktérymi sg poziomy
op6znione o trzy okresy. Wlasciwo$é instrumentéw w pierwszym przypadku zostata
odrzucona przez test Sargana. Odrzucenie to wynika z wystepowania bledéw pomiaru
mj;. Instrumenty w drugim przypadku sa wlasciwe, a restrykcje wspélnego czynnika
spelnione. Jednakze oceny wszystkich parametréw (w tym parametru y przy opéznio-
nej zmiennej objasnianej) sa zblizone do ocen estymatora wewnatrzgrupowego, co
sugeruje mozliwo$¢ wystapienia obcigzenia wynikajacego z malej préby i problemu
stabych instrumentéw.

Wiasciwos$é pozioméw opédznionych o trzy okresy jako instrumentéw dla réwnan
na przyrostach i przyrostéw op6znionych o dwa okresy, jako instrumentéw dla réwnan
na poziomach jest na granicy istotno$ci w tedcie Sargana. Jednakze wynik réznicowego
testu Sargana, badajacego poprawno$¢ dodatkowych warunkéw momentéw, uzyskanych
dzieki wprowadzeniu instrumentéw dla réwnan na poziomach, potwierdza wlasciwosé
tych instrumentéw na poziomie istotnosci 0,1. Ponadto o poprawno$ci SGMM $wiadczy
to, Ze ocena parametru y uzyskana tg metoda jest wyzsza niz ocena FDGMM i nizsza
niz ocena KMNK. Restrykcje wsp6lnego czynnika sg réwniez spetnione. Dlatego autorzy
[9] uznajg estymator SGMM za najwtasciwszy dla rozwazanego modelu.

5. PRZYKEADY ZASTOSOWANIA PANELOWYCH MODELI DYNAMICZNYCH
W BADANIACH MAKROEKONOMICZNYCH (MODELOWANIU WZROSTU)

Wzmozone zainteresowanie konstrukcja i wynikami estymacji modeli wzrostu
i konwergencji datuje sie od poczatku lat 90. XX wieku, a jako przyktady znaczgcych
prac z tego zakresu wymieni¢ mozna prace [7] i [19]. Klasyczne modele wzrostu, oparte
na pracy Solowa, zostaly w péZzniejszych latach podwazone przez modele bazujgce na
teorii wzrostu endogenicznego. Generalnie uwaza si¢, ze stwierdzenie wyst¢powania
zjawiska konwergencji jest potwierdzeniem stusznosci zatozen Solowa, a stwierdzenie,
ze konwergencja nie wystepuje przemawia za poprawnoscig teorii wzrostu endogenicz-
nego. Wspdlng cechg badan empirycznych nad wzrostem gospodarczym, ktére bazujg
na danych przekrojowych jest zalozenie jednakowej zagregowanej funkcji produkcji dla
wszystkich krajéw. Do przyjecia takiego zalozenia zmusza brak mozliwosci uwzglednie-
nia w modelach danych przekrojowych niemierzalnych réznic miedzy krajami. Jedng
z pierwszych prac, ktore wykorzystujg dane panelowe do estymacji dynamicznego
modelu wzrostu jest praca [18]. Jak zauwaza jej autor, wykorzystanie danych panelo-
wych daje mozliwo$¢ uwzglednienia wspomnianych réznic w procesie konstrukeji funk-
¢ji produkcji, poprzez wyodrebnienie efektow grupowych. Jednym z celéw pracy [18]
bylo poréwnanie wynikéw uzyskanych na podstawie danych panelowych z wynikami
uzyskanymi na podstawie regresji przekrojowej, prezentowanych w [19]. Dlatego w obu
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pracach wykorzystano analogiczne trzy zbiory krajow (98, 75 i 22 kraje). Poniewaz
konstrukcja panelu na podstawie danych rocznych nie eliminowataby wplywu zakt6cen
krétkookresowych, wykorzystano dane z okreséw 5-letnich z lat 1960-1985. Estymacji
dokonano czterema metodami: KMNK na podstawie danych przekrojowych, KMNK na
podstawie danych panelowych (ang. pooled regression), metoda minimalnej odlegtosci®
(ang. minimum distance), na podstawie modelu z efektami nielosowymi (estymator
WG). Wyniki uzyskane w [18] na podstawie modeli panelowych wskazuja, ze tempo
konwergencji jest znacznie szybsze niz wyznaczone na podstawie regresji przekrojowej,
a oszacowane warto$ci elastycznosci produkcji wzgledem kapitatu — nizsze i bardziej
akceptowalne. Z punktu widzenia teorii wzrostu, wykorzystanie modeli panelowych
daje mozliwo$¢ wyodrebnienia wptywu réznic technologicznych i instytucjonalnych
miedzy krajami na wzrost gospodarczy i na proces konwergencji.

W Swietle p6zniejszej wiedzy, a szczegdlnie prac [5] oraz [8], stwierdzi¢ trzeba,
ze wyniki prezentowane w [18] sa obcigzone w gore, co jest skutkiem zastosowania
estymatora WG do estymacji modelu dynamicznego. Istotnie, tempo konwergencji
wyznaczone dla najmniejszej grupy krajéw na podstawie estymatora WG, wynoszace
az 9% wydaje si¢ zbyt szybkie. Ogdlnie stwierdzi¢ trzeba, ze estymacja dynamicznych
modeli wzrostu wymaga zastosowania wlasciwych metod, ze wzgledu na wystepowa-
nie probleméw zwigzanych z endogeniczno$ciag zmiennych objasniajacych, btedami
pomiaru zmiennych lub pominietymi zmiennymi.

Autorami, ktérzy pierwsi zastosowali FDGMM do estymacji modelu wzrostu na
podstawie panelowego modelu dynamicznego byli Caselli, Esquivel i Lefort (por. [13].
Jak zauwazaja Bond, Hoeffler i Temple w [10], wykorzystanie do estymacji modeli wzro-
stu danych panelowych i zastosowanie GMM ma przewage nad regresja przekrojowg
i innymi metodami estymacji. Po pierwsze, dzigki wykorzystaniu danych panelowych
mozna oszacowaé model na przyrostach, co pozwala unikngé¢ obcigzenia estymatoréow,
wynikajacego z pominiecia zmiennych objasniajgcych stalych w czasie (stanowig one
sktadowg efektu grupowego i sg eliminowane podczas obliczania pierwszych réznic).
W szczegblnosci, w warunkowych réwnaniach konwergencji pominietg zamienng moze
by¢ poczatkowy poziom efektywnosci, ktory jest nieobserwowalny, a dodatkowo sko-
relowany z poczatkowym poziomem dochodu, bedacym zazwyczaj jedng ze zmien-
nych objasniajacych. Po drugie, zastosowanie zmiennych instrumentalnych pozwala
na wyznaczenie zgodnych estymatoréw parametréw w modelach, zawierajacych endo-
geniczne zmienne obja$niajace, takie jak np. stopa inwestycji, a takze w przypadku
obecnos$ci btedéw pomiaru zmiennych.

Bond, Hoeffler i Temple (por. [10], w dalszym ciggu BHT) zwracaja uwage na to,
ze zastosowanie FDGMM do estymacji modeli wzrostu moze by¢ niepoprawne, co jest
zwigzane z problemem stabych instrumentéw. Dane dotyczace produkcji majg czesto
cechy procesu o wysokim stopniu trwatosci, a ponadto panelowe modele wzrostu esty-
mowane sg czesto na podstawie kilku obserwacji w czasie, ktére dodatkowo moga by¢

9 Metoda minimalnej odleglosci zostala opracowana przez Chamberlaina w pracy [14]. Zamiast eli-
minowania efektéw grupowych «; poprzez wyznaczenie pierwszych réznic, specyfikuje si¢ «; jako funkcje
tych zmiennych, z ktérymi moze ona by¢ skorelowana.
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$rednimi z kilku lat. Te cechy powoduja, ze opdZnione poziomy zmiennych sg stabymi
instrumentami dla rownan na przyrostach, co skutkuje obcigzeniem estymatoréw.
Model wzrostu Solowa, zastosowany przez BHT ma postac:

Ay, =ay,+@— 1Dy, +xiB+tao+e,dai=1 .., Nt=2..,T 17)

ir
gdzie: Ay;; jest przyrostem logarytmu PKB per capita w okresie 5 lat, y; ;_; — logarytmem
PKB per capita na poczatku tego okresu, a x;; — wektorem zmiennych obja$niajacych,
mierzonych na poczatku lub podczas tego okresu, ktérymi moga by¢: logarytm stopy
inwestycji (s;;), logarytm stopy wzrostu populacji (n;;) plus 0,05, gdzie 0,05 reprezentuje
sume wspdlnej dla wszystkich obiektéw egzogenicznej stopy postepu technicznego (g)
i wspélnej stopy deprecjacji (0). W rozszerzonym modelu Solowa regresorami moga
tez by¢ miary jakoSci kapitatu ludzkiego, na przyktad logarytm wskaznika skolaryzacji
(enr;y) dla szkét $rednich (stosunku liczby uczniéw tych szkét do liczby ludnosci w wieku
odpowiadajgcym ustawowemu okresowi pobierania nauki na tym poziomie edukacji).
Nieobserwowalny efekt grupowy «; odzwierciedla miedzy innymi r6znice poczatkowego
poziomu efektywnoSci, za$ zmieniajacy sie w czasie wyraz wolny (efekt czasowy aq;)
odzwierciedla jednakowe dla wszystkich obiektéw zmiany produktywnosci.

BHT reestymowali za pomocg SGMM model, ktéry oszacowany zostal oryginalnie
w pracy [13] za pomocg FDGMM, na podstawie danych z okreséw 5-letnich z lat
1960-1985. Model (17) mozna oczywiScie zapisa¢ rownowaznie w postaci:

Yo =@yt txiBrate,dai=1..,Nt=2..,T (18)

i

Spelnienie dodatkowych warunkéw momentéw, wymaganych dla zastosowania
SGMM jest zagwarantowane, jesli Srednie po czasie wszystkich zmiennych (objasnianej
i objasniajacych) sg state dla kazdego obiektu. Zostalo to pokazane w pracy [9] dla
funkcji produkcji. BHT zauwazaja, ze o ile stalo$¢ $rednich dla stopy inwestycji i stopy
wzrostu populacji jest zgodna z postulatami modelu wzrostu Solowa, to stato$¢ $redniej
warto$ci PKB per capita jest problematyczna. Jednakze wlaczenie do modelu efektéw
czasowych ag; pozwala na zalozenie, ze dlugookresowy wzrost PKB per capita, oraz
postep techniczny sg jednakowe dla wszystkich krajow. Zatozenie dotyczace jednako-
wego postepu technicznego zostalo przyjete w pracy [19] i jest odtad standardowo
przyjmowane w modelach wzrostu.

BHT podkreslajg, ze wlaczenie efektéw czasowych do modelu (17) jest réwno-
wazne przeksztalceniu zmiennych w ich odchylenia od $rednich grupowych, czyli ich
transformacji za pomoca operatora wewnatrzgrupowego. W estymowanym przez nich
modelu, tak samo jak w pracy [13], zmienne zostaly przeksztalcone w odchylenia od
$rednich, co umozliwia poréwnywalno$é¢ wynikéw, oraz pominiecie efektéw czaso-
wych. Wyniki prezentowane przez autoréw uzyskane sg na podstawie estymatoréw
jednostopniowych FDGMM i SGMM ze $rednimi btedami szacunku odpornymi na
wystepowanie heteroskedastycznosci.

Podstawowy model, postaci (17), w ktérym elementami wektora x;; sg In(s;;)
iln(n; + g +0), szacowany jest czterema metodami: MNK, WG, FDGMM, SGMM.
Stopa inwestycji i stopa wzrostu populacji zostaly uznane za zmienne endogeniczne, co
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przy zastosowaniu dwéch ostatnich metod znalazlo odzwierciedlenie w zastapieniu ich
zmiennymi instrumentalnymi. Szczegétowe wyniki zawarte sa w pracy BHT w tabeli 1
na s. 31. Instrumentami w modelu pierwszych réznic, wykorzystanymi w FDGMM sg
dla odpowiednich zmiennych: In (y; ), In(s;;2), In(n; ;> + g + 0), oraz wczesniejsze
op6Znienia. Dodatkowymi instrumentami w réwnaniach na poziomach, wykorzystanymi
w SGMM s3 dla odpowiednich zmiennych: Aln (y; ,_1), Aln(s;,_1), Aln(n; ;1 + g +9).
Wsréd najwazniejszych wnioskéw wymieni¢ nalezy to, ze ocena FDGMM parametru
przy dochodzie poczatkowym y; ; 1, réwna -0,537 jest nizsza niz ocena WG (-0,031), co
wskazuje na jej obcigzenie w dél, wlasciwe dla malej proby. Ponadto, odpowiadajaca
jej ocena tempa konwergencji f = 0,6, jest znacznie wyzsza niz uzyskana innymi meto-
dami. SGMM daje ocene parametru przy dochodzie poczatkowym réwng -0,101, przy
czym jest to warto$¢ znajdujaca si¢ pomiedzy oceng WG i MNK. Wynikajaca stad ocena
tempa konwergencji f = 0,021 wydaje si¢ znacznie sensowniejsza, oznacza bowiem,
ze stopa konwergencji wynosi 2%. Wyniki testu Sargana i réznicowego testu Sargana
wskazujg na wlasciwos$é uzytych instrumentéw i poprawnos$é¢ dodatkowych warunkéw
momentéw, wykorzystanych przez SGMM. Zauwazalne jest tez zmniejszenie bledéw
szacunku estymatoréw SGMM w stosunku do FDGMM. Traktowanie stopy inwestycji
i stopy wzrostu populacji jako potencjalnych zmiennych endogenicznych umozliwia
uwzglednienie zmiennego w czasie, to znaczy niesystematycznego btedu pomiaru kaz-
dej z nich. Przy zaloZeniu wystepowania niesystematycznego btedu pomiaru PKB per
capita zaréwno poziom tej zmiennej z okresu ¢ —2 w réwnaniu na przyrostach, jak
i przyrost z okresu f — 1 w réwnaniu na poziomach nie sg wlasciwymi instrumentami.
Mimo Ze testy Sargana nie wykazaly niewlasciwosci instrumentéw uzytych w SGMM,
BHT ponownie zastosowali SGMM z wylaczeniem wymienionych zmiennych instrumen-
talnych. Doktadniej, In(y; ;) zostala pomini¢ta w zbiorze instrumentéw dla modelu
pierwszych réznic, a Aln (y; ,_1) — zastapiona przez Aln (y; ;) w réwnaniach na pozio-
mach. Wyniki, réwniez prezentowane przez autoréw w tabeli 1, r6znig sie bardzo
nieznacznie od uzyskanych w podstawowej wersji SGMM. Wydaje sie to wskazywac
na brak probleméw z bledami pomiaru PKB per capita. Oprécz wspomnianego juz
okreslenia stopy konwergencji na poziomie 2%, oceny SGMM wskazujg na istotny,
pozytywny wplyw stopy inwestycji (ok. 0,19) na poziom PKB per capita wtasciwy dla
stanu wzrostu zréwnowazonego (ang. steady state) i to, co podkreslajg autorzy, przy
uwzglednieniu efektéw grupowych i mozliwej endogenicznos$ci inwestycji.

BHT rozwazajg tez model rozszerzony, w ktérym do zbioru zmiennych objasnia-
jacych dotaczono wskaznik skolaryzacji dla szkét Srednich. Wyniki sg prezentowane
przez autoréw w tabeli 2 na s. 32. Dodanie tej zmiennej poprawito nieco jako$¢ esty-
matora FDGMM - ocena parametru przy dochodzie poczatkowym jest poréwnywalna
z oceng WG (0,331 i -0,321). Wiadomo jednak, ze estymator WG w malych prébach
jest, w przypadku modeli dynamicznych, obcigzony ponadto tempo konwergencji, obli-
czone na podstawie tych ocen wynositoby az 0,08. Bardziej poprawne wyniki uzy-
skano na podstawie SGMM - stopa konwergencji wyznaczona z modelu uwzglednia-
jacego wplyw wskaznika skolaryzacji wynosi 1,7%, jednakze btad szacunku parametru
przy tej zmiennej (-0,046) przekracza warto$¢ oceny tego parametru (-0,018). BHT
sugerujg nieuwzglednianie wskaznika skolaryzacji bezposrednio w modelu, ale raczej
dotaczenie opdznionych wartosci tej zmiennej do zbioru instrumentéw, wykorzysty-
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wanych w FDGMM, w celu rozwigzania problemu stabych instrumentéw. Rezultaty
przedstawione sa w tabeli 3 na s. 33. Dokladniej, zbiér instrumentéw dla réwnan
na przyrostach podstawowego modelu Solowa, zostal rozszerzony o In(enr;; 1) oraz
wczesniejsze opdznienia. W ten sposéb uzyskane oceny FDGMM sg bliskie ocenom
SGMM. Opézniony wskaznik skolaryzacji pomaga zatem przewidywaé wzrost PKB per
capita w réwnaniach postaci zredukowanej, podczas gdy biezgce warto$ci tej zmiennej
nie wplywaja na wtasciwy dla stanu wzrostu zréwnowazonego poziom PKB per capita
w rozwazanym modelu. BHT interpretujg ten rezultat jako oddzialywanie wskaznika
skolaryzacji na wzrost gospodarczy za posrednictwem stopy inwestycji.

6. ZAKONCZENIE

W prezentowanym artykule przedstawiono mozliwosci zastosowania panelowych
modeli dynamicznych w badaniach ekonomicznych. Zaprezentowano tez zarys dwéch
alternatywnych metod estymacji takich modeli, majacych, jak sie wydaje, najszersze
zastosowanie praktyczne. Analiza prezentowanych przykladéw empirycznych konstrukcji
i estymacji modeli mikro- i makroekonometrycznych, przy zastosowaniu alternatywnych
metod, ilustruje znaczenie doboru odpowiedniej metody estymacji dla prawidtowosci
wnioskowania ekonomicznego.
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ZASTOSOWANIA PANELOWYCH MODELI DYNAMICZNYCH
W BADANIACH MIKROEKONOMICZNYCH I MAKROEKONOMICZNYCH

Streszczenie

Modele ekonometryczne szacowane na podstawie danych panelowych, w ktérych zakltada sie, ze na
ksztaltowanie sie zmiennej objasnianej wplywaja, oprécz zmiennych objasniajgcych, niemierzalne, state
w czasie i specyficzne dla danego obiektu czynniki, zwane efektami grupowymi, nazywane sg modelami
panelowymi (ang. panel data models). Stalo$¢ w czasie efektéw grupowych jest przyczyna komplikacji
metodologicznych, pojawiajacych si¢ przy estymacji modeli dynamicznych. W artykule prezentowana jest
zasadnicza idea dwoch najczesciej stosowanych metod estymacji takich modeli, bazujacych na Uogélnionej
Metodzie Momentéw (GMM). Gtéwnym celem artykutu jest przedstawienie przyktadéw zastosowania panelo-
wych modeli dynamicznych w analizach ekonomicznych w skali mikro i makro. Szczegélny nacisk potozony
zostal przy tym na wskazanie czynnikéw, réznicujacych te dwa przypadki i konsekwencje zastosowania
réznych metod estymacji w zaleznosci od rodzaju préby.

Stowa kluczowe: model dynamiczny, dane panelowe, GMM Pierwszych Roéznic, Systemowa GMM,
metody estymacji, model wzrostu, model produkcji

DYNAMIC PANEL DATA MODELS IN MICROECONOMIC AND MACROECONOMIC RESEARCH
Summary

Econometric models based on panel data, in which the presence of unobservable, constant over time,
group-specific effects is assumed are called panel data models. The constancy over time of the group effects
causes some methodological complications in the case of dynamic models. In this paper the main ideas of
the two methods, which are most often used for estimation of dynamic panel data models are presented.
The methods are: first-differenced GMM and system GMM. The main goal of this paper is to present some
examples of applications of dynamic panel data models in micro and macroeconomic analyses. Special
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interest is in showing the consequences of using different methods according to the type of data — macro
or micro.

Key words: dynamic model, panel data, first differenced GMM, system GMM, estimation methods,
the growth model, production model.
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TESTING OF THE PREDICTION UNBIASEDNESS ON THE BASIS
OF JANUS QUOTIENT

1. INTRODUCTION

The problem of choice the appropriate predictor is being considered. In this paper
the analysis is generally focused on the problem of unbiasedness of the predictors.
Several tests attempting to verify the unbiasedness of three predictors of the linear
trend are proposed. They are based on some modifications of the well known Janus
quotient. In some sense the construction of the test statistics is close to those considered
[1] which were used to test the linearity of the trend. It is suggested that the proposed
tests can be useful in more general problems like testing hypotheses referring to non-
linear trends.

Let us consider the following model: (Yy) = (Y1, Y2, ..., Y, oo, Yiund), E (YY) = uy,
D2 (YY) =02 Cov(¥;, Yy) =0, fort #kandt =1, ...n+mk=1,..,n+ m
Moreover, let Y7 = [Y£ Yz]

Let Yy, be a predictor of Y;, where t =n + 1, ..., n + m and let Yy be a function
of the variables (Yy ... Y, ... Y._1). The vector of prediction errors is denoted by
UT =[U; ... Uy] where U; = Y; - Yy,. The vector of prediction bias is 67 = [0 ... d,,]
where 8, = E (U,). A predictor is unbiased when 67 = 0. The prediction variance is
as follows:

The mean square prediction error is as follows:
MSE(U,) = E(U,)* = D>(U,) + &2.

The prediction ex-post variance is defined in the following way:

, 1 n+m2_ 1 ’
S? = U= 3UTU (1)
t=n+1

Let ¥; be an estimator of the t-th value of the trend. The vector of residuals is
denoted by el = [eg ... ¢,] where ¢, = Y, — Y,. The residual variance is as follows.
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1 n
S? - m Zetz - meTe. (2)

2. THE JANUS QUOTIENT

In [2] the following Janus coefficient is proposed.

S2
J=3r (3)

Let us assume that Y ~ N(u, o2 I,,) where y/ = [/15 ,u,Tn], EY,) = u,
Let ZT = [el UT] and

Z =CY 4)
where
A O
C — nXxXm 5
[Bm Xn Bm X m] ( )
Particularly we have
e = AY,, U= BY. (6)

where B = [B,;;x, Bixml-
Hence, Z ~ N(ﬂz, ZZ) where uf = [/JZ ,Lt[T]] ﬂz = Aﬂn, ﬂlT/ = By,

_ Zee Z:eU

2 = lZUe 2y ™
where
T
D= 02AAT, > = d’BB’, >, = 0?AB! =2 (8)
The Janus coefficient can be rewritten in the following way.

n Y'BTBY

S = mMYTATAY ©)

The Janus quotient is a function of two quadratic forms of the normal vector
Y. The distributions of the quadratic forms are not necessarily chi-square ones and,
moreover, their distributions may not be independent. That distribution function of
the J statistic can be transformed in the following way:
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F,(J<x) = P(YT(nBTB — mxATA)Y < 0) = P(Y'GY < 0) = F(0) (10)
where
T xmATA O, ,,
G = nB”B 0. o (11)

The probability F (0) can be evaluated on the basis of the Appendix 6.1.

3. THE MODIFIED JANUS QUOTIENTS

In [6] there are some modifications of the Janus quotient proposed. The first of
them is as follows:

e (12)

where
Oy, =02, U, (13)
0,=¢e"D e (14)

> and Y are the pseudo-inverses of the matrices ¥, and 3,

SwXwXoy = Zpy and XYY = X

oo respectively. Hence,

On the basis of general results presented in [5] the random variable Qy has
noncentral chi-square distribution yj (k) with k = R (Zy) degree of freedom and non-
centrality parameter &, = p!, >, 4, . Similarly, the quadratic form Q, has a noncentral
chi-square distribution yy, (k) with & = R(Z,,) degrees of freedom and non-centrality
parameter k, = ply 1.

Let us assume that x, = 0 = E (e), which means that the trend function is well
fitted to the data in the period ¢ = 1, ..., n. In this case, the quadratic form Q, has
central chi-square distribution y;(0). When a predictor gives the unbiased forecasts
in the period t = n + 1, ..., n + m, then ky = 0 = E(U) and Qp has a central
chi-square distribution y;(0). In the case, when at least one forecast is biased in
the period t =n + 1, ..., n + m, the quadratic form has a noncentral distribution.
Hence, a significantly large value of the J= statistic leads to rejecting the hypothesis
that k;; = 0, which means that the considered predictor is unbiased in the period
t=n+1,..,n+m In order to evaluate the p-value of the test, we have to know
the distribution of the J= test statistic. It is an F distribution with k and & degrees
of freedom under the additional assumption that quadratic forms Qy and Q, are
independent. In a more general case, when they are not independent, the distribution
function is approximated on the basis of the Appendix 6.1. and the expression (10),
where the G matrix should be defined as follows.
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_ xmATy A O
G =By, ;B — o o

mXn mXm

} (15)

The lack of the independence of the quadratic forms leads to numerous difficulties
in evaluating the p-value of the test statistic. In order to omit this problem, we introduce
a test statistic which can be treated as the second modification of the Janus quotient.
Firstly, let us define the vector of the following conditional prediction errors:

Uye = U= ZpeXec® (16)

So, Uy, ~ N(ttyse Zuure) where
Hyje = Hy — ZueXeckle (17)
Zuvte = Zu T Lvedieediel - (18)

The distribution of the vector Uy, does not dependent on the vector e. Moreover,
if up = E(e) = 0, then uyy, = E (Uyy,) = E (U) = uy. Hence, distribution of the square
form

QU/e = UglezaU/eUU/e’ (19)

has the noncentral chi-square distribution yj (ky.) with k = R (Zyy.) degrees of free-
dom and the non-centrality parameter &, = £, 1.4, and it is not dependent
on the quadratic form Q,.

Under the assumption that 4, = E (e) = 0, the following statistic

_ hQue
ue = T Q,

J (20)
has the F noncentral distribution with r and / degrees of freedom where r = R (Zyy,).
The Jy, coefficient can be treated as a next modified Janus quotient. When the predi-
ction is unbiased, then uy, = E (Uy,) = E (U) = uy = 0 and the test statistic Jyy, has
the central F distribution. So, a significantly large value of the test statistic leads to
the rejection of the hypothesis that E (U) = uy = 0, which means that the prediction
is unbiased in the considered time period t = n + 1, ..., n + m.

4. TESTING THE UNBIASEDNESS OF SOME PREDICTORS

Let us introduce the following assumptions (apart from those stated in the
Introduction): We will consider the linear trend u; = E(Yy) = at + b fort =1, ..., n.
It can change in the next period t = n + 1, ..., n + m, so it is possible that E (Y;) # at + b
for at least t = n + 1, ..., n + m. We are going to consider the three predictors of
the Y,, vector based on an extrapolation of the trend. They will be denoted by Y,,
g=1,2,3 Let U, =Y, - ?g be the vector of prediction errors of the g — th predictor,
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g=1,2, 3. We will test the hypothesis that Hy : U, = 0, against the alternative one
that Hp : U, # 0.

The vector of residuals of the well-known mean square error estimator of the
linear trend is as follows:

e = MY, 1)

where

11
22
X, = 21 (22)
nl
The first predictor is the following:
Y1 = blYn (23)
where
b, = X, (X]X,) 'X] (24)
where
11 n+11
21 n+21
Xn - .. .. ’ Xm - .. . ’
nl n+ml
The vector of the prediction error is U; = B{Y where
By = [-b; ;] (25)
The expression (8) leads to the following well-known ones.
- 2 Ty \ IxT —
S = 021, + X, (XIX,)7'X2), £, = 0, . (26)
On the basis of the expressions (12)-(14) we have
_,UT(BBT) 'U
J*lzan 1(1T1) L 7)
e’ Me

The residual vector e and the vector of the prediction errors U; are independent.
So, the J=; statistic has the F distribution with m and h = n - 2 degrees of freedom
when the hypothesis Hj is true.
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The next vector predictor is as follows:

Y, = byY (28)
where
b2,n Ol X 'm
b2,n+l Ol><(m*l)
b, = , (29)

b2,n+m72 Ol><2
b2,n+m71 0

b,, = X,Jrl(X,TXt)_lXIT, t=n+1,...n+tm—1
11

30
o=l x =20 (30

The vector of the prediction error is U, = B,Y where
Bzzgsz,g:[Oan Im] (31)

The expression (8) leads to the following ones:

S = 0*BIB,. (32)
S = 0 M 0, ,|B} =0, (33)
On the basis of the expressions (12)-(14) we have
_,UI(B,BI) 'U
I, =" 2(";2) 2 (34)
e’ Me

The residual vector e and the vector of the prediction errors Uy are independent.
So, the Jx, statistic has the F distribution with m and # = n — 2 degrees of freedom
when the hypothesis H is true.

The third vector predictor is as follows:

Y; = by (35)
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where
b3,n 01><m
0 b3,n+1 Ol><(m—1) n+11
(0] b (0] _ +2 1
L I A V)
01— P3nim—2 Oixy n+ml
01><(m71) b3,n+m71 0

The by, vector is defined by the right hand of the equation(30), but in this case

t—n+11
t—n+21

X =lerrix =0T
ro1

The vector of the prediction error is U3 = B3Y where
B,=g—b,g=[0,,, 1L, (36)

The expression (8) leads to the following ones.

S = 0°BiBy, By = 0?[M O, [BS. @7

On the basis of the expressions (12)-(14) we have

n—2Ul(BBY) 'U;  , o Y'BI(B,B}) 'B,Y

i3 = "m o Me =" m YT MY (38)
n n

The J+3 statistic is proportionate to the ratio of two dependent quadratic forms of
the normal vector. The value of its distribution can be evaluated on the basis of the
appendix and the expression (10) where

xmM O
(0] (0}

G = nt(B3B§)71B3 -

nXm

39)

mXn mXm

According to the expressions (16)-(20) we define the following vector of the
conditional prediction errors and its parameters.

Uy, = Uy~ B, . (40)

mXn

When E (e) = 0 then Uuye ~ N@uy Zuyuye) where 1y, = E(U3) and

— ZBTB — 52 M o
2uuye — 0°B3 By — 0% g 0

mXm

"X’”]. (41)

mXn
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The equation (20) leads to the following modified Janus coefficient.

_h U{/3/EEE3U3/€UU3/E
Juge = F o Me . (42)

The Jy /e statistic has the F distribution with r = R Cu,uye and h = n - 2 degrees
of freedom when the hypothesis H is true.

Example 1. Let us consider the following time series {y;} = {10, 12, 13, 12, 16,
15, 17, 18, 20, 19, 21, 23, 26, 29, 29, 31, 34, 36, 39, 40}. On the basis of the first
n = 10 observations, the following trend function was determined by means of the
least square error: 9; = 1.07¢ + 9.33. Similarly, in the next period ¢t = 11, ..., 20, the
trend was: 9, = 2.12¢ - 2.08.

Values of the modified Janus quotients (with the p-values of the test in the brackets)
were evaluated be means of the computer programmes are as follows: J+; = 256.70
(p = 0.000), J+3 = 164.73 (p = 0.000), J+3 = 4.39 (p = 0.103) and Jyrje = 5.21 (p = 0.014).
Each of the statistics J«, J+ and Jy,j, has F distribution with 10 and 8 degrees of freedom.

The analysis of the p-values of the tests based on the statistics J+; and J+, leads to
rejection of the hypotheses that the predictors Y; and Y, are unbiased. The hypothesis
that the Y3 predictor is unbiased is not rejected by any tests based on the statistics
Jx3 and T e under the significance level ¢ = 0.01.

5. CONCLUSIONS

Although the proposed tests are constructed under a very strong assumption
connected with defining the model of time series, they can support the choice of the
most accurate predictor. The analysis of the example 1 leads to conclusion that it is
especially possible to assess how useful in practice the adaptive predictors are. It is
easy to show that the tests can be useful in the cases of other trend functions as well
as in the case of time series with seasonal factors. More complicated models with more
explanatory variables can be considered, too. Moreover, it seems that testing a hypothesis
referring to the parameters of exponential smoothing methods is possible, too.

The analysis of the properties of the tests should be developed in the direction of
examining their power as well as their robustness of their assumptions. The author
would like to consider those problems in his next papers.

6. APPENDIX

6.1. APPROXIMATION OF THE DISTRIBUTION FUNCTION OF THE QUADRATIC FORMS

In [4] the following procedure for the approximation of the distribution of the
form 0 = Y'CY = Z:: 1a’iZl-2 where Z; ~ N(0, 1), Z;, Zj are independent for i # j,
i=1,..r7j=1,.. ris proposed. He showed that

Q=cU, +v (43)
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where Z; ~ y; and

k
C—zz,y——g%+el,k—2, 6, = 2= tCh h=1.2,.. (44)
i=1

Under this notation

P(O<q) = P(U,<u) (45)
where
_ 96
u= NCA Vk + k. (46)

Let us note that in [3] there are other approximations of the distribution function
of the quadratic forms considered.

6.2. PROOF OF INDEPENDENCE OF THE VECTORS e AND U,

Evaluation of the expression (33) is as follows. Let ¢; be the i-th residual
(i=1,...,n) end U4y be the (¢t + 1) - th prediction error (t = n + 1, ..., n + m).
Cov(ey Uy 1) = E<Yi - Xi(XnXZ)ﬂXrTzYnXYH 17 X+ (XnXZ)ﬂXITYJ,
Cov(e, Uy ) = —x, (X, X]) IXrTE<Yzyi) +
X, (angi 1X£E(YnYzT)Xt (XnXZ)i 1XrT+ I
Cov(e, U, ) ==X, (XnXZ)ilxiT +
+x,(X,XT) XL, 0, X, (X,X]) 5T
Cov(e, Upyy) = X, 44 (XnX£)71X? +
X, (ang)_ IXZXn (ang)_ lxtT+ P
Cov(e, U,y ) = _Xt+1(XnXZL‘)7lXiT + Xi(Xan{)ileTH =0.

nX({t—n

This leads straightforwardly to the expression (33).
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O TESTOWANIU NIEOBCIAZONOSCI PREDYKCJI NA PODSTAWIE WSPOLCZYNNIKA JANUSOWEGO
Streszczenie

W pracy jest rozwazany problem wyboru odpowiedniego predykatora. Przyjeto, ze postulowanym
kryterium tego wyboru jest jego nieobcigzono$¢. W pracy sa proponowane testy na nieobcigzono$é pre-
dykcji trzech predyktoréw trendu liniowego. Punktem wyjscia konstrukcji sprawdzianéw testow jest znany
wspélczynnik Janusowy uzywany do oceny dokladnosci ciagéw wyznaczanych prognoz, ktéry jest ilorazem
wariancji predykcji ex-post i wariancji resztowej. Z formalnego punktu widzenia kazdy z rozwazanych
sprawdzianéw testow jest ilorazem dwoch form kwadratowych wektora zmiennych o rozkladzie normalnym.
Te formy kwadratowe moga by¢ zalezne. Dlatego w celu wyznaczenia rozkladu prawdopodobienistwa spraw-
dzianu testu jest adaptowana jedna ze znanych metod pozwalajacych na przyblizone wyliczanie warto$ci
jego dystrybuanty. Rozwazania zilustrowano przyktadem. Otrzymane w pracy wyniki mozna uogélni¢ na
przypadek predykcji na podstawie modelu regresji.

Slowa kluczowe: Test statystyczny, btad predykcji, nieobcigzonos$é, wspotczynnik Janusowy, forma
kwadratowa wektora o rozkladzie normalnym, aproksymacja funkcji dystrybuanty, wariancja resztowa,
wariancja predykcji.

TESTING OF THE PREDICTION UNBIASEDNESS ON THE BASIS OF JANUS QUOTIENT
Summary

The problem of choosing the appropriate predictor is being considered. Generally, in this paper the
analysis is focused on the problem of unbiasedness of the predictors. Several tests attempting to verify the
unbiasedness of three predictors of the linear trend are proposed. They are based on some modifications
of the well-known Janus quotient being a ratio of the variance of prediction errors and the residual
variance. In general each of the considered test statistic can be represented as the ratio of two quadratic
forms of normal vectors. These two quadratic forms can be dependent, so its distribution function has to
be approximated. An example of testing hypothesis on unbiasedness is presented. The obtained results can
be generalized in the case of prediction on the basis of regression models.

Keyword: Test statistic, prediction error, unbiasednees, Janus quotient, quadratic form of normally
distributed vector, approximation of distribution function, residual variance, prediction variance.
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METODY PROGNOZOWANIA Z WYKORZYSTANIEM TRENDU POTEGOWEGO

1. WSTEP

Praca dotyczy estymacji parametréw nieliniowych modeli trendu i stanowi, w pew-
nym sensie, kontynuacje zagadnien rozpatrzonych w pracy [6], gdzie om6wiono metody
estymacji parametrow trendu wyktadniczego dla celéw predykcji. Natomiast niniejsza
praca jest poSwiecona metodom estymacji parametrow trendu potegowego na potrzeby
procesu prognostycznego.

Celem badan zaprezentowanych w artykule jest wyznaczenie postaci wzoréw przy-
blizonych umozliwiajacych estymacje parametréw trendu potegowego posiadajacych
zblizone wtasciwosci, do oszacowania parametréw uzyskanych MNK w odniesieniu do
modelu I (wzér (1)). W celu okreslenia przydatnosci tych wzoréw wykonano symulacje
komputerowe. Ponadto zostanie wyprowadzony wzér okreslajgcy btad ex ante prognozy
uzyskanej MNK dla trendu potggowego.

Ze wzgledu na charakter sktadnika losowego, rozpatrzone zostang trzy modele:

— Model addytywny (Model 1)

y,=A-t8+ ea, gdiiet = 1,2,..., n (1)
— Model multiplikatywny (Model 1I)
y, = A-tB.eom )
— Model mieszany (Model IIT)

y, = A-tB- e+ gq, 3)

gdzie:
ea, — sktadnik losowy o rozktadzie N (0, oa)
em; — sktadnik losowy o rozktadzie N (0, om)
y; — dane empiryczne.

W przypadku modelu II zalecana jest metoda transformacji liniowej [5, 7], pole-
gajaca na logarytmowaniu réwnania (2):

In(y,) = In(A) + B+ In(t) + em,. (4)
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Stosujac MNK do réwnania (4), otrzymuje sie nastepujgce oszacowania parame-
trow B i A:

2L —1)
BL='"=}———— AL = exp(L—BL- ") (5)

D — i)

t=1

n
gdzie: L, = In(y,); L = %ZL,; t=In(); 1 = %Zt‘;
=1 =1
AL.; BL - oszacowania parametréw A i B.

Dla modelu addytywnego (model I) zalecana jest MNK w odniesieniu do réwna-
nia (1), w wyniku czego, uzyskuje sie uktad réwnan:

n

2y, tBIn@) - 2025 = Xy, 125+ 3B In(r) (6a)

t=1 =1 t=1 =1

Sy, - 158
AS =S (6b)

n
ZtZBS

t=1

gdzie: AS i BS oznaczaja oszacowania parametrow A i B uzyskane MNK.

W celu wyznaczenia oszacowania BS nalezy rozwigza¢ réwnanie (6a) metoda
numeryczng [2]. Nastepnie, z rownania (6b) oblicza si¢ oszacowanie AS.

Omawiajac zagadnienie szacowania parametréw nieliniowych funkcji regresji, do
ktérych zalicza si¢ funkcja potegowa, autorzy podrecznikéw i zbioréw zadan zwracajg
uwage na ograniczenia stosowania transformacji logarytmicznej wynikajace z zalozenia
postaci modelu multiplikatywnego (wzér (2)) [4]. W pracy [3] autorzy dodatkowo pod-
kreslajg dwa inne problemy zwigzane ze stosowaniem transformacji: brak przeniesienia
wlasnosci estymatora In (4) (wzér (4)) na estymator parametru A oraz nieréwnowaznos$¢
kryteriow MNK stosowanej do funkcji krzywoliniowej (wzér (2)) i funkcji zlogarytmo-
wanej (wzoér (4)). W zwiazku z czym, w pracy [3] proponuje sie rozwigzanie uktadu
réwnan (6) za pomocg arkusza kalkulacyjnego np. Microsoft Excel.

Jak juz wspomniano powyzej, w niniejszej pracy zostang zaproponowane wzory
przyblizone umozliwiajace estymacje parametréw trendu potegowego.

2. UPROSZCZONA METODA SZACOWANIA PARAMETROW TRENDU POTEGOWEGO

Zalézmy, ze dla modelu addytywnego (1) zostala wyznaczona postac teoretyczna ¥;:
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S=A-r (M
gdzie: A i B oznaczaja oszacowania parametréw trendu.

Punktem wyjscia jest réznica symetryczna
Vg1~ Vi1 ®)
Ze wzoru (7) i (8), otrzymuje sie:
. . .3 1y 1)
yt+17yt71:A'tB'[<1+7> 7<17f> ] ©)

Stosujgc rozwiniecie w szereg potegowy [2]:

(1 tay =1+t M Doy mim = Dm=2) 5y (10)
i uwzgledniajac trzy pierwsze wyrazy szeregu (10) oraz zalezno$¢ (7), wzér (9) przyj-
muje postac:
. . 5
yt+17yt71:23°7t~ (11)
W celu zmniejszenia wplywu sktadnika losowego, wykonuje sie obustronne sumo-
wanie we wzorze (11), uzyskujgc:

n—1

Z(yﬁrliytfl)
_1=2
n

B = ST (12)
20 F
1=2
Mnozac réwnanie (11) przez ¢, oraz sumujgc obustronnie, uzyskuje sie:
n—1
R Z(yﬂrl*ytfl)'t
B, ="=—— ‘ (13)
220,
=2

Poprawnym sposobem estymacji parametru B jest metoda najmniejszych kwadra-
tow, ktora zastosowana do wzoru (11), prowadzi do zalezno$ci:

n—1

R Zz(yt+17yzfl).%
By="—"—7—3 . (14)
Ve
22(7)

t=2



Metody prognozowania z wykorzystaniem trendu potggowego 55

Oszacowanie parametru A uzyskuje si¢ ze wzoru (6b):

Doy, - b
Af:tZT;j: 1,2,3, (15)

t

gdzie: Bj okreslajg wzory (12), (13), (14).

3. WYNIKI SYMULACJI KOMPUTEROWYCH

W celu oceny przydatno$ci proponowanych wzoréw przyblizonych wykonano sze-
reg symulacji komputerowych dla réznych warto$ci parametrow A i B oraz liczby
obserwacji n. Ponizej zostang zamieszczone wyniki dla A = 20, n = 7 oraz B = 0,5
i B = 1,5 oraz dla okresu prognozowania T = 8,9,10. Przy okreS§lonym poziomie sktad-
nika losowego wykonywano M = 5000 symulacji z uzyciem generatora liczb losowych
o rozkladzie normalnym, obliczajac zgodnie ze wzorami (1)-(3) wartoSci obserwacji
¥m,i- Dla kazdej symulacji wyznaczano warto$¢ prognozy YP,, r:

YP, ;= A, TP (16)
gdzie:
m = 1,2 .., M - numer kolejnej symulacji,

A, i B, - oszacowania parametrow trendu dla poszczegélnych symulacji,

T - okres prognozy.

Analogicznie okreslano warto$¢ realizacji zmiennej prognozowanej YR,, 7, pod-
stawiajac do wzoréw (1)-(3) ¢ = T. Do oceny jakoSci prognozy zastosowano btad
wzgledny prognozy ex post by::

1 2
\/M (YPyp = YRy 1)
_ m .
by = i 100 (17)

Mx=

M
gdzie: YR, = % ZYRm,T.
m=1
Zaktadajgc zgodno$¢ wariancji btedu spowodowanego obecnoscig sktadnika loso-
wego dla modelu I i modelu II, w pracy [5] podano zalezno$¢ pomiedzy wartoScig
odchylenia standardowego oa i om. Dla malych wartosci om zachodzi wzér przyblizony:

oa (18)

o JEGe)

2 n
gdzie: E(yd?) = AT D128,

t=1
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Wykonujac symulacje, uruchamiano generator liczb losowych o rozktadzie N (0, oa),
a nastepnie dla modelu I, ze wzoru (1) obliczano warto$ci y,. Przy realizacji modelu II
okreslano réwnowazng warto$¢ odchylenia standardowego om zgodnie ze wzorem (18).
Model mieszany (III) byl realizowany zgodnie ze wzorem:

emy

ea
o= Aot + T (19)

W celu rozwigzania réwnania (6a), stosowano metode bisekcji (potowienia), ktéra
w odréznieniu od metody siecznych i metody stycznych, daje gwarancje zbieznosci
procesu iteracyjnego [2].

Przy okreSlonym poziomie sktadnika losowego (0a), warto$¢ btedu prognozy ex
post zalezy od wartosci parametréw trendu A i B. W celu ograniczenia wpltywu war-
toSci parametréw funkcji potegowej dokonano normalizacji, wprowadzajac wzgledng
warto$¢ poziomu sktadnika losowego ov:

_ oa .. _1x
oV =35 gdzie: § = 77 2., (20)
=1

W wyniku normalizacji, dla wszystkich symulacji komputerowych, parametr ov
nalezat do tego samego przedzialu zmiennosci [0 — 0,1].

W pierwszej kolejnosci wykonano symulacje dla addytywnego modelu sktadnika
losowego — wzér (1): A = 20, B = 0,5, n = 7, okres prognozy T = 8. Sposrdd trzech
metod przyblizonych najmniejszym bledem ex post charakteryzuje sie metoda I (wzory
(12), (15), (17)). Metoda przyblizona III (wzory (14), (15), (17)) prowadzi do btedu ex
post stanowigcego 1,015 warto$ci bledu metody I. Najgorzej wypada metoda II (wzory
(13), (15), (17)), dla ktérej btad ex post wynosi 1,043 wartoSci bledu metody I.

Wszystkie rysunki zamieszczone w pracy przedstawiaja warto$ci btedu wzglednego
ex post (wyrazonego w procentach) w funkcji poziomu sktadnika losowego ov.

Na rysunku 1 poréwnano warto$ci btedu ex post uzyskane dla nastepujgcych metod:
bL - metoda transformacji logarytmicznej, bNK — metoda najmniejszych kwadratow,
bP1 — metoda przyblizona I. Do najmniejszych warto$ci bledu prognozy ex post pro-
wadzi MNK, natomiast najwickszym bledem obarczone sg wyniki metody transfor-
macji logarytmicznej.. Zblizone warto$ci btedu wykazuja prognozy uzyskane metodg
najmniejszych kwadratéw (bNK) oraz metode przyblizong (bP1).

W celu oceny przydatnosci metod przyblizonych, wykonano symulacje dla addytyw-
nego modelu sktadnika losowego — parametr B = 1,5. Najmniejszym bledem prognozy
ex post wyréznia si¢ metoda najmniejszych kwadratéw, przy czym btad prognozy ros-
nie liniowo w funkcji poziomu sktadnika losowego ov i dla ov = 0,1 osigga wartosé
6,21%. Stosunek wartosci bltedéw ex post poszczegélnych metod przyblizonych do
warto$ci btedu ex post MNK wynosi: 1,051 dla metody I, 1,012 dla metody II, 1,017
dla metody III.
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Rysunek 1. Wartosci btedu wzglednego ex post (w %) dla addytywnego modelu sktadnika losowego
w funkcji poziomu sktadnika losowego ov;; parametr B = 0,5, okres prognozy T = 8.
Linig przerywang bL; oznaczono wyniki metody transformacji logarytmicznej, linia ciagla bNK;
odpowiada metodzie MNK, linia kropkowana bP1; odpowiada metodzie przyblizonej I.

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Rysunek 2. Wartosci btedu wzglednego ex post (w %) dla addytywnego modelu sktadnika losowego
w funkcji poziomu sktadnika losowego ov; — parametr B = 1,5. Wyniki odnoszg si¢ do metody
transformacji logarytmicznej.

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Na rysunku 2 przedstawiono warto$ci bledu wzglednego ex post bL; odnoszace sie
do metody transformacji logarytmicznej, uzyskane dla addytywnego modelu sktadnika
losowego — parametr B = 1,5. Z rysunku wynika odcinkami liniowa zalezno$¢ wartosci
btedéw od wzglednego poziomu sktadnika losowego ov, przy czym, powyzej warto$ci
ov = 0,04 nastepuje gwaltowny wzrost wspétczynnika kierunkowego prostej bL (ov).
Podczas gdy dla ov = 0,04 btad wynosi bL = 10,6%, to dla ov = 0,1 osigga wartosé
bL = 177%. Przyczyny nalezy upatrywa¢ w wysokim poziomie sktadnika losowego, ktéry
zgodnie ze wzorem (20), dla ov = 0,1 i y = 175,49 wynosi oa = 17,55. Wykonujac
logarytmowanie wzoru (1) popelnia sie¢ blad szczegblnie duzy dla matych wartosci ¢,
gdy warto$ci sktadnika losowego sg poréwnywalne z warto$cig funkcji potegowe;j.

Wykonujac eksperyment numeryczny dla multiplikatywnego modelu sktadnika loso-
wego z wartoScig parametru B = 0,5 stwierdzono, Ze najmniejszy btad ex post zapewnia
metoda transformacji logarytmicznej, ktéry dla ov = 0,1 osiaga warto$¢ 11,23%. Dla pozo-
stalych metod uzyskano: 2% = 1,020, 201 = 1,035, 262 = 1106, 223 = 1,010,

Na uwage zastuguja zblizone warto$ci bledéw bL, BNK i bP3.

Symulacje komputerowe wykonane dla multiplikatywnego modelu sktadnika losowego
z warto$cig parametru B = 1,5 wykazaly, ze sposréd metod przyblizonych, najmniejszy
blad ex post zapewnia metoda przyblizona I, ktéry dla ov = 0,1 przyjmuje warto$¢ 10,61%.

Dla pozostalych metod uzyskano: % = 1,048, l;;% 1,058, l;};? = 1,027.

12

bL, Va
—- (O
bNK, 6

bP1, ~

ov.
i

Rysunek 3. Wartosci bledu wzglednego ex post (w %) dla multiplikatywnego modelu sktadnika losowego

w funkcji poziomu sktadnika losowego ov; — parametr B = 1,5. Linig przerywang bL; oznaczono wyniki

metody transformacji logarytmicznej. Linia ciggla odpowiada MNK (bNK;). Btad metody przyblizonej I
(bP1;) zaznaczono linig kropkowang.

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Na rysunku 3 poréwnano wartoéci bledu ex post uzyskane dla multiplikatyw-
nego modelu sktadnika losowego (warto§¢ parametru B = 1,5) nastepujgcych metod:
bL — metoda transformacji logarytmicznej, bNK - metoda najmniejszych kwadratéw,
bP1 — metoda przyblizona 1. Do najmniejszych wartosci btedu prognozy ex post pro-
wadzi metoda transformacji logarytmicznej. Metoda przyblizona I charakteryzuje sie
mniejszym bledem niz MNK.

Eksperyment numeryczny wykonany dla mieszanego modelu sktadnika losowego
(wzoér (3)) z warto$cig parametru B = 0,5 wykazal, ze najmniejszy btad ex post zapewnia
MNK, ktéry dla ov = 0,1 przyjmuje warto$¢ 8,51%. Dla pozostalych metod uzyskano:
If]{/)[l( 1,018, 5512{ 1,097, 5]62 1,009, blly\%[( = 1,011

Z powyzszych danych wynika, ze az cztery metody prowadza do zblizonych wartosci
btedu wzglednego ex post: MNK, metoda transformacji logarytmicznej oraz metody
przyblizone I i III.

Jako ostatni przebadano model mieszany z warto$cig parametru B = 1,5 stwier-
dzajac, ze najmniejszy btad ex post zapewnia metoda przyblizona I, ktéry dla ov = 0,1

osigga warto$¢ 8,15%. Dla pozostatych metod uzyskano: lzplf = 1,021, ll;;% = 1,026,
bP3 _
Pl = 1,007.
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Rysunek 4. Wartosci btedu wzglednego ex post (w %) dla modelu mieszanego (wzér (3)) w funkeji
poziomu sktadnika losowego ov; — parametr B = 1,5. Linig przerywang bL; oznaczono wyniki
metody transformacji logarytmicznej. Linia ciggla odpowiada MNK (bNK;).

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Na rysunku 4 poréwnano wartosci bledu ex post uzyskane dla modelu mieszanego
(warto$¢ parametru B = 1,5) w wyniku zastosowania metody transformacji logarytmicz-
nej (bL) oraz MNK (bNK). Z rysunku wynika odcinkowo liniowa zalezno$¢ wartosci
btedéw od wzglednego poziomu sktadnika losowego ov, przy czym, powyzej warto$ci
ov = 0,05 nastepuje gwaltowny wzrost wspélczynnika kierunkowego prostej bL (ov).
Podczas gdy, dla ov = 0,05 btad wynosi bL = 8,59%, to dla ov = 0,1 osigga wartos$é
bL = 90,90%. Wystepuje tu, nieco zalagodzona, sytuacja zaprezentowana na rysunku 2,
odnoszgcym sie do addytywnego modelu sktadnika losowego — wartosci bledu bL
na rysunku 4 stanowig (w przyblizeniu) 50% warto$ci btedu bL przedstawionego na
rysunku 2. Przyczyng tego jest jednakowy udzial sktadnika addytywnego i sktadnika
multiplikatywnego w modelu mieszanym (wzér (3)).

Podsumowujac wyniki symulacji komputerowych pod katem przydatnosci poszcze-
gblnych metod przyblizonych nalezy stwierdzi¢, ze dla sze$ciu rozpatrzonych przy-
padkéw, metoda przyblizona I prowadzi do najmniejszego btedu prognozy ex post
dla trzech wariantéw: model addytywny (B = 0,5), model multiplikatywny (B = 1,5),
model mieszany (B = 1,5). Metoda przyblizona III okazala sie najlepsza dla dwdéch
przypadkéw: model multiplikatywny (B = 0,5) oraz model mieszany (B = 0,5). Metoda
przyblizona II zapewniata najmniejszy btad ex post dla modelu addytywnego z parame-
trem B = 1,5. Majac na uwadze, ze w tym ostatnim przypadku metoda III minimalnie
ustepuje metodzie II mozna zaleci¢ stosowanie metod przyblizonych I i III. Metody
przyblizone I i III zapewniaja mniejszy blad prognozy niz MNK dla modelu mieszanego
i mutiplikatywnego z parametrem B = 1,5. Metoda transformacji logarytmicznej pro-
wadzi do najmniejszego btedu, sposréd rozpatrywanych metod, dla multiplikatywnego
modelu sktadnika losowego. W przypadku modelu addytywnego i mieszanego metoda
transformacji logarytmicznej moze by¢ stosowana dla malych wartosci parametru B
(B < 0,8). Ograniczenie warto$ci B < 0,8 wynika stad, ze dla addytywnego modelu
sktadnika losowego (ov = 0,1) wykonano symulacje komputerowe dla zmieniajgcych sie
wartoSci parametru B = 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1,0, uzyskujac wartosci btedu bL = 9,57,
9,69; 10,07; 10,85; 12,29; 15,68%. Oznacza to, ze dla B > 0,8 nastepuje gwaltowny
wzrost btedu. Ostatnia uwaga odnosi sie do modelu rozpatrzonego w pracy (4 = 20,
n=7 T=38, ov=0,1). W celu jej uogélnienia nalezatoby rozpatrzy¢ modele z inng
warto$cig obserwacji n oraz okresu prognozy T — w wyniku normalizacji poziomu
sktadnika losowego (wzér (20) parametr A nie ma wplywu na warto$¢ wzglednego
btedu ex post.

4. BLAD EX ANTE PROGNOZY UZYSKANEJ MNK DLA TRENDU POTEGOWEGO

Stosujac metode transformacji logarytmicznej, w pierwszej kolejnosci oblicza sie
odchylenie standardowe reszt S' modelu zlinearyzowanego yL;:

=1 = 1)
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gdzie: yL; = InAL + BL - t
L;, AL, BL, t' okre$la wzor (5).
a nastepnie wyznacza si¢ blad prognozy ex ante [5, 7]
v 2
paL, = s 14+ L4 =0T yp (22)

S — i)?

t=1

gdzie: T' = In(T); S’ okresla wzor (21); YPr — wzér(16); ' — wzor (5).

Natomiast autor nie spotkal w literaturze wzoru okreslajacego btad prognozy ex

ante dla oszacowania parametréw trendu potegowego wyznaczonych MNK.

Punktem wyj$cia wyprowadzenia tej zalezno$ci jest macierz informacji Fishera [1]:

_ Al S9A B
60 |33, 93, (35}

254 a4 Z(M)

gdzie: 9, okresla wzér (7)
0a’> — oszacowanie wariancji sktadnika losowego.

Z zalezno$ci (7) i (23) otrzymuje sie:

PR £(B) AR (B)
~oa® |Af,(B) A%f(B)
gdzie: Zﬂ B 1 (B Zln(t) 28 f(B) = Zan(z)

Nastepnie wyznacza sie odwrotno$¢ macierzy informacji Fishera

A2 £ (B) —A-£(B)
—A-f,(B)  £(B)

oa*

-1 o4,
f ~ det

gdzie: det = A2 [f1 (B)f,(B) — f, (E)Z]

£(B), £,(B), £,(B) opisuje wzér (24a).

(23)

24)

(24a)

(25)

Elementy macierzy I-! lezace na gltéwnej przekatnej okreslajg, zgodnie z nieréw-
noscig Rao-Cramera, dolng granice wariancji estymatoréw parametrow A i B [1]:
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62
) 502/, (B)
Var(A) = v, = — (mzﬁ ~ (26)
¢ AT 1B (B) — 1, (B)

A 0 ()
ar(B) = v, = oa’), |
VB = Ve = R (s (B) — 1, (87) @D

W dalszej czeSci przyjmuje sie uproszczenie polegajgce na zalozeniu, ze warian-
cja oszacowan parametrow uzyskanych MNK przyjmuje dolng granice Rao-Cramera,
oznaczong we wzorach (26) i (27) odpowiednio V4 i V.

Blad prognozy Dt wyraza si¢ wzorem:

Dy = y, — yd; + ea, (28)

gdzie: y, = AT, ydp = ATB.

Dokonujac rozwiniecia funkcji 97 w szereg Taylora dla funkcji dwoch zmiennych
w otoczeniu punktu (A, B) i ograniczajac sie do wyrazen zawierajacych pierwsze

pochodne, uzyskuje sie:
0yd; . 0 yd,
+(B - BS54 (29)

9p = ATP + (A — A)—~

Ze wzordéw (28) i (29), otrzymuje sie:

D, =(A—A)T2+(B—BA-In(T) - T + eay. (30)

Wariancja btedu prognozy V (D7), wynosi:

V(Dy) = T22|V, + V(A - In(D)* + 2 cov(A,B)AIn(D)| + 6a> (31)

gdzie: Vy i Vg okreslajg wzory (26) i (27); cov(A,B) odpowiada elementom lezacym
poza gléwnag przekatng macierzy I-1 (wzér (25):
- —da’f,(B)
COV(A,B) = — - aAfz - (32)
A B (B) — 1,(B))

Ze wzordow (26), (27), (31), (32) oraz przyjetego uproszczenia A = Ai B=B,
otrzymuje si¢:

T28B Z In2 <$>t21§]
(33)

S !

V(r) = ot Ut B — 1, (B
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Uwzgledniajac, ze btad prognozy ex ante DAy wyraza sie zaleznoS$cia:

DA, = JV(Dy), (34)

uzyskuje sie:

7% 3 (z%(%)f
S 202 () — <Zzz§ 1n(z)>2

t t

Z(yt - 5’1)2
oa =S = tnfz (35a)

y; — obserwacje; §; okresla wzér (7); T — okres prognozy.

DA, =S |1+ (35)

gdzie: t =1, 2, ..., n;

Zgodnie z wczeSniejszymi zalozeniami upraszczajacymi, zalezno$¢ (35) okresla
btad prognozy ex ante dla addytywnego modelu sktadnika losowego (wzor (1)).

W celu zweryfikowania wzoréw (22) i (35) okreslajacych blad ex ante, wykonano
symulacje komputerowe dla trzech modeli sktadnika losowego (wzory (1), (2), (3)). Dla
kolejnych wartoséci wzglednego poziomu sktadnika losowego ov = 0, 0.01, 0.02, ..., 0.1
wykonano M = 5000 powtdrzen z wykorzystaniem generatora liczb losowych. Wartosci
btedu ex post wyznaczano zgodnie z ponizszym wzorem opisujgcym Sredni blad kwa-

dratowy prognozy:
DP, = / 1
m

Nastepnie obliczano wspétczynnik W stanowiacy stosunek btedu ex ante do bledu
ex post:

Mz

gypm,T - YRm’T)z. (36)

DA,
W = DP.- (37)

Wspétezynnik ten zostal oznaczony odpowiednio: WNKp dla MNK; WP17, WP27,
WP3 7 dla metod przyblizonych I, II, III; WLt dla metody transformacji logarytmiczne;j.
W przypadku wspétczynnikéw WNKy, WP1y, WP27, WP3r blad ex ante wyznaczano
ze wzoru (35) a dla WLy stosowano wzér (22). Zamieszczone w tabeli 1 warto$ci
wspoétczynnikéw uzyskano w rezultacie usrednienia wynikéw dla zmieniajacego sie
poziomu sktadnika losowego ov.
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Tabela 1
Stosunek wartosci bledu ex ante do warto$ci bledu ex post (wzoér (37))
Addytywny model sktadnika losowego (wzér (1))
WNK7 WP1p WP2p WP3p WLy

B=05/B=15B=05/B=15/B=05/B=15/B=05|B=15B=05(B =15

T=28 1,023 1,034 1,020 1,011 1,015 1,025 1,016 1,025 1,368

T=9 1,022 1,048 1,022 1,002 1,004 1,036 1,012 1,027 1,345 -

T =101 0,995 1,038 0,981 0,970 0,961 1,019 0,969 1,008 1,283

Multiplikatywny model sktadnika losowego (wzér (2)

T=28 0,77 0,506 0,77 0,57 0,75 0,53 0,79 0,54 1,013 1,013

T=9 0,75 0,517 0,76 0,56 0,73 0,52 0,77 0,54 1,000 1,000

=101 0,75 0,532 0,73 0,56 0,69 0,52 0,75 0,55 0,974 0,974

Model mieszany sktadnika losowego (wzor (3))

T=238 1,003 0,703 0,999 0,734 0,968 0,703 1,016 0,718 1,37

T=9 0,939 0,690 0,940 0,72 0,902 0,688 0,951 0,704 1,27

T=10]| 0911 0,703 0,91 0,74 0,855 0,697 0,922 0,721 1,22 --

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Analizujgc wyniki zawarte w tabeli 1 stwierdza sie nastepujgce fakty.

W przypadku addytywnego modelu sktadnika losowego warto$ci wspétczynnika
WNK7 nalezg do przedziatu (0,995, 1,048); wspo6tczynniki WP1y, WP2r, WP3 zawieraja
sie w przedziatach (0,97, 1,022), (0,961, 1,036), (0,969, 1,027). Dla okresu prognozy
T = 10 warto$ci wspotczynnikéw sa mniejsze od 1, co oznacza, ze btad prognozy ex
ante jest mniejszy od rzeczywistego bledu prognozy wyznaczonego na drodze symu-
lacji komputerowych. Nalezy stwierdzi¢ stosunkowo duzg doktadno$¢ oszacowania
btedu ex ante (wzor (35)) — warto$ci wspédtczynnikéw réznig sie od liczby 1 o mniej
niz 5%. Metoda transformacji logarytmicznej, dla parametru B = 0,5, prowadzi do
wartoSci z przedziatu (1,283, 1,368), co oznacza zawyzone wartosci btedu prognozy ex
ante. W tabeli nie zamieszczono wartoSci wspo6tczynnika WLy (dla wartoSci parametru
B = 1,5), poniewaz wykazywal zbyt duze wahania (nalezy do przedziatu (0,23, 1,54)),
aby mozna bylo us$rednié jego wartosci.

W przypadku multiplikatywnego modelu sktadnika losowego, zbyt mate wartoSci
WNK7 i WPy oznaczaja nieprzydatno$¢ wzoru (35). Metoda transformacji logarytmicznej
prowadzi do warto$ci WLy z przedziatu (0,974, 1,013), co oznacza duzg dokladnos$é
wzoru (22) - zanizone warto$ci bledu prognozy ex ante wystepuja tylko dla okresu
prognozy T = 10.

Dla modelu mieszanego z parametrem B = 1,5 zrezygnowano z zamieszczenia
wsp6lezynnika WLy, ktéry nalezat do przedziatu (0,26, 1,53). Warto$ci wspétczynnikéw
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dla MNK i metod przyblizonych wskazuja na mozliwo$¢ stosowania wzoru (35) dla
parametru B = 0,5. Natomiast, dla B = 1,5 wzér (35) nie powinien by¢ stosowany.
Odno$nie metody transformacji logarytmicznej mozna zauwazyé, ze wzor (22) jest
nieprzydatny dla modelu mieszanego.

4. ZAKONCZENIE

W pracy rozpatrzono wybrane aspekty zwigzane ze stosowaniem trendu potego-
wego w procesie prognostycznym.

Symulacje komputerowe opisane w p. 3 wykazaly duzg wrazliwo$¢ metody trans-
formacji logarytmicznej na zatozony model skladnika losowego. Metoda ta sprawdza
sie, jak powszechnie wiadomo, dla modelu multiplikatywnego a takze dla modelu
mieszanego i modelu addytywnego sktadnika losowego przy matych warto$ciach para-
metru B (B < 0,8). Natomiast metody tej nie powinno sie stosowaé¢ dla modeli I i III,
gdy estymowany parametr B przyjmuje duze wartosci (B > 0,8). Tym samym potwier-
dzily sie zastrzezenia dotyczace ograniczenia transformacji logarytmicznej wyrazane
w pracach [3] i [4].

W odré6znieniu od pracy [3], gdzie proponuje sie wykorzystanie arkusza kalku-
lacyjnego Microsoft Excel do rozwigzania uktadu réwnan (6), w pracy zapropono-
wano metody przyblizone, ktére prowadzg do wynikéw zblizonych, jakie uzyskuje sie
MNK. Metody te mozna uporzadkowaé w nastepujacej kolejnosci: metoda przyblizona
I (wzory (12), (15)), metoda przyblizona III (wzory (14), (15)) oraz metoda przyblizona
IT (wzory (13), (15)).

W przypadku metody I wzoér (12) mozna zapisaé w postaci dogodniejszej do
obliczen:

B = — : (38)

Stosujac metody przyblizone, jak réwniez MNK, mozna wyznaczy¢ btad ex ante na
podstawie wzoru (35). Przyjmujac jako kryterium najmniejszg warto$¢ bledu ex ante
zaleca sie wykonanie obliczen trzema metodami przyblizonymi, a warto$§¢ prognozy
wyznacza sie tg metoda, ktéra spetnia to kryterium.
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METODY PROGNOZOWANIA Z WYKORZYSTANIEM TRENDU POTEGOWEGO
Streszczenie

W pracy rozpatrzono wybrane aspekty zwiagzane ze stosowaniem trendu potegowego w procesie pro-
gnostycznym. Zaproponowano przyblizone metody estymacji parametréw trendu (wzory (12)-(15)), ktére
prowadza do zblizonych wynikéw, jakie daje metoda najmniejszych kwadratéow (MNK). Wyprowadzono
wzor (35) okreslajacy btad ex ante prognozy wyznaczonej metodami przyblizonymi oraz MNK dla addytyw-
nego modelu skladnika losowego. Wykonano symulacje komputerowe uwzgledniajace trzy modele sktadnika
losowego (addytywny, multiplikatywny, mieszany) majace na celu okre$lenie zakresu przydatno$ci metody
transformacji logarytmicznej, MNK oraz metod przyblizonych.

Stowa kluczowe: prognozowanie, estymacja parametrow trendu potegowego, btad prognozy ex ante,
symulacje komputerowe

METHODS OF FORECASTING WITH THE USE OF POWER TREND
Summary

In this paper selected aspects concerning the use of power trend in the forecasting process were
considered. Approximate methods for estimating trend parameters (equations (12)-(15)) were proposed. The
methods yielded results similar to results given by least squares method (LSM). Formula (35) determining
ex ante error of the forecast determined by the approximate methods and LSM for random element additive
model was defined. Computer simulations were done - including three models of random element (additive,
multiplicative, mixed) — with the aim of determining the range of usefulness of logarithmic transformation
method, LSM and the approximate methods.

Key words: forecasting, estimation of power trend parameters, forecast ex ante error, computer
simulations
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BAYESIAN TECHNIQUES IN RANDOMIZED RESPONSE

1 INTRODUCTION

Opinion polls are regularly done for nearly 70 years. The first professional reports
from an opinion poll were compiled by the American Institute of Public Opinion
founded by George Gallup. There were earlier attempts to recognize views of particular
groups of people tied by common profession, domicile or religion. However, they were
usually opinions of whole groups, or sometimes representatives of these groups, but
it was rare to randomely choose these representatives.

Preparing and realizing a contemporary opinion poll takes few major stages,
which are carried out using advanced research techniques [9].

According to this procedure an opinion poll is finished with the moment of
compiling a final report and releasing the results. At this stage the results and techniques
of research are judged by the recipients of the report and a wide group of people
interested in the results. This group is usually quite roughly acquainted with the
methods of designing and realizing the research and of the statistical analysis of
empirical data. Nevertheless, it is the orderer of the research who has a voice in making
a decision about the shape and techniques of research. Often, but not always, they go
by economical reasons and override content-related problems. As a consequence from
the very beginning of a research project the researchers fight stereotypes that are hard
to overpass and concern the nature of arising problems. In particular, the problems
concern the interpretation of random issues. In one of the first polls concerning the
analysis of voting preferences a sample of 10 million people! was taken arguing that
accurate prognosis needs a huge set of data. It is only the spectacular mistakes in the
results of the poll that allow researchers to argue for changing the research techniques.
Another argument for new research methods is the expansion of the information
technology, infrastructure and the rise of social awareness. In the times of a different
view on the research results very important is the transformation of the informative
media market. Society expects the media to provide accurate and reliable information
substantiated by thorough research. Additionally, the research has become releatively
cheap and this results with a huge group of individual research orderers. Banks,
economic and social entities have researches done, the results of which are used on
their own hook for substantiating argumentation concerning current economic or

1 A 1936 poll concerning presidential election which was won by Franklin D. Roosevelt, whereas the
sample favored his opponent, Alf Landon
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political decisions. At the end of XXth century we observed an unimaginably dynamic
growth of computer techniques. This growth is reflected by the change of approach to
the analysis of statistical data. The main modification of the hitherto existing way of
analyzing data is introducing the Bayesian approach in a big way. This approach not
only changed the purely technical side of the form of analysis of the survey data, but
the main change is the introduction of a new philosophy of giving answers to posed
questions in the domain of the observation carried on.

The aim of the work is presenting and solving the issue of estimating the result
in the randomized response technique. The techniques used so far of analysing this
issue were based on the classical rules of statistical inferring. These methods were
analytically correct and easy to compute, but as it sometimes happens, the results
obtained in certain cases were unreasonable?. In the presented work we deeply analyse
the issue of randomized response using of Bayesian methods. We present various
choices of prior distributions and we show why some of them do not give the expected
results. We present results and Bayesian procedures with the use of a modern V@R
technology [7].

2. RANDOMIZED RESPONSE - RESEARCH EXPERIMENT DESCRIPTION

When constructing a survey research we are faced with a variety of partial problems
which require detailed techniques. One of classic issues connected with formulating
survey questions is balancing possible answers in the sense of positive and negative
answer. This issue lies in the domain of psychological investigation and concerns
aversion to or acceptance of a selected answer due to a too suggestive question. After
the September 11th attack on World Trade Center it was justified to ask a question
like the following one: Do you think that the United States should take a military
action in retaliation for the terrorist attacks on New York and Washington? This
question would suggest the answer too much and thus the actual question asked by
The Gallup Organization was: Do you think that the United States should or should
not take a military action in retaliation for the terrorist attacks on New York and
Washington? Balance of the answers can also be achieved by proposing several answers
with a growing strength of the answer. It is worse when we have to deal with sensitive
questions.

The issue of truthfulness of the answers to a given questions appeared on the very
beginning of the construction of the surveys. We usually assume, that the respondents
answer the survey questions honestly and verdically. On the other hand we are aware,
that if the question is socially or religiously or professionally sensitive, the truthfulness
of the answers is up in the air [5]. The respondents try to avoid answering a sensitive
question and most of them either chooses not to answer at all or chooses the answer
which is socially accepted — they simply do not tell the truth. In such cases the result
of the survey is erroneous and does not reflect the public opinion about the question

2 Estimators obtained by the method of moments or plug-in method not always give an unambiguous
result and not always fall in the allowable range of parameters (compare eg. [1, Chapter 2.1])
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posed. The Randomized Response technique aims at discharging the respondent from
publishing his standpoint about given issue. This kind of freeing from remorses was
used from way back. The biblical penalty of stoning and later the execution by shooting
by a firing squad had similar features. The firing squad chosen to shoot the convict
was given rounds of ammunition, some of which were blank. They were distributed
randomely and in fact no one knew who was the one who shot the convict.

In the classical approach [10] the research technique of randomized response
is answering one of two connected questions randomely chosen by the respondent.
Balance plays a significant role in the construction of the questions. Suppose the
socially sensitive question (denoted Qp) is as follows:

Qq: Did you ever drive in the state of significant alcohol intoxication?

We add second, complementary question of opposite nature balancing the research
issue (denoting Qq):

Q1: Did you always qive up driving when in the state of significant alcohol
intoxication?

The questions may have quite simple form.

Qq: Will you vote for candidate x in the next presidential election?

Q1: Will you not vote for candidate x in the next presidential election?

Questions Qg and Qg are constructed in such a way that answering “Yes” to one
of them is equivalent to answering “No” to the other. We propose the respondent to
toss a die (in private) and answering question Qp when he/she gets the outcome of
1, 2, 3, 4 or 5, and answering Q; when he/she gets 6, but we expect the question to
be answered honestly. The result is an answer of “Yes” or “No”, but the researcher
does not know which question was answered. As a result we don’t know the opinion
of the person questioned. The assessment of the respondent’s standpoint is influenced
by his/her opinion about the presented issue together with the frequency of choosing
question Qq. In the simpliest approach the respondent tosses a die and then gives
the answer. This schema implies a computational process after the diagram in the
figure (1).

From this, the probabilites of getting a positive and negative answer in a single
sample are, accordingly:

W[

Pr(Yes) = 40 + (1 — p)(1 — ) = 30+ ¢, Pr(No) = 2 — 30,
where 1 — u is the probability of getting ,6” and 6 is the probability of the support
for the candidate.

If the answers come from n respondents, we can try to assess the parameter 6,
denoting ,real” frequency of a positive answer to the sensitive question posed. Using
the method of maximum likelihood (method of moments, plug-in principle) we get
estimator for 6 of the following form
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{1,2,3,4,5}

Figure 1. Engel’s diagram

y _yptp—1 3 1
Ow="2,—1 =29 & (1)

n
where y, = WT is the fraction of the answer ,Yes” in the n element simple random
sample from a binomial distribution with parameters <n,%¢9 + %)

Right at the first sight we notice that the estimator (1) has significant shortcomings.
One of them is inappropriate range. For n = 20 respondents and ny = 3 ,Yes” answers
from (1) we get a negative value of

» 11

O = — 56

We get similarly inappropriate (greater than 1) assesment of 6 for ny = 17. In
such cases we assume values of 0 and 1 to be the estimator of greatest reliabilty, but
this is not a favourable solution.

The literature of the subject gives examples of attempts to analyse the survey
results using the randomized response technique. These attempts usually enrich the
form of posing questions with the cases of not connected questions or systems of
questions with multiple answers. The estimation optimalisation in those cases uses
classical estimation techniques with a drift towards minimizing the variance [8]. We
also find few suggestions of a different approach. One of them concerned using logit
transformation [5], [2], another was based on the Bayesian approach [6] and was
orientated towards considering a case where in place of the answer ,Yes” there were
several different answers considered. However, until now there were no studies that
would transgress the standards found in monographic studies.

3. BAYESIAN APPROACH - MOTIVATION

In the Bayesian approach we assume that the assesed parameter is a random
variable (that is, a random variable of a known distribution). At first we assume that
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the distribution of the estimated parameter is known. We call it prior distribution. As
a result of observation obtained from a survey we get a modification of prior distribution
called posterior distribution. The posterior distribution is obtained by applying Bayes
formula to a known conditional distribution of obtained empirical data an the prior
distribution. The posterior distribution is the final result of the estimation.

Earlier works the Bayesian estimator was understood as the expected value of the
posterior distribution. This value was derived from the conditions of minimum risk with
a square loss function. This procedure shows some similarity to classical methods of
estimation and justifies the name of this value. Nowadays authors consequently avoid the
name ,Bayesian estimator” using more often the ,prior expected value” or, less accurately,
,prior average”. For example, such rule is used in monograph [4]. In another monograph
[1] the term ,Bayesian procedure” is used, and usage of ,Bayesian estimator” is retired.

In practice the posterior distribution is presented by density or frequency graphs
and by giving quantile characteristics, the average and the standard deviation of the
distribution.

In theory the Bayesian approach can be used in almost every model. In practice
we use it when we are aiming less at estimating the parameters of the distribution and
more on modyfing the hitherto existing knowledge about the parameter. In the presented
issue (the randomized response) we usually have very much initial information. The very
approach to the question as a sensitive one is introducing an imprecise, but entrenched
knowledge about the answers. It evinces in a supposition that the answers will be
dishonest, so the classical empirical frequencies will be underrated (or overrated). The
common usage of the maximum likelihood estimator according to formula (1) is supported
by the prior information. We do assume, that in this approach it is unlikely for the
values of the estimator to exceed the range and we treat it as the proper estimate of the
frequency of an answer to a sensitive question. However, it turns out that the probability
of a negative estimate of the frequency parameter 6 may be quite big. We have equalities:

Pry (8, < 0) = Pry(n, <(1 — p)n) = F, (1 — u)n)

where Fy () is the cumulative distribution function of a random variable of binomial

distribution with parameters (2, 6). As for any 6§ € (0, 1) and ¢ € (%, 1)
nlgmmFg (1 —p)n) = 1,

then Pr, (9ML < O) may be arbitrarily close to one, so it does not have to be as small

as it is commonly taken. Likewise for fixed n and ¢ € (%, 1)

;imPrﬁ(éML >1)=1-— limPry (ny < ngr) = 1.
-1 -1

so for every size of the sample and every u € <%,1> we can select 6, such that

Pr, (9ML > 1) is arbitrarily close to one. From this exceeding value of one by the esti-
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mator given by the formula (1) is quite a common effect when the value of estimated
parameter 6 is big.

The Bayesian approach is always connected with some limitations in the choice of
parameters and interpretation of the results, but these are limitations we can influence
and modify as needed. When using the maximum likelihood estimators we can at
most interpret the results.

4. CONSTRUCTION OF A MODEL

Usually a survey of sensitive issues is preceded by partial or preparatory surveys.
The results obtained from these preliminary information constitute the initial knowledge
which is grouped to form an prior distribution. The issue of constructing an prior
distribution is complicated and demands a great experience in analysing empirical
data.

The researcher has to be very well acquainted to the content-related side of the
analysed phenomenon. In the randomized response technique setting the conditional
distribution from which the random sample is taken is quite natural and does not
cause too much discrepancy between researchers. It is assumed that it is a binomial
distribution with proper parameters, which usually reflects well the nature of the
examined phenomenon. It is more difficult to set an prior distribution. We will discuss
this issue in the next sections.

Let us assume the simpliest Warner model [10]. In this model we denote by u
a constant value corresponding to the frequency at which we draw question Qy:

We assume that y € <%, 1> which means that as a result of drawing a question by

the respondent we obtain Qp more often. Then 1 — u is the probability of obtaining
question Qq. By 6 € (0, 1) we denote the value of a random variable © reflecting the
frequency of a positive answer to a sensitive question Q. Let X be a random variable
corresponding to the answer, which was given by the respondent. The random vari-
able takes values ,Yes” and ,No” and its conditional distribution (on the condition ®)
has the following form:

Pr(X = Yes|® = 60) = p0 + (1 — n)1 — 0),

Pr(X = No|® = 0) = 1 — (10 + (1 — )1 — ). @
We will use values one and zero interchangeably instead of ,Yes” and ,No”
accordingly, and for simplicity of notation we denote

1,0 = 10+ (1 — )1 — 0). (3)

Let Yy, Y, ..., Y, be a random # size simple sample from a distribution given by
formula (2). By nr we denote the number of ,Yes” answers in this sample, and by ny
the number of ,No” answers. With the above assumptions the combined conditional
distribution of the random vector Y = (Y1, Y>, ..., Y,)) has the following form:
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Pr(Y = y|0® = 0) = (¢,@)7 (1 — ¢,@)" (4)
where ), (6) is given by formula (3) and

%</,z <1,0<O<1,y =y, ¥y verr ¥,) € {Yes, No}". (5)

The obtained conditional distribution is a binomial distribution with parameters

(1, ¥, 6)).

4.1 THE CHOICE OF PRIOR DISTRIBUTION - NONINFORMATIVE PRIORS

In the prior distribution we intend to gather the hitherto existing information about
the assessed parameter represented by the random variable ©. If there are no clues
concerning this parameter, we can assume that the prior distribution of variable © is
one of classical noninformative distributions. For a binomial distribution noninformative
distributions are well known [11]. For a randomized response procedure where the
parameter of success is given by formula (3), that is as a linear function of an unknown
conditioning parameter ©, there are no such data. Below we bring up noninformative
priors for the analysed model deriving from classical assumptions concerning the
construction of these distributions and we will present the consequences of these
choices. As the first noninformative distribution we assume the uniform distribution on
the interval (0, 1), which means the density of variable ® has the following form:

o) =1,0 € (0,1).
Then we get the posterior distribution
foi) (O1y) = v @)1 — 4, ), 6 € (0,1)

where notation is given in formula (4), and the range of parameters is described by
inequalities (5).

For p = % n = 100 the conditional expected value of parameter © is given

by the formula
Bo]y=y)=c, [#(30+) (5 30)

where C, = =Csisa normalisation constant, and #n7 and ny are the number of successes

and fallures in the sample, accordingly. The graph of this conditional expected value as
a function of the number of ,Yes” answers (that is as a function of ny) if presented in

figure 2. As it shows for the frequency of successes up to % the expected value of
n
posterior distribution is smaller than the empirical result, that is smaller than -, and

for the frequency of successes above % the expected value of osterior distribution is
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above the empirical result. It is worthwile to consider this dependance for a changing
parameter u. For 4 = 1 we get a classical result, ie. the expected value of posterior
distribution is a linear function of the number of successes (See Section (5.3)) and for
r
n
(conversely to the figure 2). Together with the decrease of the value of parameter u we
observe the empirical results and the expected value of posterior distribution diverging
to the form as in figure 2, which means the expected value of posterior distribution

n n
< % is above the empirical result -, and for —= > % is below the empirical result

for empirical result % <% falls below this result and for empirical data such that

n
= >% it is greater than the empirical value.

0 20 40 60 80 100
nt

By Maple™

Figure 2. Expected value of the posterior distribution as a function of the number of successes.
Dotted line denotes fraction n7/100; solid line denotes the expected value

Another classical noninformative distribution in the described randomized response
procedure which we consider is the Jaffreys distribution basing on the Fisher amount of
information. In this case the density of the parameter © has the form (see Section 5.1)

2u — 1 1
2arcsin(2¢ — 1) «/% (0)(1 — % (5))

fo0) = 0., 1< (1)

and therefore the density of posterior distribution fulfills the proportion

J . n 1
Sioin) (01y) & 9, (02 (1 =4, ()2
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This distribution has the same feature as the uniform distribution. For the frequency

of successes up to % the conditional expected value is below the empirical frequency
n
—E, and for the frequency of successes above % it is above. The graph of conditional

expected value as a function of the number of successes is similar to the graph in
figure 2.

The third classical noninformative distribution, prior MDIP distribution, also has
similar features. We obtain this distribution by maximizing entropy (see section 5.2).
In this case the density of prior distribution is given by formula

fo &) = €, @ (1 =y, @) % D) g € (0,1)

where c,= C s is the normalization constant, and y, () is given by the formula (4)
with hmltatlons to the range of parameters (5).

4.2 CHOOSING BETA DISTRIBUTION AS THE PRIOR DISTRIBUTION

Another group of prior distributions are the distributions that bear some information
obtained from hitherto research. In case of a sample taken from a binomial distribution
we take as a standard prior distribution Beta distribution with parameters «, § with
different way of selecting the a and § parameters. The main reason after choosing Beta
distribution is the fact, that Beta distribution is conjugate for binomial distribution
[3, §9.4 Tw.2]. In the case of randomized response model Beta distribution is not
conjugate (except the case of u = 1). However the group of Beta distributions is
fairly rich and we can expect that taking an prior distribution from this group may
be successful used. Let’s assume that the ,knowledge” about the nature of frequency
expressed by random parameter © resolves to the fact that we can set the expected
value and variance

EO® = my, Var(®) = o3,

where m( and 0} are known values. We then assume that the random variable ©
has a Beta distribution with parameters a and  connected to values mg and 3. We
can compute the parameters of Beta distribution starting from a system of equations
(eg. [4, Sec. A.2])

a af o
d+ﬁim°’(a+ﬁ’)2(a+b’+l)idé' ©)

This system has the following resolution

“:mo<1_mo)<z_§_1—1m0>’52(1_m0>2<z_§_1—1m0>' ™



76 Grzegorz Krzykowski

We notice that if some random variable & has Beta distribution, and parameters
are such that @ # 1 or 8 # 1 and m = E§, 02 = Var (&), then from inequality E£ > E&2
we get the inequality

m 1 _ E&—E&

2 T—m (0—ma?’

0.

Then the parameters « and § in the formula (7) are well described (are non-

negative). In the same time we have to notice that the expected value m and variance

0% in the Beta distribution fulfill the conditions 0 < my < 1 and ¢} < %

Additionally, a condition resulting from the relationship between variance and
expected value has to be fulfilled, which implies the inequality

ot <my(1 —my), my € (0,1). (®)

Solving this inequality we have that for a given ¢} € <O,%> value my fulfills the

inequality
1 /1 1 /1
5 *4*63<m<07+ T*O‘% )

Let us denote for simplicity
1 /1 1 /1 0
m 2 4 03’ m, 2 4 03 (1 )

Then m, € (m,m,), 0§ € <0,%>-
The Beta distribution taken as the prior distribution has density

I'(a + B)
I'a@)'(B)

where a and  are described by the formulas (7) with the condition (8).

The subtle analysis of the choice of a and f parameters in a classical case has
been presented in monograph [4, Chapter 5]. The analysis taken out by Gelman and
coauthors concerns parameters ¢ and f§ of Beta distribution, when the conditional
distribution of a simple random sample is a binomial distribution. The authors assume
as well the conditions resulting from setting prior expected value and variance in the
Beta distribution. With the randomized response technige, however, we have quite
a different model and completely dissimilar expectations about the results of the
Bayesian estimation.

The conditional distribution of the random simple sample is given by the formula (4).
From this, from the Bayes formula the posterior distribution fulfills the condition

fo(0) = 610 — 0¥ 6 < (0,1) (11)

fon (1) « ¥, (0T (1 — 9, (@) 0«11 — 0! (12)
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where Yu (0) is given by formula (3), 6 € (0, 1) and ny is equal to the number of ,Yes”
answers and ny is equal to the number of ,No” answers for the result of the random
sample (v{, ¥2, ..., ¥»). The randomized response research technique assumes in its
essence underrating (or overrating) the frequency of classical answers. The respondent
of a survey answers ,No” (or ,Yes”) more frequently than it is owed to his attitude. Let
us assume that the question is phrased in such a way, that respondents in a classical
survey underrate the frequency of positive answers, thus hiding their preferences.
As a consequence, if a classically driven preliminary or partial survey suggests,
that the expected value of the answer ,Yes” is about mg = 15%, then the survey using
randomized response technique should give more ,Yes” answers than 15%.

Posterior distribution

Figure 3. Location of the expected value of the prior distribution (1), the empirical value p
and the posterior distribution

This number of ,Yes” answers should imply higher estimate of the frequency
parameter 6. The location of these values is schematically presented in figure 3. The
schema given in figure 3 does not have to be fulfilled in every survey, but it reflects
a natural situation basing on prior premises. This location is usually fulfilled when

the success parameter has a value below %

1
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0.4

0.2
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Figure 4. Expected value of posterior distribution as a function of the number of successes.

n
Dotted line denotes fracton ﬁ, solid line denotes the expected value, and the crossed line denotes
the limit of 15%
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The approaches we presented, where the priors is noninformative or is a Beta
distribution with parameters ¢ and  derived from assumptions about expected value
and variance of Beta distribution given prior, do not thoroughly reflect the nature
of the answer to a sensitive question. They do not take into consideration the main
characteristics of these answers, that is the underration of the frequency of positive
answers to the sensitive question in the classical technique. We solve this problem by
using some sort of symetrization by changing the meaning of parameters ¢ and § in
the prior assumed Beta distribution.

4.3 COMPUTATIONAL TECHNIQUES AND EXAMPLES

We start illustrating the application of Beta distribution as prior distribution from
assuming an prior Beta distribution of expected value g = 0.15 and variance ¢ = 0.01.
Then from the formula (7) we get that ¢ = 1.7625 and § = 9.9875. The graph of
conditional expected value E (@Y = y) as a function of ny that is the number of
“Yes” answers (for n = 100 tries) is presented in figure (4).

The solid line, denoting the expected value in posterior distribution, is located below
the dotted line, which proves that the conditional expected value for every number
of successes ny > 2 underrates the empirical value which comes from the number of
obtained successes. The underration is quite substantial. As it can be seen in figure
4 only at ny = 27 to 100 successes in the sample the expected value of posterior
distribution is 15%. A similar phonomenon of underration of the frequency of successes
by the expected value of posterior distribution is observed at different values of nzy and
0%. This phenomenon should not occur in the analysed issue, we should rather expect
the location of expected value of posterior distribution such as shown in figure 3.

1
0.8
0.6
0.4

0247

20 40 60 80 100
nt

By Maple™
Figure 5. The expected value of posterior distribution as a function of the number of successes.
n
Dotted line denotes the fraction ﬁ solid line below the dotted one denotes the expected value

of posterior distribution without modification, and the solid line above the dotted one — with modification.
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This underration is caused by a characteristic of Beta distribution signaled in
section (5.3), namely the fact that the expected value of posterior distribution is, as
a result of assumed prior Beta distribution and binomial likelihood, a linear combination
of the initial expected value and the empirical value. This fact is even deepened in case
of introducing that parameter of constant frequency u. The solution to this problem is
reversing analogical relationship above the empirical value, in some sense, a symmetrical
reflection. We achieve this solution by assuming as the prior distribution the Beta
distribution, but with exchanging parameters @ and § (compare section (5.3)).

After such symmetrization we get the expected result. The effect of this
symmetrization taking place is presented in figure (5). The choice of parameters «
and f of the prior distribution is conditioned by the intial information. We may assume,
that from earlier analysis basing on classical techniques we have some approximation
of the expected value mg and variance o3 of the prior distribution. Then from the
formula (7) we find parameters ¢ and 5, and then we assume the prior distribution
to be (B, ). With this choice of parameters the posterior distribution is given by
the formula

f(®|§)(9‘f) g( ¢ﬂ(9)”r(1 — (ﬁﬂ(lg))"NﬁB—l(l _ '9)0171’ (13)

where ¥, (0) is given by formula (3), 6 € (0, 1) and nr is equal to the number of ,Yes”
answers, and #n to the number of ,No” answers for a random sample x = (x1, x2, ..., x;,).
As mg and ¢} unambiguously determine the Beta distribution

By MapleTM

Figure 6. Density of posterior distribution before symmetrization (dotted line) and after symmetrization
(solid line) for m, = 0.15, g3 = 0.01, n = 100, n, = 18.
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as the prior distribution, let ¢ = k n mgy and f = k n — a. Then the new parameter

k fulfills the equation
k= %(mo(l —my) _ 1>.

7 (14)

Value k is well chosen (non-negative) if conditions described by inequalities (9)
are fulfilled. For example for n = 100, my = 0.15, 03 = 0.01 value of k is 0.1175.
Several more values of parameter k are given in table 1.

Table 1
Some values of the proportion parameter k in Beta distribution
o 0.05 0.10 0.15 0.20
o} = 0.01 0.0375 0.0800 0.1175 0.0150
0‘6 = 0.04 0.0019 0.0125 0.0219 0.0300

Eventually we assume as the prior distribution the Beta distribution with parameters
a=kn(l-mgy and f = k n my, where k is given by formula (14).

Let us consider some examples. Let mg = 0.15 and 0§ = 0.01 and as a result of
simple random sample we obtained ny = 18 successes. Then the posterior distribution
has density presented in figure 6. The expected value of the posterior distribution is
E (©]X) = 0.2219, and values of quantiles are given in table 2. This table contains
also the quantiles for the greater number of successes ny = 20. Let us note that in
this case the estimators of maximum likelihood given by formula (1) for n = 100,
ny = 18 and ny = 20 are Oy, = 0.02 and 0, = 0.05 accordingly and are of no sense
whatsoever in this issue. In the second example we assume ng = 0.10, oj = 0.005,
n = 200, ny = 30.

Table 2
Quantiles of posterior distribution (2 = 100, my = 0.15, U% = 0.01)
nr Qo.05 Qo.10 Qo.2s Qo.s0 Qo.75 Qo0.90 Qo.95
nr = 18 0.1417 0.1579 0.1867 0.2212 0.2580 0.2930 0.3146
nr = 20 0.1558 0.1729 0.2030 0.2389 0.2770 0.3129 0.3351

The graph of the posterior density is presented in figure 7. The expected value




81

Bayesian Techniques in Randomized Response

207 &
,"\

1Sj

IOT’ \

0 0.05

By Maple™

Figure 7. Density of posterior distribution before symmetrization (dotted line) and after symmetrization
(solid line) for my = 0.10, og = 0.005, n = 200, n; = 30

of posterior distribution is E (©|X) = 0.1715, and the values of quantiles are given in
table 3. The estimator of greates reliability given by formula (1) for n = 200, ny = 30 is
negative and we have to assume ©y;; = 0, which does not conform to the conditions

of the issue. Lastly, let us note that the Bayesian
Table 3

Quantiles of posterior distribution (n = 200, mg = 0.10, o5 = 0.005, ny = 30)

Qo.75 Qo.90 Qo.95

Qo.05

Qo.10

Qo.25

Qo.50

0.1940

0.2169

0.2310

0.1474

0.1700

0.1283

0.1175

estimatian is as always very sensitive to the size of the sample. For a greater size we
have to increase the precision of prior distribution relatively decreasing the value of

variance ¢} in the Beta distribution.
5. APPENDIX
5.1 NONINFORMATIVE JEFFREYS’ PRIOR
Lemma 1 Let X be a random variable of a distribution belonging to a family of

distributions fulfilling the condition
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Pr(X = x) = y5(O)(1 — ¢,(0)
P 0) = 0n+ (1 — 01—, x = 0,1,0 € (0,1, 1 = (11).

Then the Fisher’s amount of information of the parameter 0 is given by the
formula

(2u — 17
7,01 — 1, @)

10) =

Proof. For x € {0, 1}, 6 € (0, 1), p € (%, 1) we denote

f(0:x) = 5 O)1 — ,(0)

Then from the definition of the Fisher’s amount of information for a family of
distributions indexed by parameter 6 we have

2
10) = E(aa“;f) = 5| 2 (X, @ — (1 — 0n(1 — @)
@ 1-x o Ex—y,0]
@t ¢r @ (9’] =150y @ =y, o)

(2u— 17
b, — 4,0)

_ e
0,01 — WG))

Var(X) =

The noninformative Jeffreys prior distribution is given by the relationship

f@(é’) 0 < (0,1).

(9)
As for y € <%, 1)

2arcsin(21 — 1)

f/w (H)Atli—1 )

then

fol0) = 5 2H 1 ! 0 < (0.1)

2arcsin(2p — 1) \/%(6)(1 —4,@)

is a noninformative prior Jeffreys' distribution.
For u = 1 we get the noninformative Jeffreys’ distribution of a binomial distribution
with parameter 6 [11].
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5.2 NONINFORMATIVE MDPI PRIOR

Let X be a random variable taking a finite number of values m with positive

probabilities py, p2, ..., pm. Then by the entropy of the distribution py, ps, ..., p,, we
mean the value

m
H= Zpilnpl..
i=1
It is easy to show that the entropy is in this case a value limited by Inm and the

maximum value is reached for a uniform distribution on the set 1, 2, ..., m. We define
the prior MDIP (Maximum Data Information Prior) distribution by the releationship

fo (@) = C,exp{H(0)}.
If a random variable X has a distribution given by the formula
Pr(X = x) = ¥ (@)(1 — ¥,(@) % x € (0.1),

then the entropy of the distribution of the random variable X fulfills the condition

HO) = — (4,0 g, () + (1 = ,)In(1 — 4, (D)),

From this

fol0) = C 5, @ (1 =y, @\ %) g € (0,1)

is the prior MDIP distribution. Because entropy is limited, this distribution is a proper
noninformative distribution. The constant C, can be computed for a given value of u.
In table 4 we computed come values of the normalization constant

Table 4

Normalization constant in the MDIP distribution

_, (binomial 5 4 3 2

H = distribution) #7%6 #Ts ! rT3

Cu 1.6184 1.8454 1.8759 1.9184 1.9626

5.3 BETA PRIOR
Lemma 2 Let the conditional distribution of a random simple sample X = (X1, ..., X};)

on the condition of parameter ® be given by the formula

Pr(X = x| = 0) = 9(éi‘i> a- 9)<”’éi‘f>
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where 6 € (0, 1), x € {0, 1}" (binomial distribution). Let the prior distribution of para-
meter © be Beta distribution with parameters («, ). Then the expected value of posterior
distribution is given by the formula

E(O]X = x) = tm+ 1 —0p,

_ s _ 15 __atp
Wherem—E@,p—niglxi,t—nJraJrﬁ.

Proof. As parameter © has a distribution of f (a, ), then the prior density is
given by formula

I'a + B)
') - T'(B)

From this, the density of posterior distribution fulfills the proportionality
condition

fo @) = 0«11 — 0" 0 < (0,1).

0
fopx)(01x) & grte= @ — gyl g e (0,1), x € {01},

n
where x;, = D x, xy, = n — x,. Then the posterior distribution is (& + nz, B + ny).
i=1
From this its expected value may be denoted as follows

N atng +5 n
BO]x =)= 550 = atplathia) o rasp)

which is the equality from the problem’s thesis. Let us note, that if we set ﬁ = m,
then

lim E(@]X =x)=m, lim(E(O|X =x)—p)=0.

a+ B — o n—

From this, when choosing parameters ¢ and 8 of the prior distribution, we decide
about the location of the expected value in such a way, that the greater ¢ + f§ the
smaller is the influence of the direct data in the posterior distribution. Howsoever,
with the increase of the size of the sample, the influence of the prior expected value
on the posterior expected value is smaller.

Lemma 3 If a random variable & has a distribution 8 (a, B), then the random variable

1 - & has distribution B (8, @):
Proof. Let us denote = 1 — &. Then

£0) =1.0—0),0<0,1).
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From this

I'a + B)

e —1 B—1
7F(a)-F([>’)(l 0y (@) ", 0 < (0,1),

£,(0) =

which gives the lemma’s thesis.
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TECHNIKI BAYESOWSKIE W PROCEDURACH LOSOWANIA ODPOWIEDZI
Streszczenie

Zagadnienie prawdziwo$ci odpowiedzi na drazliwe spotecznie lub osobiscie pytania ankieteréw pojawilto

sie wraz z poczatkiem badan ankietowych. Czgsto respondenci prébujg uniknaé¢ odpowiedzi lub odpowia-
daja niezgodnie z prawdg. Powstalo wiele technik badawczych i analitycznych korygujacych wyniki badan
ankietowych pozwalajacych na oceng rzeczywistej opinii respondentéw. W pracy przedstawiono bayesowska
analize techniki Randomize Response. Zaprezentowano argumentacje wyboru réznych rozktadéw a priori
zaréwno nieinformujgcych, jak i rozkladéw kompensujacych informacje wstepne opisane rozktadami para-
metrycznymi.

Stowa kluczowe: Techniki bayesowskie, randomizowane odpowiedzi, model Warnera
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BAYESIAN TECHNIQUES IN RANDOMIZED RESPONSE
Summary

The issue of truthfulness of the answers given to socially or personally sensitive questions appeared
at the very beginning of the construction of the surveys. The respondents often try to avoid answering
a sensitive question or they do not tell the truth. Various research and analysis techniques have been
developed to adjust the surveys results in order to assess the real opinion of the respondents. The work
introduces a bayesian analysis of the Randomized Response technique. It presents arguments for choosing
various a priori distributions, both non-informative and compensating for the preliminary information
described by parametrized distributions.

Key words: Bayesian techniques, randomized response, Warner model
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POSTULAT KOINCYDENCJI NAKEADOW I REZULTATOW
W BADANIACH EMPIRYCZNYCH DEA

1. WSTEP

Przystepujac do ustalania efektywnosci obiektéw gospodarczych czy spotecznych za
pomocg metod Data Envelopment Analysis (DEA) trzeba, miedzy innymi, okresli¢ liste
rezultatéw oraz list¢ naktadéw, w sensie ktérych oceniana bedzie efektywnos¢ obiektéw.
Poza pojawiajacymi sie niekiedy oczywistymi sformutowaniami typu, ze w charakterze
nakladéw nalezy braé¢ te wielkosci, ktére wykazujg wyrazny zwigzek merytoryczny
z rezultatami, w literaturze na ogét brak jest jakich$ sprecyzowanych sugestii w tym
zakresie. Zupelnie odmienna sytuacja ma miejsce w ekonometrii, gdzie problem doboru
zmiennych objasniajacych jest znany i poS§wiecono mu wiele miejsca. Jak wiadomo
bardzo warto$ciowe wyniki uzyskali tu uczeni polscy, np. Hellwig oraz Czerwinskil.

W literaturze dotyczacej DEA na ogdt twierdzi sie tez, ze rezultaty majg charakter
stymulant, co znaczy, ze ich wzrost oceniany jest korzystnie, a naktady maja charakter
destymulant — co znaczy, ze ich wzrost oceniany jest niekorzystnie. W artykule dysku-
tujemy z ta, naszym zdaniem nazbyt ogélnikows, teza.

W niniejszej pracy formutujemy postulaty dotyczace ogélnych relacji miedzy nakta-
dami a rezultatami w modelach DEA. Wprowadzamy tez kryteria zgodnosci (= koincy-
dencji) nakltadéw z rezultatami. Postulat koincydencja w modelach DEA rozpatrujemy
w innym sensie niz zaproponowany przez Z. Hellwiga? postulat dotyczacy modeli
ekonometrycznych.

2. POSTULAT KOINCYDENCJI NAKEADOW I REZULTATOW

Niech X, bedg zmiennymi reprezentujgcymi wielkosci naktadéw n = 1, ..., N; nato-
miast Y, niech beda zmiennymi reprezentujacymi wielkosci rezultatow r =1, ..., R.
W Data Envelopment Analysis na og6t przyjmuje sie, co tez zaktadamy w catym artykule,
ze zmienne charakteryzujace rezultaty sg stymulantami. Oznacza to, ze wigksza warto$é
zmiennej Y, oznacza wiekszy poziom rezultatu r-tego rodzaju i jest tym korzystniej,
im zmienna Y, ma wigckszg warto$¢. Natomiast w odniesieniu do naktadéw, jak juz
wspomniano we wstepie, przyjmuje si¢, ze majg one charakter destymulant, czyli

I Hellwig [7], Czerwinski [4].
2 Hellwig [8].
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takich zmiennych, ze coraz ich wigksza warto$¢ oceniana jest niekorzystnie, a coraz
mniejsza — korzystnie.

Ostatnie okre$lenie budzi jednak watpliwos$ci. Jest zrozumiale, Ze chcieliby$Smy
minimalizowaé nakltady, bo to jest korzystne. Niemniej nie mozna rozumieé tego bez-
warunkowo, jako sugestie, ze kazdy wzrost naktadéw jest niekorzystny, a kazdy spadek
jest korzystny, i ze dla uznania pewnej wielkosci za naktad trzeba, aby jej spadek
oceniany byl korzystnie. Nie trzeba bowiem przekonywaé, ze spadek 6w moze byé
zwigzany z jeszcze wiekszym spadkiem rezultatow, co wilasnie bedzie niekorzystne.
Z drugiej strony wzrost naktadu nie moze by¢ a priori uznany za niekorzystny, gdyz
warunkiem wzrostu rezultatow na ogét jest wzrost naktadéw. Dlatego ,literaturowe”
okreslenie naktadu jako destymulanty jest niewystarczajace.

Za podstawowg ceche nakladu nalezy uznaé, ze — oprécz oczywistego meryto-
rycznego lub co najmniej symptomatycznego zwigzku z rezultatami — jest to wielko$¢,
ktéra zmienia sie w tym samym kierunku co rezultaty.

Postulat 1

— Jesli rezultaty majgc charakter stymulant, to zmienng X; mozemy uznaé za
naktad, gdy — w warunkach ceteris paribus — dla wzrostu rezultatéw konieczny jest
wzrost zmiennej X.

— Warunki ceteris paribus oznaczaja, ze wszystkie pozostate naktady X,,(n = 1, ..., N;
n # i) sa ustalone. Ustalona jest tez technologia przeksztatcania naktadéw w rezul-
taty.

Postulat 1 stwierdza, Ze jesli nic si¢ nie zmienia, to wzrost rezultatu moze by¢ osiag-
niety jedynie poprzez wzrost naktadu. Przez symetrie do niego mozna byloby sugerowad,
ze zmienna X; traktowana jako naktad, musi tez mie¢ wlasno$¢, ze — w warunkach
ceteris paribus — spadkowi rezultatéw odpowiada spadek zmiennej X;. Byloby to jednak
zadanie zbyt daleko idgce, bowiem przyczyng spadku rezultatéw niekoniecznie musi
by¢ zmniejszenie naktadéw. Moze nig by¢ np. rozrzutnosé (marnotrawstwo) naktadow,
czyli stabilizacja lub wzrost nakladéw przy malejacych rezultatach. Ponadto postulat
spadku naktadow, gdy rezultaty malejg oraz wzrostu naktadéw, gdy rosng rezultaty
przesadzalby od razu, Ze rozpatrujemy tylko sytuacje, gdy kazdy naktad jest efektywny
w sensie Pareto, czego — oczywiScie — tu nie czynimy3.

Nie bedziemy przyjmowali tego rozszerzonego postulatu. Ograniczymy si¢ tylko
do postulatu 1. Zada on zgodnosci dodatniego kierunku zmian naktadéw i rezultatéw
i dlatego nazwiemy go postulatem dodatniej koincydencji kierunkéw zmian naktadéw
i rezultatéw, krécej: postulatem koincydencji naktadow i rezultatow.

Postulat 2
— W modelu DEA wszystkie zmienne reprezentujgce naktady muszg byé koincy-
dentne z rezultatami.

3 Naturalnie, z matematycznego punktu widzenia obie te sytuacje (wzrost X — wzrost Y; spadek X
- spadek Y) sa rownoprawne. Niemniej z ekonomicznego punktu widzenia sa one rézne. O ile w warunkach
ceteris paribus wzrost rezultatbw wymaga wzrostu nakladéw, o tyle spadek rezultatébw moze mieé¢ miejsce
bez spadku naktadéw. Oznacza to swego rodzaju ,pétefektywnos¢” Pareto.
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3. ILUSTRACJA EMPIRYCZNA SKUTKOW BRAKU KOINCYDENCII

Zilustrujemy na przyktadzie liczbowym niektore niekorzystne konsekwencje braku
koincydencji naktadéw i rezultatéw w modelu DEA. Wykorzystamy ukierunkowany na
naktady model nadefektywnosci (super-efficiency) CCR, ktéry kodujemy jako SE-CCR.
Jak wiadomo daje on to samo co model CCR, a dodatkowo pozwala na rangowanie
obiektow oraz przeprowadzanie wielu wartosciowych analiz ekonomicznych?.

3.1. DANE EMPIRYCZNE

W tabeli 1 podano dane empiryczne dotyczace dwéch rezultatéw Yy, Y, oraz
czterech zmiennych wstepnie uznanych za naktady: Xy, X», X3, X4 w 10 obiektach.
Dane sg uporzadkowane w kolejnosci rosnacej obu rezultatow.

Tabela 1
Dane empiryczne
Wyszczeg6lnienie 0, 0, O3 Oy Os Og¢ 07 Og Og Ojo
Y, 100 103 141 181 220 223 250 298 299 300
Y, 50 80 100 105 118 119 130 140 170 180
X1 100 145 170 180 204 206 218 230 241 400
X5 300 311 317 318 325 326 330 340 346 500
X3 20 22 24 28 31 35 38 42 48 60
Xy 100 88 85 70 65 51 50 18 17 10

Zrodlo: dane umowne.

Korelacje zmiennych reprezentujacy naktady wynosza:

Zmienne X X5 X3 Xy
X 1 0,943 0,944 -0,846
X5 0,943 1 0,844 -0,681
X3 0,944 0,844 1 -0,956
Xy -0,846 -0,681 -0,956 1

4 Model SE-CCR jest stosunkowo prostym uogélnieniem podstawowego dla DEA modelu CCR Charnesa,
Coopera i Rhodesa [3]. Model SE-CCR zaproponowano w pracach Bankera i Gilforda [2] oraz Andersena-
-Petersena [1]. Opis modelu SE-CCR i jego wilasnoséci — zob. np. Guzik [5]. Samo sformutowanie modelu
SE-CCR podamy za chwile.
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Korelacje zmiennych X nie sg réwne 1, co jest wazne, gdyz naktady skorelowane
w stopniu 1 mozna reprezentowa¢ jednym naktadem, a wyniki modelu SE-CCR nie
ulegng zmianie. Korelacje nie sg tez bliskie zeru, co odpowiada typowym sytuacjom
badan empirycznych.

Jak mozna zauwazy¢, w $lad za wzrostem rezultatow Y7, Y, rosng réwniez naktady
X1, X5, X3. Zmienne te sg wiec koincydentne z rezultatami. Natomiast warto$ci zmien-
nej X4 — wbrew postulatowi koincydencji — malejg. Zmienna ta jest niekoincydentna
wzgledem rezultatéw.

3.1. UKIERUNKOWANE NA NAKYADY STANDARDOWE ZADANIE SE-CCR

Dla kazdego obiektu mamy osobne zadanie SE-CCR. Zadanie dla obiektu o
(1 <0 =J) ma nastepujacg postaé:

Dane
— Lista obiektéw j = 1, ..., J; lista naktadow n = 1, ..., N oraz lista rezultatow
r=1, ... R.
- Wielkosci rezultatéw w poszczegélnych obiektach, y,; (r =1, ..., R; j =1, ..., ]).
- Wielkos$ci naktadéw w poszczegélnych obiektach, Xnj n=1.,Nj=1,..,J).
Wszystkie rezultaty sg nieujemne, a naklady sg dodatnie. Przez K, oznaczamy
zbior wszystkich obiektéw oprécz obiektu o-tego, czyli K, = {1,..., J}\ {o}.

Zmienne decyzyjne

po — mnoznik poziomu naktadow obiektu o-tego,

Aoj (1 € K,) — wagi intensywnosci.

Mnoznik p, okresla krotno$¢ nakladéw obiektu o-tego, jaka muszg zastosowaé
pozostale obiekty (= konkurenci technologiczni obiektu o-tego), aby uzyskaé przynaj-
mniej jego rezultaty. Waga intensywnosci 4, okresla krotno$¢ technologii empirycznej
obiektu j-ego wystepujaca w technologii wspélnej konkurentéw obiektu o-tego.

Funkcja celu

min p,, (1D

Warunki ograniczajgce i znakowe
2y = Yy (r=1,...R); ()

J€K,
Z/lojxnj < 0,%,, (r=1,..,N) 3)

Jj €K,

0y Ay =0 (j €K,). “4)
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Uzyskany na podstawie modelu SE-CCR optymalny mnoznik naktadéw p, jest
wskaZnikiem rankingowym obiektu o-tego. Okresla on, jaka przynajmniej krotnosé
naktadéw obiektu o-tego musialyby wykorzysta¢ pozostale obiekty w swej optymalnej
technologii wspélnej, aby otrzymacé rezultaty nie gorsze od uzyskanych przez obiekt o-ty.
Obiekt jest w pelni efektywny w sensie Farrela, gdy p, = 1, a wiec gdy inni — nawet
w swej optymalnej technologii wspdlnej — dla uzyskania rezultatéw otrzymanych przez
obiekt o-ty, musza poczyni¢ naktady nie mniejsze od poniesionych przez obiekt o-ty.
W przypadku p, < 1 obiekt o-ty jest nieefektywny, bowiem inne obiekty dla uzyskania
rezultatow obiektu o-tego potrzebuja mniej nakladéw niz ich zuzyt obiekt o-ty.

3.3. WYNIKI EMPIRYCZNE

Niech X oznacza ustalong wczesniej liste zmiennych koincydentnych. Ponadto
niech X; oznacza pewng zmienng koincydentng nie wystepujaca w liscie X, za§ Xnk
niech oznacza zmienng niekoincydentna.

Dla zbadania skutkéw braku koincydencji poréwnamy rozwigzanie modelu SE-CCR
otrzymywane przy liScie naktadow X U X, zawierajacej tylko zmienne koincydentne,
z rozwigzaniem otrzymywanym przy ,mieszanej” liécie nakladéw X U X"k, zawieraja-
cej zmienne koincydentne oraz zmienng niekoincydentng X7k, W naszym przykladzie
zmienng niekoincydentng jest X4. Obie listy, X U X; oraz X U X"k s3 rozszerzeniem
listy X o jeden element.

W tabeli 2 przedstawiono, wynikajace z optymalnego rozwigzania modelu SE-
CCR, optymalne mnozniki rankingowe dla poszczegdlnych wariantéw listy zmiennych
reprezentujacych naktady. Obok kolumny dla listy X podano kolumne dla listy X U Xj.
Lista rezultatow jest stala i obejmuje Y| oraz Y5.

Tabela 2

Optymalne mnozniki rankingowe dla réznych list zmiennych reprezentujacych naktady

Kombinacje zmiennych reprezentujacych naktady
Obiekt

1 1,4 2 2,4 3 3412 (124] 1,3 |1,34|1,23(1,234|1,2,3(1,234

0, [0,782/0,782|0,382/0,382{0,705|0,705|0,782|0,782(0,7820,782|0,782| 0,782 |0,782| 0,782

0, |0,782(0,7820,524{0,524|0,873{0,873|0,782{0,782|0,905|0,905|0,905| 0,905 |0,905| 0,905

O3 0,834(0,8340,642(0,642|1,095(1,095|0,834{0,834|1,095[1,095|1,095| 1,095 |1,095| 1,095

04 (0,8270,827)0,67210,672{0,959(0,959|0,827|0,827(0,974|0,974|0,974| 0,974 (0,974| 0,974

Os [0,857(0,857|0,780(0,780|1,058|1,058|0,857|0,857 (1,058 |1,058|1,058| 1,058 [1,058| 1,058

O¢ [0,859(0,859|0,788(0,788(0,8980,924|0,859|0,8590,935|0,935|0,935| 0,935 [0,935| 0,935

07 [0,905/0,905|0,871{0,871{0,927(0,945|0,905|0,905(0,961|0,961{0,961| 0,961 [0,961| 0,961
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cd. tabeli 2

Kombinacje zmiennych reprezentujacych naktady

Obiekt
1 1,4 2 2,4 3 3,4 1,2 (1,24 1,3 {1,34(1,23[1,2,3,4(1,2,3|1,2,3,4

Og |[1,044{1,044|1,014{1,014|1,000|1,132]1,044|1,044|1,095(1,132|1,098| 1,132 |1,098| 1,132

Og9 |[1,159(1,204|1,193(1,211|0,912(1,094|1,193|1,211|1,159{1,204|1,193| 1,211 |1,193| 1,211

Oyp [0,638(1,800/0,733|1,800{0,758(1,800|0,733|1,800(0,7631,800{0,820| 1,800 {0,820| 1,800

Zrodlo: obliczenia wlasne zmienna nr 4 — zmienna niekoincydentna.

Uwaga

Poréwnujgc kolumny tabeli 2 trzeba pamietaé o fakcie matematycznym, ze kazde
rozszerzenie listy nakladéw lub rezultatéw skutkuje tym, ze wspétczynniki rankingowe
nie malejg, czyli rosng lub pozostajg na poprzednim poziomie. Wynika to z wlasno-
$ci zadania programowania liniowego, ktérego szczegélnym przypadkiem jest model
SE-CCRS. Dlatego tez wspétczynniki rankingowe dla listy X sg nie wieksze od wspét-
czynnikéw dla listy X U D, gdzie D - lista zmiennych ,dodanych”. W szczegdlnosci
wiec, jesli do listy zmiennych koincydentnych (nawet bardzo duzej) dotaczymy tylko
jedng zmienng niekoincydentng, czyli o przeciwnym charakterze niz dotychczasowe, to
niektére wspétezynniki rankingowe i tak wzrosng, a pozostate nie ulegng zmianie.

Na rys. 1 zilustrowano ksztaltowanie sie réznic wskaznikéw rankingowych dla
kombinacji niekoincydentnej X U X4 oraz kombinacji koincydentnej X.

127 ——@49) ’
=240 k
1,04 ——G40) i

- - (12412 R e .
e 51,3,4;_21,3; ! érednia réznic v 0,114 )

081 o322 ! maksimum réznic | 1,162 j
— = (1,2,3,4)(1,2,3) !

0,6

0,4 -

0,2 1

0,0 —=———m———
ol 02 03 04 05 ©06 O07 08 09 010

Rysunek 1. Ro6znice migdzy wskaznikami rankingowymi dla kombinacji X U X4 oraz X

Natomiast na rys. 2 zilustrowano ksztaltowanie sie r6znic wskaznikéw rankingo-
wych kombinacji koincydentnej X U X; oraz kombinacji X. Oczywiscie X; ¢ X. Oba
rysunki wykonano w tej samej skali.

5 Zob. np. Guzik [5].
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Rysunek 2. Réznice migdzy wskaznikami rankingowymi dla kombinacji X U X, oraz X

Przykladowe wnioski

1. Nie ma jakiej$ jednej matematycznej reguly dotyczacej zmian wskaznika ran-
kingowego w przypadku dotaczenia zmiennej niekoincydentnej do zbioru zmiennych
koincydentnych®. Przyrosty wskaznika rankingowego na skutek dotgczenia do listy
zmiennych koincydentnych pewnej innej zmiennej niekoincydentnej mogg by¢ mniej-
sze lub wieksze od przyrostu wskaznika rankingowego na skutek dotaczenia zmiennej
koincydentnej do listy zmiennych koincydentynych.

2. Ogolnie jednak - jak pokazuje ta i wiele innych analiz empirycznych — dotg-
czenie zmiennej niekoincydentnej wprowadza wieksze niestabilno$ci ksztaltowania sie
wspotezynnikéw rankingowych oraz wieksze ich zréznicowanie co do skali i — na
og6t — wieksze zréznicowanie co do $redniej (por. skale zmian na rys. 1 oraz rys. 2
i podane tam $rednie zmian).

3. Przyktad potwierdza to, co mozna bylo przypuszczaé. Dla obiektow, w ktorych
warto$¢ zmiennej niekoincydentnej jest bardzo korzystna (relatywnie duze rezultaty
przy malych naktadach) wspélczynnik rankingowy dla listy uwzgledniajacej zmienng
niekoincydentng jest wyraznie wiekszy niz w przypadku, gdy zamiast niej wystepuje
zmienna koincydentna (zob. wyniki dotyczgce Og, Og, O1p). Natomiast dla obiektow,
w ktérych warto$¢ zmiennej niekoincydentnej jest mato korzystna (wysoka przy niskich
naktadach), wskaznik rankingowy w przypadku listy zawierajgcej te zmienng nieko-
incydentng jest zauwazalnie mniejszy niz gdyby zamiast niej wystepowala zmienna
koincydentna (zob. wyniki dla Oy - Og).

4. Dolgczenie pojedynczej zmiennej koincydentnej nawet do listy kilku zmiennych
koincydentnych moze spowodowaé, ze obiekty, ktore do tej pory byly niezbyt efek-
tywne, nagle stajg sie wysoce efektywne. Zachodzi wiec zjawisko podobne do zjawiska
katalizy wykrytego i zbadanego w modelach ekonometrycznych przez Z. Hellwiga?.
Natomiast inne obiekty, ktére przy réznych konfiguracjach zmiennych koincydentnych
byly efektywne, stajg sie nieefektywne.

6 Oproécz tej oczywiscie, ze wspétczynnik rankingowy nie maleje.
7 Hellwig [9].
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Dla szerszego poréwnania zmian wskaznikéw rankingowych wskutek przylacze-
nia zmiennej niekoincydentnej zbadano jeszcze ksztaltowanie sie wskaznikéw przy
réznych poziomach zmiennej niekoincydentnej X4 oraz réznych poziomach rezultatu
Yy w obiekcie O1g. Do tej pory w tym obiekcie naktad X4 = 10, rezultat Y; = 300.
Obliczenia dotyczg listy rezultatéw {Yq, Y5} oraz listy zmiennych charakteryzujacych
naklady: X, X5, X4 (dwie pierwsze sg koincydentne, trzecia — nie jest). Relatywny zakres
zmian rezultatu Y, oraz naktadu X4 jest taki sam, mianowicie jest to 3-krotny spadek
rezultatu Y, oraz 3-krotny wzrost zmiennej X4. Wyniki obliczen zawiera tabela 3.

Tabela 3

Wskazniki rankingowe dla réznych pozioméw zmiennej X4 oraz Y; w obiekcie Oqq

Zm;f””“ 10| 10| 10 | 10| 10 [ 10 20|20 |20 | 20 {20 [ 20 | 30 | 30 | 30 | 30 | 30 | 30

4

Zm;f””“ 300270250 (200 | 150 | 100 | 300 | 270 | 250 | 200 | 150 | 100 | 300 | 270 | 250 | 200 | 150 | 100
1

0 0,78(0,86|0,87|0,87|0,87/|0,87|0,78{0,86|0,87|0,87|0,87|0,870,78 (0,86 (0,87(0,87|0,87|0,87

0, 0,78/0,78|0,78{0,80(0,84|0,86(0,78(0,78(0,78/0,80|0,84{0,860,78|0,78{0,78(0,80|0,84|0,86

03 0,8310,83|0,83|0,88|0,91|0,93(0,83{0,83|0,83|0,88|0,91|0,930,83(0,83{0,83{0,88{0,91|0,93

O4 0,8310,88(0,91|0,94|0,95|0,960,83{0,88{0,91|0,94|0,95|0,960,83(0,88{0,91{0,94|0,95|0,96

Os 0,86(0,93|0,95|0,96]0,96|0,96|0,86(0,93|0,95|0,96|0,960,96 (0,86 (0,93{0,95[0,96|0,96|0,96

Og 0,86(0,93|0,95|0,96|0,96|0,96|0,86(0,93|0,95|0,96|0,960,96 (0,86 (0,93{0,95]0,96|0,96|0,96

07 0,9110,98(1,06(1,12|1,13|1,14{0,91{0,98(1,06(|1,12|1,13{1,14|0,91|0,98{1,06(1,12|1,13|1,14

Og 1,04|1,04]1,04(1,02|1,00{0,94(1,04(1,04|1,04|1,02{1,00|0,95|1,04|1,04|1,04|1,02{1,00(0,95

Og 1,21(1,21(1,21{1,21|1,21|1,21|1,25(1,25{1,25|1,25|1,25|1,25|1,29|1,29|1,29(1,29(1,29|1,29

O10 1,80(1,80(1,80(1,80|1,80{1,80{0,90(0,90|0,90{0,90{0,90|0,90|0,73{0,73|0,73|0,73{0,73 (0,73

Zrodto: obliczenia whasne.

Przykladowe wnioski

1. Zmiany poziomu zmiennej niekoincydentnej X4 wywolywaly znacznie wicksze
zmiany wspolczynnikéw efektywnosci niz tej samej krotno$ci zmiany rezultatu Yj.

2. Dotyczy to szczegdlnie obiektéow, w ktorych wystepuje bardzo niski (czyli bar-
dzo korzystny) poziom zmiennej niekoincydentnej (tu sg to obiekty Og oraz Ojg). Np.
dwukrotny wzrost zmiennej X4 z poziomu 10 do poziomu 20 spowodowal dwukrotne
zmniejszenie wskaznika rankingowego obiektu O, przy X4 = 20 obiekt Oyq stal si¢
wrecz nieefektywny. Natomiast dwukrotny spadek rezultatu Y7 (np. z 300 do 150)
przy ustalonym poziomie zmiennej X4 nie wywolywal zadnej zmiany wskazZnika ran-
kingowego obiektu Oqg.

3. Odwrotnie jest w wypadku obiektéw, dla ktérych zmienna niekoincydentna
ma warto$¢ niekorzystng (duzg) — por. np. wyniki dla O; — Og. W tym wypadku ich
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efektywnos$¢ poprawiata si¢ tylko w miare spadku rezultatu Y| w obiekcie O10 oraz
- przy danym poziomie Y; — wrecz nie zmieniala si¢ wraz ze zmianami poziomu
zmiennej X4 w obiekcie 0108,

Niekoincydentno$¢ zmiennej reprezentujacej naktady jest z jednej strony anormal-
nym zjawiskiem ekonomicznym, gdyz uzyskiwanie coraz wiekszych rezultatéw kosztem
coraz mniejszych nakltadéw dystansuje nawet znane z ekonomii matematycznej pojecie
,rogu obfitosci”®. Z drugiej strony, na podstawie przeprowadzonych powyzej symulacji
widaé, ze zmienne niekoincydentne deformujg obraz efektywnos$ci obiektéw. Trzeba wiec
takie zmienne usuwac z zadan DEA. W nastepnej czesci artykulu sformutowano niektore
metody rozpoznawania niekoincydentych zmiennych reprezentujgcych naktady.

4. MIERNIKI KOINCYDENCIJI

Podamy propozycje dwéch klas miernikéw koincydencji (= zgodnosci). Pierwsze
oparte sg na badaniu monotonicznos$ci wzrostu i dlatego méwig one o koincydencji
(zgodno$ci) uporzgdkowari. Drugi rodzaj miernikéw to mierniki oparte na badaniu
korelacji, méwig one o koincydencji (zgodnosci) korelacyjne;.

4.1. MIERNIK ,SILNEJ” KOINCYDENCJI UPORZADKOWAN

Procedura jest prosta:

1. Dla danej zmiennej X,, ustalamy, jak czesto w $lad za wzrostem lub stabilizacjg
rezultatu Y,, wzrastaja lub nie ulegaja zmianie warto$ci zmiennej X,.

2. Miernik silnej koincydencji uporzadkowan zmiennej X,, z rezultatem Y,

Wynosi:
1 .
Sn,r —J—1 ,ZZS{U )

gdzie:

(6)

; {1 gdy znak réznicy (x,,; — x,,;-1) jest taki sam jak znak (y,; — v.j_1)

Sor 0w przeciwnym przypadku

=2 .7

Jesli jedna z wymienionych réznic jest zerowa, przyjmujemy, Ze ma miejsce zgod-
nos¢, a wigc przyjmujemy s/, = 1.

8 Dla unikniecia nieporozumienr doda¢ trzeba, ze caly czas méwimy o efektywnosci wzglednej, czyli
efektywnosci na tle badanego zbioru obiektéw. Dlatego spadek rezultatu Yy w obiekcie O1¢ moze powodowaé
wzglednie lepsza sytuacje w innych obiektach.

9 Rég obfitosci to otrzymanie chocby jakiegos dodatniego rezultatu przy zerowych naktadach, zob. np.
Panek [10], s. 71. Tu rezultat moze by¢ dowolnie duzy, i w dodatku tym wigkszy, im naklad jest mniejszy.
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Definicja 1
Zmienna X,, jest koincydentna z rezultatem r-tym w sensie silnej zgodnosci upo-
rzadkowan, gdy czgstos¢ S, , jest dostatecznie wysoka, a wigc gdy:

Sy = v gdzie y < 1 jest liczbg dostatecznie bliska 1, np. 0,90. 7

Definicja 2

Zmienna X, jest, w sensie silnej zgodnosci uporzadkowan, koincydentna z uktadem
rezultatéw, Y,, r € U, gdy jest ona koincydenta w sensie silnej zgodnos$ci uporzadkowan
z wszystkimi rezultatami tego ukladu, czyli gdy:

Spr = y dla wszystkich r € U. (8)

Naturalnie, mozna przyjaé, ze y = 1. Jest to jednak postulat do$¢ ostry. W praktyce
bowiem zdarzaja sie nietypowe obserwacje, dla ktérych incydentalnie postulat koincy-
dencji nie jest spetniony. Dlatego dopuszczamy, ze dla pewnej matlej liczby obiektow,
np. 5 czy 10%, postulat koincydencji moze nie by¢ spetniony.

Przyklad

W tabeli 4 podano informacje o ksztaltowaniu si¢ trzech rezultatéw i czterech
naktadéw.

Tabela 4
Dane empiryczne

Wyszczeg6lnienie 0, 0, O3 Oy Os Og¢ O7 Og Og O1o
Yy 4736 | 3262 | 33882 | 5000 146 95,4 500 500 | 25000 | 30000
Y, 239 133 406 7,78 18,8 7,37 54,6 0,09 20,8 1,76
Y3 55,4 54,6 50,9 53,8 57,0 55,9 52,8 53,1 53,6 59,0
X1 19836 | 18714 | 11077 | 15935 | 8172 | 6879 | 19764 | 13223 | 9245 | 3866
X 626 466 1367 98,7 13,0 12,1 242 57,2 55 4,6
X3 13292 | 8762 | 51182 | 5881 1143 708 5449 346 1547 | 1283
Xy 4276 | 2003 | 35473 | 2500 249 131 1784 367 355 372

Zrédlo: dane umowne.

Nalezy ustali¢, czy zmienne proponowane jako naktady sa koincydentne w sensie
silnej koincydencji uporzadkowan przy y = 0,90.



Postulat koincydencji nakladow i rezultatow w badaniach empirycznych DEA 97

Tabela 5

Znaki przyrostéw

Wyszczeg6lnienie 04 (6) O3 Oy Os Og (0% Og Og Oqp

Y, -1 1 -1 -1 -1 1 0 1 1

Y, -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

Y3 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1

X -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1

X5 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1

X3 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1

Xy -1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1

Zrodto: obliczenia whasne.

Znaki przyrostéw zmiennych pomiedzy sasiednimi obiektami zawiera tabela 5.
Wystepujacy we wzorze (5) sygnal koincydencji silnej s/ = 1, gdy iloczyn odpowied-
nich podanych w tabeli 5 liczb wynosi 1 lub zero.

Wartosci miernika silnej koincydencji uporzadkowan podano w tabeli 6.

Tabela 6

Mierniki silnej koincydencji uporzadkowan

Zmienne Y1 Y, Y3
X 5/9 5/9 4/9
X5 7/9 7/9 2/9
X3 8/9 8/9 3/9
Xy 8/9 6/9 3/9

Whioski

W sensie miernika silnej koincydencji uporzadkowan (przy y = 0,90) z rezulta-
tem Y; koincydentne sa zmienne X3 oraz X, a z rezultatem Y, — koincydenta jest
zmienna X3.

Nie ma takiej listy zmiennych X (choéby jednoelementowej), ktéra bylaby koincy-
dentna ze wszystkimi rezultatami. Tak wiec zadna ze zmiennych Xi, ..., X4 nie powinna
by¢ tak traktowana jako naktad przy badaniu efektywnos$ci uzyskiwania calego uktadu
rezultatow Yy, Y,, Y3 przez obiekty Oy — Oqp.

Kierujac si¢ postulatem koincydencji mozna badaé efektywno$é co najwyzej uktadu
zwierajacego dwa rezultaty: Yy i Y5 oraz jeden naklad - Xj.
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4.2. MIERNIK ,SEABEJ” KOINCYDENCJI UPORZADKOWAN

Konstruujgc miernik silnej koincydencji uporzadkowan przyjmowano, ze przy-
rost nakladu jest koincydentny z przyrostem rezultatu, gdy ich znaki sa identyczne.
W sferze zjawisk spoleczno-gospodarczych czesto jednak nalezy liczy¢ sie z réznego
rodzaju btedami lub nieokreslonoscia. Wobec tego mogliby$my dopuscié, ze niewielkie
odchylenia jeszcze kategorycznie nie $wiadczg o braku koincydenc;jil.

Procedura polegataby na nastepujacym

1. Ustalamy relatywnag (9,,) lub bezwzgledna (A,) wielko$é nieodréznialnego od
zera (czyli nieistotnego) przyrostu zmiennej X;,.

2. Dalsze postepowanie przebiega jak w 4.1. z tym, Ze zamiast zdefiniowanego wzo-
rem (6) wskaznika monotonicznosci bierzemy pod uwage wskaznik ,przedziatowy”:

1 gdy (x,; —x,;_,) T A, = 0,0ile przyrost (y,; =y, ;) = 0
wi =11 gdy (xn]j —x,,—1)— A, = 0,0ile przyrost (y,; — y,,_ ;) = 0 )
0 w przeciwnym przypadki; j = 2,...,J

3. Miernik stabej koincydencji uporzadkowan okreslony jest jako:

J
1 .
W,,=5—71 2w, (10)
j=2
Definicja 3
Zmienna X,, jest koincydenta z rezultatem Y, w sensie stabej zgodnosci uporzad-
kowan, gdy

Wy = 7. (11)

Definicja 4
Zmienna X, jest, w sensie slabej zgodnosci uporzadkowan, koincydentna z uktadem

rezultatow {Y,, r € U}, gdy jest koincydenta z wszystkimi rezultatami uktadu w sensie
stabej zgodnosci uporzadkowan:

W, , < y dla wszystkich r € U. (12)

Warto$¢ A,, moze by¢ ustalona bezposrednio lub moze wynikaé z przyjetej wielkoSci
nieodréznialnego od zera relatywnego przyrostu 0, np. A, = 0, Xy

Przyklad

Przyjmiemy, ze przyrost zmiennej X,, niewigkszy od 5% wartosSci tej zmiennej
w obiekcie j -1 moze byé traktowany jako przyrost nieodréznialny od zerowego.
W tabeli 7 podano przyrosty zmiennych oraz wielkosci A, = 0,05x,,;

10 Ogélniejsze ujecie, naturalnie, prowadzi do zbioréw rozmytych.
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Tabela 7

Przyrosty rezultatéw i nakladéw oraz wielkosci A

Wyszczeg6lnienie 04 0, O3 Oy Os Og (0% Og Og Oqp
Y, -1474 | 30620 | -28882| -4854 | -50,6 | 404,6 0 | 24500 | 5000
Y, -106,0 | 273,0 | -398,2| 11,0 | -11,4 47,2 | -54,5 20,7 | -19,0
Y3 -0,8 -3,7 2,9 32 -1,1 -3,1 0,3 0,5 5,4
X1 -1122 | -7637 4858| 7763 | -1293 | 12885 | -6541 | -3978 | -5379
A 935 553 796 408 343 988 661 462 193
X5 -160 901 |-1268,3| -85,7 -0,9 | 2299 |-184,8 | -51,7 -0,9
A 23,3 68,3 49| 0,65 0,61 12,1 2,86 0,28 0,23
X3 —-4530 | 42420 | -45301| -4738 | -435 | 4741 | -5103 | 1201 | -264
A 438 | 2559 294 57,1 35,4 272 17,3 71,3 64,1
Xa 2273 | 33470 | -32973| -2251 | -118 | 1653 | -1417 -12 17
A 100 | 1773 125| 12,5 6,5 89,2 18,3 17,7 18,6

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Z obliczeniowego punktu widzenia wygodnie bedzie wprowadzi¢ dwie wielkoSci.
Nazwijmy ,gérnym” przyrostem zmiennej X,, wielko$¢ przyrost zmiennej +A, a ,dol-
nym” przyrostem wielko$¢ przyrost zmiennej —All.

Zmienna X,, jest koincydentna ze zmienng Y,, w sensie stabego miernika zgodnosci
uporzadkowan, gdy znak przyrostu rezultatu Y, jest zgodny ze znakiem badz ,dolnego”,
badz ,gbérnego” przyrostu zmiennej X,,.

Znaki ,dolnego” oraz ,gérnego” przyrostu zmiennych reprezentujacych naktady
zawiera tabela 8.

Tabela 8
Znaki przyrostéw zmiennych

Wyszczeg6lnienie 0, 0, O3 Oy Os Og¢ 07 Og Og O1o
Yy -1 1 -1 -1 -1 1 0 1 1

Y, -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

Y; -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1
X1(dolny) -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1
X1(gérny) 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1

1 Gérny przyrost odpowiada wartosci (x,; — xp,,-1) + A, gdy przyrost nakladu jest ujemny, a dolny
przyrost odpowiada wartosci (x,; — x,,;-1) — A, gdy przyrost nakladu jest dodatni.
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cd. tabeli 8
Wyszczeg6lnienie (O] 0, O3 Oy Os Og 07 Og 09 01
X2(dolny) -1 1 -1 -1 -1 1 -1 _1 1
Xo(g6rny) -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1
X3(d01ny) -1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1
X3(gorny) -1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1
X4(dolny) -1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
X4(g()my) -1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1

Zrodto: obliczenia whasne.

Warto$ci miernika stabej zgodno$ci uporzadkowan podano w tabeli 9.

Tabela 9

Mierniki stabej koincydencji uporzadkowan

Zmienne Y, Y, Y3
X1 5/9 5/9 4/9
X 7/9 7/9 2/9
X3 8/9 8/9 3/9
Xy 9/9 8/9 4/9

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Whioski

Staba koincydencja uporzadkowan (przy 6 = 0,1 oraz y = 0,9) ma miejsce tylko
dla rezultatu Y; oraz Y, wzgledem naktadu X3 oraz X4. Ten uktad dwéch naktadéw
i dwoch rezultatéw zmiennych mozna uznaé za rozwigzanie problemu ustalenia zbioru
naktadéw koincydentnych wzgledem rezultatéw.

Poprawa w stosunku do miernika silnej koincydencji uporzadkowan nastgpita
w wyniku tego, ze przy w obiekcie Og gérna granica, a w obiekcie O dolna granica
ma taki sam znak jak przyrost rezultatu Y.

4.3. MIERNIK SEABEJ KOINCYDENCJI KORELACYJNEJ

Definicja 5

Zmienna X, reprezentujgca naktad n-ty jest koincydentna z rezultatem Y, w sensie
stabej zgodnosci korelacyjnej, gdy wspétczynnik korelacji prostej, k;,,, miedzy wektorami
obserwacji tych wielkodci: x,, = [x,;], j = 1., 5 ¥» = [yyl, j = 1,..., 7 jest dodatni:
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k, > 0. (13)

Definicja 6

Zmienna X, jest koincydentna w sensie stabej zgodnosci korelacyjnej z uktadem
rezultatow {Y,; r € U}, gdy w tym wlasnie sensie jest koincydenta wzgledem wszyst-
kich rezultatéw uktadu, czyli gdy:

k,, > 0 dla wszystkich r € U. (14)

Przyklad

Wspoétczynniki korelacji miedzy scharakteryzowanymi w tabeli 4 rezultatami
a zmiennymi reprezentujagcymi nakltady sa nastepujace (tabela 10):

Tabela 10
Wspotczynniki korelacji prostej
Zmienne Y1 Y, Y3
X -0,472 0,297 -0,488
X3 0,410 0,987 -0,564
X3 0,535 0,936 -0,581
Xy 0,580 0,876 -0,582
Zrédlo: obliczenia wiasne.
Whioski
W sensie miernika stabej koincydencji korelacyjnej wszystkie zmienne Xj, ..., X4

sa koincydentne tylko z rezultatem Y,. Uktad X5, X3, X4 jest natomiast koincydentny
z rezultatem Yj. Zadna ze zmiennych reprezentujacych naklady nie jest koincydentna
z rezultatem Y3.

Ani jedna ze zmiennych X,,(1 < n < 4) nie jest koincydentna z calym badanym
uktadem rezultatéw Yy, Y3, V3.

4.4. MIERNIK SILNEJ KOINCYDENCJI KORELACYJNEJ

Badanie wspolczynnikéw korelacji prostej, choé¢ czesto stosowane przez niestatys-
tykéw i nieekonometrykow, jest jednak niekompletne, gdy dany rezultat zalezy od wielu
naktadéw. Dlatego bardziej poprawne postepowanie polegatoby na badaniu zaleznosci
danego rezultatu od wszystkich naktadéw, co oznacza badanie czgstkowego wplywu
na rezultat Y, poszczegélnych zmiennych X,, na tle catego uktadu tych zmiennych.
Prowadzi to, oczywiscie, do koncepcji wspoétczynnikow korelacji czgstkowe;.
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Niech wiec ¢, oznacza wspoélczynnik korelacji czastkowej miedzy zmienng X,
arezultatem Y, w sytuacji, gdy rezultat ten zalezy od wszystkich zmiennych Xi, ..., Xy
wedlug réwnania regresji liniowej:

N
Y= Ya X, +ag, (15)
n=1

gdzie parametry wyznaczono klasyczng mnk.

Jak wiadomo, znak wspétczynnika korelacji czastkowej ¢, jest taki sam jak znak
wspoOlczynnika regresji a,,.

1. Postepowanie moze polegac na oszacowaniu, dla kazdego rezultatu Y,, klasyczng
metodg najmniejszych kwadratéw liniowego réwnania regresji (15).

2. Nastepnie sprawdzamy, czy znaki wspélczynnikéw kierunkowych sg dodatnie.

Definicja 7
Zmienna X, (1 < n < N) jest koincydentna w silnym sensie korelacyjnym z na-
ktadem Y,, gdy

anr > 0 (lub wspotczynnik korelacji czastkowej ¢, > 0). (16)

Definicja 8

Zmienna X, (1 < n < N) jest w sensie silnej zgodnosci korelacyjnej koincydentna
wzgledem uktadu rezultatéw, U, gdy jest w tymze sensie koincydentna ze wzgledu na
kazdy rezultat uktadu, a wiec, gdy:

ayr > 0 (lub ¢, > 0) dla wszystkich » € U. (17)

Uwagi

Jak wiadomo postulat koincydencji w modelach ekonometrycznych, a szerzej —
w modelach regresyjnych - glosi, ze znak wspoélczynnika korelacji prostej k,,, powinien
by¢ identyczny ze znakiem wspolczynnika korelacji czastkowej ¢, Tu, w odniesieniu
do koincydencji korelacyjnej w modelu DEA, takiego postulatu nie stawiamy. Postulat
koincydencji DEA gtosi mianowicie, ze — z osobna — odpowiedni wspétczynnik korelacji
czastkowej lub korelacji prostej jest dodatni.

Jest zrozumiale, Ze mozna proponowac silniejszy postulat, zgodny z podej$ciem
spotykanym w ekonometrii, zeby oba wspélczynniki korelacji (czastkowej i prostej)
jednoczesnie byty dodatnie!l2. Tego jednak, majac na uwadze zupelnie odmienng inter-
pretacje obu wspélczynnikéw, nie proponujemy.

Dodajmy przy okazji, ze ekonometryczny postulat koincydencji jest zachowany,
gdy wspétczynniki korelacji prostej oraz korelacji czastkowej sg dodatnie lub ujemne.
W przypadku wspélczynnika ujemnego, koincydencja korelacyjna w modelu DEA nie
ma jednak miejsca.

12 Co bytoby zgodne z ideg koincydencji w modelach ekonometrycznych.
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Warto zaznaczyé, ze po odpowiednich modyfikacjach sformutowane tu cztery
metody badania koincydencji w modelach DEA, moglyby by¢ zaadaptowane dla potrzeb
modelowania ekonometrycznego. Byloby to jednak inne rozumienie koincydencji niz
dotychczasowe.

Przyklad

Na podstawie danych z tabeli 4, oszacowano klasyczng mnk liniowe réwnania
regresji dla rezultatéw:

4
Yr = Zaann + aOr' (18)

n=1

Wyniki przedstawiono w tabeli 11.

Tabela 11

Parametry liniowych réwnan regresji (18)

Zmienne Y, Y, Y3
X1 -1,591 -0,0035 -0,00045
X5 -46,2 0,35 0,00056
X3 4,71 0,012 0,00072
Xa -4,17 -0,013 -0,00116

Zrodto: obliczenia whasne.

Whioski

Zmienna X; oraz X4 nie sg koincydentne z zadnym rezultatem w sensie silnej
zgodnosci korelacyjnej. Zmienna X, jest natomiast koincydentna z drugim i trzecim
rezultatem, a zmienna X3 — z pierwszym, drugim i trzecim.

Kierujgc sie silnym kryterium korelacyjnym nalezatoby badaé efektywnosé obiek-
téw na podstawie modelu DEA zawierajgcego rozpatrywane trzy rezultaty oraz jeden
naktad - Xj.

5. PODSUMOWANIE

W tabeli 12 zestawiono wyniki oméwionych tu czterech kryteriéw koincydencji
rezultatow i nakladéw w modelach DEA. Symbol T oznacza, ze ma miejsce koincy-
dencja w odpowiednim sensie.
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Tabela 12

Zestawienie wynikéw badania koincydencji nakladéw z rezultatami

Y, Y, Y3

Naklad | Stabe | Silne | Stabe | Silne | Stabe | Silne | Stabe | Silne | Stabe | Silne | Stabe | Silne
porzad-|porzad-|korela- | korela-|porzad-|porzad- | korela-| korela- | porzad- | porzad-| korela- | korela-
kowe | kowe | cyjne | cyjne | kowe | kowe | cyjne | cyjne | kowe | kowe | cyjne | cyjne

X T
X, T T T T
X3 T T T T T T T T T
Xy T T T T T

Zrodto: obliczenia whasne.

Whioski

1. To, ze rézne mierniki daja rézne wskazania nie powinno nas dziwié.

2. Sposérod wykorzystanych miernikéw, w przykladzie najbardziej ,liberalny” jest
miernik stabej koincydencji korelacyjnej, natomiast najbardziej ,radykalny” jest miernik
silnej koincydencji uporzadkowan. Jest to intuicyjnie zrozumiale i wydaje sie, Ze na
ogo6t tak bedzie w wiekszosci probleméw empirycznych.

3. Wyniki przyktadu sugeruja, ze zapewnienie koincydencji w modelach DEA moze
by¢ powaznym problemem empirycznym (podobnie jak uzyskanie dobrego modelu
ekonometrycznego).

4. W przykladzie tylko jeden miernik (silny miernik korelacyjny) sugeruje, ze
mozliwe jest okreslenie wspdlnej listy nakladéw dla wszystkich rezultatow. Jest to
jednak lista bardzo waska, jednoelementowa (X3). Ze stabego kryterium korelacyjnego
plynie natomiast sugestia, ze sensowne jest zbudowanie model DEA tylko dla dwéch
rezultatéw: Y| oraz Y, ale natomiast z trzema naktadami: X5, X3, X4. Z kolei wedtug
stabego kryterium porzadkowego mozliwe jest utworzenia zadania DEA dotyczgcego
dwéch naktadéw (Y; oraz Y;) z dwoma naktadami - X3, Xj.

W kazdym z tych wypadkéw dochodzi do redukcji wymiaréw zadania DEA - albo
liczby naktadéw, albo liczby rezultatow.

5. Postulat koincydencji ma podloze metodologiczne, bowiem dziwna bylaby eko-
nomia, w ktérej w celu zwiekszenia rezultatow nalezatoby zmniejszaé naktady. Ma
tez podloze empiryczne. Je$li bowiem brak jest koincydencji naktadéw i rezultatéw,
wyniki sg niestabilne i czesto sugerujg zupelnie ,przypadkowy” bardzo wysoki poziom
efektywnosci niektorych obiektéw.

6. Wydaje sie przeto, ze badacze postugujacy sie¢ metodami DEA, powinni — na wzér
ekonometrii — mie¢ wiekszg Swiadomo$¢é metodologiczng. Nawet jesli uktad naktadéw
i rezultatéw sformulowano w najlepszej wierze, nalezy za kazdym razem sprawdzié,
czy spelione sg warunki umozliwiajace uzyskanie rzetelnych wynikéw. Jednym z tych
warunkéw jest omawiany w artykule postulat koincydencji naktadéw z rezultatami.
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7. Dla jego uzyskania moze by¢ potrzebna redukcja albo modyfikacja listy naktadéw
lub listy rezultatéw, lub nawet redukcja czy modyfikacja listy obiektow.
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POSTULAT KOINCYDENCJI NAKEADOW I REZULTATOW W BADANIACH EMPIRYCZNYCH DEA
Streszczenie

W artykule wskazano na konieczno$¢ uwzgledniania postulatéw metodologicznych przy formutowaniu
listy naktadéw oraz rezultatow w zadaniach DEA. W szczegblnosci sformutowano i uzasadniono postulat
koincydencji nakladéw i rezultatéw, ktéry glosi, ze kierunek zmiennej uznanej za nakltad musi by¢ zgodny
z kierunkiem zmian rezultatéw. Zaproponowano cztery mierniki koincydencji dotyczgce: silnej i stabej
koincydencji uporzadkowan oraz silnej i stabej koincydencji korelacyjne;j.

Slowa kluczowe: DEA, dobér naktadéw, koincydencja naktadow

INPUT AND OUTPUT COINCIDENCE POSTULATE IN DEA EMPIRICAL RESEARCH
Summary

The article shows that the selection of input and output variables to DEA models should be based on
methodological postulates. Particularly, the author formulates and justifies the postulate of intput and output
coincidence, which means that direction of change in input variable shoud be consistent with direction of
change in output variable. Four measures of coincendence are provided: the measure of strong and weak
order coincidence and strong and weak correlation coincidence.

Key words: DEA, selection of inputs, coincidence of inputs
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MODEL PROPORCJONALNEGO HAZARDU COXA
PRZY ROZNYCH SPOSOBACH KODOWANIA ZMIENNYCH

1. WSTEP

Metody analizy przezycia sa coraz czesciej stosowane w badaniach zjawisk spo-
teczno-ekonomicznych!. Ze wzgledu na brak koniecznosci znajomosci rozktadu badanej
zmiennej losowej szczegblng wage przywigzuje sie do modeli nieparametrycznych badz
semiparametrycznych. Coraz powszechniej wykorzystywane sg one do badania zjawisk
innych niz czas trwania zycia ludzkiego. Przegladu metodologii analizy historii zda-
rzen i ich aplikacji do badania czasu funkcjonowania firm autorki artykulu dokonaty
w ramach realizacji grantu MNiSW (N 111 011 31/1109). Warunkiem stosowania
modeli analizy przezycia jest odpowiednia baza danych umozliwiajgca wyznaczenie
czasu trwania zdefiniowanego stanu dla poszczegélnych jednostek badanej zbiorowosci.
Zazwyczaj sg to badania retrospektywne z wykorzystaniem sporzadzanych rejestrow.
Przyktadem takiej bazy danych jest rejestr bezrobotnych.

Celem artykulu jest wskazanie wptywu sposobu kodowania zmiennych na osza-
cowania parametréw modelu regresji Coxa i ich interpretacje. Autorki przedstawity
rowniez zwigzek miedzy parametrami modelu szacowanymi dla danych zakodowa-
nych w dwojaki sposéb. Badang kohorte stanowia osoby bezrobotne wyrejestrowane
w okreslonym okresie czasu. Podzialu na podgrupy dokonano ze wzgledu na wiek,

ktéry jest determinantg czasu poszukiwania pracy, co autorki wykazaly we wcze$niej-
szych badaniach [7].

2. DANE STATYSTYCZNE WYKORZYSTANE W ANALIZIE

Analiza czasu oczekiwania na prace zostata przeprowadzona w oparciu o indywidu-
alne dane o bezrobotnych wyrejestrowanych z Powiatowego Urzedu Pracy w Szczecinie
w I kwartale 2007 roku. Uzyskane informacje dotyczyly wieku i powodu wyrejestro-
wania. Powody wyrejestrowania byly rézne, natomiast powdd, ktéry zostat uznany za
zdarzenie konczace obserwacje to podjecie przez dotychczasowego bezrobotnego pracy.
Osoby wyrejestrowane z innych przyczyn, takich jak podjecie nauki, wyjazd za granice,
odmowa przyjecia propozycji zatrudnienie, niestawienie sic¢ w PUP w wyznaczonym
terminie, czy osiggniecie wieku emerytalnego, stanowig obserwacje cenzurowane. Dla

1 por. [1], [6], [7].
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tej grupy nie mozna ustali¢ okresu oczekiwania na prace. Analizie poddano ogélem
4237 oso6b. Kategorie wieku zostaly pogrupowane wedlug klasyfikacji stosowanej przez
PUP. Sposréd wszystkich wyrejestrowanych dla 46% os6b powodem bylto znalezienie
pracy. Strukture badanej zbiorowosci przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Charakterystyka ilosciowa badanych bezrobotnych
Obserwacje
Cecha Razem
pelne cenzurowane
(18, 25) (1) 431 569 1000
(25, 35) ) 779 719 1498
2 (35, 45) 3) 310 369 679
§ (45, 55) 4) 361 474 835
(55, 60) (5) 61 112 173
(60, 65) 6) 4 48 52
Ogotem 1946 2291 4237

Zrodlo: opracowanie wlasne.

3. MODEL PROPORCJONALNEGO HAZARDU COXA?

Do zbadania wplywu potencjalnej zmiennej na czas pozostawania w rejestrze
bezrobotnych nie mozna zastosowa¢ modeli regresji wielorakiej ze wzgledu na nie-
znajomo$¢ rozkladu zmiennej zaleznej oraz wystepowanie obserwacji cenzurowanych.
Model proporcjonalnego hazardu Coxa zaklada, ze funkcja hazardu [4] jest funkcja
zmiennych niezaleznych, ktéra mozna zapisa¢ nastepujaco [1]:

h(t:xp, Xy, eeny X,) = ho(Dexp(Bx, + Byx, + .o + B,x,) (1)
gdzie:
h(t: xq, x3, ..., x,) — wynikowy hazard (szansa) przy danych »n zmiennych nieza-
leznych xy, x5, ..., x,, i odpowiednim czasie przezycia (oczekiwania),

ho(t) — hazard (szansa) odniesienia lub zerowa linia hazardu,
B, B2, ..., B — wspblczynniki modelu,
t — czas obserwacji.

Bazowa warto$¢ hg(f) hazardu jest tg warto$cig hazardu, dla ktérej wszystkie
zmienne niezalezne sg réwne zero.

2 Por. [3].
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Wieloczynnikowy model proporcjonalnego hazardu Coxa umozliwia ocene jed-
noczesnego wpltywu wielu zmiennych na czas do wystapienia okreslonego zdarzenia.

4. SPOSOBY KODOWANIA ZMIENNYCH

Ze wzgledu na rézne sposoby kodowania zmiennych mozna obliczy¢ rézne rodzaje
ryzyka wzglednego. W artykule zostang przedstawione dwa z nich, zgodnie z proce-
durami przedstawionymi przez Hosmer i Lemeshow [5].

Pierwszy rodzaj kodowania umozliwia wyznaczenie szansy opuszczenia przez bez-
robotnego rejestru PUP w stosunku do wybranej kategorii danej zmiennej. Sposéb
kodowania w przypadku, gdy do por6wnania wybrano pierwsza grupe wieku przedsta-
wia tabela 2. Kodowanie cech umozliwito zastapienie cechy ilosciowej (wiek w latach)
cechg kategoryzowang (kodowanie 0-1). Poszczegdlne przedzialy wieku ponumerowano
od 1 do 6. Poniewaz jako odniesienie przyjeto pierwszy przedzial wieku ({18, 25)), to
cechy w modelu oznaczono jako Wiek (i, 1) dla i € {2, 3, 4, 5, 6}.

Tabela 2
I rodzaj kodowania
Cecha Wiek (i, 1)
Wiek bezrobotnych
Wiek (2,1) Wiek (3,1) Wiek (4,1) Wiek (5,1) Wiek (6,1)
(18, 25) 0 0 0 0 0
(25, 35) 1 0 0 0 0
(35, 45) 0 1 0 0 0
(45, 55) 0 0 1 0 0
(55, 60) 0 0 0 1 0
(60, 65) 0 0 0 0 1

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wyniki estymacji parametréw modelu Coxa przedstawiono w tabeli 3. Jest to

model ze zmiennymi kategoryzowanymi Wiek (i, 1) dla i € {2, 3, 4, 5, 6}.
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Tabela 3
Wyniki estymacji parametréw modelu Coxa przy zastosowaniu kodowania I
) Btad Warto$¢ . Statystyka
Cecha bi parametru | statystyki ¢ exp (B:) Walda P
— | Wiek (2,1) -0,05824 0,060162 -0,96807 0,943423 0,93715 0,333018
Q
§ Wiek (3,1) -0,54685 0,075151 -7,27666 0,578770 52,94979 0,000000
o
E Wiek (4,1) -0,66539 0,072208 -9,21489 0,514073 84,91415 0,000000
Wiek (5,1) -0,91716 0,137533 -6,66870 0,399651 44,47152 0,000000
Wiek (6,1) -2,67375 0,502618 -5,31965 0,068993 28,29865 0,000000

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.

Oszacowany, metodg cze$ciowej wiarygodnosci3, model mozna przedstawi¢ w na-
stepujacej postaci:

h(t’xz’ X35 Xys X, x6) =
— hy(1)exp(—0.05824x, — 0,54685x; — 0.66539x, — 0.91716x, — 2.67375x,), 2

gdzie:
x; = Wiek(i, 1), dlai = 2, ..., 6.

Wyrazenie exp ff; wyraza w tym przypadku stosunek szansy na znalezienie pracy
przez bezrobotnego z i-tej grupy wieku w poréwnaniu z grupg pierwszg. Przyjmuje
sie wiec, ze f; = 0.

Istnieje rowniez mozliwo$¢ obliczenia szansy wzglednej miedzy dowolnymi dwiema
grupami wieku. Warto$¢ odpowiedniego parametru beta wyznacza si¢ jako stosunek
funkcji proporcjonalnego hazardu dla poréwnywanych kategorii danej zmiennej, przy
zalozeniu statoéci pozostatych zmiennych objasniajacych#. Zmiany ryzyka w zaleznosci
od grupy wieku wyznaczono na podstawie wzoru:

o Wiek(i,1) _ expf; B L
Wiek(i,j) = Wiek(j,1) expP, = exp(ﬁl. [)’j), dlai,j = 2,...,6 3)

a wyniki zaprezentowano w tabeli 4.

3 Por. [8], s. 29-30, [5], s. 11-14.
4 Por. [5], s. 123-124.
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Tabela 4
Szansa wzgl¢dna uzyskania zatrudnienia wyznaczona na podstawie wzoru (3)
S i uovkis w s do sy ik

z grupy wieku (18, 25) (25, 35) (35, 45) (45, 55) (55, 60)
(25, 35) 0,943423
(35, 45) 0,57877 0,613479
(45, 55) 0,514073 0,544902 0,888216
(55, 60) 0,399651 0,423618 0,690518 0,777421
(60, 65) 0,068993 0,073131 0,119206 0,134209 0,172633

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.

Drugi rodzaj kodowania umozliwia wyznaczenie szansy opuszczenia rejestru PUP
przez bezrobotnego z danej grupy wieku wzgledem $redniej calej badanej kohorty
(tabela 5). Poniewaz jako odniesienie przyjeto Srednig dla kohorty oznaczong jako s,
to cechy w modelu oznaczono jako Wiek (i, s) dla i € {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Tabela 5

II rodzaj kodowania

Cecha Wiek (i, s)
Wiek bezrobotnych
Wiek (2, s) Wiek (3, s) Wiek (3, s) Wiek (4, s) Wiek (5, s)
(18, 25) -1 -1 -1 -1 -1
(25, 35) 1 0 0 0 0
(35, 45) 0 1 0 0 0
(45, 55) 0 0 1 0 0
(55, 60) 0 0 0 1 0
(60, 65) 0 0 0 0 1

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W przypadku podziatu kohorty na n grup otrzymujemy # — 1 estymatoréw para-
metréw B;, B;, cens b’;, przy czym zachodzi warunek:

2B =0, (4)
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czyli:
B=— 28 3)

Wyniki estymacji parametréw modelu regresji Coxa przedstawiono w tabeli 6.

Tabela 6
Wyniki estymacji parametréw modelu Coxa przy zastosowaniu kodowania II
Cecha B par]zi?lgtru st‘:@zt;i(l: | ew() Stsvtﬁ(tiﬁka P
Wiek (1, s) 0,810257 0,096426 8,402876 2,248487 70,60831 0,000000
:lé Wiek (2, s) 0,75202 0,092535 8,12681 2,121274 66,04506 0,000000
é Wiek (3, s) 0,26340 0,099121 2,65740 1,301352 7,06177 0,007879
Q Wiek (4, s) 0,14486 0,097587 1,48445 1,155882 2,20358 0,137700
Wiek (5, s) -0,10691 0,136522 -0,78311 0,898605 0,61326 0,433568
Wiek (6, s) -1,86363 0,417675 -4,46191 0,155109 19,90862 0,000008

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.

W tym przypadku model ze zmiennymi kategoryzowanymi Wiek (i, s) dla i € {1,
2, 3, 4, 5, 6} ma postac:

h(t,x,, X3, Xy, Xgy Xg) =
— (1) exp(0.810257x, + 0.75202x, + 0.2634x, + 0,14486x, — 0,10697x; — 1.86363x,),

gdzie:

x; = Wiek(i, s), dlai =1, ..., 6.
Wyrazenie exp(/a’f ) wyraza w tym przypadku stosunek szansy na znalezienie pracy
przez bezrobotnego z i-tej grupy wieku w poréwnaniu ze $rednig calej kohorty.
Réwniez w przypadku drugiego kodowania mozna obliczy¢ szanse wzgledng miedzy
i-tg grupg wieku, a grupag pierwszg. Mozna jg wyznaczy¢ korzystajac z zaleznosci [2]:

Wiek(i,1) = Zzig = exp(B+ 2B+ B, (7)

Analogicznie wyznacza si¢ szanse wzgledng miedzy dowolnymi dwiema grupami
wieku:

Wiek(i,s) _ expp; _ exph; (8)
Wiek(j,s) — expB; — expB;’

Wiek(i,j) =
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Otrzymane wartoSci szansy wzglednej sg takie same, jak w przypadku kodowania
pierwszego (tabela 4).

Stopient dopasowania modelu przy zastosowaniu obu sposobéw kodowania jest
oczywidcie taki sam, warto$¢ statystyki y2 wynosi 229,844 przy poziomie istotno$ci
p = 0,0000.

5. ZWIAZKI MIEDZY PARAMETRAMI MODELU COXA PRZY ZASTOSOWANIU
OBU SPOSOBOW KODOWANIA

Zastosowanie poszczegdlnych sposobéw kodowania daje w wyniku rézne oszaco-
wania parametréw modelu Coxa i inna jest tez ich interpretacja. Kodowanie I pozwala
na wyznaczenie szansy na znalezienie pracy przez bezrobotnego z danej grupy wieku
(i) wzgledem mozliwosci zdobycia zatrudnienia oséb z grupy pierwszej. Przykladowo
bezrobotni w wieku od 45 do 55 lat majg prawie o polowe mniejszg szanse podjecia
pracy niz osoby w wieku od 18 do 25 lat. Przy interpretacji parametréw, w przypadku
zastosowania kodowania II, punktem odniesienia jest $rednia szansa znalezienia pracy
calej badanej zbiorowos$ci. Bezrobotni w wieku od 45 do 55 lat w tym przypadku
0 15% szybciej znajdowali zatrudnienie niz przecigtnie w calej kohorcie.

Jak juz wskazano oszacowania parametréw, jak tez ich interpretacja, przy zastoso-
waniu obu sposobéw kodowania sg rézne, ale przedstawiajac na wykresie (rysunek 1)
wyznaczone warto$ci parametréw modelu regresji Coxa mozna zauwazy¢ istnienie
pewnej zaleznosci.

1

¢ .
0,5 1 .
0 ‘ T ' T T ‘ T ‘ T
05 - Wiek (1, k) Wiek (2, k) Wiek (3, k) Wiek (4, k) Wiek (5, k) Wiek (6, k)
' L
1 [

1,5 -
2 4

2,5 -

-3

@1 kodowanie 4 II kodowanie

Rysunek 1. Wartoéci oszacowanych parametréw B i f* (stala réznica migdzy parametrami)

Zrodlo: opracowanie wiasne.

WartoSci szansy wzglednej wyznaczone ze wzoru (3) przy zastosowaniu kodowania
I i ze wzoru (8) przy zastosowaniu kodowania II, ktére zaprezentowano w tabeli 4, sg
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jednakowe. W zwigzku z tym powinna istnie¢ zalezno$¢ miedzy parametrami ozna-
czonymi w artykule jako i f".
Korzystajac z zaleznoSci:

exp(B + ... + 28+ ..+ B) = expB, dlai=2,3,...n )
oraz
exp(B + B+ . B A .+ B) = expB (10)

otrzymujemy wzory przejcia miedzy dwoma oméwionymi sposobami kodowania:

. RN
B=B8—7 2B.dlak =12 ..n (11)

k=1

. . . . . £ z .
Roznica miedzy parametrami i f° réwna sig:

1
Bi—B =57 2B.dlak=1,2,....n, (12)
k=1

czyli jest stala i réwna sie Sredniej arytmetycznej parametréow f;, uzyskanych w wyniku
pierwszego kodowania.

Poniewaz potwierdzono istnienie zaleznoéci miedzy parametrami 8 i 8* mozna
przypuszczaé, ze réwniez zachodzi zwigzek miedzy szansami wzglednymi, wyznaczo-
nymi odpowiednio w stosunku do pierwszej grupy wieku oraz $redniego czasu pozo-
stawania bez pracy. Oszacowane wartoSci szansy wzglednej w przypadku kodowania
I i IT przedstawiono na rysunku 2.

2,5

* .

2 4

1,5 1

1+ o Y ¢

0,5 o ®
' o

0 §

Wick (1K) Wik, k) Wiek(3,k)  Wick 4,k  Wiek, k)  Wiek (6, k)

@1 kodowanie 4 II kodowanie

Rysunek 2. Oszacowane warto$ci szansy wzglednej w przypadku kodowania I i 11
(staly stosunek szans wzglednych)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Korzystajac ze wzoru (12) mozna znalezé zwiazek miedzy exp (6;) i exp(8;):

exp(B) _ [1¢ _
ex(8) exp(nkzlﬂk>, dlak = 1,2,...,n. (13)

Ze wzoru (13) mozna odczytaé, ze stosunki szansy wzglednej w przypadku kodo-

n
. . . . 1
wania pierwszego i drugiego sa stale i réwne exp| 7 2.5, |-
k=1

6. PODSUMOWANIE

Z przedstawionych badan wynikajg nastepujace wnioski:

— parametry modelu Coxa mozna wyznaczy¢ stosujgc dwa sposoby kodowania
zmiennych wplywajacych na czas poszukiwania pracy,

— kodowanie 0-1 oznaczone w artykule jako kodowanie I wymusza okreslenie
podgrupy odniesienia; w analizowanym przyktadzie wybrano podgrupe pierwsza, czyli
bezrobotnych w wieku od 18 do 25 lat,

— jako grupe odniesienia mozna przyja¢ dowolng podgrupe, ktérg badacz chce
wyr6znié; moze to by¢ na przyklad grupa najliczniejsza, najstarsza itp.,

— stosujac kodowanie —1-0-1, oznaczone w artykule jako kodowanie II, punktem
odniesienia jest $rednia calej kohorty; w tym przypadku nie ma znaczenia wyboér
podgrupy, ktéra zostanie oznaczona przez -1,

— mie¢dzy parametrami modelu proporcjonalnego hazardu Coxa w przypadku obu
sposobéw kodowania zmiennych istnieje zwigzek; réznica miedzy odpowiadajacymi
sobie parametrami jest stala i rowna $redniej arytmetycznej z parametréw otrzyma-
nych dla kodowania 0-1;

— wyznaczenie szansy wzglednej na podjecie pracy dla dowolnych dwéch podgrup
jest mozliwe przy zastosowaniu dowolnego rodzaju kodowania.
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MODEL PROPORCJONALNEGO HAZARDU COXA
PRZY ROZNYCH SPOSOBACH KODOWANIA ZMIENNYCH

Streszczenie

Metody analizy przezycia sa coraz czg¢éciej stosowane w badaniach zjawisk spoteczno-ekonomicznych.
Ze wzgledu na brak koniecznos$ci znajomosci rozktadu badanej zmiennej losowej szczegdlng wage przywia-
zuje si¢ do modeli nieparametrycznych badz semiparametrycznych. Coraz powszechniej wykorzystywane
sg one do badania zjawisk innych niz czas trwania zycia ludzkiego. Warunkiem stosowania modeli analizy
przezycia jest odpowiednia baza danych umozliwiajaca wyznaczenie czasu trwania zdefiniowanego stanu dla
poszczegdlnych jednostek badanej zbiorowosci. Zazwyczaj sa to badania retrospektywne z wykorzystaniem
sporzadzanych rejestrow. Przyktadem takiej bazy danych jest rejestr bezrobotnych.

Celem artykutu jest wskazanie wplywu sposobu kodowania zmiennych na oszacowania parametréw
modelu regresji Coxa i ich interpretacje. Autorki przedstawily réwniez zwigzek miedzy parametrami modelu
szacowanymi dla danych zakodowanych w dwojaki sposéb. Badang kohorte stanowig osoby bezrobotne
wyrejestrowane w okre$lonym okresie czasu. Podzialu na podgrupy dokonano ze wzgledu na wiek, ktéry
jest determinantg czasu poszukiwania pracy.

Stowa kluczowe: analiza przezycia, modele semiparametryczne, model regresji Coxa, kodowanie.

THE COX PROPORTIONAL HAZARD MODEL FOR DIFFERENT METHODS
OF ENCRYPTION OF VARIABLES

Summary

Methods of survival analysis are more and more often used in analysis of social and economic
occurrences. Due to lack of distributional information regarding the random variable, much attention is
put on non-parametric or semi-parametric models. They are more and more commonly used for analysis of
occurrences different than life expectancy. The condition of use of models of survival analysis is appropriate
database that makes possible estimation of duration time of defined state for particular elements of analysed
population. They are usually retrospective analyses with use of records. The example of such database is
unemployment records.

The article presents results of analysis of influence of encryption of variables on estimation of parameters
of the Cox proportional hazard model and their interpretation. The authors also presented correlation
between parameters of the model estimated for the data encrypted in two ways. The cohort consisted of
the unemployed persons unregistered in specific period. Sub-clusters were allocated with respect to age
that is a determinant of period of waiting for a job.

Key words: survival analysis, semi-parametric models, Cox regression model, encryption.
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METODA WSPOMAGANIA STRATEGII MARKETINGOWE]J
OPERATORA TELEFONII KOMORKOWEJ

1. WSTEP

Rynek telefonii komdrkowej jest nieustannie poddawany dzialaniom majacym na
celu dostosowanie sie do ulegajacych cigglym zmianom wymagan klientéw. Zar6wno
dynamiczny rozwdj tego rynku, jak i poszerzajacy sie zakres oferowanych ustug, impli-
kujg coraz bardziej ekspansywng postawe operatoréw wobec poszczegélnych grup
abonenckich. Ze wzgledu na nasilajaca sie szczegblnie w tej dziedzinie konkurencje
wazne jest poszukiwanie narzedzi, ktére stanowi¢ beda skuteczng pomoc w powigk-
szaniu efektywnej aktywnosci firm operatorskich. Precyzyjne zdefiniowane potrzeb
kazdego klienta skutkuje zwiekszeniem sie szansy utrzymania go u danego operatora
i uzyskania z tego tytulu mozliwie jak najwiekszych zyskéw. Z kolei unikniecie nad-
miernego rozdrobnienia w charakteryzowaniu poszczegdlnych grup abonentéw, a takze
utraty spdjnosci w strategii postepowania wobec klientéw, wymaga wprowadzenia
w tym zakresie nowych rozwigzan o charakterze systemowym.

Powyzsze szczegdblnie dotyczy rynku klientéw korporacyjnych — grupy specyficznej
i bardzo wymagajacej. Kreowanie oferty wymaga w tym przypadku znacznej elastycz-
no$ci w zakresie proponowanych ustug oraz otwartosci na indywidualne rozwigzania,
ktére mogg stac sie elementem budujacym i utrwalajacym wspélprace, a takze gwa-
rantujgcym ja w dtuzszym horyzoncie czasowym.

Przedmiotem prezentowanych tu badan jest zagadnienie wspomagania decyzji doty-
czacej okreslenia najkorzystniejszej strategii postepowania wobec konkretnego klienta
korporacyjnego — poprzez odpowiednie zastosowanie znizek — w celu maksymalizacji
zysku operatora sieci telefonii komoérkowej, przy jednoczesnym zapewnieniu satysfak-
cjonujgcej abonenta jakosci ustug. Procedura ta zostata stworzona z wykorzystaniem
metodyki statystycznych estymatoréw jadrowych, a jej postaé oraz wyniki otrzymane na
podstawie prowadzonych badan zweryfikowane zostaly z uzyciem danych rzeczywistych
uzyskanych od jednego z polskich operatoréw sieci GSM, w oparciu o wiedzg teoretyczng
i doswiadczenie wynikajace z praktyki zawodowej zwigzanej z rynkiem biznesowym.

Statystyczne estymatory jadrowe wykorzystano w prezentowanej pracy do zagad-
nien wykrywania elementéw nietypowych (odosobnionych), analizy skupien (klastery-
zacji) oraz klasyfikacji. W opracowanym algorytmie zastosowano takze teorie zbioréw
rozmytych, umozliwiajaca przede wszystkim wykorzystanie wiedzy eksperta — znawcy
specyfiki funkcjonowania rynku biznesowego abonentéw sieci telefonii komoérkowe;j.
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Niniejszy artykut jest podzielony na trzy zasadnicze czeSci. Sekcje druga stano-
wig preliminaria matematyczne — przedstawiono tu wybrane zagadnienia zwigzane
z estymatorami jadrowymi, a takze ich zastosowaniami do wykrywania elementéw
odosobnionych, jak réwniez w algorytmach analizy skupien oraz klasyfikacji. Sekcja
trzecia stanowi gtéwng cze$¢ pracy — zostal tu przedstawiony i szczegélowo opisany
algorytm wspomagania decyzji dotyczgcej strategii marketingowej operatora sieci
telefonii komérkowej. W poszczegélnych podsekcjach kolejno zawarto opis struktury,
analize i przetwarzanie danych, sposéb okreslania tablic ryzyka z wykorzystaniem
liczb rozmytych typu L-R, a takze wyznaczania funkcji celu oraz proces klasyfika-
cji klienta, co kompletuje prezentowang tu formute wspomagania decyzji. W sekcji
czwarte]j przedstawiono wyniki otrzymane na podstawie badan przeprowadzonych na
zbiorze rzeczywistych danych. W pelni potwierdzily one poprawnos$é¢ i uzyteczno$é
prezentowanej tu procedury, dostarczajac takze wnioskéw i komentarzy oraz ilustra-
cyjnych interpretacii.

2. PRELIMINARIA MATEMATYCZNE

2.1. STATYSTYCZNE ESTYMATORY JADROWE

Estymatory jadrowe naleza do grupy metod nieparametrycznych, w ktérych nie
formutuje sie arbitralnie zatozen dotyczacych przynaleznosci rozktadu badanej zmiennej
do okreslonej klasy. Niech zatem dana bedzie n-wymiarowa zmienna losowa, ktorej
rozktad posiada funkcje gestosci f. Jej estymator jadrowy f:R" - [0,0) wyznaczany
jest na podstawie warto$ci m-elementowej préby losowej x1, x3. ..., X, 1 W swej pod-
stawowej postaci dany jest wzorem

j = m}qniiff(x %) &)

przy czym dodatni wspélczynnik /i okresla sie mianem parametru wygltadzania, nato-
miast mierzalna funkcja K:R" - [0, ©), ktéra jest symetryczna wzgledem zera (ij.
K (x) = K(=x) dla kazdego x € R"), posiada w tym punkcie stabe maksimum globalne
(czyli K(0) = K (x) dla kazdego x € R") oraz spelnia warunek jednostkowej catki (tzn.

K(x)dx = 1), nazywana jest jadrem. Wyboru postaci jadra K i warto$ci parametru
wygladzania h dokonuje sie najcze$ciej w oparciu o kryterium minimalizacji scat-
kowanego btedu Sredniokwadratowego. Okazuje sig, iz postaé¢ jadra K nie wplywa
w znaczgcym stopniu na jako$¢ statystyczng estymacji — stanowi to istotng praktyczng
zalete prezentowanej metody, gdyz pozwala zagwarantowaé cechy wymagane od esty-
matora (1) w konkretnym zastosowaniu, na przyktad odpowiednig klase regularnosci,
przyjmowanie dodatnich warto$ci lub dogodno$é obliczeniowa. W przeciwienstwie,
istotne znaczenie ma wlasSciwe wyznaczenie warto$ci parametru wygladzania h - ist-
niejg wszakze dogodne algorytmy pozwalajace obliczy¢ powyzszg warto$¢ na podstawie
posiadanej proby losowej. W praktycznych zadaniach stosuje sie ponadto dodatkowe
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procedury polepszajace wlasno$ci estymatora (np. modyfikacje parametru wygtadzania
lub transformacje liniowg) oraz dopasowujgce jego wlasno$ci do specyfiki rozwaza-
nego zagadnienia (m.in. ograniczenie no$nika). Estymatory jadrowe pozwalajg réwniez
oszacowaé inne charakterystyki rozktadéw zmiennych losowych, np. dystrybuante lub
warto$é kwantyla. Szczegétowy opis powyzszej metodyki mozna znalez¢é w ksigzce [11]
oraz klasycznych monografiach [14, 15].

Statystyczne estymatory jadrowe stanowia dogodne narzedzie matematyczne
przy rozwigzywaniu réznorodnych zadan z zakresu analizy i przetwarzania danych.
W niniejszej pracy zostaly one zastosowane do zagadnien wykrywania elementéw
odosobnionych, analizy skupien oraz klasyfikacji — zagadnienia te bedg przedstawione
ponizej w kolejnych podsekcjach.

2.2. WYKRYWANIE ELEMENTOW ODOSOBNIONYCH

W wielu zagadnieniach analizy danych wystepuje zadanie wykrywania elementéw
nietypowych (odosobnionych), czyli takich, ktére w istotny sposéb réznig si¢ od ogétu
populacji. Czesto umozliwia to eliminacje tego typu elementéw z posiadanego zbioru
danych, co zwigksza jego homogeniczno$¢ (jednorodno$é), utatwiajac wnioskowanie,
zwlaszcza w zlozonych i nietypowych przypadkach. W praktyce, proces wykrywania
elementéw odosobnionych najczesciej jest dokonywany z wykorzystaniem procedur
testowania hipotez statystycznych [1]. Ponizej zostanie przedstawiony test istotnosci,
ktérego konstrukcja zostata oparta na metodyce estymatoréw jadrowych.

Niech zatem dana bedzie préba losowa xi, x, ..., X,;; Uznawana za WZzZOrcowa,
czyli zawierajaca mozliwie jak najbardziej reprezentatywny zbiér elementéw typo-
wych. Niech ponadto a € (0,1) oznacza zalozony poziom istotnosci. Testowana jest
hipoteza stanowiaca, ze ustalony element x € R” jest typowy, przeciwko hipotezie iz
takowym nie jest, czyli iz nalezy go uznaé za odosobniony. Stosowang tu statystyke
S: R - [0, «) definiuje sie wzorem

S(%) = fx), @)

przy czym f oznacza jadrowy estymator gestosci otrzymany dla wzmiankowanej powy-
zej wzorcowej proby losowej x1, x3, ..., X, podczas gdy zbiér odrzucenia (krytyczny)
przyjmuje postaé¢ lewostronng (-, a], gdzie a stanowi jadrowy estymator kwantyla
stopnia ¢ wyznaczony na podstawie proby f(x,), f(x,), ..., f(x,,), przy zalozeniu iz
no$nik zmiennej losowej jest ograniczony do zbioru liczb nieujemnych.

2.3. ANALIZA SKUPIEN

Celem analizy skupieni jest dokonanie podziatu zbioru danych - na przyklad
okreslonych w postaci préby losowej xi, x3, ..., X, na podgrupy (skupienia, klastry),
z ktorych kazda zawiera ,podobne” do siebie elementy, ale istotnie r6znigce sie mig-
dzy poszczegblnymi podgrupami [10]. W praktyce czesto pozwala to zdekomponowaé
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duze zbiory danych o zréznicowanych charakterystykach poszczegélnych elementéw,
na podzbiory zawierajace elementy o podobnych wtasnosciach, co znaczaco ulatwia
lub wrecz umozliwia dalsze, szczegétowe wnioskowanie. W niniejszej podsekcji zosta-
nie przedstawiona procedura analizy skupien oparta na statystycznych estymatorach
jadrowych, wykorzystujgca idee metod gradientowych [5].

Przyjmuje si¢ tu naturalne zatozenie, iz poszczegélne skupienia odpowiadaja
modom (lokalnym maksimom) jadrowego estymatora gestosci f okreslonego na pod-
stawie rozwazanej proby losowej xi, x2, ..., x,;. W ramach wspomnianej procedury,
poszczegblne elementy sg przemieszczane w kierunku zdefiniowanym przez gradient,
wedltug nastepujacego algorytmu iteracyjnego:

xX0=x;dlaj=12..m 4)
v Ak

x’;“ = x]; + b% dlaj=1,2,...moraz k = 1,1,..., (5)
J

przy czym b > 0 (w praktyce rekomenduje sie b = h?/(n + 2)), natomiast V oznacza
operator gradientu. Dzieki odpowiedniemu doborowi postaci jadra K, mozliwe jest
uzyskanie dogodnej, analitycznej formuly gradientu V.

W wyniku wykonywania kolejnych krokéw iteracyjnych, elementy proby losowej
przemieszczajg sie sukcesywnie, coraz wyrazniej grupujac w pewng liczbe skupien.
Ich ostateczng postaé okresla sie po wykonaniu ustalonego k*-tego krokul. W tym celu
obliczany jest estymator jadrowy wzajemnych odleglosci elementéow x{‘*, x’ﬁ*, oo xf: (przy
zalozeniu nieujemnos$ci no$nika zmiennej), po czym zostaje wyznaczona najmniejsza
warto$¢, w ktérej estymator ten osigga pierwsze lokalne minimum, z pominieciem
ewentualnego minimum w zerze. Do poszczegélnych skupien zalicza sie te elementy,
ktérych odleglo$é jest nie wieksza niz tak wyznaczona warto$é. Dzieki mozliwos-
ciom zmiany warto$ci parametru wygtadzania h, mozliwa staje sie ingerencja w rzad
wielkosci liczby otrzymywanych skupien, aczkolwiek bez arbitralnych zatozen doty-
czacych wartosci tej liczby, co umozliwia dopasowanie jej do rzeczywistej struktury
danych. Co wiecej, ewentualne zmiany intensywnos$ci procedury modyfikacji parametru
wygladzania, umozliwiaja wplyw na proporcje liczby skupieni wyznaczonych w obsza-
rach zageszczenia elementéw posiadanej préby losowej do liczby skupien potozonych
w rejonach, gdzie sg one rzadkie. Szczegétowy opis powyzszego algorytmu analizy
skupien zawarto w artykule [12].

2.4. KLASYFIKACJA

Niech dana bedzie liczba J € N\{0,1}. Zal6zmy takze, iz pozyskana z n-wymiarowej
zmiennej losowej préba x1, x, ..., x,,, zostata podzielona na J roztgcznych podzbioréw:

1 Dla rozwazanego w tej pracy zbioru danych, po przeprowadzeniu szczegétowych wstepnych badan,
przyjeto k* = 50. W pracy [11] znalezé mozna ogélng formule kryterium wyznaczania wartoéci k™.
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1.1 1
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. 7 . .
gdzie my, my, ..., mj € N{0} oraz >, j—m; = m, reprezentujacych wzorce wyréznio-

nych klas, przy czym wprowadzony dodatkowo gérny indeks stanowi o przynaleznosci
elementu do wzorca danej klasy. Zadanie klasyfikacji polega na wskazaniu, do ktérego
z nich nalezy przypisa¢ ustalony element x € R" [10].

Metodyka estymatoréw jadrowych dostarcza naturalnego aparatu matematycz-
nego do rozwigzania powyzszego zagadnienia w optymalnym — W sensie minimum
wartosci oczekiwanej strat — ujeciu bayesowskim. Otéz niech f,, f,, ..., f; oznaczaja
jadrowe estymatory gestosci okreslone dla préb odpowiednio (6)-(8). Jezeli licznosci
miy, Mo, ..., my s proporcjonalne do ,czesto$ci” pojawiania sie elementéw z poszcze-
gblnych klas, to rozwazany element X nalezy zaliczy¢ do tej klasy, dla ktorej wartosé
mf (%), myfy (%), ..., m, f, (%) jest najwigksza.

3. ALGORYTM WSPOMAGANIA DECYZJI DOTYCZACEJ STRATEGII MARKETINGOWE]

W ponizszej cze$ci zostanie przedstawiony opis prezentowanej tu metody wspo-
magania strategii marketingowej operatora telefonii komérkowej wobec klienta korpo-
racyjnego. Sama procedura jest wieloetapowa i z tego powodu jej opis zostal podzie-
lony na poszczegdlne podsekcje, w ktérych zawarte bedg kolejne fazy procesu analizy
i przetwarzania danych oraz wspomagania procesu decyzyjnego.

3.1. STRUKTURA DANYCH

W praktyce istnieje rozlegte spektrum wielkoSci charakteryzujgcych poszczegdl-
nych abonentéw. Dzieje si¢ tak przede wszystkim ze wzgledu na ciagly rozwdj rynku
telefonii komorkowej, zwigzany miedzy innymi z wprowadzaniem nowych rozwigzan
mobilnych w zakresie szeroko rozumianych ustug gtosowych i transmisji danych, maja-
cych na celu zaspokojenie zwiekszajacych sie potrzeb klientéw. Przystepujac do analizy
nalezy spos$réd réznorodnych wielkosci wytypowac te, ktére mozliwie najlepiej beda
opisywaé rozwazane zagadnienie przy jednoczesnej gwarancji efektywnej ich aktuali-
zacji. Warto réwniez zaznaczy¢, ze nie wszystkie z badanych charakterystyk moga by¢
w praktyce identyfikowalne w réwnych odstepach czasu, cze$¢ z nich ma charakter
losowy, a niektére sezonowy. Co wiecej, niektére z nich sg tworzone i obserwowane
w nieregularnych odstepach czasu, gdy przyktadowo stuza one weryfikacji skutecznosci
zastosowania jednorazowych dzialah operatora majgcych na celu polepszenie relacji
z klientami lub zweryfikowanie stusznosci wprowadzenia konkretnego produktu.
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Ostatecznie, po szczegdtowej analizie aspektow ekonomicznych rozwazanego w ni-
niejszej pracy zagadnienia przyjete zostalo, iz podstawowa charakterystyke poszcze-
gblnych klientéw stanowié¢ bedg trzy wielkosci:

- $redni miesieczny przychdd przypadajacy na karte SIM (ARPU),

— staz w sieci,

— liczba aktywnych kart SIM.

Przeprowadzone badania potwierdzily, iz poszerzanie powyzszej listy o dalsze
wielko$ci praktycznie nie polepsza otrzymywanych wynikéw, natomiast zwieksza czas
i zlozonos¢ obliczen.

W dalszej cze$ci pomocniczo rozwazana bedzie rowniez warto$é¢ Sredniego abo-
namentu danego klienta (Srednia arytmetyczna wszystkich abonamentéw jego konta).
Iloczyn liczby kart SIM oraz tak wyznaczonego Sredniego abonamentu stanowi gtéwng
cze$¢ stalych przychodoéw, jakie dany klient generuje dla operatora. Pozostaly przychéd
uzalezniony jest od czasu polaczen wykonywanych poza pakietem uwzglednionym
w kwocie abonamentu. Jest on zwigzany z rodzajem ustug, z ktérych korzysta klient,
dlatego tez coraz czeSciej uwzglednia sie nie tylko optaty za potaczenia glosowe, ale
takze za transmisje danych oraz inne ustugi bezposrednio z nig zwigzane.

Uzupelnienie dla prowadzonych analiz stanowi¢ bedg takze pomocnicze wielko-
$ci o charakterze iloSciowym i jakoSciowym, ktére w podlegajacym badaniom zbio-
rze klientéw wyrézniajg jednostki prestizowe, a takze firmy transportowe oraz typu
ochrona-monitoring, jak rowniez przedsiebiorstwa mate, $rednie, duze oraz bardzo
duze. Zostang one wykorzystane w procesie eliminacji nietypowych elementéw i mato
licznych skupien.

Niech zatem charakterystyka poszczegélnych klientéw dana bedzie w postaci
3-wymiarowego wektora:

Xi1
x; = |x;,(dlai =1,2,...,m, 9)
Xi3

gdzie x; | stanowi $redni miesigczny przychéd na karte SIM i-tego klienta, x; , — jego
staz w sieci, x; 3 — liczbg kart SIM tegoz klienta, podczas gdy m stanowi liczno$¢ posia-
danej bazy danych. Dodatkowo przez y; ; oznaczona zostanie wielko$¢ jego Sredniego
abonamentu, natomiast zmienne y; 5, y;3, y; 4 okreslono nastgpujaco:

i 2 — przynaleznos¢ do jednostek prestizowych charakteryzuje si¢ za pomocg zmien-
nej skategoryzowanej o nastepujacych warto$ciach: 0 — klient nieprestizowy, 1 — klient
istotny dla operatora z punktu widzenia strategii firmy, zwany dalej prestizowym,
2 — klient wyjatkowo prestizowy (kluczowy);

y;i3 — wielko$¢ przedsigbiorstwa charakteryzowana jest przez zmienna skatego-
ryzowang o warto$ciach: 1 — male przedsiebiorstwo, 2 - $rednie przedsiebiorstwo,
3 — duze przedsiebiorstwo, 4 — bardzo duze przedsiebiorstwo;

yi4 — dla firm transportowych oraz typu ochrona-monitoring jako jej wartos¢
przypisuje sie odpowiednio 1 oraz -1, natomiast 0 dla jednostek o innym profilu
dziatalnosci.
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Powyzsze wielko$ci zostang uzyte do scharakteryzowania poszczegdlnych klientéw
korporacyjnych w procesie analizy i przetwarzania danych przedstawionym w dalszej
czesci artykutu.

3.2. ANALIZA 1 PRZETWARZANIE DANYCH

We wstepnej fazie analizy, ze zbioru danych eliminowane sg jednostki nietypowe (ele-
menty odosobnione), zgodnie z procedurg przedstawiong w podsekcji 2.2. Zastrzezone
zostaje jednak, iz nie mozna usuna¢ tu jednostek kluczowych oraz wszystkich jednostek
z grupy transportowych lub typu ochrona-monitoring. Niniejszym zwiekszona zostaje
jednolito$¢ struktury danych, a efekt ten otrzymuje sie poprzez pominiecie jedyne tych
elementéw, ktére mialyby pomniejsze znaczenie w dalszej procedurze.

Po selektywnym wyeliminowaniu elementéw nietypowych, dokonuje sie analizy
skupien zbioru danych, z uzyciem algorytmu opisanego w podsekcji 2.3. W rezultacie
uzyskuje sie podzial zbioru danych, reprezentujgcych poszczegdlnych klientéw korpo-
racyjnych, na podgrupy elementéw o zblizonej charakterystyce. Nastepnie dokonuje si¢
ponownej, nieco odmiennej eliminacji elementéw nietypowych, realizowanej poprzez
usuniecie skupien o malej licznosci, aczkolwiek z ponownym zastrzezeniem pozosta-
wienia skupien zawierajacych jednostki kluczowe, a ponadto skupien skladajacych
sie co najmniej w potowie z klientéw prestizowych, jak réwniez pozostawienia co
najmniej jednego skupienia z firmg transportowa oraz jednego skupienia z jednostkg
typu ochrona-monitoring.

W konsekwencji przeprowadzonego powyzej procesu analizy i przetwarzania
danych, ich zbiér pomniejszony jest o elementy wnoszace pomniejsza informacje
przedmiotows, a pozostala jego cze$¢ grupuje sie w skupienia zawierajace elementy
o zblizonej - z punktu widzenia rozwazanego zadania — charakterystyce.

3.3. OKRESLENIE TABLIC RYZYKA

Podstawe przedstawionej w niniejszej podsekcji procedury wspomagania decyzji
podejmowanej wobec firm o charakterystyce wlasciwej dla poszczegdlnych, wyznaczo-
nych uprzednio skupien, stanowi¢ bedzie wiedza eksperta skutkujgca zdefiniowaniem
wprowadzonych dla potrzeb dalszej cze$ci procedury tabel nazywanych ponizej tab-
licami ocen rezygnacji.

Na podstawie praktyki tworzenia ofert dla abonentéw przyjeto dwie zmienne decy-
zyjne, ktérych wartosci stanowig kolejno o wielko$ci udzielonego upustu na abonament
(oznaczana jako d,;) oraz wielko$ci rabatu za minute potaczenia (oznaczana przez d,;,).
Zmienne te zostaly wybrane ze wzgledu na fakt, iz stanowig one w kazdym procesie
negocjacyjnym prowadzonym miedzy operatorem a klientem, podstawowe narzedzie
stuzace tworzeniu nowej i modyfikowaniu obowigzujacej oferty, ktéra ma regulowac
wspotprace w przysztym okresie. Zaktada sie, Zze wynegocjowany poziom upustéw
i rabatéw obowigzywaé bedzie przez caly okres umowy miedzy firmg i operatorem,
czyli przez 24 miesiace.
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W dalszej czesci pracy przyjeto uzasadniong praktyka dyskretyzacje wartosci tych
zmiennych do nastepujacych ,pozioméw”:

- mozliwy upust na abonament d, € {0%, 5%,10%, 15%, 50%, 99%},

- rabat za minute potgczenia d,, € {0%, 3%, 6%, 12%, 25%, 50%}.

Dla kazdej kombinacji powyzszych ,pozioméw”, ekspert powinien dokonaé oceny
ryzyka rezygnacji klienta z ustug danego operatora. Biorgc pod uwage przyjete warto-
$ci znizek, zadaniem eksperta jest przygotowanie dla kazdego z otrzymanych skupien,
36 ocen ryzyka. W przypadku eksperta znajacego specyfike badanego rynku, a takze
zalezno$ci w nim wystepujace, mozliwa jest specyfikacja wystepujacych prawidtowo-
§ci, co istotnie utatwia okreslenie takich tablic. Co wiecej, dla nieodleglych skupien
powyzsze tablice beda relatywnie podobne. W celu usprawnienia powyzszego procesu
ekspert moze wyznaczy¢ pewng ilo$¢ tablic wzorcowych, ktére beda stanowié¢ element
wyjsciowy do dalszych prac, polegajacych jedynie na ich odpowiednich modyfika-
cjach. Podstawe do tworzenia tablic wzorcowych powinny stanowié¢ przede wszystkim
jednostki kluczowe i prestizowe oraz firmy transportowe i typu ochrona-monitorig.
Dodatkowo ekspert moze wykonaé¢ modele tablic przygotowane dla klasycznych przed-
siebiorstw matych, Srednich, duzych i bardzo duzych. Dzieki takiemu ujeciu kazda
tworzona tablica bedzie stanowi¢ potaczenie informacji zawartej w odpowiednich tab-
licach wzorcowych, co korzystnie wplynie na jako$¢ i czas jego pracy.

Poniewaz praktyka wskazuje, iz tego typu oceny formuluje sie w sposéb wer-
balny na podstawie nieprecyzyjnych przestanek intuicyjnych, to wynik powinien zostaé
okreslony w postaci liczby rozmytej. Do powyzszego celu uzyte bedg liczby typu L-R
z uwagi na ich prostote oraz wyrazistg interpretacje. Liczba rozmyta . jest typu L-R
w przypadku, jesli jej funkcja przynalezno$ci dana jest w postaci:

L(x;w) gdy x = w

Hiw,a,8) (x) = R(x —w

) 10
B ), gdy x>w (10

gdzie w ER, @, f > 0, a ponadto L: (-, 0] - [0,1] jest funkcja niemalejacg oraz spel-
niajagca warunek L (0) = 1, i analogicznie, R : [0, ) = [0,1] jest funkcjg nierosnacag oraz
R (0) = 1. Parametry « oraz f§ decydujg zatem o lewo- i prawostronnym ,rozmyciu”
powyzszej liczby wzgledem warto$ci w. Ponadto przyjmuje sie dla wartosci indekséw
a=0 albo=0:

0, gdy x <w
M(W,O,ﬁ)(x) = R(x ;) w>’ ady x> w dlag>0 (11)
X—w
Py (X) = L ety x=w g (12)
" 0 gdy x >w

Po dokonywanym na wstepie arbitralnym ustaleniu postaci funkcji L oraz R, liczbe
rozmytg typu L-R definiujg trzy parametry w, a oraz f, a zatem mozna jg zapisac
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w postaci ¢ = (w, a, f) i w konsekwencji proces jej identyfikacji wymaga okreslenia
jedynie tych trzech wartosci.

Uwzgledniajac sposoby okreslania lojalnosci klienta korporacyjnego, wynikajace
ze stosowanej do takich ocen praktyki, przyjeto istnienie siedmiu standw:

0 - praktycznie nie istnieje mozliwo$¢ rezygnacji;

1 - ryzyko odejscia jest nikle, uzaleznione jedynie od czynnikéw losowych;

2 - istnieje mate ryzyko rezygnacji;

3 - istnieje Srednie ryzyko odejScia;

4 — istnieje duze ryzyko odejscia;

5 - jest omal pewne, ze klient zrezygnuje z ustug;

6 — praktycznie jest pewne, ze klient zrezygnuje z ustug.

W tej sytuacji mozna uscislié, iz w, a, € {0, 1, ..., 6}, przy czym powinno by¢
spetnione w—-a = 0 oraz w-f < 6.

Na przyktadowej tablicy ocen rezygnacji, otrzymanej w trakcie numerycznej wery-
fikacji prezentowanej tu metody (zamieszczonej w podsekcji 4.3 jako tab. 1), mozna
zauwazy¢, iz stosunkowo matym rozmyciem charakteryzuja sie te oceny eksperta, ktére
dotyczg skrajnie matych lub skrajnie duzych znizek, co $wiadczy w takich przypadkach
o wiekszej precyzyjnosci oceny pozytywnej albo negatywnej reakcji klienta. Jednakze
im wieksze jest zr6znicowanie w proponowanych poziomach upustéw i rabatéw, czyli
w prawym-gérnym i lewym-dolnym obszarze tablicy, tym oceny eksperta stajg sie
nieco mniej precyzyjne. Z powyzszych obserwacji wynikajg zauwazalne prawidlowosci
przydatne przy okreslaniu tablic ocen rezygnacji.

Schemat postepowania w stosunku do kazdego z typéw klientéw jest inny, wyszcze-
gdblnione jednostki swoje decyzje o zmianie operatora podejmuja na podstawie odmien-
nych przestanek. Niektére z nich - przede wszystkim jednostki kluczowe i prestizowe
lub bardzo duze przedsiebiorstwa — w sposéb bardziej zdecydowany sg w stanie podjaé
decyzje o rezygnacji z ustug firmy $wiadczacej ustugi mobilne w momencie, kiedy ich
czesto zbyt wysokie oczekiwania nie zostajg w pelni spetnione przez operatora. Prestiz
i wielkos¢ klienta stanowig bowiem dla niego gtéwny argument w procesie prowadzenia
negocjacji z operatorem, tym samym formulowane oczekiwania sg bardziej rygory-
styczne, niz ma to miejsce w przypadku innych klientéw. Wobec mniejszych klientow
korporacyjnych ekspertowi jest trudniej precyzyjnie okresli¢ reakcje na zaproponowane
im kombinacje upustéw i rabatéw. W tym przypadku pozytywna decyzja o pozostaniu
w sieci zaréwno przy zaproponowaniu niskiej, jak i wysokiej kombinacji znizek, jest
o wiele trudniejsza do ustalenia.

Opracowane tablice stanowig podstawe przy wyznaczaniu funkcji celu, ktérej zada-
niem jest wskazanie kombinacji upustu i rabatu przynoszacych najmniejsze potencjalne
straty operatorowi, uwzgledniajac iz klient moze pozosta¢ w sieci i z uwagi na otrzy-
mane znizki sta¢ sie mniej zyskownym lub — z drugiej strony - zrezygnowaé¢ z ustug
danego operatora.

3.4. WYZNACZANIE FUNKCJI CELU

Na podstawie ekonomicznej analizy zagadnienia, w oparciu o elementy teorii
preferencji rozmytych [4], przyjeta zostala nastepujaca postaé¢ funkcji celu
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gdzie iy, iy, ..., if oznaczajg indeksy tych elementéw zbioru danych, ktére zostaly zali-

czone do rozwazanego skupienia, I oznacza jego liczno$é, b jest iloczynem S$redniej
stawki za minute polaczenia oraz $redniego czasu polgczen generowanego poza pakie-
tem objetym optatg abonamentowg. W przypadku funkcji przynaleznosci danej dla
liczb rozmytych typu L-R wzorami (10)-(12), i typowych postaci funkcji L oraz R, jej
warto$¢ bedzie mozna wyrazi¢ za pomocg dogodnego wzoru analitycznego.

Roéwnanie (13) okreslajace funkcje celu ztozone jest z dwdch sktadnikow. Pierwszy
z nich przedstawia iloczyn $redniej rozmytej oceny odejScia oraz straty wyniklej z re-
zygnacji z uslug, natomiast drugi stanowi iloczyn dopelnienia do $redniej rozmytej
oceny odejécia i straty powstatej w wyniku przyznania znizek. Wielkosci y; | + b oraz
d, - yi1 + dy, - b reprezentuja wartosci potencjalnych strat w przypadkach — odpowiednio
- nieprzyznania znizek i rezygnacji z ustug, a takze zmniejszenia przychodéw operatora
wyniktych z przyznania rabatéw i upustéw.

Parametr b wprowadzony we wzorze (13) jest staly w relatywnie dtugich okresach
czasu i obecnie jego warto$¢ wynosi 24 PLN, jednakze ulega ona okresowej aktuali-
zacji. Warto$¢ tego parametru stanowi iloczyn $redniej stawki za minute potgczenia
przyjetej jako 0,40 PLN oraz 60 minut czasu potaczen. Ze wzgledu na dynamiczny
rozwdj rynku telefonii mobilnej, jak réwniez panujacg na nim silng konkurencje, skut-
kujaca sukcesywnym obnizaniem stawek za minute polgczenia zaréwno u operatoréw
mobilnych, jak i stacjonarnych, powyzsza stawka powinna by¢ uaktualniana co 3-6
miesiecy, aczkolwiek w przypadku utrzymywania sie stabilnej sytuacji, akceptowalne
moze by¢ wydluzenie tego czasokresu do 12 miesiecy.

Tablice ocen rezygnacji okres$lane sg odrebnie dla kolejnych skupien. Jak podkre-
$lano wezesniej, wyznaczenie dla kazdego z nich 36 ocen dla poszczegdlnych wariantow
rabatéw i upustéw, w praktyce nie stanowi dla eksperta nadmiernej trudnosci, biorac
pod uwage dostepny czas przygotowania takiej informacji oraz istnienie zauwazal-
nej systematyki wartoéci tych ocen. Nastepnie dla kazdego ze skupien wyznaczane
jest minimum funkcji celu, co pozwala wskazaé, ktéry wariant warto$ci upustu na
abonament oraz rabatu za minute polaczenia wydaje sie najkorzystniejszy z punktu
widzenia spodziewanego zysku operatora. Ze wzgledu na mozliwo$¢ uelastycznienia
indywidualnych negocjacji mozliwe jest takze ewentualne wskazanie tych znizek, dla
ktérych warto$é funkcji celu jest niewiele wieksza od minimalnej. W procesie negocjacji
niezmiernie bowiem wazne jest wykorzystanie alternatywnych upustéw i rabatéw, ktére
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z punktu widzenia klienta moga wydawac si¢ znacznie korzystniejsze, a operatorowi
przynosza zysk niewiele mniejszy.

W kolejnej podsekcji zostanie przedstawiona procedura klasyfikacji konkretnego
klienta do jednego z otrzymanych skupieni, co w polaczeniu z powyzszymi wynikami
wyczerpuje prezentowang tu procedure.

3.5. KLASYFIKACJA KLIENTA

W wyniku przeprowadzonej dotychczas realizacji kolejnych etapéw analizy danych
dokonano dekompozycji elementéw bazy klientéw korporacyjnych na roztagczne grupy
i ustalono dla kazdej z nich odpowiednig strategie wspomagajaca proces decyzyjny. Aby
skorzysta¢ z powyzszych wynikéw w przypadku negocjacji prowadzonych z konkretnym
abonentem, konieczne bylo przypisanie go do jednej z wyréznionych w ten sposéb grup.
Celowi temu stuzy klasyfikacja klienta przedstawiona w ponizszym podrozdziale.

Rozwazany klient korporacyjny, z ktérym prowadzone sa negocjacje dotyczace
udzielenia mu znizek, scharakteryzowany jest za pomoca trzech wielkosci, w nawia-
zaniu do wzoru (9) zapisanych jako:

%=, (14)

gdzie %, oznacza jego Sredni miesigczny przychoéd na karte SIM, %, — staz w sieci,
natomiast X, — liczbe kart SIM tegoz klienta.

W tym przypadku - jesli prowadzone sa renegocjacje warunkéw umowy — dane
te moga dotyczy¢ dotychczasowej historii abonenta w konkretnej sieci. Moga one
takze stanowi¢ informacje historyczne pochodzace od konkurencji, gdy zostala podjeta
proba przejecia klienta. Istnieje réwniez mozliwos$é nawigzania wspétpracy z catkowicie
nowym uzytkownikiem ustug telefonii mobilnej — dane potrzebne do przeprowadzenia
jego klasyfikacji oparte zostaly na oszacowaniach wynikajacych ze znajomosci rynku
oraz na planowanej strukturze ustug $wiadczonych temu klientowi. Wielkosci cha-
rakteryzujace kazdego klienta przyjete do opracowanej analizy sg dostepne wprost,
na przyktad na podstawie danych zawartych w miesiecznych fakturach za korzysta-
nie z ustug telekomunikacyjnych. Nie wymagaja one dodatkowych przeksztalcen, jak
réowniez specjalnych opracowan. W przypadku wszystkich operatoréw potrzebne do
klasyfikacji informacje przyjmujg forme wlasciwie identycznych raportéw. Dodatkowe,
nie zawarte w fakturach dane, na przyktad informacja o stazu w danej sieci moga
by¢ tatwo uzupelnione z dokumentacji operatora lub — w przypadku proby przejecia
klienta — na podstawie przedstawionych dokumentéw.

Podstawg klasyfikacji jest procedura przedstawiona w podsekcji 2.4. W jej wyniku,
podlegajacy klasyfikacji element (14) zostaje przypisany do konkretnej klasy (skupienia).
Znizka jaka powinna by¢ wowczas zaproponowana zostala juz wyznaczona w poprzed-
niej podsekcji. Nalezy podkresli¢, iz umozliwia to stosowanie tej czeSci algorytmu
w czasie rzeczywistym w trakcie pertraktacji z klientem.
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Tym samym zostaje ostatecznie skompletowana formuta procedury bedacej przed-
miotem badan prezentowanych w niniejszym artykule.

4. WERYFIKACJA NUMERYCZNA

Tematyke ponizszej sekeji stanowi weryfikacja poprawnosci dziatania prezentowanej
W niniejszej pracy procedury wspomagania strategii marketingowej operatora telefonii
komoérkowej w odniesieniu do klienta korporacyjnego. Zostata ona przeprowadzona
na podstawie rzeczywistych danych uzyskanych od jednego z operatoréw telefonii
komoérkowej w Polsce. W warunkach uzyczenia zawarta zostata klauzula nieujawniania
nazwy owego operatora, a takze przedstawiania otrzymywanych wynikéw w formie
gwarantujgcej uniemozliwienie skojarzenia poszczegélnych elementéw bazy danych
z konkretnymi abonentami.

Statystyczne estymatory jadrowe zostaly wykorzystane do zagadnien eliminacji ele-
mentéw odosobnionych, analizy skupien i klasyfikacji. Zastosowanie jednej metodyki do
wszystkich wymienionych zadan znaczaco utatwilo jej uzycie, interpretacje uzyskanych
wynikéw czeSciowych, a takze umozliwito wielokrotne wykorzystanie w programie poszcze-
g6lnych blokéw funkcjonalnych o uniwersalnym znaczeniu. Wieloetapowos¢ opracowanej
metody umozliwita dodatkowo naturalny podzial programu na niezalezne moduty, znacz-
nie utatwiajace zaréwno sam proces pisania kodu, jak i weryfikacje poszczegolnych czescei.

Uzyte zostalo jadro normalne, z uwagi na jego duza efektywnos¢, a jednocze$nie
rézniczkowalno$é i przyjmowanie dodatnich wartosci w calej dziedzinie.

4.1. WSTEPNA ANALIZA DANYCH

Przystepujac do badan dysponowano petnym zbiorem 2264 klientéw rynku bizne-
sowego, na koncie ktérych liczba aktywnych kart SIM byta wieksza lub réwna 20.
Kazdy klient charakteryzowany byt przez $redni miesieczny przychéd na karte SIM,
jego staz w sieci, liczbe kart SIM oraz dodatkowo wielko$ci pomocnicze okreslajace
jego Sredni abonament, przynalezno$¢ do jednostek prestizowych, wielko$¢ przedsie-
biorstwa, a takze wyrédzniajace firmy transportowe i typu ochrona-monitoring. Najpierw
dokonano standaryzacji pierwszych trzech wielkosci.

Po wstepnej analizie struktury danych dokonano eliminacji czesci elementéw bazy
danych, w wyniku ktérej zostaly usuniete firmy liczace mniej niz 30 kart SIM, co w efek-
cie zmniejszyto ich liczbe do 1825. Ograniczenie to wyniklo z faktu, iz firmy o liczbie
kart SIM mieszczgcej sie w granicach 20-29 nie posiadaty typowych cech klienta kor-
poracyjnego. Dzieki temu zwiekszyta sie jednorodno$é¢ bazy danych i w konsekwencji
osiggnieto lepsza reprezentatywno$é charakterystyki klientéw korporacyjnych.

4.2. ELIMINACJA ELEMENTOW ODOSOBNIONYCH

W wyniku zastosowania procedury eliminacji elementéw odosobnionych, z bada-
nego zbioru usunietych zostalo 186 klientéw. Wsréd zidentyfikowanych elementéw
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odosobnionych nie znalazly si¢ jednostki o znaczeniu kluczowym ani wszystkie firmy
transportowe lub typu ochrona-monitoring. Zbiér 186 wyeliminowanych abonentéw
zawieral przedstawicieli wszystkich typéw dziatalnosci.

4.3. ANALIZA SKUPIEN

W kolejnym etapie, na powstalej po wyeliminowaniu elementéw odosobnionych
probie, zastosowano algorytm analizy skupien. Wyniki uzyskane dla typowej intensyw-
no$ci modyfikacji parametru wygladzania (ustanawianej przez warto$¢ ¢ = 0,5, por.
[11 — podrozdziat 3.1.6, 12]), wskazywaly na zbytnig ilo$¢ skupien o nieduzej licznosci,
ulokowanych w obszarach matego zageszczenia elementéw préby, a takze zbyt liczne
gléwne skupienie zawierajgce ponad potowe elementéw. Zgodnie z wlasno$ciami sto-
sowanego algorytmu [12], warto$¢ ta zostala powigkszona do ¢ = 1. Uzyskano dzigki
temu zadany efekt: liczba ,peryferyjnych” skupien istotnie zmniejszyla sie, a gléwne
skupienie uleglto rozbiciu. Otrzymana liczba skupien byta zadowalajgca, co spowodowato
iz ewentualna zmiana warto$ci parametru wygladzania okazata sie zbedna.

Ostatecznie uzyskano podzial rozwazanej teraz 1639-elemntowej préby na 26 sku-
pien o nastepujacych liczno$ciach: 488, 413, 247, 128, 54, 41, 34, 34, 33, 28, 26, 21,
20, 14, 13, 12, 10, dwa skupienia 4-elementowe, trzy skupienia 3-elementowe, dwa sku-
pienia 2-elementowe i dwa skupienia 1-elementowe. Warto zwréci¢ uwage na wyraznie
zarysowane cztery grupy: pierwsza z nich to dwa duze skupienia o licznosciach 488
i 413, nastepnie dwa $rednie 247- i 128-elementowe, po czym mate — dziewieé liczacych
od 20 do 54 oraz wreszcie 13 skupien zawierajacych mniej niz 20 elementéw.

Nastepnie przystapiono do eliminacji skupien o liczno$ciach mniejszych niz 20,
ale z wylaczeniem tych, ktére zawieraja klientéw kluczowych (skupienia 14-, 13-
i 10-elementowe) i sktadajacych sie co najmniej w polowie z klientéw prestizowych
(skupienie 12-elementowe).

Pozostawione skupienia zawieraly firmy transportowe oraz typu ochrona-moni-
toring, co spowodowalo, ze warunek zapewnienia reprezentacji tego typu jednostek
zostal spetniony bez dodatkowej ingerencji.

Ostatecznie do dalszej analizy pozostalo 17 skupien.

4.4. BUDOWANIE TABLIC OCEN REZYGNACIJI

Kolejnym etapem bylto okreslenie tablic ocen rezygnacji dla kazdego z wyznaczo-
nych powyzej skupien. Podstawg zawartych tam ocen byta ekspercka wiedza, oparta na
dostepnych charakterystykach jednostek wchodzacych w sktad poszczegdlnych skupien.
Przyktadowo przedstawiona zostanie ponizej tablica (tab. 1) przypisana do skupienia
grupujgcego 54 klientéw.
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Tabela 1
Tablica ocen rezygnacji dla skupienia 54-elemntowego
Ay
w, a, p)

0% 3% 6% 12% 25% 50%
0% (4,0,2) (4,0,1) (4,0,1) 42,1 4,2,1) (4,2,0)
5% (4,0,1) (4,0,1) (4,1,1) (3,1,2) (3,1,2) (3,2,1)
10% (4,0,1) 4,1,1) (4,2,1) (3,2,1) (3,2,1) (3,2,0)
e 15% (3,1,2) (3,2,2) (3,2,1) (3,2,1) (3,2,0) (3,2,0)
50% (3,1,2) (3,2,1) (3,2,0) 2,1,1) (2,2,0) (2,2,0)
99% (2,1,2) 2,1,1) (2,2,1) (2,2,0) (2,2,0) (1,1,0)

Dokonana analiza wchodzacych w jego sklad elementéw wskazata, ze skupienie
to sktada sie wylgcznie z klientéw duzych, a nawet bardzo duzych. Ponad polowe
elementéw stanowia tu firmy transportowe. Srednia liczba kart SIM dla tego skupie-
nia wynosi prawie 300, przecietna wysoko$¢ abonamentu ksztattuje sie na $rednim
poziomie 54 PLN, aczkolwiek wskaznik ARPU jest relatywnie duzy (okoto 70 PLN).

Zdaniem eksperta, ryzyko rezygnacji z ustug zalezy tu gléwnie od wysokosci udzie-
lonego rabatu za minute potaczenia. Dotyczy¢ on powinien nie tylko potaczen glosowych
krajowych, ale w rownej mierze polaczenn roamingowych. Warte podkreSlenia jest to, iz
w ramach nawet wyzszej optaty abonamentowej, klient — w tym przypadku przewaznie
przedsiebiorstwo transportowe — oczekiwaé bedzie stalych, mozliwie najnizszych sta-
wek za uslugi zwigzane z intensywno$cig rozmoéw, a ogdlniej transmisji danych, ktére
generuja wysokie koszty jednostkom prowadzacym tego typu dziatalnosé.

W rozpatrywanym przypadku oceny rezygnacji z ustug uwzgledniajg — poprzez
$rednie warto$ci dla matych znizek - nieduzg mozliwo$¢ utraty tego typu klienta,
gléwnie wyniklg stad, iz zmiana operatora dla jednostek prowadzacych dziatalno$é
transportowg jest wyjatkowo ktopotliwa, ze wzgledu na duzg mobilno$¢ uzytkownikéw
poszczegblnych numerdéw.

4.5. WYZNACZANIE FUNKCJI CELU DLA POSZCZEGOLNYCH SKUPIEN

Kolejnym etapem prezentowanej procedury bylo wyznaczenie dla kazdego ele-
mentu tablic ocen rezygnacji warto$ci funkcji celu (13), a nastepnie wskazanie tych,
dla ktérych osigga ona warto$ci najmniejsze. Dzieki szczegblnej postaci liczb L-R
danej wzorami (10)-(12), w przypadku gdy wystepujace tam funkcje przynaleznosci
majg postac liniowg, SciSlej opisang nastepujaca formutg

0 gdy x € (—oo, — 1)

1+x gdy x € [—1,0] (15)

L(x) = {
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1 —x gdy x €[0,1]

0 gdy x € (1,00) (16)

R(x) = {

to funkcje celu mozna wyrazi¢ dogodnym do obliczenn wzorem analitycznym. Nalezy
zaznaczyC iz postaé liniowa (15)-(16) zostala rowniez wskazana przez eksperta.

Niech zatem, dla dowolnie ustalonego skupienia, iy, iy, ..., ij oznaczaja indeksy
tych elementéw zbioru danych, ktére zostaly do niego zaliczone, natomiast I oznacza
jego licznos$é. Uwzgledniajac zaleznos$ci (10)-(12) oraz (15)-(16) funkcja celu przyjeta
nastepujacg postac analityczna:

Py, W@, B) = @B 73?;1%38 i 3W)‘ (‘Z '}xi,S(yi,l +b)+
i € (lpigsennniy (17)
aBw — a) + BB + 3w)
+<6__ 3(a + B) ) 2 Xi3(d, " yiitd, - b).

i € (ipigeeenis)

gdy a, B > 0, a takze dla wartosci indekséw a = 0 albo f = 0 odpowiednio

BB + 3w)
P (dyd X, y; W, 0,8) = 3B 2 Xis(yig o)+
i € (ipigseenriy)} (18)
+ 3w
+(67'8(,8375) 2 xi,S(da°yi,1+dm'b) dla />0,
i € (ipyigeensif)
o , _aBw—0a)
,:/,f’(da,dm,xi,yivl,W,a', O) - 3a Z xi,?:(yi,l + b) +
i € (ipigeis}
(19)

-9 ¥ %i3(dy* v, T d, - b) dla >0,

i € (ipiyeensis}

Zgodnie z powyzszym wobec kazdego z 17 skupien obliczone zostaly wartosci
wszystkich 36 pdl zwigzanej z nimi tablicy ocen rezygnacji. Nastepnie dla kazdego
skupienia wyznaczana zostala warto$¢ minimalna oraz dwie warto$ci jej najblizsze.
Odpowiadajace im pary rabatéw i upustéw wskazaly na warto$¢ najkorzystniejsza
z punktu widzenia strategii operatora, a takze na dwie niewiele ,gorsze”, ktérych
celem bylo uelastycznienie procesu negocjacji. W przypadku tych dwéch ocen podany
takze zostat relatywny wzrost wskaznika jako$ci wobec warto$ci najmniejszej. Wyraznie
zauwazalna byla zgodnos¢ przedstawionych tam wartosci z dokonang wczesniej analizg
ekspercka, dotyczaca poszczegélnych skupien.

Na tym etapie zostala zakonczona faza dotyczaca wstepnej analizy i przetwa-
rzania danych, w rezultacie ktérej uzyskano wyniki umozliwiajace zakwalifikowanie
rozwazanego klienta do odpowiedniego skupienia oraz wskazanie najkorzystniejszych
w jego przypadku wariantéw upustéw i rabatéw.



Metoda wspomagania strategii marketingowej operatora telefonii komdrkowej 131

4.6. KLASYFIKACJA KLIENTA

W celu ilustracji uzyskiwanych w ostatnim etapie wynikéw, ponizej rozwazono
rzeczywistego klienta, ktérego poddano procedurze klasyfikacji, zgodnie z metodyka
przedstawiong w podsekcji 2.4. Klient ten zostat zaliczony do przykladowo rozwazanego
w podsekcji 4.4, 54-elementowego skupienia. Bylo to przedsiebiorstwo transportowe,
dziatajace na rynku krajowym oraz w Europie Wschodniej. Klient ten oczekiwal, w ra-
mach renegocjacji warunkéw umowy, obnizenia kosztéw miesiecznych. Duza warto$é
jego ARPU jest wynikiem przede wszystkim rozméw prowadzonych za granicg. Abonent
zostal scharakteryzowany przez nastepujacy wektor wielkoSci:

] [35
z=%|=|80| (20)
%l (250

Jak wspomniano, po zastosowaniu procedury klasyfikacji klienta tego przypisano
do 54-elementowego skupienia. W przypadku tego skupienia wskazane zostaly naste-
pujace znizki:

— wariant najkorzystniejszy — upust na abonament d, = 15%, rabat za minute
polaczenia d,, = 25%;

- I wariant alternatywny — upust na abonament d, = 10%, rabat za minute polg-
czenia d,, = 12%, warto$¢ wskaznika jakosci wieksza o 0,75%;

— II wariant alternatywny — upust na abonament d, = 15%, rabat za minute pola-
czenia d,, = 6%, warto$¢ wskaznika jakoSci wieksza o 2,46%.

Klient ten byt zaklasyfikowany do skupienia, do ktérego nalezata réwniez duza
cze$¢ innych jednostek transportowych, dzieki czemu oceny eksperta, na podstawie
ktérych wyznaczane byly wartosci funkcji celu, uwzglednity preferencje wtasciwe ich
specyfice. Zaproponowane znizki dla abonamentu na poziomie 10 i 15% oraz dla
stawki za minut¢ 6%, 12% i 25% moga by¢ dla niego zadowalajace przy zalozeniu,
ze korekcie podlegaja takze kwoty generowane przez klienta w roamingu.

5. KONCOWE KOMENTARZE I PODSUMOWANIE

W ostatniej dekadzie ubieglego wieku rozpoczal sie gwattowny rozwéj rynku tele-
fonii komoérkowej w Polsce. Obecnie nie widaé przestanek do oczekiwania spowol-
nienia tych proceséw, natomiast mozna spodziewaé sie wzrostu konkurencji, poprzez
pojawianie sie nowych operatoréw i zaostrzanie rywalizacji cenowej. Bardzo istotne
w zwigzku z tym staje sie poszukiwanie nowoczesnych rozwigzan o charakterze syste-
mowym, ktére pozwalajg na tworzenie narzedzi skutecznych w procesie wspomagania
decyzji dotyczacej okreslenia optymalnej strategii postepowania wobec konkretnego
klienta, w celu maksymalizacji zysku operatora przy jednoczesnym mozliwie duzym
zadowoleniu abonentéw.

Przedmiotem prezentowanego artykutu byly opracowanie i weryfikacja procedury
realizujgcej powyzszy cel wobec klienta korporacyjnego, mozliwej do zastosowania
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w czasie rzeczywistym podczas negocjacji. Metodyke oparto na wspétczesnych meto-
dach technik informacyjnych w zakresie analizy i eksploracji danych. W szczegdlnosci
zastosowano koncepcje statystycznych estymatoréw jadrowych oraz elementy logiki
rozmytej. Estymatory jadrowe zostaly wykorzystane do zagadnien eliminacji elementéw
odosobnionych, analizy skupien i klasyfikacji. Zastosowanie do wszystkich tych zadan
jednolitej metodyki znaczaco utatwilo jej uzycie, interpretacje uzyskiwanych wynikéw
czedciowych, a takze umozliwito wielokrotne wykorzystanie w programie poszczeg6l-
nych blokéw programowych?.

Powstala metoda pozwala operatorowi sieci komoérkowej aktywnie reagowaé na
potrzeby zglaszane przez klienta w procesie prowadzenia z nim negocjacji. Opracowany
algorytm, przede wszystkim dzieki wzbogaceniu wiedzg eksperta, nie stanowi jedynie
matematycznego aparatu stuzacego do kalkulacji powszechnie analizowanych w ta-
kich sytuacjach wskaznikéw lub weryfikowania wielko$ci abonamentéw dla dostep-
nych planéw taryfikacyjnych, na podstawie czego budowane sg oferty utrzymaniowe
i przejeciowe, jak to ma powszechnie miejsce w dotychczasowej praktyce branzowe;j.
Koncepcja przedstawionego rozwigzania nie opiera sie takze na popularnej obecnie
analizie churnu, czyli wskaznika okreslajacego poziom rezygnacji z ustug. Podstawg
zaproponowanej w niniejszej pracy metody sg informacje zawarte w bazie danych klien-
tow, a takze wiedza eksperta o rynku, ktérych polaczenie z nowoczesnymi technikami
informacyjnymi, stworzyto mozliwo$¢ opracowania metody o charakterze systemowym
pozwalajacym na efektywne utrzymywanie dotychczasowych i pozyskiwanie nowych
klientéw z zapewnieniem maksymalnego zysku operatora.

Poprawno$¢ opracowanej tu metody zostata zweryfikowana z uzyciem danych rze-
czywistych. Analiza uzyskanych rezultatéw potwierdzita ich poprawno$¢ zaréwno w za-
kresie interpretacji poszczegdlnych skupien, jak i wynikéw otrzymanych na przyktadach
nowych klientéw. Wyraznie mozna bylo zauwazy¢, iz w sktad poszczegélnych skupien
zaliczone zostaly jednostki podobne z punktu widzenia operatora, a niekoniecznie
rodzaju reprezentowanej przez nie branzy. Przyktadowo, firmy typu ochrona-monitoring
ulokowaly sie pojedynczo w wielu réznych skupieniach, a w przeciwienstwie, jednostki
transportowe praktycznie skupily si¢ w nielicznych skupieniach, zwlaszcza jednym,
w ktérym stanowily polowe jego licznosci. Jedno ze skupien zawieralo swoiste ,zbio-
rowisko” réznorodnych jednostek, natomiast inny obejmowat firmy ,zaniedbane”, dla
ktérych nie wynegocjowano dotychczas korzystnych warunkéw uméw. Najwazniejsza
wielkoScig stanowigcg o skupianiu sie jednostek byla warto$é Sredniego przychodu
na karte SIM, a w dalszej kolejnosci liczba kart SIM, i wreszcie staz w sieci. Takze
rozklad licznosci skupien byt zbiezny z oczekiwaniami. Dwa duze zawieraly 27% i 23%

2 Warto w tym miejscu wspomnieé, iz w literaturze czasem rekomenduje si¢ dla potrzeb procedury
klasyfikacji (podsekcja 2.4) metody wyznaczania warto$ci parametru wygladzania estymatora jadrowego
oparte na kryterium minimalizacji btedu klasyfikacji (por. [10] — podrozdzial 2.4), odmienne od ogdlnie
stosowanych, wykorzystujacych kryterium scatkowanego btedu sredniokwadratowego (por. [11] - podrozdziat
3.1.5). Tych pierwszych nie da sie jednak uzy¢ do algorytmu analizy skupien (podsekcja 2.3). W prezento-
wanych badaniach konsekwentnie stosowane byly zatem metody wykorzystujace kryterium scatkowanego
bledu Sredniokwadratowego. W przeciwnym bowiem przypadku, uzycie réznych kryteriow (a zatem réznych
warto$ci parametru wygladzania, czyli w konsekwencji takze réznych estymatoréw jadrowych f) do wyzna-
czania wzorcow poszczegdlnych klas za pomocg algorytmu analizy skupien, po czym do dokonywanej na
podstawie tych wzorcéw klasyfikacji, mogloby w praktyce skutkowaé trudnymi do przewidzenia rezultatami.
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i kolejne dwa o $redniej wielko$ci 14% i 7% elementéw poczatkowej bazy — byly to
elementy o typowych charakterystykach. Reszta skupien zawierata mniej niz 3%, naj-
czeSciej nietypowych, specyficznych firm. Takze konczace proces weryfikacji przyktady
wynikéw uzyskiwanych dla nowych klientéw dawaly wskazania wtasciwych - z punktu
widzenia ich specyfiki i uwarunkowan operatora — propozycji rabatéw i upustéw.

Instytut Badavi Spotecznych, PAN
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METODA WSPOMAGANIA STRATEGII MARKETINGOWEJ OPERATORA TELEFONII KOMORKOWEJ
Streszczenie

Przedmiotem prezentowanych badan jest zadanie wspomagania decyzji w zakresie wyznaczania strategii
postepowania wobec klienta korporacyjnego — abonenta sieci telefonii komérkowej. Badania przeprowadzono
na rzeczywistej bazie danych, uzyskanej od jednego z polskich operatoréw sieci GSM. Wzmiankowana
strategia zostala okres$lona z zastosowaniem metodyki statystycznych estymatoréw jadrowych, wykorzysty-
wanej tu do zagadnien wykrywania elementéw nietypowych (odosobnionych), analizy skupien (klasteryzacji)
i klasyfikacji. Z kolei elementéw logiki rozmytej uzyto do oceny mozliwych do zaproponowania kombinacji
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znizek, natomiast teoria preferencji rozmytych zostata zastosowana przy wyznaczaniu wariantu postgpowania
jak najkorzystniejszego dla operatora w sensie maksymalizacji spodziewanego zysku.

Stowa kluczowe: analiza i eksploracja danych, techniki informacyjne, analiza systemowa, strategia
marketingowa, rynek telefonii komérkowej, statystyczne estymatory jadrowe, logika rozmyta.

A METHOD FOR SUPPORTING THE MARKETING STRATEGY
OF A MOBILE PHONE NETWORK PROVIDER

Summary

The subject of the research presented in this paper is the task of decision support concerning strategy
of behavior towards a corporate client — a mobile phone network subscriber. Investigations were carried out
on a real database made available by one of the Polish GSM network operators. This strategy was defined
with the statistical kernel estimators methodology, applied to the problem of discovering atypical elements
(outliers), clustering and classification. In turn, elements of fuzzy logic were used to assess different possible
combinations of discounts to offer, while the theory of fuzzy preferences was applied in selecting the most
advantageous - in the sense of maximizing expected profit — variant of behavior for the operator.

Key words: data analysis and mining, information technology, systems analysis, marketing strategy,
mobile phone market, statistical kernel estimators, fuzzy logic.
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ESTYMACJA UOGOLNIONEJ WARIANCIJI
WYBRANYCH ROZKEADOW WIELOWYMIAROWYCH

1. WPROWADZENIE

Potrzeba stosowania metod statystyki wielowymiarowej wystepuje w wielu dzie-
dzinach nauki. Podstawowym zalozeniem wigkszos$ci metod wielowymiarowej analizy
statystycznej jest to, ze proba pochodzi z populacji o wielowymiarowym rozktadzie
normalnym. Celem pracy jest przedstawienie problemu estymacji uogélnionej warian-
¢ji, czyli wyznacznika macierzy kowariancji, w przypadku obserwacji pochodzacych
z populacji o rozktadzie wielowymiarowym niekoniecznie normalnym. Przedstawiono
tzw. G-estymator uogélnionej wariancji otrzymany przez Girko w oparciu o twierdzenia
graniczne dla wyznacznikéw losowych przy bardzo ogélnych zatozeniach dotyczgcych
rozktadu wektora losowego [np. 4, 5, 6]. Wlasnosci G-estymatora zostaly zbadane za
pomocg eksperymentéw symulacyjnych.

2. UOGOLNIONA WARIANCJA

Koncepcja wariancji, jako miary koncentracji rozktadéw jednowymiarowych, moze
by¢ rozszerzona na przypadek rozkladéw wielowymiarowych na dwa sposoby: jako
obiekt geometryczny zwany elipsoida koncentracji oraz jako miara liczbowa, ktéra
nazywa si¢ uogélniong wariancja.

Niech E bedzie m wymiarowym wektorem losowym o wektorze wartosci oczeki-

> > > T

wanych a = E£ i macierzy kowariancji R, = E(.ﬁ3 - a)(f — a) . Wyznacznik macierzy
kowariancji nazywa sie¢ uogdélniong wariancjg wektora &£. R

Niech xi, ..., x,, beda niezaleznymi obserwacjami wektora losowego & i niech

n n
_ - T N | . ~ 1 . ,

A= igl(xi —X)(x; — X)', gdzie x = ﬁiglxi. Macierz R,, = -—7A nazywa si¢ préb-
kowa macierza kowariancji. Jezeli préba pochodzi z rozktadu normalnego N, (a, Ry;,),
to R, jest nieobcigzonym estymatorem parametru R,,. Probkowa macierz kowarian-

¢ji ma rozklad Wisharta z n — 1 stopniami swobody i macierza kowariancji ﬁRm
[np. 2, 8, 9].

Jezeli wyktadnik funkcji gesto$ci wielowymiarowego rozktadu normalnego
(x —a)'R, '(x — a) przyréownamy do pewnej stalej ¢, to tak otrzymane réwnanie
jest réwnaniem elipsoidy w m wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Zmieniajgc ¢
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otrzymuje sie rodzing elipsoid o wspdlnym $rodku w punkcie a, ktére nazywa sie¢
elipsoidami koncentracji. Pierwsza osig gléwna kazdej z elipsoid nazywa si¢ prostg
przechodzacg przez $rodek elipsoidy oraz przez punkt najbardziej od tego $rodka odda-
lony. Dtugo$¢ pierwszej osi gléwnej jest réwna 2\/@, gdzie A1 oznacza najwiekszg
warto$¢ wilasng macierzy R,,, natomiast jej kierunek okreslony jest przez kosinusy
kierunkowe unormowanego wektora wlasnego «; odpowiadajacego wartosci wlasnej
A1. Druga oS okreslona jest przez wektor wlasny odpowiadajacy drugiej co do wielkosci
warto$ci wlasnej macierzy R, itd.

W analizie wielowymiarowej wiele statystyk mozna interpretowaé za pomocg
objetosci, sg one odpowiednikami odleglosci, z ktérymi mamy do czynienia w przy-
3 c3 (R, |2
F(%m + 1>
¢ > 0. Jezeli wiec poréwnuje sie tylko objetosci elipsoid koncentracji dwoch rozktadéw,
to jest to réwnowazne z poréwnaniem ich uogdlnionych wariancji.

Analogicznie do uogélnionej wariancji, uogélniong wariancjg z préby nazywa sie
wyznacznik macierzy R,,.

Podamy geometryczng interpretacje prébkowej uogélnionej wariancji. Niech
t,=x,—x,i=1,..,ni

padku jednowymiarowym. Objeto$¢ dowolnej elipsoidy jest réwna gdzie

Wspoéltrzednymi wektora y; sg i-te sktadowe wektoréw ty, ..., t,. Wtedy A = YIY
i a; = y]y, jest kwadratem dlugosci wektora y;, a a; = y[y; jest iloczynem dlugosci
wektoréw y; iy; przez kosinus kata miedzy nimi. Rozwazmy réwnolegtoscian zbudowany
na tych m wektorach. Dla m = 2 bedzie to réwnoleglobok zbudowany na wektorach
y1 1y, dla m = 3 otrzymuje sie rownolegloscian zbudowany na wektorach yy, v, y3
itd. Dla dowolnego m jest to figura ograniczona parami réwnoleglych (2 — 1) wymia-
rowych hiperptaszczyzn, z ktérych jedna zawiera m — 1 wektoréw sposrod yy, ..., ¥,
a druga, réwnolegla do niej, przechodzi przez koniec pozostalego wektora. Wyznacznik
macierzy A, tj. |[A| = ‘(n — l)lim’ =m—-D" ‘ R, ’ jest rowny kwadratowi objetosci tak
utworzonego réwnolegtoscianu [1].

Przedstawimy teraz interpretacje geometryczng |A| wykorzystujac wektory

2
1

n

ti, ..., t,, ktore s3 punktami przestrzeni m wymiarowej. Gdy m = 1, to |A|= D]t

i=1
czyli wyznacznik macierzy A jest rowny sumie kwadratéw odleglosci tych punktéw od
poczatku uktadu wspoétrzednych. W ogdlnym przypadku wyznacznik macierzy A jest
rowny sumie kwadratow objetosci wszystkich réwnolegtoscianéw zbudowanych na m
wektorach wybranych sposrdd ty, ..., t,,. Biorac pod uwagg, ze t; = X, — X otrzymu-
jemy, ze probkowa uogdlniona wariancja ‘ R,, | jest proporcjonalna do sumy kwadratéw
objetosci wszystkich réwnolegloscianéw utworzonych w nastepujacy sposéb: wektorami
tworzacymi kazdy réwnolegloscian jest m wektoréw, ktérych wspélnym poczatkiem
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jest punkt %, a konce znajdujg sie w m punktach sposréd xi, ..., x,,. Wspoétczynnik
proporcjonalnos$ci wynosi ﬁ.

Uogo6lniona wariancja z proby pochodzacej z populacji o rozktadzie normalnym ma
R
taki rozktad jak zmienna ﬁ pomnozona przez iloczyn m niezaleznych zmiennych,
z ktérych i-ta ma rozktad y2 z (1 —i) stopniami swobody (i = L ..., m) (por. [ 8]).
Dla m =1 lub m = 2 mozna otrzymaé dokladny rozktad ‘Rm , jednak dla wiek-
szych warto$ci m jest on coraz bardziej skomplikowany i trudniej powiedzie¢ co$
o jego wiasnosciach, dlatego wygodniej postugiwaé si¢ rozkladem asymptotycznym.
Jezeli R,, jest probkowa macierza kowariancji o wymiarach m X m i (n - 1) stopniach
swobody otrzymang z proby z rozktadu normalnego N,,(a, R,,), to zmienna losowa
R
Vi1 Ral
R, |
i wariancjg 2m [1].
Nieobcigzony estymator wyrazenia In |R,,| ma postac:

ln‘f{m ‘ - f:f”(n > i) + mlnnT_l, gdzie ¥(x) = dlnTF(x)

— 1) ma rozktad asymptotycznie normalny z warto$cig oczekiwang zero

(por. [ 8]).

3. G-ESTYMATOR UOGOLNIONEJ WARIANCJI

W wiekszosci przypadkéw doktadne rozktady wyznacznikéw macierzy losowych
sa nieznane albo majg skomplikowang postaé, dlatego poszukuje sie ich rozktadow
granicznych. W tradycyjnym podejSciu przyjmuje sie, ze wymiar wektora losowego jest
staly (m = const) i bada sie wlasnosci estymatoréw, gdy n dazy do nieskonczonosci.
Girko w swoich pracach [np. 3, 4, 5, 6] rozwaza ogdlniejszy przypadek, kiedy wraz
ze wzrostem liczby obserwacji réwniez liczba sktadowych wektora losowego dazy do
nieskonczonosci, przy czym faktycznie m zalezy od n, co zaznaczymy stosujac ozna-
czenie m,,. Liczby m,, i n spelniajg nastepujacy tzw. G-warunek:

m
lim —* = const < oo.
n— oo
Przy powyzszym zalozeniu rozwazany jest nast¢pujacy problem: przy odpowiednim
doborze statych normujacych a,,, b,, znalez¢é warunki zbieznosci, a takze ogdlng postaé
rozkltadéw granicznych dla ciggu zmiennych losowych

In|E, | —
W, n=12,.., (1)

n

gdzie &, = [El(j”)] jest kwadratowa macierza losowa stopnia n.
W GSA (General Statistical Analysis) zaklada sie, ze elementy macierzy Z, sg
niezalezne 1 majg niektore jednakowe wtasnosci. W dowodach twierdzen granicznych

wykorzystuje sie miedzy innymi metode przeksztalcen ortogonalnych. Polega ona na
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tym, ze wyznacznik macierzy E,, przedstawia sie w postaci iloczynu zmiennych loso-
wych, co pozwala na uogélnienie teorii sumowania zmiennych losowych dla logarytmu
wyznacznika macierzy losowej.

Ponizej przedstawione sg dwa twierdzenia, ktore sg podstawg konstrukcji estyma-
tora uogélnionej wariancji [5].

Przy pewnych zalozeniach dotyczacych elementéw macierzy losowej E,, zachodzi
nastepujace centralne twierdzenie graniczne dla wyznacznikéw losowych:

Twierdzenie 1. Niech dla kazdej wartosci n elementy losowe Eﬁ;‘), i,j=1,..n

macierzy E, bedg niezalezne, E.‘fﬁ;’) =0, D.‘fﬁ;‘) =1, E(.‘Eﬁ-j"))4 = 3, dla pewnego 6 >0

4+5

S(n)

n i,j=1,.

Wtedy

=2
—n

; P{ln — In(n — D! } 1 fﬁy;d
nots /2Inn T

Dla zmiennej CL ln‘ R,,
n

wielkich liczb i centralne twierdzenie graniczne.

Twierdzenie 2. Niech 1, wymiarowe wektory x, ..., x,, dla kazdego n > m,, beda
niezalezne, majg jednakowe rozktady o wektorze warto$ci oczekiwanych a i nieosob-
liwej macierzy kowariancji Ry,,, dla pewnego 6 > 0

sup  sup E‘ 410 oo )

U‘
noi=1,.., n

—_

gdzie x; sa sktadowymi wektora X; = R, 2 (x; —a),

lim (n —m,) = o, hmmT— 1 3)

n — co n — oo

li dla kazdej wartosci n > m,, wektory losowe X; beda niezalezne.
Wtedy

(n— 1D"™n

phmc{lnR |+ IA;”",I(n—m,,)_ln‘R

m, } =0, “4)
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gdzie A" =nln—1D..(n—m+1 a {c,} jest pewnym ciagiem takim, ze
im Lint —
nlimoocfl Iny—= i, 0.

Jezeli ponadto

E()EU)4 =3 dai= 1""’n’j = 13---7mns (5)
to
: O VA
e |
anmP m <X[ = m e y. ( )
—2Inl1 — e

Z twierdzenia 2 wynika, ze jesli spelnione sg warunki (2) i (3), to za estymator
wielkosci In |R,, | mozna przyjac

(n— 1)™n )>’ )

G<ﬁmn> - m( ﬁmn Al (n—m,

Przy czym, jezeli spelniony jest warunek (5), to zachodzi centralne twierdzenie
graniczne (6). G(Rm ) nazywa si¢ G-estymatorem uogélnionej wariancji.
Twierdzenie 2 mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy n > m,, lim (n—m,)< o,
n — co

—m, -
lim n o= 1.

n — co

4. PRZYKEADY SYMULACYJNE

W celu zbadania wlasnosci G-estymatora przeprowadzone zostaly eksperymenty
symulacyjne.

Niech wektor losowy (Xj, ..., X;,) bedzie p wymiarowa zmienng losowa o rozktadzie
normalnym N, (a, R). Wedlug tego rozktadu wygenerowano n wektoréw i na ich pod-
stawie wyznaczono warto$¢ estymatora G(R) oraz klasycznego estymatora najwickszej
wiarogodnosci In|R. Eksperymenty realizowano dla k = 10000 powtérzen. Obliczone
zostaly Srednie warto$ci estymatoréw oraz bledy Sredniokwadratowe. Obliczenia wyko-
nano dla réznych wartosci p, n, In |R|, a=0.

Nastepne eksperymenty, analogiczne, zostaly przeprowadzone dla innych niz
normalny rozkladéw wielowymiarowych: rozkladu #-Studenta, rozktadéw Pearsona,
wyktadniczego, Laplace’a, Weibulla, Beta.

Wyniki przedstawione sg w tablicach 1-7. Na ich podstawie widaé, ze estyma-
tor In|R| ze wzrostem liczebnosci préby dazy do warto$ci szacowanego parametru
monotonicznie, ale o wiele wolniej niz G-estymator. G(R) stosunkowo szybko osiaga
wartoSci bliskie In |R| i, w przypadku rozktadu normalnego, oscyluje w otoczeniu rze-
czywistej warto$ci parametru przyjmujac warto$¢ wicksza badz mniejsza niz In |R|. Dla
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ustalonego p wartosci btedéw Sredniokwadratowych obu estymatoréw ze wzrostem n
przyjmujg zblizone warto$ci. Dla malych n biad $redniokwadratowy G-estymatora jest
zdecydowanie mniejszy.

Dla rozktadéw innych niz wielowymiarowy rozktad normalny estymator G(R) ma
podobne wtasnosci jak w przypadku N,,.

Eksperymenty pokazaly, Ze estymator uogdlnionej wariancji, otrzymany za pomocg
metodologii GSA daje bardzo dobre oszacowanie i mozna go stosowaé nawet wtedy,
gdy préba losowa nie jest zbyt liczna.

Ze wzgledu na swoje wlasno$ci G-estymatory znajduja z powodzeniem zastoso-
wanie w zagadnieniach praktycznych [7].

Tabela 1
Wlasnosci estymatoréw G(R) i In| R/| dla p wymiarowego rozkladu normalnego
Srednia wartosé Biad
Wartos¢ Wymiar Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
parametru wektora préby
In [R| P " G(R) in|R| BSK(G(R)) Bsk(in|R)
5 1,476 0,678 1,594 2,445
10 1,583 1,242 0,534 0,668
20 1,605 1,445 0,227 0,253
30 1,613 1,509 0,147 0,157
1,609 2
40 1,606 1,529 0,110 0,116
50 1,610 1,548 0,085 0,089
70 1,608 1,564 0,059 0,061
100 1,611 1,581 0,041 0,042
5 1,643 -0,255 3,342 8,093
10 1,902 1,176 0,871 1,462
20 1,937 1,609 0,356 0,469
30 1,948 1,736 0,223 0,267
1,946 3
40 1,944 1,787 0,162 0,188
50 1,944 1,820 0,129 0,145
70 1,948 1,860 0,090 0,097
100 1,938 1,877 0,062 0,067
8 2,182 -0,697 2,810 12,339
10 2,295 0,239 1,750 6,398
20 2,392 1,531 0,628 1,380
30 2,391 1,845 0,398 0,704
2,398 5
40 2,385 1,984 0,271 0,442
50 2,386 2,070 0,220 0,327
70 2,402 2,180 0,152 0,199
100 2,394 2,240 0,104 0,129
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cd. tabeli 1
Srednia warto$¢ Btad
Wartos¢ Wymiar Liczebnos¢ estymatora sredniokwadratowy
parametru wektora proby
In |R| P n G(R) inlR]| BSK(G(R)) BsK(In| R )
12 2,621 -5,647 5,499 80,867
20 3,013 -0,587 1,556 14,740
30 3,020 0,858 0,856 5,635
3,045 10 40 3,054 1,506 0,591 2,959
50 3,039 1,831 0,466 1,938
70 3,034 2,196 0,316 1,036
100 3,045 2,460 0,216 0,546
18 3,165 -8,313 4,655 142,579
20 3,289 -6,102 3,335 94,257
30 3,393 -1,744 1,462 28,269
3,434 15 40 3,419 -0,157 0,992 13,891
50 3,418 0,669 0,733 8,375
70 3,427 1,545 0,505 4,073
100 3,437 2,158 0,336 1,965
23 3,418 -12,662 5,113 273,175
30 3,658 -6,331 2,420 103,311
40 3,704 -2,969 1,484 46,137
3,714 20
50 3,708 -1,331 1,058 26,505
70 3,704 0,310 0,699 12,282
100 3,703 1,420 0,447 5,706
28 3,611 -17,154 5,690 450,197
30 3,761 -14,134 4,262 330,611
40 3,879 -7,250 2,070 127,103
3,932 25
50 3,892 -4,316 1,449 69,476
70 3,925 -1,496 0,918 30,380
100 3,924 0,320 0,586 13,635

Zrodto: obliczenia whasne.
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Tabela 2
Wiasnosci estymatoréw G(R) i In|R| dla p wymiarowego rozktadu Studenta
Liczba Srednia wartos¢ Blad
stopni Wartos¢ Wymiar Licze,bn(’éé estymatora $redniokwadratowy
swobody parametru | wektora préby
v In[R| p n GMR) | /Rl | Bsk(G®) | Bsk(in|R])
5 0,376 -0,422 2,283 3,315
10 0,585 0,244 0,904 1,175
20 0,691 0,531 0,453 0,517
30 0,718 0,613 0,320 0,350
6 0,811 2
40 0,738 0,660 0,242 0,259
50 0,758 0,697 0,190 0,201
70 0,771 0,727 0,139 0,144
100 0,772 0,742 0,102 0,105
8 0,955 -1,924 5,535 19,995
10 1,201 -0,855 3,739 11,362
20 1,540 0,679 1,713 3,294
6 2,027 5 30 1,674 1,127 1,153 1,838
40 1,743 1,343 0,873 1,261
50 1,795 1,479 0,717 0,964
70 1,848 1,625 0,519 0,649
100 1,888 1,734 0,379 0,446
12 1,592 -6,676 15,235 124,320
20 2,586 -1,013 6,237 29,766
30 2,987 0,826 3,974 13,258
6 4,055 10 40 3,170 1,621 2,973 8,111
50 3,327 2,120 2,324 5,538
70 3,491 2,652 1,661 3,309
100 3,643 3,067 1,198 2,003
5 0,082 -0,717 1,822 2,787
10 0,209 -0,132 0,653 0,822
20 0,247 0,087 0,291 0,329
15 0.286 5 30 0,259 0,154 0,190 0,206
40 0,273 0,196 0,137 0,145
50 0,270 0,209 0,113 0,119
70 0,278 0,234 0,078 0,081
100 0,280 0,250 0,055 0,056




Estymacja uogdlnionej wariancji wybranych rozktadéw wielowymiarowych 143

cd. tabeli 2
Liczba B ) ) » Srednia wartos¢ Blad
stopni Wartos¢ Wymiar | Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
parametru | wektora proby
swobody In IR . . . .
v n|R| v n GR) | mlR| | Bsk(GR) | Bsk(n|R)
8 0,270 -2,608 3,543 14,392
10 0,400 -1,655 2,271 7,793
20 0,569 -0,293 0,930 1,925
30 0,611 0,064 0,567 0,980
15 0,716 5
40 0,638 0,238 0,426 0,648
50 0,664 0,348 0,341 0,473
70 0,676 0,454 0,237 0,303
100 0,689 0,535 0,164 0,196
12 0,365 -7,903 7,838 93,831
20 0,965 -2,634 2,438 16,818
30 1,118 -1,044 1,567 7,592
15 1,431 10 40 1,180 -0,368 1,125 4,300
50 1,221 0,014 0,861 2,825
70 1,275 0,436 0,627 1,592
100 1,320 0,745 0,419 0,877
5 -0,022 -0,820 1,718 2,611
10 0,088 -0,253 0,583 0,733
20 0,120 -0,039 0,253 0,284
30 0,122 0,018 0,165 0,180
30 0,138 2
40 0,128 0,051 0,122 0,130
50 0,130 0,069 0,095 0,100
70 0,132 0,088 0,067 0,070
100 0,133 0,103 0,047 0,048
8 -0,008 -2,886 3,133 13,448
10 0,146 -1,909 1,985 7,028
20 0,271 -0,590 0,745 1,613
30 0,313 -0,234 0,475 0,809
30 0,345 5
40 0,310 -0,090 0,350 0,538
50 0,333 0,017 0,263 0,371
70 0,321 0,099 0,186 0,247
100 0,335 0,181 0,133 0,160
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cd. tabeli 2
Liczba B ) ) » Srednia wartos¢ Blad
stopni Wartos¢ Wymiar | Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
swobody parametru | wektora proby
v In |R| r n GR) | mlR| | Bsk(GR) | Bsk(nlRI)
12 0,010 -8,258 6,474 86,086
20 0,438 -3,161 1,993 16,762
30 0,531 -1,630 1,145 6,502
30 0,690 10 40 0,567 -0,981 0,822 3,600
50 0,599 -0,609 0,628 2,306
70 0,627 -0,211 0,442 1,251
100 0,641 0,066 0,304 0,691
Zrédlo: obliczenia wiasne.
Tabela 3

Whasnosci estymatorow G(R) i In|R| dla p wymiarowych rozkladéw Pearsona

5 » ) ) 5 Srednia wartos¢ Btad
Warto$¢ Wartos$¢ Wymiar | Liczebno$é estymatora sredniokwadratowy
parametru | parametru | wektora proby
b1 In |R| p n GR | mlR| | Bsk(G®R) | Bsk(mlR])
5 -0,104 -0,902 1,582 2,385
10 -0,023 -0,364 0,530 0,662
20 -0,006 -0,165 0,232 0,259
30 -0,007 -0,112 0,148 0,160
0,2 0 2
40 -0,001 -0,078 0,108 0,114
50 0,001 -0,060 0,085 0,088
70 -0,002 -0,046 0,059 0,061
100 -0,005 -0,035 0,041 0,042
5 -0,290 -2,188 3,378 8,079
10 -0,039 -0,764 0,874 1,456
20 -0,003 -0,324 0,352 0,457
30 -0,004 -0,216 0,219 0,266
0,2 0 3
40 -0,003 -0,159 0,159 0,184
50 0,000 -0,124 0,128 0,143
70 0,001 -0,086 0,092 0,099
100 -0,001 -0,062 0,062 0,066
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cd. tabeli 3
Srednia warto$¢ Blad
Warto$§¢ Wartos¢ Wymiar | Liczebno$é estymatora éredniokwadratowy
parametru | parametru | wektora proby

B In [R| 14 n GR) | mlRl | Bsk(GR) | Bsk(imlRI)
10 -0,080 -2,136 1,735 6,290
20 -0,006 -0,868 0,637 1,390
30 -0,002 -0,549 0,389 0,690
0,2 0 5 40 -0,008 -0,408 0,275 0,441
50 -0,001 -0,317 0,215 0,316
70 -0,002 -0,224 0,150 0,200
100 -0,001 -0,155 0,104 0,128
5 -0,120 -0,918 1,629 2,457
10 -0,028 -0,369 0,543 0,679
20 -0,010 -0,169 0,232 0,261
0.4 B 5 30 -0,002 -0,106 0,147 0,156
40 -0,005 -0,083 0,107 0,114
50 0,003 -0,059 0,085 0,089
70 -0,002 -0,046 0,060 0,062
100 -0,004 -0,035 0,040 0,042
5 -0,328 -2,226 3,409 8,255
10 -0,052 -0,778 0,877 1,481
20 -0,011 -0,339 0,358 0,472
0.4 0 3 30 -0,002 -0,214 0,226 0,272
40 0,000 -0,157 0,163 0,187
50 0,002 -0,122 0,128 0,143
70 0,006 -0,082 0,089 0,096
100 0,000 -0,061 0,062 0,066
10 -0,101 -2,156 1,763 6,402
20 -0,023 -0,884 0,648 1,429
30 -0,003 -0,550 0,395 0,697
0,4 0 5 40 0,003 -0,397 0,280 0,438
50 -0,009 -0,325 0,219 0,325
70 -0,002 -0,224 0,155 0,205
100 -0,007 -0,161 0,104 0,130
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cd. tabeli 3
Srednia warto$¢ Blad
Warto$§¢ Wartos¢ Wymiar | Liczebno$é estymatora éredniokwadratowy
parametru | parametru | wektora proby
B In [R| 14 n G® | mlR| | Bsk(GWR) | Bsk(m|R])
5 -0,315 -1,113 2,514 3,654
10 -0,067 -0,408 0,730 0,892
20 -0,011 -0,170 0,268 0,297
| 0 5 30 0,003 -0,101 0,163 0,173
40 0,009 -0,069 0,114 0,118
50 0,007 -0,055 0,091 0,094
70 0,012 -0,032 0,063 0,064
100 0,011 -0,020 0,043 0,043
5 -0,601 -2,498 4,901 10,781
10 -0,108 -0,834 1,163 1,846
20 0,001 -0,327 0,407 0,514
30 0,003 -0,209 0,245 0,289
! 0 3 40 0,006 -0,151 0,178 0,200
50 0,012 -0,112 0,134 0,146
70 0,016 -0,072 0,095 0,099
100 0,012 -0,049 0,064 0,067
10 -0,198 -2,254 2,273 7,312
20 -0,011 -0,872 0,729 1,490
30 -0,002 -0,549 0,434 0,736
1 0 5 40 0,016 -0,384 0,304 0,451
50 0,016 -0,300 0,234 0,324
70 0,023 -0,200 0,163 0,203
100 0,021 -0,133 0,107 0,124

Zrodto: obliczenia whasne.
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Tabela 4

Wlasnosci estymatoréw G(R) i In|R| dla p wymiarowego rozkladu wykladniczego z parametrem 4 = 1

Srednia warto$é Btad
Wartos¢ Wymiar Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
parametru wektora préby
In |R| r " GR) | mlR| BSK(G(R)) Bsk(in|R )
5 -0,795 -1,594 3,618 5,525
10 -0,437 -0,778 1,604 2,018
20 -0,241 -0,400 0,761 0,863
30 -0,157 -0,261 0,497 0,540
0 2 40 -0,123 -0,200 0,381 0,406
50 -0,105 -0,166 0,325 0,341
70 -0,075 -0,119 0,221 0,230
100 -0,052 -0,083 0,153 0,157
5 -1,335 -3,232 7,213 15,878
10 -0,648 -1,374 2,559 4,026
20 -0,354 -0,682 1,198 1,538
30 -0,263 -0,475 0,794 0,951
0 3 40 -0,197 -0,353 0,592 0,678
50 -0,169 -0,293 0,471 0,529
70 -0,114 -0,202 0,342 0,370
100 -0,085 -0,146 0,236 0,250
8 -1,488 -4,366 7,475 24,327
10 -1,137 -3,192 5,208 14,106
20 -0,591 -1,452 2,193 3,952
30 -0,423 -0,970 1,434 2,195
0 > 40 -0,334 -0,734 1,049 1,477
50 -0,261 -0,577 0,832 1,097
70 -0,195 -0,417 0,580 0,716
100 -0,140 -0,294 0,414 0,481

Zrédlo: obliczenia wlasne
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Tabela 5

Wiasnosci estymatoréw G(R) i In|R| dla p wymiarowego rozkladu Laplace’a z parametrem 4 = 1

» ) ) . Srednia warto$é Btad
Wartos¢ Wymiar Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
parametru wektora préby
In |R| r " GR) | mlR| BSK(G(R)) Bsk(in|R )
5 0,845 0,046 2,750 4,252
10 1,127 0,786 1,082 1,375
20 1,250 1,091 0,512 0,580
30 1,300 1,204 0,339 0,368
1,386 2
40 1,321 1,244 0,245 0,261
50 1,328 1,266 0,194 0,205
70 1,351 1,307 0,142 0,147
100 1,355 1,325 0,098 0,101
5 1,160 -0,737 5,399 12,485
10 1,701 0,975 1,751 2,827
20 1,887 1,559 0,760 0,994
30 1,944 1,732 0,518 0,620
2,079 3
40 1,982 1,826 0,378 0,433
50 1,996 1,872 0,304 0,340
70 2,011 1,923 0,218 0,238
100 2,039 1,978 0,152 0,160
8 2,574 -0,304 5,095 18,513
10 2,784 0,728 3,460 10,488
20 3,141 2,280 1,399 2,699
30 3,215 2,669 0,924 1,496
3,466 5
40 3,279 2,879 0,657 0,966
50 3,317 3,001 0,523 0,717
70 3,362 3,140 0,364 0,460
100 3,396 3,242 0,251 0,296

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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Tabela 6
Wlasnosci estymatoréw G(R) i In|R| dla p wymiarowego rozktadu Weibulla
Srednia warto$¢ Blad
Warto$é Warto$¢ Wymiar | Liczebno$é estymatora sredniokwadratowy
parametru | parametru | wektora proby

A In [R| r n GR) | mlR| | Bsk(GR) | Bsk(m|RI)
5 2,432 1,633 22,208 28,530
10 3,697 3,356 10,587 12,267
20 4,530 4,371 5,167 5,658
30 4,900 4,796 3,384 3,622

0,5 5,991 2

40 5,091 5,013 2,633 2,778
50 5,219 5,158 2,221 2,319
70 5,376 5,332 1,560 1,615
100 5,529 5,499 1,122 1,151
5 3,381 1,483 46,849 71,721
10 5,517 4,791 19,962 25,526
20 6,795 6,469 9,400 10,945
05 8,987 3 30 7,287 7,075 6,273 7,038
40 7,605 7,448 4,639 5,097
50 7,792 7,668 3,694 4,007
70 8,063 7,975 2,665 2,835
100 8,274 8,213 1,890 1,981
8 7,898 5,020 66,758 115,805
10 9,021 6,965 49,150 77,869
20 11,298 10,437 21,323 28,404
05 14,979 5 30 12,165 11,618 13,719 17,093
40 12,660 12,260 9,951 11,968
50 13,020 12,704 7,767 9,105
70 13,434 13,211 5,366 6,102
100 13,790 13,636 3,745 4,135
5 -3,221 -4,019 1,603 2,469
10 -3,118 03,459 0,572 0,715
20 -3,092 -3,251 0,246 0,276
2 3,078 2 30 -3,078 -3,182 0,157 0,168
40 -3,079 -3,157 0,116 0,122
50 -3,082 -3,144 0,098 0,103
70 -3,078 -3,122 0,067 0,068
100 -3,079 -3110 0,045 0,046
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cd. tabeli 6
» B ) ) B Srednia wartos¢ Blad
Warto$§¢ Wartos¢ Wymiar | Liczebno$é estymatora éredniokwadratowy
parametru | parametru | wektora proby
A In |R| r n G® | mlR| | Bsk(GWR) | Bsk(m|R])
5 -4.945 -6,842 3,364 8,207
10 —-4.658 -5,384 0,904 1,491
20 -4,631 -4,959 0,380 0,497
30 -4,637 -4,849 0,245 0,298
2 -4,617 3
40 -4,626 -4,783 0,180 0,208
50 -4,628 -4,753 0,142 0,160
70 -4,618 -4,706 0,101 0,109
100 4,622 -4,683 0,068 0,072
8 -7,947 | -10,825 2,888 12,624
10 -7,809 -9,865 1,857 6,552
20 -7,714 -8,575 0,684 1,458
30 -7,713 -8,259 0,423 0,742
2 -7,695 5
40 -7,712 -8,112 0,311 0,485
50 -7,702 -8,018 0,242 0,347
70 -7,704 -7,926 0,170 0,223
100 -7,702 -7,855 0,119 0,145
Zrédlo: obliczenia wiasne.
Tabela 7
Whasnosci estymatorow G(R) i In|R| dla p wymiarowego rozkladu Beta
Wartosci 5 ) ) » Srednia wartos¢ Blad
para- Wartos¢ | Wymiar | Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
h parametru | wektora proby
metréw In |R| . . . .
@ P n| p n G(R) mnlR| | Bsk(GR) | Bsk(nlR])
5 -4,063 -4,862 1,217 1,702
10 -4,040 -4,381 0,239 0,274
20 -4,090 -4,250 0,078 0,081
30 -4,108 -4,212 0,046 0,046
0.5, 0.5) -4,159 2
40 4,123 -4,196 0,031 0,030
50 -4,125 -4,187 0,024 0,024
70 -4,135 -4,178 0,017 0,016
100 -4,143 -4,173 0,011 0,011
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cd. tabeli 7
Wartosci » ) ) B Srednia wartos¢ Blad
para- Wartos¢ | Wymiar | Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
B parametru | wektora proby
metréw In |R| - - A A
@ B) n| p n G(R) R | Bsk(G(R) | Bsk(in|R])
5 -6,221 -8,118 2,704 6,238
10 -6,057 —-6,783 0,441 0,705
20 -6,125 —-6,453 0,134 0,167
30 -6,160 -6,372 0,074 0,086
0.5, 0.5) -6,238 3
40 -6,183 -6,340 0,051 0,059
50 -6,195 -6,320 0,039 0,044
70 -6,202 -6,290 0,026 0,027
100 -6,214 -6,275 0,017 0,018
8 -10,178 -13,056 1,977 8,997
10 -10,123 -12,178 1,064 4,161
20 -10,221 -11,082 0,273 0,711
30 -10,273 -10,820 0,145 0,308
0.5, 0.5) -10,397 5
40 -10,301 -10,701 0,096 0,179
50 -10,316 -10,631 0,070 0,119
70 -10,339 -10,562 0,046 0,069
100 -10,354 -10,508 0,031 0,041
5 -6,698 -7,496 3,216 4,696
10 -6,351 6,692 1,006 1,245
20 -6,236 -6,395 0,376 0,422
30 -6,217 -6,321 0,233 0,254
(2, 0.5) -6,171 2
40 -6,190 -6,267 0,163 0,172
50 -6,193 -6,255 0,128 0,135
70 -6,179 -6,222 0,087 0,090
100 -6,176 -6,206 0,060 0,061
5 -10,204 -12,101 6,350 13,545
10 -9,503 -10,229 1,543 2,429
20 -9,348 -9,676 0,579 0,747
30 -9,308 -9,520 0,344 0,411
2, 0.5) -9,256 3
40 -9,281 -9,438 0,247 0,280
50 -9,286 -9,410 0,190 0,213
70 -9,271 -9,359 0,130 0,140
100 -9,267 -9,328 0,087 0,092
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cd. tabeli 7
Wartosci » ) ) B Srednia wartos¢ Blad
para- Wartos¢ | Wymiar | Liczebnos¢ estymatora $redniokwadratowy
B parametru | wektora proby
metréw In |R| - - A A
@ B) n| p n G(R) R | Bsk(G(R) | Bsk(in|R])
8 -16,156 -19,034 5,067 17,549
10 -15,891 -17,947 2,989 9,124
20 -15,613 -16,474 1,049 2,111
30 -15,523 -16,070 0,587 0,991
(2, 0.5 -15,427 5
40 -15,493 -15,894 0,435 0,648
50 -15,480 -15,796 0,324 0,457
70 -15,454 -15,676 0,218 0,279
100 -15,444 -15,598 0,150 0,180
5 -5,818 -6,617 1,494 2,191
10 -5,749 -6,090 0,456 0,551
20 -5,757 -5,917 0,177 0,195
30 -5,760 -5,864 0,107 0,113
(1, 2) -5.781 2
40 -5,773 -5,850 0,081 0,085
50 -5,768 -5,829 0,063 0,065
70 -5,769 -5,812 0,043 0,044
100 -5,776 -5,806 0,030 0,031
5 -8,833 -10,730 3,189 7,402
10 -8,642 -9,368 0,732 1,216
20 -8,635 -8,963 0,282 0,366
30 -8,645 -8,857 0,168 0,201
(1, 2) -8,671 3
40 -8,647 -8,804 0,119 0,135
50 -8,650 -8,775 0,094 0,105
70 -8,660 8,748 0,065 0,070
100 -8,663 -8,724 0,044 0,047
8 -14,525 -17,403 2,589 11,294
10 -14,419 -16,475 1,551 5,642
20 -14,398 -15,259 0,501 1,149
30 -14,410 -14,957 0,290 0,543
(1, 2) -14,452 5
40 -14,424 -14,825 0,206 0,344
50 -14,425 -14,742 0,157 0,240
70 —-14,434 -14,656 0,112 0,153
100 -14,435 -14,588 0,075 0,093

Zrodto: obliczenia whasne.
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ESTYMACJA UOGOLNIONEJ WARIANCJI WYBRANYCH ROZKXADOW WIELOWYMIAROWYCH
Streszczenie

Uogdlniona wariancja, czyli wyznacznik macierzy kowariancji jest skalarng miara rozrzutu rozkla-
déw wielowymiarowych. Doktadny rozktad uogoélnionej wariancji znany jest tylko dla wektoréw losowych
o wielowymiarowym rozkladzie normalnym. Dla wektoréw losowych o duzych wymiarach przyjmuje on
skomplikowang postaé, co stanowi utrudnienie w zastosowaniach praktycznych.

W pracy przedstawiono tzw. G-estymator logarytmu uogdlnionej wariancji otrzymany na podstawie
twierdzen granicznych dla wyznacznikéw losowych i jego wlasnosci na przyktadach symulacyjnych dla
kilku wybranych rozkladéw wielowymiarowych.

Stowa kluczowe: uogélniona wariancja, wektor losowy, macierz kowariancji, wyznacznik losowy.

ESTIMATION OF GENERALIZED VARIANCE OF CHOSEN MULTIVARIATE DISTRIBUTION
Summary

Generalized variance i.e. the determinant of the covariance matrix is a scalar measure of multivariate
distribution dispersion. The exact distribution of the generalized variance is known only for multivariate
normal vectors. For random vectors in high dimensional spaces it has a complicated formula very troublesome
to apply.

An estimator of the logarithm of generalized variance derived with the help of limit theorems for
random determinants was presented as well as its properties in examples of chosen simulation multivariate
distributions.

Key words: generalized variance, random vector, covariance matrix, random determinant.
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