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Errata do nr 2/2009, tom 56

W artykule P. Kulczycki, K. Daniel, Metoda wspomagania strategii marketingowej ope-
ratora telefonii komorkowej powinno by¢:

1.s. 118 — w trzeciej i czwartej linii od dotu, ,podziatu zbioru danych — na przyktad
okreslonych w postaci proby losowej x1, x3, ..., X, — na podgrupy” zamiast: ,podziatu
zbioru danych - na przyktad okreslonych w postaci proby losowej x1, x2, ..., x,;; na
podgrupy”,

2. s. 119 — w koncowej czesci wzoru (5) k=0, 1, ..., zamiast k =1, 1, ...,

3. s. 120 - w czwartej linii my, my, ..., my, zamiast my, my, N T takze

fis fosoees f), zamiast fl,fz,...,fj,

4. na s. 133 - Instytut Badan Systemowych PAN, zamiast Instytut Badan
Spotecznych PAN, dwukrotnie w przypadku afiliacji obojga Autoréw.
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ESTYMACJA MIERNIKA EFEKTYWNOSCI TECHNICZNE]J
W RAMACH METODY DEA!

1. WSTEP

Podstawowym zastosowaniem metody DEA jest pomiar efektywnosci technicznej
jednostek gospodarczych, nalezacych do grupy obiektéw o zblizonej technologii, ktéra
jest reprezentowana przez zbiér mozliwosci produkcyjnych (zob. [1], [2]). Mozliwoéé
ustalenia poziomu efektywnosci technicznej dla kazdego obiektu z grupy pozwala utwo-
rzy¢ ranking tych jednostek oraz ustali¢ zrédla ewentualnego braku ich efektywnosci.
Gléwnymi zaletami metody DEA sg (zob. [6], s. 58):

- brak konieczno$ci parametrycznej specyfikacji zaleznosci taczacej naktady i pro-
dukty, czyli tzw. funkcji produkcji (dla jednego produktu) lub transformaty produkcji
(dla wielu produktéw, zob. [22]);

- mozliwo$¢ jej zastosowania nawet przy duzej liczbie naktadéw i produktéw;

- prostota obliczen (wykorzystanie programowania liniowego do obliczania war-
to$ci miernikow);

— warto$ci nakladéw i produktéw mogg by¢é wyrazone w réznych jednostkach,
co wiecej, zmiana jednostki danego czynnika (np. z kg na tone) nie ma wplywu na
warto$¢ miernika (tzw. niezmienniczo$¢ miary efektywnosci).

Nie mozna jednak zapomina¢ o jej zasadniczej wadzie, ktérg jest duza wrazliwo$é
na bledne lub niekompletne dane (zob. [6], s. 59). Wynika to z deterministycznego
charakteru metody, w ktérej miernik efektywnosci obiektu liczony jest wtasnie na
podstawie danych dotyczgcych naktadéw i produktéw wybranej grupy obiektéw. Co
wiecej, wybor owej grupy, jak i wybor naktadéw i produktéw uzytych do analizy, jest
czesto podyktowany dostepno$cig danych i zwykle nie ma pewnoSci, ze niosg one
wystarczajacg informacje o opisywanej przez nas technologii. W deterministycznej
wersji metody DEA posta¢ zbioru mozliwo$ci produkcyjnych, reprezentujacego tech-
nologie, rowniez wyznacza sie na podstawie dostepnych danych.

Zachodzi wiec potrzeba modelowania owej niepewnosci oraz jej pomiaru (np. za
pomocg miar rozproszenia, czy przedzialéw ufnosci). Jednoczes$nie, chcac zachowaéd
pierwszg z wymienionych zalet, chcielibySmy uniknaé specyfikacji konkretnej para-
metrycznej zalezno$ci miedzy naktadami a produktami. Celem niniejszej pracy jest
prezentacja i ilustracja (pierwsza na gruncie polskim) propozycji modelu statystycznego

I Praca wykonana w ramach badan statutowych finansowanych przez Uniwersytet Ekonomiczny
w Krakowie.
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spetniajagcego owe wymaganiaZ. W czesci 6smej pracy przedstawiono wlasnosci rozwa-
zanych estymatoréw dla matej préby w oparciu o symulacje. Nastepnie zastosowano
przedstawiong metodologie do analizy poziomu efektywnos$ci rzeczywistych obiektéw
produkcyjnych z polskiego sektora energetycznego.

2. METODA DEA

Rozwazamy grupe n jednostek produkcyjnych, o ktérych zaktadamy, ze:

- stosujg te samg technologie3,

- z p nakladéw wytwarzajg g produktow,

- dysponujemy danymi dotyczacymi ilosci tych naktadéw i produktéw dla kazdego
obiektu w grupie.

Obickty te mozna przedstawi¢ w postaci (x;,y;), i=1,..,n, gdzie
X, = [xll, ...,x{’] € Rf, oraz y;, = [y}, ...,yl.q] € RY , oznaczajg, odpowiednio, wielko$¢
naktadéw oraz produktéw i-tego obiektu#. Niech X,, = {(x;, y;), i = 1, ..., n} oznacza

zbiér tych obiektéw. Wspélna technologia reprezentowana jest za pomocg zbioru moz-
liwosci produkcyjnych:

T = {(x,y) € R % z x mozna wyprodukowa¢ y}. (2.1)
Dla dowolnego, ustalonego x € R% ;| zdefiniujemy tez pomocniczo zbiér:

T(x) = {y € R :(x,y) € T}. (2.2)

W deterministycznej wersji metody DEA zakladamy, iz zbiér mozliwosci produk-
cyjnych T mozna przedstawi¢, za pomocg dostepnych danych, w postaci>:

T(X,)=1(x,y) € RP{%y < Zﬁi Y, x = Eﬂi ‘X Zﬁi =1L, Vie{l,...n} 4, =0} (2.3)

i=1 i=1 i=1

Obiekt (x,, v,) € T nazywamy efektywnym technicznie wzgledem produktéw®, gdy
niemozliwe jest (w sensie przynalezno$ci do zbioru T) proporcjonalne zwiekszenie ilosci
jego produktéw vy, i jednocze$nie zachowanie iloSci jego naktadéw na dotychczasowym

2 Autorami tej propozycji modelowania niepewnosci na gruncie metody DEA jest zesp6t naukowcow
skupiony wokot prof. Leopolda Simara (zob. prace [5], [8], [9], [12], [20]).

3 Zalozenie to zapewnia mozliwo$¢ poréwnywania ze sobg tych jednostek np. pod wzgledem poziomu
efektywnosci technicznej. W zastosowaniach metody DEA staramy sie wiec, aby zalozenie to bylo, chociaz
w przyblizeniu, spelnione. Wybieramy grupy obiektéw z tej samej branzy, sektora albo bedace oddziatami
wigkszej jednostki gospodarczej (np. banku).

4R.o = R, U {0}

5 Zauwazmy, ze zbiér ten jest wypukly i domkniety, za$ T (x) jest wtedy ograniczony. Ponadto Vi € {1, ..., n}
(i, v) €T = T(X,).

6 W dalszym ciaggu pracy bedziemy uzywa¢ skréconej nazwy ,obiekt efektywny technicznie”. Istnieje
tez tzw. efektywnos$¢ techniczna wzgledem naktadéw (zob. np. [13]).
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poziomie x,. Miernikiem efektywnosci technicznej wzgledem produktéw dla obiektu
(X0, ¥o), gdzie y, # 0, jest’:

0 (xo, ¥o) = sup{0 € Ry: (x,, 0 - y,) € T}, 2.4)
za$ efektywny poziom produktéw tego obiektu to:

ya(xo) = e(xo: yo) * Yo- (2.5

Obiekt (x, y9(x)) jest nazywany wzorcem efektywnosci obiektu (x, y) i nie musi
by¢ obserwowany w rzeczywisto$ci.
W deterministycznej wersji metody DEA mozna tez zapisac:

0 (xo, yo) = sup{0 € R,: (x,, 0 - v,) € T(X,)}. (2.6)

Miernik efektywnosci technicznej ma nastepujace wlasnosci:

- niezmienniczo$¢ wzgledem przyjetych jednostek naktadéw i produktow;

-V (xp, ¥0) € T 0(xp, v0) = 1;

— (%, ¥o) € T jest efektywny technicznie & 0 (x,, v,) = 1.

Zwr6émy uwage, ze miernik ten jest liczony dla punktu ze zbioru T i zalezy od
tego zbioru. Moze przyjmowaé rézne wartoSci w zaleznoSci od wybranego obiektu
(x0, Vo). Jest to wiec lokalna charakterystyka technologii, ktéra obliczana jest zwykle
dla n obiektéw z analizowanej grupy X,,. Istota zastosowania metody DEA w tym
przypadku polega na rozwigzaniu n zagadnien optymalizacyjnych z zakresu progra-
mowania liniowego:

P1 0 (x;, y;)) = MAX
n

O(x;y;)y = Zlﬂj'yj’x = Zlﬂj'xj’ _Zlﬂj =1
J= J=

O(x,y,) = 0.4, = 0.dlaj = 1,...n.

W wyniku uzyskujemy miernik efektywnosci dla kazdego obiektu z grupy. Obiekty,
dla ktérych 6 (x;, y;) > 1 zostajg uznane za nieefektywne, gdyz nie spelniajg definicji
obiektu efektywnego technicznie wzgledem zbioru T zadanego wzorem 2.3. Sortujac
jednostki wzgledem niemalejgcej wartosci tego miernika mozna otrzymac ich ranking od
obiektéw efektywnych do najbardziej nieefektywnych. Co wiecej, interpretacja 0 (x;, v;)
dla jednostki nieefektywnej daje interesujace informacje o pozadanej strukturze pro-
duktéw tej jednostki, ktéra prowadzitaby do jej efektywnos$ci technicznej (zob. [21]).
Zwr6émy jednak uwage, ze miernik ten ma charakter wzgledny, tzn. efektywnosé
danego obiektu mierzona jest wzgledem wszystkich jednostek w grupie. Oznacza to
w szczegdlnosci, ze tak jak w przypadku zbioru mozliwosci produkcyjnych, warto§é
miernika zalezy od danych, ktérymi dysponujemy.

7 Supremum istnieje ze wzgledu na wlasnosci zbioru T (zob. przypis 5). Zapis y, # 0 oznacza, ze co
najmniej jedna wspétrzedna wektora y, jest niezerowa.
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3. MODEL STATYSTYCZNY

Podsumowujac niektére uwagi poczynione w cze$ci drugiej mozna wiec stwierdzié,
iz zmiana zbioru X, moze prowadzi¢ do zmiany postaci zbioru T'(X,). Tym samym
mogg zmieni¢ sie warto$ci miernikéw 6 (x;, y;), liczone w oparciu o ten wtasnie zbior.
Z sytuacjg taka mozemy mie¢ do czynienia, gdy np. cze$¢ danych okaze si¢ bledna
lub nieprecyzyjna, albo gdy zdobedziemy dodatkowe dane poszerzajgce dotychcza-
sowy zbiér X, o kolejne obiekty. W ramach metody DEA prébowano rozwazaé ten
problem na rézne sposoby. Poczawszy od tradycyjnej analizy wrazliwosci w ramach
programowania liniowego (zob. [3], [4]), poprzez r6znego typu modele parametryczne
i semiparametryczne (zob. [7], [14], [15]), az do modeli nieparametrycznych (zob. [5],
[9], [16], [20]). Zainteresowanie autoréw niniejszej pracy wzbudzita szczegélnie ta
ostatnia kategoria ze wzgledu na wyrazone we wstepie pragnienie zachowania dotych-
czasowych zalet metody DEA. Zalicza sie do nich m.in. liczenie miernika efektywnosci
gléwnie w oparciu o dost¢pne dane i unikanie stawiania, czesto arbitralnych, zalozen
o charakterze parametrycznym.

Wprowadzamy wiec odpowiedni model statystyczny (za pracami [5], [9] i [20]).
Definiujg go kolejne zalozenia, ktérych znaczenie bedzie pokrétce komentowane.

Zalozenie 1
O zbiorze T zaktadamy, iz:
— jest wypukty i domkniety,
— w przypadku braku naktadéw nie mozna niczego wyprodukowacs,
— spetnia warunek tzw. swobodnej dyslokacji naktadéw i produktow? tzn.:

Vizx, vyl y€T=>(kxy €T, 2.2)

- dla dowolnego, ustalonego x € R?  zbiér T(x) = {y € R1,:(xy) € T} jest
ograniczony.

Zalozenie 2

Prébe X, = {(X;, Y;), i =1, ..., n} charakteryzuje cigg niezaleznych wektoréw
losowych (X,Y,):R%{9 > T o tym samym rozkladzie i ggstosci (wzgledem miary
Lebesgue’a): fy(x,y): R = R, spelniajacej warunek: V(x, y) € T frx, y) > 0, za$
Vx,y) € T fr(x, y) = 0, czyli supp (fp) = T (no$nik funkcji).

Zbidr X, jest wigc préba losowa (prosta) jednostek produkcyjnych. Natomiast zbiér
mozliwosci produkcyjnych (7) jest nieznany!0, ale moze byé estymowany. Zwr6¢émy

8 Bardziej formalnie oznacza to, ze gdy x jest wektorem zerowym, natomiast y nie jest, to (x, ¥) nie
nalezy do zbioru 7.

9 Z ang. free disposal assumption. Nieréwnoéci miedzy wektorami sg tu rozumiane ,po wspoétrzed-
nych”.

10 Od tego momentu zbiér T nie moze by¢ utozsamiany ze zbiorem T (X),), jak to mialo miejsce w wersji
deterministycznej DEA. Wprowadzajac zal. 1 zachowujemy jednak jego wlasnosci zawarte w przypisie 5.
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uwage, iz przestrzenig obserwacji, czyli zbiorem potencjalnych realizacji, jest tutaj
R? 7. Nie mozemy bowiem wykluczy¢ zadnej realizacji z tego nieujemnego ortantu,
ze wzgledu na to, iz postaé zbioru T nie jest znana. Funkcja fr(x, v) jest zalezna od
postaci zbioru T i moze by¢ przedmiotem wnioskowania statystycznego.

Zalozenie 311

frx, y) jest ciagla na T oraz V(x, y) € intT: f(x, 0 (x, y) - y) > 0.

Warunek ten oznacza, iz istnieje niezerowe prawdopodobienstwo zaobserwowania
obiektéw lezacych w bliskim otoczeniu wzorca efektywnosci.

Zalozenie 4
0 (x, y) jest funkcja klasy C2 (7).
Zalozenie to gwarantuje odpowiednig ,gtadkos¢” funkcji 0 (x, y).

Zdefiniowany model statystyczny bedziemy oznaczaé krétko przez P lub
P(T, fr(x, ). Niech I oraz W bedg odpowiednio rodzing zbioréw T oraz gestosci fr,
spetniajacych zatozenia modelu. Zbiér I X W jest wtedy odpowiednikiem przestrzeni
parametréw w modelu parametrycznym. Podstawowym zadaniem wydaje si¢ wiec
estymacja nieznanego zbioru T i funkcji f7 na podstawie préby X,,. Z drugiej strony
nie mozna zapominaé, iz podstawowym zastosowaniem metody DEA jest mozliwosé
obliczenia warto$ci miernika efektywnosci technicznej 0 (x, y) dla ustalonego obiektu.
Te dwa cele sg jednak ze sobg $cisle zwigzane. Miernik 6 (x, y) (jako funkcja) wystepuje
przeciez w modelu statystycznym (zob. zal. 4).

4. ESTYMATOR MIERNIKA EFEKTYWNOSCI TECHNICZNEJ

Préba realizacji celéw postawionych pod koniec czeSci trzeciej stanowi tres¢ dal-
szych badan autoréw w tym obszarze. W niniejszej pracy skupimy sie na niektérych
problemach zwigzanych z oszacowaniem wartosci funkcji 6 (-,) w dowolnym, usta-
lonym pl)mk(:ie12 (x,,y,) € R4, Przypomnijmy w tym miejscu jej definicje (zob.
wzor 2.4):

0 (x,, vo) = sup{0 € Ry: (xy, 0 - v,) € T}.

Zauwazmy, ze 0 (x,, v,) zalezy od nieznanego zbioru T.
Estymatorem nieznanego zbioru mozliwosci produkcyjnych T jest:

(X,) = {(x, V) ERYSEy < DA Yox = XA X, 24 =1Vie{l..n} A = o}. 4.1)

i=1 i=1 i=1

11 Symbol intT oznacza wnetrze zbioru T.
12 Caly czas obowigzuje zalozenie y, # 0 (zob. przypis 7).
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Warto przypomnieé, ze w wersji deterministycznej DEA pojedyncza realizacja
zbioru f(/\’ ,) jest utozsamiana ze zbiorem T (T (X,,), zob. wzér 2.3). W przypadku sto-
chastycznej wersji tej metody tak nie jest (zob. przypis 10). Wykazano jednak, iz zbiory
te sa ze sobg SciSle zwigzane. Po pierwsze, realizacja ciggu wektoréow losowych (X, Y;)
(j. (x;,y;), i =1, ...,n) nalezy do zbioru T (zob. zal. 2). Realizacja zbioru f(/\’n)jest
niewatpliwie, na mocy swej konstrukcji, najmniejszym zbiorem spetniajacym zalozenia
modelu méwiace, ze (x;, y;) € T(X,) (dlai =1, ..., n) (zob. przypis 5). Skoro tak, to
oczywiscie realizacja T(X ) zawiera si¢ w zbiorze T. Po drugie, wykazano, czego nie
bedziemy tu szerzej omawiad, iz 7(X,) jest efektywnym estymatorem zbioru T w sensie
ryzyka minimaksowego (szczegély mozna znalezé w pracach [10], [11]).

Estymatorem DEA!3 wartosci funkcji 6 (') w punkcie (x,, y,) € R? {9 nazywamy
statystyke 0 (x,, y,), zdefiniowang nastepujgco:

6(960, yO) - sup{ﬁ < R+Z(X0, 0- yo) € f(Xn)} (42)

Skoro X, jest ciggiem wektoréw losowych, to 6 (x,, y,) jako ich funkcja (poprzez
zbioér losowy T'(X,,)) moze by¢ nazywana statystyka i jako taka petni¢ role estymatora
wartoscil4 6 (x,, v,). Udowodniono zgodno$¢ tego estymatora (w kazdym ustalonym
punkcie (x,,y,) € R?!7) oraz ustalono tzw. szybko$¢ jego zbieznosci wedlug roz-
ktadu (zob. [8]). W czesci piatej pracy zajmiemy sie szczegélowo innym, waznym,
cho¢ czastkowym rezultatem. Mianowicie przy p = ¢ = 1 (dla jednego naktadu i jed-
nego produktu) wyprowadzono posta¢ asymptotycznego rozktadu zwigzanego $cisle
z réznica 6 (x,, y,) — 0 (x,, v,) (zob. [5]). Jesli gléwnym zastosowaniem DEA jest ocena
warto$ci miernika efektywnosci technicznej, to chcielibySmy okresli¢ blad zwigzany
z tym oszacowaniem (choéby asymptotyczny). Rezultat ten pozwala na konstrukcje
asymptotycznych miar rozproszenia i odpowiednich przedziatéw ufnosci.

5. ASYMPTOTYCZNY ROZKEAD ESTYMATORA DEA

Na poczatek wprowadzimy pewne oznaczenia i notacje. Przyjmujemy, w dalszym
ciggu pracy, iz p = g = 1. Skoro zbiér T jest wypukly i T (x) ograniczony (zob. zal. 1),
to ,ograniczenie gérne” T moze by¢ opisane monotoniczng, mierzalng, wklesty funkcja
y = g (x) (funkcja produkcji, g: R+¢ = R), a wiec:

T={(xy) € R sy < g} (5.1)
Z drugiej strony, dla danego x, € R,¢:

gx,) = sup{y € Rypo: (x,, v) € T}. (5.2)

13 7 ang. DEA-estimator. W literaturze polskiej jednakze funkcjonuje w takiej sytuacji szyk przestawny
(np. piszemy raczej estymator MNK, a nie MNK-estymator).

14 Skoro T(X,) C T, to z definicji 0(x,, y,) < 0(x,, ¥o). Oczywiscie, gdyby T(X,) =T to
6 (xo: yo) =0 (xo' yo)~



Estymacja miernika efektywnosci technicznej w ramach metody DEA 11

Estymatorem DEA g (x,) jest:
g(x,) = sup{y € R, y(x, y) € T(X,)}. (5.3)
Dla y, # 0 zachodzg proste, lecz istotne zaleznoSci:

0 (xo, ¥o) = g (xo)/y, oraz é(xo» ¥o) = & (o)/Yo- (5.4)
Interesujacy nas rezultat przedstawia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1
Niech p = g = 1 1 spelnione sg zalozenia modelu statystycznego wprowadzonego
w czesci trzeciej pracy. Dodatkowo niech g” (x,) < 0.

Woéwczas: Vz < 0: P{n2/3 < (b21b,)" - [2(x,) = &(x,)] = z} = fgo(u,z)du +o(1),
0

gdzie o, 2) = 05232 (1 + u?) exp[-1/6 - (-2)32 - (u + u1)3],
bo = fr(x,, g (x,)), b = -0,5¢” (x,) (nieznane parametry)!3,

Zwr6émy uwage, ze druga pochodna funkcji g istnieje i jest niedodatnia (wynika
to z zalozen 1 i 4 modelu statystycznego oraz wzoréw 5.4). Twierdzenie to przed-
stawiono w pracy [20], za$§ dowdd znajduje sie w opracowaniu [5], gdzie powyzsza
postaé jest modyfikacja twierdzenia gléwnego. Korzystajac ze wspomnianych wzo-
réw 5.4, mozna tez zapisac teze tego twierdzenia dla bardziej interesujacej nas réznicy

é(xo, Vo) — 0 (X0, ¥o):

Vz<0: P{112/3 . (b%/bz)l/3 "y, [5’(}60, y,) = 0(x,, yO < z} f(p (u,z)du + o(1). (5.5)
0

Bardzo istotny jest rowniez wniosek wynikajgcy z twierdzenia 1, a méwigcy o po-
staci asymptotycznych miar obcigzenia i rozproszenia estymatora g (x,).

Whniosek 1

Bas- (8 (x,) = — n=23 (by/bg?)1/3 c; (obcigzenie),

Varas (g (x,)) = n43 (by/by?)?3 ¢, (wariancja),

MSESs: (g (x,)) = n=43 (by/bg?)?3 (¢} + ¢,) (blad $redniokwadratowy).

gdzie ¢, = [ [@(u, = 2)dudz = 2+ 623 - T(2/13)/9 = 0,99360
0 0

15 (1) to wyrazenie dazace do zera przy n - % (nie zalezy od z). Brak kolejnosci w numeracji para-
metréow w tezie wynika z faktu, ze w dowodzie twierdzenia wystepuje jeszcze jeden niejawny parametr
by =g’ (x,) (zob. [5], s. 227).
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;=2 [20u —2)dude—c? = 46" T(1/3)/15 — ¢? = 0,31088.
0 0

Znak obcigzenia jest ujemny, poniewaz rzeczywista warto$¢ funkcji produkcji g (x,)
jest zawsze wigksza badz réwna od oceny!6 g (x,). Jesli przeanalizujemy wyrazenie b, /b}
to widaé, ze na zwickszenie obcigzenia lub wariancji moze wplyna¢ mniejsza warto$é
gestosci w punkcie (x,, g (x,)) (co mozna zwigza¢ z mniejsza pewnoS$cig zaistnienia
realnego obiektu w otoczeniu tego punktu) lub ,wieksza” krzywizna g w punkcie x,
(£ (x,) jako funkcja x, jest tylko przedzialami liniowa, wiec nie jest zbyt ,gtadka”).

6. ESTYMACJA NIEZNANYCH PARAMETROW
Zaréwno w twierdzeniu 1, jak i we wniosku 1 wystepuja nieznane parametry
by oraz b,. Zachodzi wiec potrzeba ich estymacji, co wprowadza kolejny ,szum” do
asymptotycznych rezultatéw przedstawionych w czesci piatej. Niech (x;, y;),i =1, ..., n,
oznacza realizacje wektorow losowych (X, ), i =1, ..., n.
6.1. ESTYMACIJA by
Dla dowolnego x, € Ryg i 0 > 0 definiujemy zbior:
S©) = (x, - 6/2; x, + 6/2) X R. (6.1)
Nastepnie definiujemy zbidr:
D =S80©) NTWXy) NAx y):y =g -0/2} (6.2)
Estymatorem by = fr(x,, g(x,)) jest:
by = #{(xi, y) € D} - WA (D), (6.3)

gdzie A (D) jest miarg Lebesgue’a zbioru D.

6.2 ESTYMACIJA b,

Dla dowolnego, ustalonego & > 0 oraz w € R niech:
It — oznacza odcinek taczacy (x,, 8 (x,)) z (xo — h/2, w),
IR — oznacza odcinek taczacy (x,, 8 (x,) z (xo + /2, w).

16 Wynika to z definicji tych poje¢ oraz wspomnianego juz faktu, iz T(X,) C T.
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Definiujemy teraz odpowiednio:

Z-=max{w: 31 < i< n:(x.y,) € L} oraz Z* = 64
= max{w: 1 <i<n(x,y) € lﬁ}. 6.4)

A nastepnie:
Z; = min{Z", g(x, — h/2)} oraz Z; = min{Z*, §(x, + h/2)}. (6.5)

Gdy dla ustalonego h zaden punkt (x;, y;) nie lezy w pasie (x,-Hh/2,x,) X R, to
Z- nie jest okreslone. Wtedy przyjmujemy Z;~ = g(x, + h/2). Analogicznie, gdy w pasie
(X, X, + N/2) X R nie znajduje si¢ zaden punkt (x;, v;), to Z| = g(x, + h/2).

W kolejnym kroku dobieramy wielomian drugiego stopnia g przechodzacy przez
punkty:

(x, = h12,Zy ) (%, 8(x,)): (x, + h12, Z]).

Warto w tym miejscu podkreslié, ze konstrukcja wielomianu drugiego stopnia,
przechodzacego przez punkty:

(o = h/2, g(xp — h/2)); (x0, & (x,)); (ko + K2, g (x, + H/2)),

nie jest skuteczna, gdyz w wiekszoSci praktycznych przypadkéw punkty te sg wspol-
liniowe.
Estymatorem b, = -0,5g” (x,) jest:

by = -0,5g7 (x,). (6.6)

Zauwazmy, ze punkty (xo — hl2, Zf), (xo + h/2, Zf) lezg ,ponizej” wykresu funkcji
2 (*) (poza przypadkiem wspoétliniowosci z (x,, g (x,)), 0 ktérym wspomnieliémy powyzej).
Stad, na mocy wklestosci g (-), wynika wklesto$¢ gi. Oznacza to, ze znak estymatora
by jest nieujemny.

Konstrukcjom opisanym w cze$ciach 6.1 i 6.2 pracy nadaje sens kolejne twier-
dzenie.

Twierdzenie 2 (zob. [5], s. 223)

Niech spelnione bedg zalozenia twierdzenia 1 oraz Jey € (0,1/3) Jep € (0,1/2):
h ~ n71/3+51’6 ~ n71/2+52'

Woéwezas by, by sa zgodnymi estymatorami, odpowiednio, by i b,.
7. ASYMPTOTYCZNY PRZEDZIAL UFNOSCI

Na mocy przytoczonego wcze$niej wniosku 1 skorygowany o obcigzenie estymator
g (x,) ma postac:
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g(x,) = &(x,) +n=23(b, /53)1/3c1. (7.1)

Asymptotyczny przedzial ufnosci dla wartosci g (x,) wynika z przyblizonej réw-
nosci:

Plate,) = n 23 (0, 153)" 2, < 8(x,) = 2(x,) = 17 (by153) P ] = 1 =@ (72)

lub w wersji ,skorygowane;j”:

1/3

P[g’(xg) —n" %3 (52/5%)“3 (Z—apn T o) = 8(x,) = &(x,) — n= 8 (52”3%) (2gn + Cl)] ~ @1 —a(7. 3)

Gdzie 714 oraz z,> oznaczaja kwantyle odpowiedniego rozkltadu z twierdzenia 1,
tzn.:

J ol zyp)du = 1im P{n?3 - (b316,)" - [2(x,) = &(x,)] < 20} = @2, (7.4)
0

J ol z_yp)du = 1im P{n¥ - (53/6,)" - [8(x,) = (x,)] < 7} = 1 — @/2. (1.5)
0

Powyzsze calki sg przyblizane za pomoca metod catkowania numerycznego. Postaé¢
funkcji ¢ (1, z) wyklucza analityczne metody obliczen.

8. BADANIA SYMULACYJNE I EMPIRYCZNE

Celem prowadzonych symulacji jest analiza skonczenie-probkowych wtasnosci
estymatoréw g (x,), g (x,) oraz ich zachowanie przy zwickszaniu liczebnosci préby.
Wykorzystane zostang, wprowadzone juz wcze$niej, miary rozproszenia, histogramy
interesujacych nas wielkosci oraz stopien pokrycia nieznanej wartosci g (x,) przez
odpowiednie przedzialy ufnosci. Na koniec przedstawione zostang wyniki uzyskane dla
danych rzeczywistych. Obliczenia wykonano przy uzyciu autorskich procedur napisa-
nych w programie Gauss 8.0.

8.1 WYNIKI SYMULACJI
Za pracg [5] rozwazamy dwa modele symulacyjne.
MODEL 1

X~U[01], Y = gX) - exp(-V), gx) = x/2, V ~ Exp (3),
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gdzie V i X sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, natomiast Exp (1) oznacza rozktad
wyktadniczy ze $rednig 1/4.

Przyjmujemy wiec dla uproszczenia, iz naktad jedynego czynnika produkcji obiektu
moze przyjmowaé wartosci z przedziatu [0,1], nie preferujemy jednak a priori Zadnej
z tych wartosci. Funkcja g pelni role klasycznej, potegowej funkcji produkcji. Przy
czym nie tylko ona ma wplyw na obserwowang wielko$¢ produkcji obiektu. Innym,
niezaleznym czynnikiem jest tu nieefektywnos¢ techniczna, ktérg w modelu uwzgled-
niono w postaci zmiennej losowej exp (-V). Jest on (dla kazdej konkretnej realizacji
zmiennych x,, v,,) niewiekszy od jednosci, a tym samym zrealizowana wielko$¢ produk-
cji obiektu y, nie jest wieksza niz warto$¢ funkcji produkcji g (x,) (zob. np. [22] oraz
wzo6r 5.1). Zmienna losowa V ma rozktad wyktadniczy z parametrem odwrotnos$ci skali
(1) réwnym 3. Im wyzsza warto$¢ tego parametru, tym wicksze prawdopodobienistwo
zaobserwowania wartos$ci ,w poblizu” grafu funkcji produkcji (zob. komentarz do
zal. 3). Fakt ten ma duze znaczenie dla dowodu zgodno$ci estymatora £ (x,) oraz przy
estymacji nieznanych parametréow by, b,. Stad dla poréwnania rozwazamy réwniez
model, w ktérym warto$¢ parametru odwrotnosci skali w rozktadzie wykltadniczym
jest duzo mniejsza.

MODEL 2
X~U[01], Y =gQ) - exp(-V), glx) = x12, V ~ Exp (1),
gdzie V i X sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Dla kazdego z modeli rozwazamy préby 100, 500 oraz 1000 elementowe i na
ich podstawie estymujemy warto$¢ funkcji produkcji g (-) w trzech r6znych punktach
odcinka [0,1], bedacego dziedzing gestosci brzegowej zmiennej X (x, = 0,25, x, = 0,5
oraz x, = 0,75). Warto$ci parametréw wygtadzajacych przyjeto czeSciowo arbitralnie,
lecz tak, by spelnialy one zalozenia twierdzenia 2: 6 = 2n-V2, h = 2n-13. Liczba
wygenerowanych préb (symulacji) dla kazdego z probleméw estymacyjnych wynosi
N = 500. We wszystkich przypadkach obliczono warto$ci $rednie:

. 1 & . 1 &
g(x,) =% Zﬁm(xo) oraz g(x,) = ;ﬁm(%), 8.1)

gdzie g0 (x,) i §) (x,) oznaczaja, odpowiednio, warto$¢ estymatora DEA oraz jego wersji
skorygowanej, obliczone w s-tej symulacji. Obliczono réwniez blad $redniokwadratowy
oraz odchylenie standardowe £ (x,) ze wzorul7:

\/ msgl[ém(%) —&(x)- (8.2)

17 Analogiczny wzor stosujemy dla wersji skorygowanej zastepujac ,daszek” ,falka”.
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Wyniki symulacji dla modeli 1 i 2 przedstawiono w tabeli 1. Zawiera ona w kazdej
komoérce kolejno:

- $rednie obcigzenie estymatora, odpowiednio, g (x,) i g(x,) (zob. wniosek 1),

- odchylenie standardowe estymatoréw g (x,) i g (x,),

- btad Sredniokwadratowy estymatora, odpowiednio, g (x,) i g (x,).

Tabela 1

Srednie obcigzenie (x 10-2), odchylenie standardowe (x 10-4) i blad $redniokwadratowy (x 10-4)
odpowiednich estymatoréw

X, = 0,25 X, = 0,5 x, =0,75

M1 M2 M1 M2 Ml M2

4 g 4 g g g g g 4 g 4 g

-1,437| 0,440 |-2,960 | 0,235 |-1,256 | 0,295 |-2,638| 0,560 |-1,285| 0,500 |-3,101| 0,863
n = 100 3,675 | 4,325 | 6,930| 8,908 | 3,102 | 4,398 | 6,455| 9,312 | 3,488 | 4,555 | 9,422112,390
2,738 | 1,127 | 11,157 | 4,015 | 2,058 | 1,052 | 9,041 | 4,640 | 2,260 | 1,286 |14,046| 8,405

-0,449 | 0,080 |-1,009 | 0,054 |-0,422 | 0,064 |-0,889| 0,265 |-0,398| 0,081 |[-0,869| 0,517
n = 500 1,131 | 1,367 | 2,479 | 3,468 | 1,034 | 1,361 | 2,118 3,205 | 1,006 | 1,496 | 2,317 | 3,772
0,266 | 0,100 | 1,325 0,603 | 0,232 0,096 | 1,015| 0,583 | 0,209| 0,118 | 1,023 | 0,977

-0,299 | 0,020 |-0,603 | 0,067 |-0,268 | 0,040 |-0,555| 0,181 |-0,261| 0,055 {-0,529| 0,305
1000 | 0,778 | 0,867 | 1,433 | 1,905 | 0,649 | 0,857 | 1,437| 2,136 | 0,645| 0,921 | 1,393 | 2,298
0,119 0,038 | 0,466 | 0,185 | 0,093 | 0,038 | 0,411 | 0,261 | 0,089 | 0,045 | 0,376 | 0,357

=
1]

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Po pierwsze, zwr6émy uwage, ze wraz ze wzrostem liczby obserwacji (n) odpo-
wiednie miary rozproszenia oraz obcigzenie zblizajg si¢ do 0. Potwierdza to zgodno$é
estymatoréow g (x,) i g (x,) (zob. tw. 1). Po drugie, widoczne jest, iz zaréwno $rednie
obcigzenie, rozproszenie, jak i btgd $redniokwadratowy rozwazanych estymatoréw
w modelu 2 sg, co do wartosci bezwzglednej, wieksze niz w modelu 1. Potwierdza
to wzmiankowany wcze$niej fakt, ze estymacja w modelu 2 jest mniej precyzyjna
ze wzgledu na duzo mniejsza liczbe obserwacji potozong w poblizu wykresu funkcji
produkcji g. Po trzecie, zwré¢my uwage, ze korekta estymatora g (x,) o obcigzenie
powoduje zmniejszenie Sredniego obcigzenia i btedu $redniokwadratowego. Zwigksza
sie jednak odchylenie standardowe g (x,). Oznacza to, ze korekta o obcigzenie powoduje
zwigkszenie rozproszenia ocen g (x,). To zwickszone rozproszenie wynika z konieczno$ci
szacowania nieznanych parametréw by, b,. Po czwarte, widoczna jest zalezno$¢ war-
toSci odpowiednich estymatoréw od krzywizny funkcji produkcji. Dla funkcji produkcji
postaci g (x) = x!/2 krzywizna jest najwieksza w poblizu zera. Wraz ze wzrostem krzy-
wizny!8, zwiekszeniu (co do warto$ci bezwzglednej) ulegaja wszystkie trzy wielkoSci
zilustrowane w tabeli 1. Wystarczy poréwnac te wielkosci dla x, = 0,25 (stosunkowo

18 Mierzonej warto$cig drugiej pochodnej g w odpowiednim punkcie.
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blisko 0) z odpowiadajgcymi im warto$ciami dla x, = 0,5 lub 0,75. Zwr6émy jednak
uwage, ze gdybySmy chcieli rozr6znié, pod tym katem, wyniki dla x, = 0,5 oraz x, = 0,75
sprawa juz nie jest tak klarowna. Dopiero przy wiekszej liczbie obserwacji (u nas
rownej 500 lub 1000) uwidocznia sie rola krzywizny!%. Wynika to z ogélnie znanego
faktu, iz wraz ze wzrostem x, krzywizna funkcji x!/2 maleje, poczatkowo gwalttownie
(blisko zera), lecz potem spadek ten nie jest juz tak gwaltowny. Po piate, estymator g (x,)
oczywiscie niedoszacowuje rzeczywistej wartosci g (x,,) (warto$¢ obcigzenia jest ujemna).
Sytuacja zmienia sie po korekcie o obcigzenie. Nastepuje przeszacowanie wartoSci g (x,),
ale duzo mniejsze (co do wartosci bezwzglednej) niz wczesniejsze niedoszacowanie.

Model 1, xo=0,5,n=100 Model 2, x, = 0,5, n =100
‘:ug«xom(xu> e g<(X0)g(x0) ‘ ‘:g«xomum e g~(x0)-g(x0) ‘
300 300
250 250
200 200
150 150

$=3 © o © © I © < © =3 o N (= © © o © Q = I3
S 3 K T = R 2 3 @ S 9 8 g I & £z £~ 3§ g g
g 88§88 §55 3 8 8 g 288§ 35888553 8 8 8
S 9 9 9 © o o S o o S ¢ ¢ S ¢ ¢ g © 8 S o oS o
Model 1, x = 0,5, =500 Model 2, x, = 0,5, =500
[C9%(X01g(X0) s G~(X0)-g(X0) [C09"X0)-g(X0) s g~(x0)-g (x0)
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Model 1, xo= 0,5, n=1000 Model 2, xo= 0,5, n=1000
[C9(x0)-9(x0) === g~(x0)-9(x0) [C39"(x0)g(x0) === g~(x0)-g(x0)
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Rysunek 1. Histogramy rozktadéw ¢ (0,5) - g(0,5) oraz ¢(0,5) - g(0,5)

Zrodlo: opracowanie wiasne.

19 Charakterystyki estymatoréw dla x, = 0,5 sa wigksze, co do wartosci bezwzglednej, od tych samych
charakterystyk dla x, = 0,75, ale tylko dla » = 500 lub 1000.
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W celu pelniejszej ilustracji wynikéw, oméwionych w poprzednim akapicie, przed-
stawiamy histogramy rozktadéw g(0,5) — g(0,5) oraz g(0,5) — g(0,5). Ich postac jest
widoczna na rysunku 1, w zaleznosci od liczby obserwacji (n) i rodzaju modelu. W tym
przypadku przeprowadzono 5000 symulacji.

Zwréémy uwage, ze wraz ze wzrostem liczby obserwacji w obu modelach histo-
gramy stajg sie bardziej wysmukle i mniej rozproszone. Potwierdza to uwagi poczynione
uprzednio, a zwigzane ze zgodno$cig odpowiednich estymatoréw. Ponadto warto tez
zauwazy¢, iz w modelu 2 odpowiednie histogramy sg bardziej rozproszone i mniej
skupione wokoét modalnej niz w modelu 1. Potwierdza to uwagi o trudnosciach w esty-
macji w ramach modelu 2. Z rysunkéw widaé, iz histogramy rozktadu estymatora
skorygowanego g (x,) sa bardziej rozproszone niz odpowiednie histogramy rozktadu
estymatora g (x,). We wszystkich przypadkach, z powodu korekty o obciazenie, sg tez
bardziej przesuniete w prawo. Korekta ta powoduje, jak juz bylo wspomniane, wigksze
rozproszenie estymatora g (x,).

Obliczono réwniez realizacje asymptotycznych przedziatéw ufnosci dla g (x,), przy
poziomie istotno$ci @ = 0,05 i x, = 0,5 (zob. wzér 7.3). Rozwazono oba modele
i wykonano 500, a nastepnie 5000 symulacji, réwnolegle biorgc pod uwage préby
100, 500 oraz 1000 elementowe. Pokrycie rzeczywistej wartosci g (0,5) przedstawiono
w tabeli 2.

Tabela 2

Pokrycie rzeczywistej wartosci g (0,5) przez realizacje asymptotycznego przedzialu ufnosci dla a = 0,05

N =500 N = 5000
M1 M2 Ml M2
n = 100 0,906 0,902 0,913 0,896
n = 500 0,908 0,906 0,891 0,895
n = 1000 0,910 0,910 0,898 0,895

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Nie zaobserwowano wzrostu stopnia pokrycia zaréwno wraz ze wzrostem liczby
obserwacji, jak i wraz ze wzrostem liczby symulacji. Szczegélnie niepokojace jest to
z punktu widzenia liczby obserwacji. Skoro sg to realizacje asymptotycznych prze-
dzialéw ufnosci, by¢ moze zbiezno$¢ pokrycia do teoretycznej wartosci 0,95 nastepuje
przy duzo wiekszej liczbie obserwacji20. Powodem moze by¢ tez niepewno$¢ wynika-
jaca z szacowania nieznanych parametréow b, b,. Nie zaobserwowano réwniez, aby
stopien pokrycia g(x,) w modelu 1, teoretycznie tatwiej estymowalnego, byl wiekszy
niz w modelu 2. Przeprowadzono podobne symulacje dla x, = 0,25 oraz x, = 0,75,
stopien pokrycia g (x,) byl zblizony. Wydaje sie wiec, ze krzywizna funkcji produkcji g
nie odgrywa w tym przypadku znaczacej roli.

20 Liczba obserwacji wigksza niz 1000 jest i tak nieuzyteczna z punktu widzenia praktycznego zasto-
sowania metody DEA.
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8.2 ILUSTRACJA EMPIRYCZNA

Jako ilustracje empiryczng przedstawiamy wyniki uzyskane dla danych rzeczy-
wistych z roku 1995, dotyczacych 32 polskich elektrowni i elektrocieptowni. Jest to
grupa jednostek produkcyjnych, dla ktérych przeanalizowano stopien efektywnosci
technicznej 1 jego rozproszenie. Jako jedyny naktad przyjeto kapitat liczony wartoscia
brutto $rodkéw trwatych (x; w zt)21. Produktem dziatalnosci jednostek jest natomiast
wytworzona energia (y; liczona w TJ22). Dla uproszczenia analizy do obliczeni wzigto
logarytmy tych wielko$ci?3 i przyjeto oznaczenia x; = Inx; oraz v; = Iny; (i = 1, ..., 32).
Przyjmujgc za x, kolejne x; (jak to najczeSciej bywa w praktycznych zastosowaniach
DEA) i korzystajac z programu liniowego P.1, obliczono warto$ci estymatora miary efek-
tywnosci technicznej dla poszczegblnych obiektéw. Nastepnie, w oparciu o zalezno$ci
opisane we wzorach 5.4 1 7.1, obliczono wartosci estymatoréw £ (x,) i g (x,). Wyniki te
zebrano w tabeli 3, gdzie umieszczono réwniez logarytmy rozwazanych danych oraz
realizacje 95% asymptotycznych przedzialéw ufnosci (zob. wzér 7.3).

Tabela 3

Logarytm wielkosci kapitalu (x;) i produkeji (v;), wartosci odpowiednich estymatoréw,
konce asymptotycznych przedzialéw ufnosci

i X Vi 0 (xi, vi) 8 (x;) g (x;) L P

1 2 3 4 5 6 7 8

1 10,99705 8,056141 1 8,056141 X X X

2 11,08609 7,569928 1,077355 8,155497 X X X

3 11,26047 8,107991 1,029858 8,350079 8,867839 8,440072 9,546514
4 11,45214 8,275529 1,034853 8,563958 9,034749 8,645787 9,651858
5 11,62027 8,394958 1,042479 8,751563 9,25235 8,838606 9,908776
6 11,83614 8,497133 1,058292 8,992446 9,28595 9,043461 9,670672
7 12,00512 8,405703 1,092235 9,181003 9,45642 9,228873 9,817434
8 12,16236 8,419338 1,111306 9,356459 9,701397 9,416413 10,15354
9 12,23909 9,22219 1,023844 9,44208 9,834953 9,510367 10,34993
10 12,32511 9,453514 1,008944 9,538068 9,969169 9,612999 10,53425
11 12,6791 8,784162 1,130793 9,933069 10,02393 9,948862 10,14302
12 12,68296 8,977412 1,106931 9,937379 10,03028 9,953526 10,15205

21 Dane wielonaktadowe (dostepne np. w pracy [13]). Ze wzgledu na zalozenie: p = ¢ = 1, rozwazania
ograniczono do jednego naktadu.

22 |GWh = 3,6TJ (teradzul).

23 Analogicznie zresztg jak w zrédtowej pracy [5]. Zmniejsza to znaczaco rozproszenie wartosci danych
i pozwala lepiej zilustrowa¢ dziatanie metody DEA w ramach wprowadzonego modelu statystycznego.
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cd. tabeli 3

i X Vi 0 (i, v) 8&) g () L P
1 2 3 4 5 6 7 8
13 12,71478 9,228681 1,08064 9,972882 10,06739 9,989309 10,19127
14 12,84077 9,591588 1,113835 10,13698 10,36912 10,17733 10,67341
15 12,84363 9,63683 1,049791 10,11666 10,34765 10,15681 10,65042
16 12,86184 9,100972 1,054411 10,11347 10,34437 10,1536 10,64703
17 12,94949 9,149156 1,118658 10,23478 10,51175 10,28292 10,8748
18 12,99786 9,706785 1,059956 10,28876 10,56579 10,33691 10,92892
19 13,21364 9,911476 1,062359 10,52954 10,73523 10,56529 11,00485
20 13,28765 9,718404 1,091961 10,61212 10,83261 10,65044 11,12162
21 13,55388 10,9092 1,116817 10,93488 11,32771 11,00316 11,84262
22 13,62764 9,791114 1 10,9092 11,3192 10,98046 11,85662
23 13,76503 10,44455 1,067569 10,98411 11,28095 11,0357 11,67006
24 13,769 10,2889 1,051526 10,98272 11,27896 11,03421 11,66727
25 13,93473 10,37862 1,063901 11,04181 11,38241 11,10101 11,82885
26 13,95774 10,42618 1,059815 11,04983 11,41651 11,11356 11,89714
27 14,05469 10,25895 1,080383 11,08359 11,46566 11,15 11,96649
28 14,15775 10,84933 1,0249 11,11947 11,53554 11,19179 12,08092
29 14,31546 10,26171 1,08894 11,17439 11,38152 11,21039 11,65303
30 14,67309 10,43387 1,082908 11,29892 11,655 11,36081 12,12175
31 15,3091 11,52039 1 11,52039 12,47837 11,6869 13,73409
32 15,71262 9,889977 1,164855 11,52039 11,94631 11,59442 12,5046
Zrédlo: opracowanie wlasne.

) Obiekty o nr 1, 22 i 31 zostaly uznane za efektywne technicznie, poniewaz

0(x;, v) = 1.

Dla pozostalych obiektéw miara ta jest réwniez stosunkowo bliska jednosci, co
oznacza, ze sg one wprawdzie nieefektywne, ale w niewielkim stopniu. Przyktadowo, dla
jednostki nr 32 warto$¢ miary 6 (x37, ¥37) jest najwieksza i wynosi 1,164855. Oznacza
to, ze logarytm wielkoSci produkcji mozna zwiekszy¢ o ponad 16% bez zmiany obecnej
warto$ci kapitatu. Najwieksze, technologicznie mozliwe do uzyskania, logarytmy pro-
dukcji dla poszczegdlnych obiektow to g (x;), czyli kolumna pigta tabeli 3. Na przyktad
dla obiektu nr 32 g(x3;) = 11,52039 = v3, - 6 (x3, v37). Powstaje wigc ona poprzez
wymnozenie kolumny 3 i 4 po wierszach (zgodnie ze wzorami 5.4).
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W kolejnych kolumnach tabeli przedstawiono wyniki zwigzane z zastosowaniem
estymatora DEA. Kolumna szésta tabeli to ,optymalne” wartosci logarytméw produkcji
z kolumny piatej skorygowane o ocene¢ obcigzenia liczong wedlug wzoru z wniosku 1.
Obcigzenie to ma znak ujemny, wiec wartosci g (x;) sa przesuniete ,na prawo” w sto-
sunku do wartosci g (x;). Przy obliczaniu oceny obcigzenia popelniamy bledy zwigzane
z szacowaniem nieznanych parametréw bg i by. W tym miejscu nalezy zwréci¢ uwage
na stosunkowo arbitralny wybér statych 6 i h. W twierdzeniu 2 zawarte sg zalecenia
co do ich wyboru, zapewniajace zgodnos¢ estymatoréw by i by, ale dla tak malej proby
nie da sie ich zrealizowaé. Przy wielkosciach 6 i h, sugerowanych we wspomnianym
twierdzeniu24, moze sie bowiem okaza¢, ze dla niektérych obiektéw z préby zbiér D
jest pusty (zob. wzor 6.2). Jest to spowodowane stosunkowo duzg ,rzadko$cig” chmury
danych empirycznych?25. Niestety, niepusto$¢ tego zbioru jest warunkiem koniecznym
dla obliczenia wartosci estymatora by. Stad zaréwno w zrédlowej pracy [5], jak i w tym
opracowaniu stale te dobrano tak, by byly one jak najblizej przedzialu (0,1) (zob. przy-
pis 24), a jednoczesnie tak, by obliczenia byly wykonalne. Co wigcej, obiekty nie sa
rozlozone réwnomiernie (zob. rys. 2), stad konieczno$¢ nie tylko arbitralnego doboru
statych, ale takze zmiany ich wartosci w zalezno$ci od tego, w ktérym ,regionie”
danych sie znajdujemy. Ostatecznie przyjeto2®:

=2, h=05dlai =34,
2,h=1dlai=25, .., 25,
=4 h = 2d1al=26, . 32.

6

Niestety, nie udato sie znalez¢ sensownych (bliskich 1) wartosci 0 i & dla obiek-
tow27 o nr 1 i 2, stad brak niektérych wartoéci w tabeli 3.

W ostatnich dwoch kolumnach tabeli 3 znajdujg sie wartoéci lewych i prawych
koncow realizacji asymptotycznych 95% przedziatéw ufnosci dla rzeczywistych wartosci
g (x;). Dajg one pewng informacje, ile moglaby wynosi¢ dla danego obiektu optymalna
warto$¢ funkcji produkcji — szczeg6lnie wobec faktu, ze przedziaty te okazaly sie sto-
sunkowo waskie. Maksymalna réznica P — L dla obiektu nr 31 wynosi okoto 2,047, co
stanowi nieco ponad 17,5% warto$ci skorygowanego estymatora?8 g (x31). Do obliczo-
nych realizacji nalezy jednak podchodzi¢ z duzg ostroznoscig. Po pierwsze, przy tak
matlej prébie korzystanie ze wzoréw o charakterze asymptotycznym moze skutkowaé
do$¢ duzym btedem. Po drugie, wspomniany juz arbitralny doboér statych 6 i h wplywa
na ocene obcigzenia, a tym samym na szeroko$¢ odpowiednich przedziatow.

24 Z tw. 2 wynika m.in., iz 0 i h powinny naleze¢ do przedziatu (0,1).

25 Stosunkowo duze odlegtosci miedzy obiektami powoduja, ze pewne zbiory pelniace role topologicz-
nych otoczen sg puste.

26 Dane w tabeli ponumerowane sa wg rosngcego logarytmu kapitatu. Regiony sa wiec tworzone
wlasnie wzgledem tej wartoSci.

27 Ten sam problem wystepuje w zrédlowej pracy [5].

28 Jest to oczywiScie mocno nieformalny pomiar precyzji przedziatéw ufnosci.
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Rysunek 2. Wyniki zastosowania estymatora DEA w badaniu efektywnos$ci technicznej
jednostek produkeyjnych

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Patrzac na rysunek 2 widzimy, ze realizacje przedzialéw ufnosci sa nieco wezsze
w $rodkowym ,regionie”, gdzie punkty empiryczne sg blizej siebie (odpowiada to mniej
wiecej regionowi dla i = 5, ..., 25, gdzie 6 = 2, h = 1). Zwr6¢my tez uwage, ze war-
tosci estymatoréw g (x;) leza poza skorygowanymi realizacjami przedzialoéw ufnosci.
Latwo przeliczyé, ze ta sama sytuacja wystepuje dla nieskorygowanych realizacji (zob.
wzor 7.2). Jest to konsekwencja ujemnosci kwantyli 2 975, 20,025. W glgbszym za$ sensie
ponownie wracamy do uwag poczynionych pod wnioskiem 1, méwiagcych o tym, ze
rzeczywista warto$¢ g (x;) nie moze leze¢ ponizej wartosci g (x;), za$ rozbiezno$¢ miedzy
tymi warto$ciami $wiadczy o wystepowaniu nieefektywnosci techniczne;j.

9. PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy przedstawiono propozycje modelowania niepewno$ci dotyczacej
postaci zbioru mozliwosci produkcyjnych oraz szacowania stopnia nieefektywnosci tech-
nicznej w ramach metody DEA, z zachowaniem jednocze$nie zalet tej metody (o ktérych
byla mowa we wstepie pracy). Propozycja ta jest nieznana szerzej na gruncie polskim,
ale obecna w literaturze Swiatowej (zob. [5], [8], [9], [20]). Z przedstawionych w tej
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pracy wstepnych badan wynika, ze ze wzgledu na asymptotyczny charakter wtasnosci
stosowanych estymatoréw prezentowana metoda daje dobre wyniki w przypadku duzej
liczby obserwacji (zob. cz¢$¢ symulacyjna artykutu), cho¢ i wtedy nie jest pozbawiona
usterek (np. niepelny stopieni pokrycia przedzialéw ufnosci, zob. tabela 2). Niestety,
w praktycznych zastosowaniach metody DEA mamy najczesciej do czynienia ze zbio-
rami danych, ktére nie przekraczajg 100 czy 200 obserwacji. W takiej sytuacji pojawia
sie kolejny problem zwigzany z obliczaniem oceny obcigzenia, a doktadniej, dotyczacy
wykonalno$ci estymacji nieznanych parametréw by i b, oraz zbyt arbitralnego i dys-
kusyjnego wyboru pewnych statych stuzacych wspomnianej estymacji.

W malych prébach, przy braku jakichkolwiek rezultatéw teoretycznych, postuluje
sie wiec uzycie metod bootstrapowych majacych za zadanie ,nasladowac” rzeczywi-
sty proces generujacy dane. W literaturze przedmiotu nie brakuje propozycji w tym
zakresie (zob. prace [17], [19], [20]). Niestety, do roku 2007 nie udowodniono nawet
zgodnosci tych procedur??, udowodniono natomiast niezgodno$¢ niektérych procedur
zaproponowanych w latach poprzednich (zob. np. [18]). W roku 2008 pojawita si¢
jednak praca [9], w ktdrej zaproponowano pewne zgodne procedury bootstrapowe. Co
wiecej, przedstawiono w niej posta¢ asymptotycznego rozkladu dla estymatora DEA
w sytuacji wielu nakladéw i produktéw. Jej przeanalizowanie i zastosowanie bedzie
nastepnym zadaniem stojgcym przed autorami niniejszego opracowania.

Kolejnym wyzwaniem bedzie uzyskanie podobnych wnioskéw (wynikéw) dla esty-
matora miernika efektywnos$ci wzgledem naktadéw (zob. np. [20]). W niniejszej pracy
badamy bowiem tzw. efektywnos$¢ wzgledem produktéw (zob. wzoér 2.4). W celach
poréwnawczych i dla osiagniecia szerszej perspektywy spojrzenia na problem modelo-
wania niepewnosci w ramach metody DEA, nalezatoby réwniez zbadaé i wykorzystaé¢
inne propozycje modeli o charakterze semiparametrycznym i parametrycznym (zob.
prace [7], [14], [15]).
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ESTYMACJA MIERNIKA EFEKTYWNOSCI TECHNICZNEJ W RAMACH METODY DEA
Streszczenie

W artykule przedstawiono propozycje opisu niepewnosci, co do warto$ci miernika efektywnosci technicz-
nej, uzyskiwanej za pomocg metody DEA. Wprowadzono nieparametryczny model statystyczny, funkcjonujacy
w ramach omawianej metody oraz zdefiniowano tzw. estymator DEA miernika efektywnosci technicznej.
W przypadku jednego naktadu i jednego produktu powigzano warto$¢ miernika efektywnosci technicznej
z wartoScig funkcji produkcji w punkcie oraz zdefiniowano odpowiadajacy jej estymator DEA. Nastepnie
przedstawiono posta¢ asymptotycznego rozktadu obu estymatoréw DEA. Znajomo$¢ tego rozktadu pozwolita
wyznaczy¢ asymptotyczne obcigzenie i wariancje estymatora DEA oraz wyprowadzi¢ postaci odpowiednich
asymptotycznych przedzialéw ufnosci. Na koniec wykonano badania symulacyjne, majace na celu sprawdze-
nie matoprobkowych wtasnosci estymatora DEA oraz zastosowano przedstawiong metodologi¢ do analizy
poziomu efektywnosci rzeczywistych obiektéw produkcyjnych z polskiego sektora energetycznego.

Stowa kluczowe: metoda DEA, efektywno$¢ techniczna, rozktad asymptotyczny, nieparametryczny
model graniczny.
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ESTIMATION OF THE TECHNICAL EFFICIENCY MEASURE WITHIN THE DEA METHOD
Summary

In the paper we present the proposition of the description of uncertainty related to the technical
efficiency measure received using the DEA method. A nonparametric, statistical model functioning within
the DEA method is introduced and the DEA estimator of the technical efficiency measure is defined. For
a single input - single output variable case, the value of the technical efficiency measure and frontier
production function are related. Thus a corresponding DEA frontier estimator for a given point is defined.
Next, forms of the asymptotic distributions of the DEA estimators are presented. It allowed us to derive
the asymptotic bias and variance of the DEA estimator and to construct asymptotic confidence intervals.
In the last part, finite sample performance of the DEA estimator is investigated via a simulation study. We
also illustrate the DEA estimation procedure using real data, which come from the Polish Energy Sector.

Key words: DEA method, technical efficiency, asymptotic distribution, nonparametric Frontier
Model.
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EMPIRYCZNA OCENA MOCY TESTOW DLA WIELU WARIANCIJI

1. WPROWADZENIE

Testy dla wielu wariancji nie sg zbyt popularne wéréd testow statystycznych. Moze
dlatego, ze rzadko wykorzystywane sg jako procedura docelowa. Raczej stuzg do wery-
fikowania zaloZenia o réwnosci wariancji wymaganego przez inne procedury — przede
wszystkim analize wariancji. Mogg by¢ tez wykorzystywane do oceny jednorodnosci
zrédet danych, ktére chcemy potaczyé dla uzyskania lepszych ocen wariancji.

Testy dla wielu wariancji tez zazwyczaj same wymagaja spelnienia pewnych zalto-
zen. Najczesciej chodzi tu o zalozenie normalnosci rozktadu w populacjach lub przy-
najmniej rozkladu tego samego typu.

Oczywiscie, zagadnienie poréwnywania rzeczywistego prawdopodobienistwa btedu
pierwszego rodzaju oraz mocy testéw dla wielu wariancji byto juz podejmowane w lite-
raturze statystycznej. Chyba najbardziej wyczerpujacym do$wiadczeniem byty symulacje,
ktérych wyniki przedstawili Conover, Johnson, Johnson (1981)1. Poddali oni analizie
m.in. nastepujace testy: Neymana i Pearsona (1931), Bartletta (1937), Cochrana (1941),
Scheffego (1959), Levene’a (1960), Browna i Forsythe’a (1974).

Zasadniczym celem artykutu jest zbadanie zachowania si¢ wybranych testéw dla
wielu wariancji w warunkach prawdziwosci i nieprawdziwosci zatozenia o normal-
no$ci rozktadu, matych i duzych préb, préb réwnolicznych i préb o zréznicowanych
liczebno$ciach. Badania te przeprowadzono metodami symulacyjnymi.

Z bogatego zbioru testéw dla wielu wariancji do analizy wybrano testy wyréznione
w badaniach Conovera, Johnsona, Johnsona z 1981 r. (test Levene’a i test Flingera-
-Killeena), test Browna-Forsythe'a, ktéry jest czesto stosowany ze wzgledu na dostep-
no$¢ w komputerowych pakietach statystycznych oraz relatywnie nowa propozycje
O’Briena z 1981 r.2

2. WYBRANE TESTY JEDNORODNOSCI WARIANCJI

Zalozenie jednorodnosci (réwnosci) wariancji w obrebie grup jest jednym z wymo-
géw waznych procedur wnioskowania statystycznego. Spelnienie tego zalozenia jest
wymagane m.in. w przypadku stosowania jednoczynnikowej analizy wariancji ANOVA.

I Por. [2].
2 Por. [1], s. 1.
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Do bardziej znanych testéw jednorodnos$ci wariancji obok testéw Hartleya, Cochrana
i Bartletta nalezy procedura Levene’a3.

W tescie homogeniczno$ci wariancji weryfikujemy nastepujgce hipotezy staty-
styczne:

Hyol =03 =03 = .. = 0}

Hy:o} # 07 przynajmniej dla jednej pary @, j).

Zalozenia procedury Levene’'a (1960) sa nastepujace:

1. Cecha X ma w i-tej populacji rozktad normalny N(,ui, 0‘?), gdziei=1,2, ..,k

2. Wartos$ci przecietne u; w k populacjach sg nieznane.

W tescie Levene'a dla kazdej obserwacji X;; wyznaczane jest odchylenie absolutne
wzgledem wartosci Sredniej X; w i-tej grupie:

Zij :|Xij —Xil, ] = 1, 2, ..., Ny, i =1, 2, ceey k (1)

Statystyka testowa zaproponowana przez Levene’a ma postac¢4:

L : ()

k

przy czym: N = Zni, natomiast Z; oraz Z oznaczajg odpowiednio $rednig wewnatrz-
i=1

grupowg i $rednig miedzygrupows. Przy zalozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej
statystyka W ma rozklad Fishera o k-1 oraz N -k stopniach swobody. Jezeli na
poziomie istotno$ci ¢ empiryczna warto$¢ statystyki W przekracza warto$é krytyczng
Fy.k-1:N-k> to hipotez¢ zerowg odrzucamy. Test Levene'a zostal potem zmodyfikowany
przez Browna i Forsythe'a (1974) poprzez zastapienie $redniej wewnatrzgrupowej X;
w przeksztatceniu (1) mediang lub $rednig ucietg. Autorzy modyfikacji testu Levene'a
zalecaja przede wszystkim stosowanie procedury z mediang grupowg, gdyz zapewnia
ona, ich zdaniem, test o do$¢ wysokiej mocy, ktéry jest odporny na brak normalnosci
w rozktadzie danych.

Kolejng procedurg zaproponowang do testowania jednorodnosci wariancji w k-po-
pulacjach jest test Flignera-Killeena (1974). Ta procedura wymaga utworzenia rankingu
bezwzglednych wartosci cechy Xj;. Uporzadkowanym niemalejaco wartosciom | X
przypisuje si¢ nastgpnie wskazniki ay; obliczane nastepujacod:

av =0 (3 + 5001 ) 3)

3 Por. [5], s. 278-292.
4 Por. [7], s. 49.
5 Por. [6], s. 3.
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Warto zaznaczy¢, ze Conover, Johnson, Johnson (1981) zaproponowali rangowanie
warto$ci bezwzglednych cechy Xj; po uprzednim odjeciu median grupowych.
Statystyka testowa w procedurze Flignera-Killeena (1974) ma postac:

k
R e @
przy czym A; jest $rednia wewnatrzgrupows, d jest $rednia miedzygrupowa oraz V2
jest wariancja miedzygrupows. Statystyka (4) ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat
0 k-1 stopniach swobody. Jezeli na poziomie istotnosci a empiryczna warto$¢ staty-
styki y2 przekracza warto$¢ krytyczng 7 ., to hipoteze zerowg (gloszaca réwnosé
wariancji w k populacjach) odrzucamy.

Nieco inne podejscie w testowaniu jednorodno$ci wariancji zaproponowat O'Brien
(1979, 1981). Procedura O’Briena wykorzystuje jednoczynnikowg analize wariancji
ANOVA, ktora jest stosowana dla przeksztatconych wartosci cechy X;; zgodnie ze wzo-
rem®:

n;(n; — 1.5)(X; — X)) —05 Z (X; — X,.)2
=1
v (= 1n,— 2) ’ ®

i=12 oni=1,2 ..k

przy czym:
n; — liczebno$¢ i-tej grupy,
X; — warto$ci $redniej w i-tej grupie.

Do weryfikacji hipotezy o réwnosci wariancji stosowany jest potem test F
Fishera:

F= =l , ®)

k
przy czym: N = Zni, natomiast Z; oraz Z oznaczajg odpowiednio $redniag wewnatrz-
i=1
grupowg i miedzygrupowa.
Statystyka (6) ma rozkltad F o k-1 i N -k stopniach swobody. Jezeli empiryczna
warto$¢ statystyki (6) przekracza warto$¢ krytyczng Fg.i—1.n-k, to hipotezg¢ zerowg
o réwnosci wariancji w k populacjach odrzucamy.

6 Por. [1], s. 3.
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3. METODOLOGIA BADAN SYMULACYJNYCH

Celem przeprowadzenia badan symulacyjnych bylo okreslenie zachowania sie
wybranych testéw jednorodno$ci wariancji rozumianego jako zdolno$¢ (lub jej brak)
do utrzymania nominalnego prawdopodobienstwa popetnienia btedu I rodzaju oraz
zdolno$¢ do uzyskiwania wysokiego prawdopodobiefistwa odrzucenia falszywej hipotezy
zerowej (moc testu) w warunkach zmieniajacych sie liczebnosci préb oraz zmieniajgcych
sie konfiguracji wielko$ci wariancji w poszczegélnych prébach. W badaniu rozwazono
cztery testy jednorodno$ci wariancji: Levene’a, Browna-Forsythe'a, Flignera-Killeena
oraz O’'Briena.

Wykorzystanie symulacji komputerowych jest podyktowane praktyczng niemozli-
woscig analitycznego wyznaczenia krzywych mocy dla wybranych testéw jednorodnosci
wariancji.

W przeprowadzonym badaniu rozwazono trzy rozktady prawdopodobienstwa
(mechanizmy generujace proby):

- rozktad normalny,

- rozktad logarytmiczno-normalny,

- rozklad jednostajny.

W przypadku testow jednorodnosci wariancji wielko$¢ warto$ci oczekiwanej nie ma
wplywu na wyniki analizy. W badaniach przyjeto arbitralnie dla rozktadu logarytmiczno-
-normalnego oraz normalnego warto$¢ oczekiwang rowng 10. W przypadku rozktadu
jednostajnego arbitralnie przyjeto warto$¢ 0 jako dolng granice rozktadu. Uzyskanie
pozadanych warto$ci odchylenia standardowego bylo mozliwe poprzez odpowiednie
sterowanie goérng granicg przedziatu, na ktérym jest okreslony rozktad jednostajny.

W przeprowadzonej symulacji zatozono, ze obserwacje pochodzg z czterech popu-
lacji. Ponadto zbudowano trzy mechanizmy okreslania wielkoSci odchylenia standar-
dowego w kazdej z czterech populacji (oznaczonych dolnymi subskryptami):

- o01=0p=03=1, 04 =1,0+ 3* (wsp6lczynnik wzrostu odchylenia standardo-
wego),

-01=03=1, 03 =04 =1,0+ 3* (wsp6lczynnik wzrostu odchylenia standardo-
wego),

- 0;=1,0+ (i - 1)* (wspbtczynnik wzrostu odchylenia standardowego), i = 1, 2,
3, 4.

Wspétezynnik wzrostu odchylenia standardowego przyjmuje wartosci od 0 do 0,35
z krokiem 0,025.

W badaniu zalozono nastepujace sze$¢ mozliwych konfiguracji liczebnosci prob:
(10, 10, 10, 10), (40, 40, 40, 40), (5, 10, 15, 20), (20, 15, 10, 5), (30, 40, 50, 60), (60,
50, 40, 30). Wykorzystanie zaréwno prob réwnolicznych, jak i nieréwnolicznych jest
podyktowane checig zbadania wplywu tego czynnika na zachowanie si¢ rozwazanych
testéw statystycznych.

Ponadto uwzglednienie liczebnosci préb (5, 10, 15, 20), (20, 15, 10, 5), (30, 40, 50,
60), (60, 50, 40, 30) pozwala zbadaé taczny wptyw wielkosci odchylenia standardowego
w danej prébie oraz liczebnosci tej préby na rozwazane testy jednorodnosci wariancji.

Wszystkie symulacje przeprowadzono w $rodowisku statystycznym R (www.r-pro-
ject.org) w oparciu o autorskie skrypty obliczeniowe.



30 Sabina Denkowska, Kamil Fijorek, Marcin Salamaga, Andrzej Sokotowski

4. WYNIKI BADAN

4.1. KONTROLA BELEDU PIERWSZEGO RODZAJU

W sytuacji prawdziwosci hipotezy zerowej badania symulacyjne pozwolily oszaco-
wacé rozmiary rozpatrywanych testéw? jednorodno$ci wariancji. W celu oszacowania
prawdopodobienstwa popelnienia btedu I rodzaju dziesi¢é tysiecy razy generowano
cztery préby o réznej licznosci z wybranych rozktadéw i za kazdym razem badano,
ktéra z procedur nie rozpozna stanu faktycznego, czyli réwno$ci wariancji we wszyst-
kich grupach. W tabelach 1-3 przedstawione sa wyniki otrzymane w zaleznosci od
liczebno$ci podgrup.

Waznym zalozeniem wiekszo$ci testéw jednorodnos$ci wariancji jest zalozenie
moéwigce o normalno$ci populacji, z ktérych losujemy proby. W prowadzonych bada-
niach symulacyjnych szacowano prawdopodobienstwo btedu I rodzaju w sytuacji, gdy
zatozenie o normalnosci jest spetnione (patrz: tabela 1), ale réwniez badano wrazliwo$é
tych procedur na niespelnienie tego zalozenia. Tabela 2 prezentuje wyniki dla préb
generowanych z rozkladu lognormalnego, a tabela 3 z rozkladu jednostajnego.

Tabela 1

Oceny prawdopodobienstw odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej — réwne odchylenia standardowe,
rozklady normalne

Liczebnosci grup TEST
I II 111 v Levene'a B-F F-K O’Briena
10 10 10 10 0,0694 0,0346 0,0358 0,0389
40 40 40 40 0,0547 0,0430 0,0424 0,0453
5 10 15 20 0,0814 0,0368 0,0379 0,0608
30 40 50 60 0,0616 0,0501 0,0511 0,0524

Zrédlo: opracowanie wiasne.

W tabeli 1 przedstawiono wyniki uzyskane, gdy proby byty losowane z populacji
normalnych o réwnych wariancjach. Najgorzej wypadt test Levene’a, ktory dla wszyst-
kich rozpatrywanych wariantéw liczebnosci przekroczyl przyjety na wstepie badan
poziom istotnosci 0,05. Szczegdlnie wysokie prawdopodobienstwo blednego odrzucenia
prawdziwe]j hipotezy zerowej mozna zauwazy¢ dla matych, nieréwnolicznych prob.
Procedura ta nie wypada dobrze réwniez w przypadku duzych, ale nieréwnolicznych
probek. Najlepiej w tej cze$ci badan wypadajg procedury Browna-Forsythe'a oraz
Flignera-Killeena. Obie zapewniajg kontrole btedu I rodzaju na poziomie 0,05, nie-
znacznie przekraczajac to prawdopodobiefistwo w przypadku duzych, nieréwnolicznych
prob. Pomiedzy procedurami Browna-Forsythe'a oraz Flignera-Killeena uplasowala sie

7 Patrz [4], s. 23.
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procedura O'Briena, ktéra zapewnia kontrole btedu I rodzaju dla préb réwnolicznych,
réwniez matych. W przypadku préobek o réznej licznosci oszacowane prawdopodo-
biefistwa, mimo iz wigksze od 0,05, sg jednak znacznie nizsze od prawdopodobienstw
otrzymanych przy zastosowaniu testu Levene'a.

Tabele 2 i 3 przedstawiajg wyniki w przypadku, gdy niespelnione sg zalozenia
o normalnosci rozktadéw.

W tabeli 2 przedstawione sg wyniki symulacji prowadzonych dla préb generowanych
z rozktadu lognormalnego. Zaskakujg bardzo zte wyniki testu Levene’a. Oszacowane
prawdopodobienstwa popetnienia biledu I rodzaju przekraczaja 0,3! Okazuje sie, ze
zastosowanie tego testu do préb z rozktadu lognormalnego powoduje odrzucenie co
najmniej 30% prawdziwych hipotez zerowych. Najbardziej odporny okazal sie test
Browna-Forsythe’a, ktéry jedynie w sytuacji matych, nier6wnolicznych préb przekro-
czyt zalozony na wstepie poziom istotnosci 0,05. W miare odporny okazal sie réwniez
test O’Briana, ktéry kontrole prawdopodobiefistwa odrzucenia hipotezy prawdziwej
zapewnial w przypadku duzych préb. Niestety, prawdopodobienistwo bledu I rodzaju
dwukrotnie przekracza dopuszczalny poziom istotno$ci w przypadku zastosowania
tego testu do matych nieréwnolicznych probek. Test Flignera-Killeena we wszystkich
rozpatrywanych wariantach liczebnosci ponad dwukrotnie przekraczat a.

Tabela 2

Oceny prawdopodobienstw odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej — réwne odchylenia standardowe,
rozktady lognormalne

Liczebnosci grup TEST
I 11 111 v Levene'a B-F F-K O'Briena
10 10 10 10 0,3438 0,039 0,1205 0,0584
40 40 40 40 0,3013 0,0428 0,1533 0,0344
5 10 15 20 0,3328 0,057 0,1175 0,1044
30 40 50 60 0,3059 0,0485 0,1654 0,0405

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 3 przedstawia wyniki uzyskane dla prob losowanych z rozkladu jednostaj-
nego. I w tym przypadku najgorzej wypadta procedura Levene’a, ktéra dla wszystkich
czterech wariantéw liczebno$ci data oszacowania przekraczajace 0,05. Uzyskane przez
te procedure wyniki sg zblizone do rezultatéw uzyskanych dla rozktadu normalnego
(por. tabela 1) i potwierdza si¢ spostrzezenie, ze procedura ta nie wypada dobrze
w przypadku matych, nieréwnolicznych préb, jak réwniez w przypadku duzych, ale
nieréwnolicznych préb. W sytuacji rozktadu prostokgtnego zaréwno procedura Browna-
Forsythe’a, jak i Flignera-Killeena wypadly w badaniach bardzo dobrze, uzyskujac
prawdopodobienistwa blednej decyzji ponizej 0,05. Dla testu O'Briena, podobnie jak
w przypadku rozktadu normalnego, otrzymano nieznaczne przeszacowanie prawdo-
podobienstwa btedu I rodzaju w przypadku préb nieréwnolicznych.
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Tabela 3

Oceny prawdopodobienstw odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej — réwne odchylenia standardowe,
rozklady jednostajne

Liczebnosci grup TEST
I II III v Levene'a B-F F-K O'Briena
10 10 10 10 0,0709 0,025 0,0232 0,0411
40 40 40 40 0,0562 0,033 0,0332 0,0471
5 10 15 20 0,097 0,0374 0,0309 0,0665
30 40 50 60 0,0607 0,0389 0,0379 0,0523

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W prowadzonych badaniach rozwazano trzy rozktady, z ktérych generowano préby
losowe. Okazato sie, ze wyniki jakie uzyskano dla rozktadu jednostajnego tylko nie-
znacznie réznig sie od wynikéw otrzymanych dla rozkladu normalnego, ktéry stanowi
kluczowe zatozenie wiekszosci procedur stuzgcych do badania jednorodnosci warian-
cji. Natomiast bardzo istotne réznice wystgpily w przypadku zastosowania testow do
préb wygenerowanych z rozktadu lognormalnego. W przypadku gdy o = 1 rozktad
lognormalny charakteryzuje sie silng prawostronng asymetria i wydaje sie, ze wtasnie
to odejscie od symetrii jest powodem tak znacznego pogorszenia oszacowan btedéw I
rodzaju procedur Levene’a i Flignera-Killeena.

Podsumowujac cze$é¢ badan dotyczaca kontroli btedu I rodzaju mozemy stwierdzic,
ze pod tym wzgledem zdecydowanie najgorzej wypadta procedura Levene’a. Okazala sie
,nieodporna” w przypadku nieréwnych lub nielicznych préb, nawet tych losowanych
z rozktadu normalnego. W przypadku rozktadu asymetrycznego jakim jest rozktad lognor-
malny, wyniki tej procedury pogarszaja sie tak drastycznie, ze jej stosowanie wydaje
sie wrecz niedopuszczalne. Najlepiej sposréd rozwazanych testéw wypadt test Browna-
-Forsythe’'a. Test ten okazal sie¢ znacznie bardziej od innych procedur odporny na nie-
réwnolicznos¢ préb, czy tez odchylenia od normalnosci. Stosunkowo dobrze wypadt on
réwniez w przypadku silnej asymetrii rozktadu lognormalnego, przekraczajac zaledwie
0 0,007 zalozony poziom istotnosci dla préb matych i nieréwnolicznych. Z pozostatych
testow ciekawie wypada test O'Briena, dla ktérego oszacowane prawdopodobienistwa
testowe oscyluja koto 0,05, nieznacznie przekraczajac te warto$é¢ dla préb nieréwno-
licznych. W przypadku silnej asymetrii rozktadu lognormalnego test ten okazal si¢ nie-
odporny tylko w przypadku matych préb, w przeciwienstwie do testu Flignera-Killeena,
dla ktérego wszystkie oszacowane prawdopodobienstwa odrzucenia prawdziwej hipo-
tezy zerowej okazaly sie ponad dwukrotnie wieksze od przyjetego poziomu istotnosci.

4.2. BADANIE MOCY PROCEDUR

Mocg testu nazywamy prawdopodobienistwo podjecia stusznej decyzji polegajacej
na odrzuceniu falszywej hipotezy zerowej. Druga cze$¢ badan miata na celu poréw-



Empiryczna ocena mocy testow dla wielu wariancji 33

nanie mocy wybranych testéw stuzacych do badania réwnosci wielu wariancji. W tym
przypadku tysigc razy generowano cztery proby o réznej liczebnoSci z wybranych
rozktadéw i za kazdym razem badano, ktéra z procedur rozpozna stan faktyczny, czyli
brak réwno$ci wariancji we wszystkich grupach. Dla kazdej z procedur szacowano
prawdopodobiefistwa wykrycia niejednorodno$ci wariancji.

Istotnym zalozeniem wielu testow jednorodnosci wariancji jest zatozenie dotyczace
normalnosci rozktadéw, z ktérych pobierane sg proby. Niestety, w praktyce czesto zato-
zenie to nie jest spelnione, a mimo to procedury sg stosowane. W badaniach spraw-
dzano wiec moc procedur nie tylko w sytuacji, gdy préby sa generowane z rozktadow
normalnych. Generowano réwniez préby z rozkladu jednostajnego i lognormalnego. Tak
wiec symulacje mialy na celu réwniez ocene odpornosci wybranych testow w przypadku
niespelnienia zalozenia o normalnosci.

Na wstepie, w celu poréwnania mocy procedur w sytuacji spetnionych zatozen, eks-
perymenty przeprowadzono dla préb generowanych z rozktadéw normalnych. Wszystkie
cztery rozpatrywane testy osiggaly poréwnywalne rezultaty w przypadku duzych préb.
Oczywiscie, prawdopodobienstwa rozpoznania niejednorodnosci wariancji rosty wraz
ze wzrostem réznic pomiedzy wariancjami. Jednak wykrywalno$é niejednorodnosci
wariancji okazata sie wyraznie lepsza, gdy rosta wariancja tylko w jednej lub dwéch gru-
pach. Dla obu tych sytuacji oszacowane prawdopodobienstwa réznily sie nieznacznie.

Wielko$¢ proby: 10 10 10 10
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Wspélczynnik wzrostu odchylenia standardowego

Rysunek 1. Oceny mocy testoéw dla préob z rozkltadu normalnego. Odchylenia standardowe wynosza
odpowiednio: 01 = 03 = 03 =1 i 04 = 1 + 3* (wspblczynnik wzrostu odchylenia standardowego)

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Wyrazne réznice pomiedzy testami dato si¢ zaobserwowaé w wykrywalnosci nie-
jednorodno$ci wariancji w przypadku matych préb. W przypadku préb réwnolicznych
10-elementowych zdecydowanie najlepszym rozpoznaniem niejednorodno$ci wykazata
sie procedura Levene’a. Procedura ta jednak nie zapewnia kontroli btedu I rodzaju na
zatozonym poziomie istotno$ci, co stanowi jej powazny mankament. Dla pozostatych
trzech procedur réznice w oszacowanych prawdopodobienstwach byly nieznaczne,
ale wyraznie gorsze od prawdopodobienstw otrzymanych dla procedury Levene’a.
Tylko w sytuacji, gdy wariancja rosta w jednej grupie (patrz: rys. 1) r6znice mie-
dzy testami byly wyraZniejsze i spos$rdd testow kontrolujgcych prawdopodobiefistwo
btedu I rodzaju najlepiej wypadt test O'Briena, troche gorzej test Browna-Forsythe'a,
a najgorzej test Flignera-Killeena. Oczywiscie, réznice pomiedzy testami rosly wraz
ze wzrostem wariancji w grupie.

W przypadku matych nieréwnolicznych préb okazalo sig, iz istotny wplyw na
rozpoznanie niejednorodno$ci wariancji przez roézne testy ma fakt, czy mniejszym
probom w eksperymencie odpowiadaly mniejsze czy wieksze wariancje. I tak np.
procedura O’Briena byta najlepsza, gdy wiekszym liczebno$ciom odpowiadaly mniej-
sze wariancje, podczas gdy w sytuacji odwrotnej wypadata ona najgorzej w rankingu
testéw jednorodno$ci wariancji (patrz: rys. 2).

Wielkos$¢ préby: 5 10 15 20
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Wsp6tczynnik wzrostu odchylenia standardowego
Rysunek 2. Oceny mocy testow dla préb z rozkltadu normalnego. Odchylenia standardowe
w poszczegblnych grupach wynosza odpowiednio: 0y = 0, = 1 i03 =04 = 1 + 3*

(wsp6lczynnik wzrostu odchylenia standardowego)

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Podsumowujac, eksperymenty symulacyjne przeprowadzone na probach genero-
wanych z rozkladéw normalnych, mozna stwierdzié, iz w przypadku duzych préb
wszystkie badane procedury mialy zblizone wyniki rozpoznania niejednorodnosci pod-
grup. W przypadku matych préb sytuacja byta bardziej skomplikowana. Najlepsze
prawdopodobiefistwa rozpoznania niejednorodno$ci miat test Levene'a, ktory jednak
nie zapewnial kontroli btedu I rodzaju na zatozonym poziomie istotnosci.

W przypadku procedury O'Briena wyniki, w poréwnaniu do pozostatych testéw,
wahaly sie od bardzo dobrych do bardzo stabych, a zalezato to od tego, czy liczniej-
szym prébom odpowiadaly mniejsze czy wieksze wariancje. Wydaje sie, ze taka ,nie-
stabilno$¢” dyskwalifikuje procedure O'Briena w badaniach praktycznych w przypadku
malych préb.

Dobre, stabilne wyniki miata procedura Browna-Forsythe’a, ktéra w przeciwien-
stwie do procedury Levene’a kontrolowata prawdopodobienistwo odrzucenia prawdziwej
hipotezy zerowej na przyjetym w eksperymencie poziomie istotnosci 0,05.

Poniewaz w badaniach praktycznych nie mamy mozliwo$ci rozpoznania, czy mniej-
szym prébom odpowiada wieksza czy mniejsza wariancja (chyba, Ze oprzemy sie na
obserwacjach dla prob) wydaje sie wiec, ze najbezpieczniej w przypadku matych, nie-
réwnolicznych préb decyzje o niejednorodnos$ci wariancji przeprowadzaé za pomoca
np. testu Browna-Forsythe’a.

Kolejne eksperymenty symulacyjne polegaly na losowaniu préb z rozktadu lognor-
malnego i jednostajnego o zadanych parametrach i badaniu wrazliwosci testéw na
odejScie od zatozenia o normalno$ci.
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Rysunek 3. Oceny mocy testéw dla préb z rozkltadu lognormalnego. Odchylenia standardowe wynosza

odpowiednio dla i-tej grupy: o4 = 1 + (i — 1)* (wspétczynnik wzrostu odchylenia standardowego)

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Interesujaco, ale zarazem niepokojaco wypadly badania, w ktérych préby byly gene-
rowane z rozkladu lognormalnego. Zdecydowanie najlepiej niejednorodno$é wariancji
wykrywata procedura Levene’a (por. rys. 3). W przypadku matych, nieréwnolicznych
préb z rozktadu lognormalnego okazalo sie, ze istotna jest zalezno$¢ pomiedzy liczebnos-
cig préby i wielko$cig wariancji. I tak, w przypadku gdy liczniejszej probie odpowiada
wigksza wariancja (bez znaczenia jest fakt, czy zmiany wariancji zachodzity w jednej,
dwéch czy w trzech grupach) procedura Flignera-Killeena wydaje sie jedynym roz-
wigzaniem. Natomiast gdy mniejszej prébie odpowiada wicksza wariancja, wyraznie
poprawia sie moc pozostatych procedur (Browna-Forsythe’a i O'Briena).

W przypadku duzych préb generowanych z rozktadéw jednostajnych wszystkie testy
uzyskaly prawdopodobienstwa rozpoznania niejednorodno$ci wariancji co najmniej
tak dobre, jak w analogicznym eksperymencie z prébami generowanymi z rozktadu
normalnego. Wéréd rozwazanych testéw najlepiej wypadta procedura O'Briena.

Procedura O’Briena réwniez w przypadku matych prob data najlepsze oszacowania
prawdopodobienstw rozpoznania niejednorodnosci wariancji. Szczegdlne duzy kontrast
w stosunku do pozostatych procedur pojawial sie wtedy, gdy préby byly réwnoliczne
lub gdy mniejszej probie odpowiadata wieksza wariancja (rys. 4).
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W najgorszym przypadku, gdy najmniejszej probie odpowiadata najmniejsza
wariancja, procedura O'Briena miata wyniki zblizone do wynikéw pozostatych pro-
cedur: Browna-Forsythe’a i Flignera-Killeena. Najlepiej w tym eksperymencie wypadta
procedura Levene’a, nalezy jednak wspomnieé, ze rowniez w tym eksperymencie test
ten dat prawie dwukrotne przeszacowanie przyjetego na wstepie poziomu istotnoSci.

5. PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badania symulacyjne potwierdzily, Zze nie ma jednego najlepszego,
czy tez ,uniwersalnego” testu jednorodnosci wariancji. Zalecenia autoréw, wynikajgce
z przeprowadzonych badan, odno$nie wyboru najwlasciwszego testu jednorodnosci
w zalezno$ci od rozwazanych czynnikéw, takich jak m.in. rozktad, czy liczebnosci préb,
przedstawione sg w tabelach 4-5. W kolumnie ,zalecenia” wymienione sg procedury
w zalecanej kolejno$ci stosowania.

Tabela 4

Zalecenia odnosnie wyboru testu jednorodno$ci wariancji w przypadku losowania préb z rozktadéow
co najmniej zblizonych do rozkltadu normalnego lub do rozkladu jednostajnego

Zalecenia Zalecenia
Liczebnosci préb (rozklady zblizone (rozklady zblizone
do rozktadu normalnego) do rozktadu jednostajnego)
1. Test O'Briena 1. Test O'Briena
2. Test Browna-Forsythe'a 2. Test Levene'a (p = 0,0709)
Réwnoliczne
3. Test Flignera-Killeena 3. Test Browna-Forsythe'a
4. Test Levene'a (p = 0,0694) 4. Test Flignera-Killeena
Mate
1. Test Browna-Forsythe’a 1. Test O’Briena (p = 0,0665)
. . 2. Test Flignera-Killeena 2. Test Levene’a (p = 0,097)
Nieréwnoliczne , ,
3. Test Levene'a (p = 0,0814) 3. Test Browna-Forsythe’a
4. Test O'Briena (p = 0,0608) 4. Test Flignera-Killeena
1. Test O'Briena 1. Test O'Briena
. 2. Test Levene'a (p = 0,0547) 2. Test Flignera-Killeena
Réwnoliczne , ,
3. Test Browna-Forsythe’a 3. Test Levene'a (p = 0,0562)
4. Test Flignera-Killeena 4. Test Browna-Forsythe’a
Duze
1. Test O'Briena (p = 0,0524) 1. Test O'Briena (p = 0,0523)
) . 2. Test Levene'a (p = 0,0616) 2. Test Flignera-Killeena
Nieréwnoliczne , ,
3. Test Browna-Forsythe’a (p = 0,0501) | 3. Test Levene'a (p = 0,0607)
4. Test Flignera-Killeena (p = 0,0511) 4. Test Browna-Forsythe'a

Zrédlo: opracowanie wlasne (w nawiasach obok nazw procedur podano oszacowane dla tych procedur prawdopodobiefistwa popeienia
bledu I rodzaju wigksze od 0,05).
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Cze$¢ z zalecanych testéw nie zapewnia kontroli btedu I rodzaju. Poniewaz dla
rozpatrywanych procedur réznice w oszacowaniach prawdopodobienstw btedu I rodzaju
byly znaczne w zalezno$ci od rodzaju procedury, czy tez rozwazanej sytuacji badaw-
czej, w nawiasie obok nazwy procedury podano oszacowane prawdopodobienstwa
popetnienia bledu I rodzaju, wtedy gdy jest ono wieksze od 0,05. Kolejno$¢ zalecanych
testow zalezala od kilku czynnikéw. Oczywiscie, autorzy starali sie wyrdznié testy
o najwiekszej mocy, zapewniajace kontrole bledu I rodzaju. W niektérych sytuacjach
badawczych wybdr najlepszych procedur byl szczegélnie trudny, gdy np. procedury
dobrze rozpoznajace niejednorodno$¢ wariancji, mialy zbyt wysokie prawdopodobien-
stwa bledu I rodzaju. Prawdopodobienstwa popetnienia bledu I rodzaju zostaty wiec
podane, by badacz korzystajacy z tego opracowania mial orientacje, na jaki btad I
rodzaju sie naraza dokonujac wyboru procedury i ewentualnie rozwazyt, czy jest to
dopuszczalne w prowadzonych przez niego badaniach. Jesli nie dopuszcza takiego
poziomu btedu I rodzaju, moze rozwazy¢ zastosowanie testu na ,odpowiednio” nizszym
poziomie istotno$ci lub tez zastosowaé kolejny test z listy zalecen.

Tabela 5

Zalecenia odno$nie wyboru testu jednorodno$ci wariancji w przypadku losowania préb z rozkladéow
0 wyraznej asymetrii umiarkowanej

Liczebnosci prob Zalecenia
Réwnoliczne Test Flignera-Killeena (p = 0,1205)
Mate . . Zaden z testow nie zastuguje na rekomendacje, ale ,najmniejszym
Nieréwnoliczne R o . .
zlem” wydaje sie test Flignera-Killeena (p = 0,1175).
Dus Réwnoliczne 1. Test Flignera-Killeena (p = 0,1700)
uze
i nieréwnoliczne 2. Test Browna-Forsythe’a

Zrédlo: opracowanie wlasne (w nawiasach obok nazw procedur podano oszacowane dla tych procedur prawdopodobiefistwa popeienia
bledu I rodzaju wigksze od 0,05).

W tabeli 4 podane sg zalecenia w sytuacji, gdy préby sa losowane z rozkltadéw
normalnych (lub rozktadéw co najmniej zblizonych do normalnych) oraz dla préb loso-
wanych z rozktadéw lognormalnych. W badaniach rozwazano odchylenia standardowe,
dla ktérych rozklad lognormalny charakteryzuje sie wyrazng asymetrig prawostronnag.
Wydaje sie, ze zalecenia z tej czeSci badan mozna odnie$é¢ nie tylko do rozktadu
lognormalnego, ale do szerszej klasy rozkltadéw umiarkowanie asymetrycznych.
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EMPIRYCZNA OCENA MOCY TESTOW DLA WIELU WARIANCIJI

Streszczenie

Testy dla wielu wariancji stosuje si¢ zwykle do weryfikowania zalozenia o réwnosci wariancji wyma-
ganego przez inne procedury - przede wszystkim analiz¢ wariancji. Moga by¢ tez wykorzystywane do oceny
jednorodnosci zrédel danych, ktére chcemy potaczy¢ dla uzyskania lepszych ocen wariancji.

Testy dla wielu wariancji tez zazwyczaj same wymagaja spelnienia pewnych zalozen. Najczesciej chodzi
tu o zalozenie normalnosci rozkltadu w populacjach lub przynajmniej rozktadu tego samego typu.

Celem artykutu jest zbadanie zachowania si¢ wybranych testéw dla wielu wariancji w warunkach praw-
dziwosci i nieprawdziwosci zalozenia o normalnosci rozktadu, malych i duzych préb, préb réwnolicznych
i préb o zréznicowanych liczebno$ciach. Badania te przeprowadzono metodami symulacyjnymi. W badaniu
rozwazono cztery testy jednorodno$ci wariancji: Levene’a, Browna-Forsythe’a, Flignera-Killeena oraz O'Briena.

Slowa kluczowe: testy dla wielu wariancji, symulacje Monte Carlo, test Levene’a, test Browna-Forsythe’a,
test Flignera-Killeena, test O’'Briena.

A COMPARATIVE STUDY OF TESTS POWER FOR HOMOGENEITY OF VARIANCES

Summary

Some statistical tests, for example the analysis of variance, assume that variances are equal across
groups or samples. Tests for homogeneity of variances can be used to verify that assumption and for
pooling of data from different sources to yield an improved estimated variance. Tests for homogeneity of
variances can be used usually under assumption of normal distributions or nearly normal distributions.
In this paper some tests for homogeneity of variances are examined under the null hypothesis and under
the alternative, for various sample sizes, for various symmetric and asymmetric distributions. Monte Carlo
simulations has been used for this. In this paper the following procedures have been analyzed: Levene’a
test, Brown-Forsythe test, Fligner-Killeen test and O'Brien test.

Key words: tests for homogeneity of variances, Monte Carlo, Levene'’s test, Brown-Forsythe test, Fligner-
Killeen test, O'Brien test.
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THE DISCRETE LOCATION PROBLEM FOR A CHAIN
OF HOMOGENEOUS FACILITIES

1. INTRODUCTION

Location problems arouse interest of many people, but everyone formulates
assumptions in a different way. In some papers a continuous approach is presented
[2], [11], in others — a discrete one [5]. Some authors are considering the possibility to
locate facilities in a linear market, e.g. along the beach [5], [11], others concentrate on
bi-dimensional problems, but simultaneously demonstrate that they can be reducible to
a one-dimensional case [3]. Objectives are also diverse. The goal of the research may
consist, for instance, in maximizing the difference between the demand captured and the
demand lost [13], in minimizing the distance between the facility and the highest number
of potential clients [11] or in minimizing the total cost both for building and operating
facilities as well as for servicing the customer demands [2]. The cases discussed in
the literature concern both the location of facilities belonging to one proprietor [4] as
well as the location of competitive facilities [1], [5]. In some articles the location is
established for a set of similar facilities [5], [10], in others — for a complex of different
facilities [14]. In some models location decisions are only considered [5], while other
models incorporate additional decisions concerning, e.g. price and production levels
[4]. We can find examples where facilities capacity, which may be treated as limited
or not, is recognized as a decisive factor influencing the optimal solution [1], [2].

The main objective of this paper is to formulate models determining the best
location strategy for a chain of homogeneous facilities, which belong to a single owner.
Therefore, the model’s goal is to maximize his or her total profit and not the profit
of each facility separately. In the research facilities are defined as goods or services
distribution centers (e.g. shops, restaurants, petrol stations, post offices, repair services)
and are represented as points, not lines (e.g. railways) or polygones. Services are not
provided virtually. The facilities” homogeneity means that they offer the same products
at the same price, with the same quality of services and with similar opening hours.
Although there are lots of contributions devoted to a continuous approach [8], [12],
many researchers stress that the analysis of a region as a homogeneous space without
geographical barriers is not appropriate [7]. That is why formulated models should be
applicable to a discrete approach. It usually means that the location for p facilities
is chosen from a set of n possible places (where p < n). Here, each potential facility
is assigned to a particular location which has already been investigated from an
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administrative and transport point of view. Therefore, the decision-maker does not
care about the place where to build a facility, but which facilities should be built. In
other words, the goal is to choose, from a set of n potential facilities, that subset of
p facilities which allows the objective function to achieve the most profitable value.
Sections 2-4 describe three possible models designed to establish the best location
strategy in view of assumptions given above. Section 5 presents suggestions how to
deal with research limitations. Section 6 presents a conclusion.

2. FIRST APPROACH - LOCATION PROBLEM VERSUS RESOURCES ALLOCATION PROBLEM

The comparison of two different issues — the resources allocation problem and
the location problem — reveals their significant similarities. In the first case the target
is to distribute scarce resources among alternative activities. In the second one, the
objective is to assign a limited number of facilities (in view of a given budgetary
constraint) to different delimited areas (e.g. quarters, cities, regions). Although this
analogy occurs, we can not recognize that the facilities considered in location issues
are as totally homogeneous as the resources are in resources allocation problems,
because even homogeneous facilities in terms of products, services and prices, differ
from each other in their location! That is why, in contrast to resources allocation, in
locations problems not only the number of facilities activated at each area has to be
defined, but also the combination, which entails a significant growth of the number
of possible solutions. Consider n regions and m; potential facilities in region j. If we
want to know how many facilities should be built in # regions we choose one of

n
II (m; + 1) (1)
i=1
possible strategies, but if we also consider the combination, the number of variants
rises to

2 ()

Additionally, the location factor influences the number of combinations for which
the profit has to be estimated. When regions are far from each other and profits
generated by a facility depend only on other facilities built at the same area, the
number is equal to

n
Doam;. 3)
j=1
However, when regions are close to each other, the facility activation may influence
profits generated by facilities opened both in the same area as well as in adjacent
areas. Then, the profit estimation is required for more cases:
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' 4)

If in the optimization tasks concerning resources allocation, the total quantity
of resources to allocate is not set in advance, the problem may be solved with the
aid of the dynamic programming or some simplified procedures such as the local
extrema method (for each activity the quantity connected with the highest profit is
chosen) or the marginal profits method (resources are allocated as long as marginal
profits are non-negative). The last method finds applications only in non-increasing
marginal profits functions’ cases. Methods mentioned above, except for local extrema
method, are also used when the quantity to allocate is known in advance (then, using
the marginal profits procedure, facilities built in the first order are those connected
with the highest marginal profit). Algorithms characteristic of resources allocation
issue may be applied to facilities location on condition that for p; facilities activated
in region j the combination connected with the highest profit is the only one to be
taken into account. Moreover, these methods may be used only if interdependency
between facilities built in different regions does not occur.

Table 1
Estimated cumulative profits for each region
Region A Region B Region C

b set of facilities profit set of facilities profit set of facilities profit
Al 3 B1 3,5 C1 3
1 A2 4 - - C2 2
- - - - C3 3
Al, A2 5 - - Cl, C2 4
2 - - - - C1, C3 6
_ _ - - C2, C3 35
3 - - - - C1, C2, C3 5,5

Source: own calculations.

Table 1 presents cumulative profits estimated for regions A, B, C on the assumption
that my = 2, my = 1, m3 = 3. Symbols Al, A2, B1, C1, C2, C3 design potential facilities.
Profits depend on the number and set of facilities activated. Cumulative profits are
estimated for all possible combinations and the best ones are in bold.

Marginal profits are given in table 2. They are calculated according to the following
formula:

ci(py)=ci(py)—ci(p;— 1) p;=12.m, ®)
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where c¢;(p)) signifies the estimated profit for the best combination of p; facilities
activated in region j.

Table 2
Marginal profits calculated for the best variants
Region A Region B Region C
b set of facilities profit set of facilities profit set of facilities profit
- - Bl 35 c1 3
1 A2 4 - - - -
- - - - C3 3
Al, A2 1 - - - -
2 - - - - C1, C3 3
3 - - - - Cl1, C2, C3 -0,5

Source: own calculations.

If the total number of facilities activated is not set in advance, the optimal strategy
consists in choosing all facilities except for C2. If only four facilities may be activated,
A2, B1, C1 and C3 should be selected.

The problem can be expressed as

ch(pj) - max (6)
i=1
0O<p,<m, j=12.un @
n n
ij:LS ij (8)
j=1 j=1

where m; is defined as the number of potential facilities in region j and L stands for
the desired total number of facilities activated. The constraint (8) is optional.

The approach presented in Section 2 is relatively simple, but requires profit
estimation for all combinations.

3. SECOND APPROACH - PROFIT FUNCTION FOR EACH FACILITY

In connection with the necessity of estimating the profit for plenty of variants in
the first approach, the author is considering the possibility of deriving profit functions
for each potential facility. Then, the maximization of their sum may constitute the
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objective function. The profit generated by a given facility certainly depends on its
territory served called also range of coverage or influence area. Factors determining
this territory can be divided into two groups. The first one consists of factors known
or relatively easy to predict before the decision making (e.g. place attractiveness,
population density and existing competition) and allows us to establish the original
range of coverage (Wf? This area may be reduced after taking into account factors
belonging to the second group and relating to the activation of other potential facilities
from the same chain as well as to the distances between them and a particular facility.
These data are known just when the optimal solution is found. The final range of
coverage may be for instance defined as

n M
wy = max{O, Wix, — (—xlj + exp( > leglxkl»} ©)]

I=1k=

where x;; is equal to 1 if the facility i is activated in region j and 0 otherwise, Sgl is

the so-called nonnegative shrinking coefficient representing the impact the activation
of facility kl has on the territory served by facility ij. When facilities are far from each
other the shrinking coefficient is equal to zero. The range of coverage is not treated as
a circle whose radius decreases when a new facility is activated in the vicinity, because
the territory served shrinks only near the new facility and not from all directions.
Depending on the combination of facilities selected to be built and their location, the
influence area will be equal to one of the following values:

(x5 = 0) = (w; = 0) (10)

((xij = 1) A (Vg # x;:xy = o)) = (w; = W) (11)

(x5 = DA By # x50, = 1 A5l = 0)) = (w; = Wp) (12)
(x5 = ) A (Fxy # x50 = LAsE > 0)) = (w; < W9) (13)

The equation (9) is correct only if possible intersections of original ranges of
coverage occur between two facilities (Figure 1).

\"’

Figure 1. Original ranges of coverage for five potential facilities
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Otherwise, the impact of facilities activation could be overestimated. Therefore,
the formula would have to be modified by adding shrinking coefficients taking into
account the simultaneous effect of the activation of more facilities.

Given the territory served by facility ij we can define its profit (P;) as a function
of w;;. The second model can emerge in the form of the following equations:

n J
o ZPijxij — max (14)
j=tli=1
Py Zf(wl-j) i=1,2,..m, j=12..n (15)

n "M
~ | Kl
WU—maXQO,WZ‘XU ( xU+eXp<Z§1k=lS;jxk1))} (16)
j 2,..

x;=L< X2m, (17)

i € {01} (18)

Since people living far from a facility will not necessarily patronize this one, it is
possible to recognize that along with the growth of the range of coverage profits P;;
generated by a particular facility increase as well but at a decreasing speed. Thus, the
author recommends applying such analytical forms for the equation (15) as hyperbola:
Pjj=a + B/w;; with a constant positive and a coefficient negative, Térnquist function:
P = (a-w;)/(B + w;j) with parameters positive, or power function: P; = « wg where
a is positive and  belongs to the interval (0,1).

4. THIRD APPROACH - PROFIT FUNCTION FOR EACH MARKET AREA

The second approach does not require estimating final profits for numerous
combinations, but establishing a suitable analytical form and parameters for each
territory served and profit function, which may cause difficulties. Therefore, one more
algorithm with the following steps is suggested:

1. Specify the area with potential facilities.

2. Split this area into K smaller market areas (Figure 2).
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Figure 2. Splitted area with potential facilities

3. Determine for each potential facility the original range of coverage as a set of
market areas (Figure 3).

Figure 3. Facility A: the original range of coverage

4., Estimate profits generated by potential facilities from each market area assuming
that only one facility will be activated.

5. Distinguish those market areas which belong to more than one original territory
served (Figure 4).

Market area belonging
toAand B

Market area belonging
toAandC

Market area belonging
to A, Band C

Market area belonging
to Band C

Figure 4. Market areas belonging to more than one original territory served
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6. Estimate shares in profits when more than one facility takes advantages of
a particular market area.

7. Using a suitable optimization model find the set of L facilities maximizing the
total profit generated from all market areas.

It is recommended to present the split area as a hexagonal honeycomb proposed
by A. Losch [6], because hexagons cover the area without leaving holes. Steps 3 and 5
allow us to obtain a diagram similar to a Voronoi diagram, also called Dirichlet
tessellation [15]. Using Euclidean distance as the only criterion to delimit territories
served for each facility is impossible, because customers choose the store considering
a trade-off between proximity and store attractiveness [7]. That is why the diagram does
not resemble an ordinary Voronoi diagram, but a multiplicatively weighted Voronoi
diagram. The third optimization model is presented below:

K
th - max (19)
k=1

Il
o

| k . yk
0 if Vi x;
n ml
k ok ko Xk
221 2 lhijsij‘xij if Jxjxg =1
J=li=

k=1,2,...K (20)

k ko ok gk k k
S = f(xn,le,...,xm l,xlz,xzz,...,xmzz,...,xmnn)

i=12..m,j=12...nk=12.,K @1
K
0if 2xk=0
.xl:]' = k:I(I l = 1’29""mjs ] = 17 2""7” (22)
if 2xk>0
k=1
n ™M n
Z .le-j =L =< .Zm] (23)
j=li=1 i=1
sk € [0,1] (24)
x; x5 € {0, 1} (25)

ij’

where /;, means the estimated profit generated by the market area k. The variable x¥ i
is equal to 1 when the facility ij, whose original territory served covers this market
area, is activated. The estimated profit generated from the market area k by the facility
ij being the only one taking advantages of this market area is given by hk and SU,
signifies facility share in profits from the market area. The variable x;; is equal to 1
if the facility i is activated in region j and 0 otherwise.
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Notice that shares in profits depend on the set of facilities activated. Assume
that the market area k = 1 belongs to the original range of coverage of two potential
facilities: (i =1, j=1) and (i =2, j = 1). If only one of them is built, the estimated
profit is equal to hl, =7 or hl, = 6. If the two facilities are activated, shares will
amount to s}, = 3/4 and s}, = 1/2. For the case presented above, the equation (20)

comes in the form:

0 if x},=0x5=0

B 7-1-x, l'fx{lzl,xél=0
hl_ 6'1'x21 l_f x{]:o’xlzlzl (26)

7-(3/4) x, +6-(1/2)xy, if xl,=1,x} =1

The sum of shares for a given market area does not need to be equal to 1, because
shares signify a part of profits generated by a particular facility and not a part of
the profit achieved together. When the area is served by more than one facility, the
global profit from this area is usually higher than the profit generated from it by the
only facility activated.

5. PARAMETERS ESTIMATION

The application of models presented above is quite simple apart from parameters
estimation which concerns the territory served as well as profits and shares in profits.
There are parameters that should describe the influence of exogenous factors relating
to the population, place attractiveness, existing competition and accessible means of
transport (e.g. W¢, hg) and parameters showing how a given facility may depend on
other facilities from the same chain (e.g. sg-l, SZ-). Notice that depending on how travel
time or distances are measured parameters amount to different values. Ponsard [9]
suggests applying an Euclidean, rectangular, peripherical distance or a network, but
others recommend especially the last measure saying that human mobility is usually
limited by the transport network. In addition, a network space, in contrast to Euclidean
or rectangular distances, reduces the problem to one dimension [2]. Models presented
by Sadahiro [10], Dasci and Laporte [4] may be also very useful. Sadahiro states that
the accessibility and concentration measures may be established on the basis of opening
hours and locations of each facility, which may help to estimate shares in profits.
Dasci and Laporte show how to find the market boundary for two neighbor stores
under the assumption that customers patronize that one which provides the minimum
delivered price (products’ price + cost of transport). Many other approaches relating
to patronage probability calculation are presented in literature (e.g. [1], [7]).

6. CONCLUSION

This paper presents three possible approaches concerning the optimal location
of homogeneous facilities belonging to one proprietor. In the first approach it is



The discrete location problem for a chain of homogeneous facilities 49

demonstrated that methods used in resources allocation problem may also be applied to
location issues but only if interactions occur between facilities built in the same region.
The second one emphasizes the range of coverage as an important factor determining
profits generated by facilities, and in the third approach Lésch’s theory and Voronoi
diagrams are used to maximize the total profit from market areas. Depending on
available data, one of these models can be applied. They allow taking into consideration
interactions between facilities and they are quite simple. Moreover, models are flexible
because their equations may have other analytical forms than those presented in
the paper. In the further investigation that could be carried out, parameters may be
replaced with random variables with known distribution. A natural extension is to
enrich the research by a temporal facet where cumulative values of parameters are
estimated for different periods. Such an approach allows to consider the evolution of
phenomena influencing profits generated by a facility as well as taking into account
new significant factors that may appear in the future (e.g. new competition). Such an
approach also allows to establish an optimal location strategy for a given moment.
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DYSKRETNE ZAGADNIENIE LOKALIZACYJNE DLA SIECI JEDNORODNYCH OBIEKTOW
Streszczenie

Autorka pracy wymienia mozliwe kryteria podziatu zagadnien lokalizacyjnych opisanych w literaturze,
a nastepnie przedstawia propozycje trzech dyskretnych modeli optymalizacyjnych, ktére mogg znalez¢é zasto-
sowanie przy opracowywaniu projektu uruchomienia sieci jednorodnych obiektéw nalezacych do jednego
wlasciciela. Celem zadan jest maksymalizacja catkowitego zysku osiagnigtego przez tegoz wiasciciela, a nie
maksymalizacja zysku zrealizowanego przez kazdy obiekt osobno. Autorka ukazuje powigzanie pierwszego
modelu z zagadnieniem alokacji zasobéw. Wplyw odleglosci pomiedzy obiektami na obszar zasiegu poszcze-
gblnych obiektéw zostal w szczegdlnosci uwzgledniony w drugim i trzecim modelu optymalizacyjnym.
W ostatnim zadaniu wykorzystano zatozenia Loscha i Voronoi.

Slowa kluczowe: Zagadnienie lokalizacyjne, Dyskretne modele optymalizacyjne, Maksymalizacja zysku,
Jednorodne obiekty, Obszar zasiegu, Diagram Voronoja (tesselacja Dirichleta), Zagadnienie rozdziatu zasobu,
Metoda ekstreméw lokalnych, Metoda zyskéw krancowych.

THE DISCRETE LOCATION PROBLEM FOR A CHAIN OF HOMOGENEOUS FACILITIES
Summary

The beginning of the article is devoted to a review of different location problems discussed in the
literature. In the main part of this contribution the author presents and compares three discrete optimization
models that may be useful for decision-makers considering the construction and activation of a chain of
homogeneous facilities belonging to one proprietor. The models goal is to maximize his or her total profit
and not the gain of each facility separately. The author shows the connection of the first model with the
resources allocation problem. The influence of the distance between facilities on their territory served is
emphasized particularly in the second and third approach. The last model is partially based on Losch’s
and Voronoi’s principles.

Key words: Location problem, Discrete optimization models, Profit maximization, Homogeneous
facilities, Territory served (range of coverage, influence area), Voronoi diagram (Dirichlet tessellation),
Resources allocation problem, Local extrema method, Marginal profits method.
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ZASTOSOWANIE METODY DEA W KLASYFIKACJI FUNDUSZY INWESTYCYJNYCH

1. WSTEP

Analiza i ocena wynikéw osigganych przez fundusze inwestycyjne jest jednym
z podstawowych etapéw w procesie oceny efektywnosci zarzadzania portfelem inwesty-
cyjnym funduszu. Jedno z najstarszych, obecnie stosowanych podej$é¢ do oceny efektyw-
nosci oparte jest na nastepujacych wskaznikach: Jensena [4], Sharpe’a [12] i Treynora
[13]. Wskazniki te liczone sg w oparciu o wyniki estymacji Modelu Wyceny Aktywoéw
Kapitalowych (CAPM). Nie zawsze istnieje mozliwo$¢ ich pelnej interpretacji, co wynika
z faktu, iz podstawowg wadg wymienionych wskaznikéw jest trudno$¢ spetnienia bardzo
rygorystycznych zalozenh modelu CAPM odnosnie struktury rynku waloréw oraz postaci
rozktadu ich stép zwrotu. Najstarsze, klasyczne podejsScie do mierzenia efektywnosci
zarzadzania portfelem inwestycji funduszu, wykorzystuje zazwyczaj takie elementy, jak
stopa zwrotu i ryzyko. DoS§wiadczenia ostatnich lat pokazujg jednak, ze te dwa para-
metry sg niewystarczajace, jesli chcemy poréwnaé miedzy sobg wyniki osiggane przez
poszczegblne fundusze funkcjonujace na rynku. Jednym z istotnych elementéw, ktéry
nalezy uwzgledni¢ to koszty, jakie ponoszone sg w zwigzku z uczestnictwem w danym
funduszu i tym samym majg wplyw na poziom zyskéw osigganych przez inwestoréw.
Nawet niewielka réznica w zysku netto osigganym w krétkim okresie czasu, prowadzi
do bardzo duzych réznic w tacznym zysku netto w dlugim okresie czasu. W 1997 r.
Murthi i in. zaproponowali metode Data Envelopment Analysis w skrécie DEA! do
oceny wynikow osigganych przez fundusze [5]. Za pomocg metody DEA okre$lany jest
poziom efektywnos$ci funduszu wzgledem innych funduszy z badanej préby.

Artykut prezentuje zastosowanie metody DEA do mierzenia efektywnos$ci zarzadza-
nia portfelem inwestycyjnym funduszy akcyjnych funkcjonujgcych na polskim rynku
kapitalowym. W pierwszej czeSci artykutu zawarto teoretyczne podstawy metody DEA,
nastepnie przedstawiono postacie prymalne i dualne zagadnien programowania linio-
wego. W czesci drugiej opisano stosowane warianty metody DEA, ktére zostaly wykorzy-
stane do pomiaru efektywnosci funduszy, uwzgledniajgce odpowiednio ryzyko catkowite
i systematyczne, stopy zwrotu oraz koszty uczestnictwa w funduszy, z uwzglednieniem
krétkiego 1 dlugiego horyzontu inwestowania. W trzeciej czeSci artykutu zamieszczono
otrzymane warto$ci poziomu efektywnos$ci badanych funduszy akcyjnych oraz wyniki

1 Polskie ttumaczenia Data Envelopment Analysis (DEA) to: Metoda Obwiedni Danych [6], Metoda
Otoczki Danych [8], Metoda Analiz Granicznych [7].
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przeprowadzonej analizy poréwnawczej miedzy metodg DEA a klasycznymi wskazni-
kami Jensena, Treynora i Sharpe’a.

2. TEORETYCZNE PODSTAWY METODY DEA

DEA jest jedng z technik badan operacyjnych stosowang w analizie problemu
efektywnosci [2] i nalezy do grupy metod nieparametrycznych. Metoda ta jest do$é
powszechnie stosowana na $wiecie w réznych obszarach gospodarki. Poczatkowo
stosowana byta do oceny efektywnos$ci dziatalno$ci podmiotéw sektora publicznego
i jednostek nieprzynoszacych zyskéw, takich jak szkoty czy placéwki medyczne [1].
W kolejnych latach metode DEA zaczeto stosowaé do oceny efektywnos$ci bankéw [2],
[14], przedsiebiorstw branzy energetycznej [2], funduszy inwestycyjnych [1], [3], [5],
[15]. W Polsce metoda ta jest takze stosowana i istnieje wiele publikacji prezentuja-
cych wyniki przeprowadzonych badan w réznych obszarach, takich jak: dziatalnosé
bankéw [8], sektor energetyczny [8] czy biblioteki [6]. W przypadku funduszy inwesty-
cyjnych metode DEA w ocenie efektywnosci funduszy jako pierwszy zastosowal Murthi
w 1997 r. [5], kolejno zaaplikowana zostala przez Basso i Funari [1]. W obu pracach
jako wyniki wykorzystano wyniki funduszy, a jako naktady ryzyko catkowite mierzone
odchyleniem standardowym, ryzyko systematyczne mierzone parametrem beta oraz
koszty transakcyjne. Wykorzystanie wartoS$ci narazonej na ryzyko (VaR) pozwala na
uwzglednie w naktadach w modelu DEA pojawiajacych sie czesto w szeregach stép
zwrotu funduszy wartosci ekstremalnych [9].

Podstawg metody DEA jest wspo6lczynnik produktywnosci Debreu-Farella wyra-
zony jako stosunek jednego nakladu i jednego wyniku [1], ktéry zostal uogélniony
na przypadek wielowymiarowy, czyli wielu wynikéw i wielu naktadéw. Przedmiotem
analizy w metodzie DEA jest okreSlenie poziomu efektywnosci, z jaka podmiot podej-
mujacy decyzje DMU (z ang. decision making units) transformuje posiadane naktady
na wyniki. Za pomocg metody DEA wyznaczana jest granica efektywnos$ci zbioru
mozliwosci produkcyjnych. Obiekty znajdujace sie na tej granicy przyjmujg warto$é
wspotczynnika efektywnosci réwng 1, natomiast warto$é¢ tego wspélczynnika w przy-
padku obiektéw lezacych ponizej tej granicy jest mniejsza od jednosci. Wspotezynnik
przyjmuje wartosci z przedziatu (0,1), a r6znica warto$ci wzgledem 1 okresla rozmiar
nieefektywnos$ci pojedynczego obiektu, poniewaz metoda DEA pozwala okresli¢, jaki
jest poziom efektywnos$ci wybranego obiektu wzgledem pozostatych obiektéw w ana-
lizowanej prébie.

Podstawowg zaletg stosowania metody DEA jest to, ze nie wymaga ona formuto-
wania postaci funkcyjnej zalezno$ci miedzy naktadami a wynikami.
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Wykres 1. Zbiér mozliwosci produkcyjnych

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

j =1, 2, ..., n obiekty,

r=1,2, ..., t wyniki,

i =1, 2, ..., m naklady,

yyj wielko$¢ wyniku r na jednostke j,
x;; wielko$¢ nakladu i na jednostke j,
u, waga wyniku 7,

v; waga naktadu i.

Miara efektywnosci DEA dla jednostki (obiektu) analizy j jest obliczana jako sto-
sunek sumy wazonych wynikéw do sumy wazonych naktadéw postaci [1]:

t
Z”ryrj
hj= "o (1)
Z"ixy

i=1

W przypadku obiektéw efektywnych warto$¢ wspélezynnika /i jest réowna 1 (obiekt
znajduje sie na granicy zbioru mozliwosci produkcyjnych (inwestycyjnych, granica
efektywna), natomiast w przypadkéw obiektow nieefektywnych jego wartos¢ jest mniej-
sza od 1 i obiekt znajduje sie ponizej granicy efektywnosci. Wielko$¢ wag okreslana
jest w procesie optymalizacji warto$ci wspotczynnika h, dla kazdej jednostki analizy
osobno. Ilorazowe zagadnienie programowania matematycznego dla wybranego obiektu
jO ma postac:
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Ostatnie dwa warunki oznaczaja, ze wagi nakladéw i wynikéw sg zawsze dodat-
nie i wieksze od zera. Optymalna warto$¢ funkcji celu (2) jest miarg efektywnosci dla
danego obiektu analizy. Proces wyznaczania warto$ci wspétczynnika efektywnosci h,
poprzez optymalizacje modelu postaci (2) i (3) powtarzany jest dla kazdego obiektu
nalezacego do analizowanej proby. W procesie wyznaczania optymalnej wartosci funkcji
celu wyznaczane sa warto$ci wag u, i v;, co pozwala agregowaé naklady i wyniki bez
uwzgledniania struktury preferencji osoby podejmujacej decyzje. Poniewaz warto$é
optymalna funkcji celu zmienia sie dla kolejnych obiektéw, to obliczone warto$ci wag
wynikéw i naktadéw odzwierciedlajg ich specyfike.

Zagadnienie ilorazowego programowania matematycznego okreslone przez (2) i (3)
mozna przeksztalci¢é w alternatywny problem programowania liniowego, naktadajac
ograniczenie postaci Zvixijo = 1. Jest to liniowy model CCR (od nazwisk autoréw
Charnes, Cooper i Rhodes) nazywany modelem zorientowanym na naktady (z ang.
input-oriented linear model) [1].

Funkcja celu modelu CCR dla wybranego obiektu jO ma postac:

!
max 2 u,,; 4
r=1

p-w.
m
Z ViXio = 1,
i=1

t m
Zuryrj— Zvixlj =0, j=1,...,n, (5)
i=1

r=1

—u, < —¢, r=1,...,1t

-V, =—g, i=1,...,m.



Zastosowanie metody DEA w klasyfikacji funduszy inwestycyjnych 55

Ten problem ma (¢t + m) zmiennych decyzyjnych, ktérymi sg wagi u i v, wybie-
rane tak, aby maksymalizowa¢ efektywno$¢ wybranego podmiotu jO. Liczba warunkéw
ograniczajacych jest rowna (n + ¢t + m + 1).

Zagadnienie dualne do postaci pierwotnej (4) i (5) ma postac:

. (T T
{e,rﬁ?gv}ﬁ 8([ s +1 sy) (6)

XA—=0Oxy+s,=0
YA=y,—s5,=0
A=0,5,20,5,20 ™

0 €RAER"s, € R™, s, € RP.

Na zmienne modelu 6 i 4; nie sg natozone zadne ograniczenia, co do ich warto-
$ci. Zmienna 6 jest interpretowana jako wielko$¢ wszystkich naktadéw przypadajaca
na jednostke produkcji nieefektywnego obiektu jO, niezbedna do osiagniecia poziomu
efektywnosci réwnej jednosci [3]. Zbiér zmiennych ; zdefiniowany jest dla kazdej jed-
nostki analizy i definiuje punkt przestrzeni obwiedni (warto$ci granicznych) utworzony
jako wypukta kombinacja liniowa obiektow efektywnych.

3. ZASTOSOWANIE METODY DEA DO OCENY EFEKTYWNOSCI FUNDUSZY

Ocena efektywnosci funduszy inwestycyjnych jest przedmiotem wielu badan teo-
retycznych i empirycznych. W klasycznym, parametrycznym podej$ciu do oceny ich
efektywnosci wymagane jest spelnienie szeregu zatozen, zwykle trudnych do spetnienia.
Obecnie mozna wskazaé, co najmniej 100 wskaznikow oceny efektywnosci funduszy,
z ktérych zaden w sposéb kompleksowy nie ocenia efektywnosci funduszu, tak by méc
jednoznacznie oceni¢ poziom efektywnosci funduszu. Metoda DEA, ktéra jak wczes-
niej wspomniano zostata zaadaptowana do oceny wynikéw funduszy inwestycyjnych
[5] traktuje kazdy pojedynczy fundusz jako DMU [9]. W poréwnaniu z klasycznym
podej$ciem zastosowanie metody DEA w ocenie efektywnos$ci funduszy inwestycyjnych
ma nastepujace zalety: jest to podejécie nieparametryczne, nie sg wymagane zadne
zatozenia odnosnie wielkos$ci benchmarku, mozna uwzglednic¢ jednocze$nie kilka réz-
nych zestawéw zmiennych odno$nie wielkosci naktadéw i wynikéw, tatwa w uzyciu,
niezwykle prosta w interpretacji, dajaca jednoznaczny wynik ostateczny w postaci
rankingu funduszy.

Do oceny efektywnosci funduszy inwestycyjnych wykorzystaé¢ mozna model zorien-
towany na naktady (CCR). W proponowanym modelu? wynikami sa oczekiwane stopy
zwrotu lub nadwyzki oczekiwanych stép zwrotu oraz wspétczynnik asymetrii stép

2 Model zostal wykorzystany do oceny efektywnosci rynku funduszy we Wioszech [1].
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zwrotu, natomiast naktadami sg ryzyko oraz koszty, jakie ponosi inwestor (koszty
ponoszone przy nabywaniu jednostek funduszu oraz ich wykupywaniu lub umarza-
niu). Interpretacja tak zdefiniowanych wynikéw i nakladéw ma swoje uzasadnienie
w specyfice inwestycji finansowej, jaka sg fundusze inwestycyjne. Celem ich dziatal-
nosci jest osiggniecie jak najwyzszej stopy zwrotu ze Srodkéw powierzonych im przez
indywidualnych inwestoréw, i tym samym jest to element stanowiacy efekt koncowy
dziatan podejmowanych przez fundusz. Poniewaz decyzja o wyborze funduszu nie
jest podejmowana w oparciu o tylko jedng stope zwrotu, ale najczeSciej w oparciu
0 szereg czasowy stop zwrotu uzasadnione jest wprowadzenie wspélczynnika asyme-
trii stép zwrotu, ktéry jesli jest dodatni $wiadczy o dobrym zarzgdzaniu portfelem
inwestycyjnym funduszu, poniewaz wystepuje asymetria miedzy iloScig stép zwrotu
powyzej i ponizej Sredniej, ze wskazaniem na te, powyzej, co jest korzystne z punktu
widzenia inwestora. Zgodnie z podstawowg zasada obowigzujaca na rynku finansowym,
osiggniecie okreslonego poziomu stopy zwrotu narazone jest na ryzyko, i co istotne
im wyzsza stopa zwrotu tym wieksze ryzyko. W konsekwencji oznacza to, ze takze
fundusze obcigzone sg ryzykiem zarzadzania portfelem, co nalezy zinterpretowaé jako
naklad w przypadku stosowania metody DEA. Konstrukcja wspétczynnika 4 w oparciu
o odpowiednio dobrane wyniki i naklady sprowadza si¢ do wyznaczenia klasycznych
wskaznikéw oceny efektywno$ci portfela inwestycji, takich jak: wspétczynnik Treynora
(jeden wynik to nadwyzka stopy zwrotu, a jeden naklad to miara ryzyka, jaka jest
parametr ) czy Sharpe’a (jeden wynik to nadwyzka stopy zwrotu, a jeden naktad to
miara ryzyka, jaka jest odchylenie standardowe stop zwrotu).

Niech bedzie dany zbiér n funduszy i niech wynikiem yj (G=1,2,...,n) bedzie
oczekiwana stopa zwrotu E (R)) lub nadwyzka oczekiwanej stopy zwrotu [E (R;)-Ry].
Nalezy zauwazy¢, ze pierwszy wybér pozwala zredukowaé zjawisko ujemnych warto-
$ci w wynikach, podczas gdy w drugim obliczane sg tradycyjne wskazniki Treynora,
Sharpe’a, Jensena. W pracy zostang przeprowadzone optymalizacje pierwszego podej-
$cia, czyli oczekiwana stopa zwrotu w trzech podstawowych postaciach modelu, i do-
datkowo dla kazdej z trzech postaci uwzglednione zostang po dwa warianty, réznigce
sie miedzy sobg miarg ryzyka.

Model DEA11

W pierwszym modelu DEA;; uwzgledniony zostanie jeden wynik (stopa zwrotu
funduszu) oraz alternatywnie jedna z miar ryzyka jako naktad (odchylenie standardowe
stép zwrotu, jako miara ryzyka calkowitego DEA;;. lub parametr § jako miara ryzyka
systematycznego DEAp).

Model w postaci ilorazowego zagadnienia programowania matematycznego:

uy 0

®)

maxh, =

fuvi} Zh:
ViXijo
i=1
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p-W.
uy; '
h = 17 .] - 1’ , 1,
VX
=1 )
u = e, r=1,..1
v, > e, i=1,..h
Po sprowadzeniu do liniowego zagadnienia model (8) i (9) ma postac:
max  uyjo (10)
p.w.

wy;— Yvyx, < 0 (11)
i=1

u=e, r=1,...,t,

v, = &, i=1,...,h

Model DEA;;

W drugim modelu DEA;; uwzgledniony jest nadal jeden wynik (stopa zwrotu
funduszu), natomiast naktady beda dwa. Nakladami, analogicznie jak w pierwszym
modelu, alternatywnie odchylenie standardowe stép zwrotu lub parametr 3 (x;) i koszty
(cij), jakie ponosi inwestor w zwigzku z nabywaniem i posiadaniem jednostek danego
funduszu.

Model w postaci ilorazowego zagadnienia programowania matematycznego:

uy jo

{ur%%‘}ho T k (12)
LR A 1
'Zlvix[jo + .le[cijo
1= 1=

p.-w.
uy; ]
7 T <1, j=1,...,n
Zvix[j-i- Zwic[j
i=1 i=1 13)
U= e, r=1,...,t, (
V. = &, i=1,...,h,

1

w; = &, i=1,...k
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Po sprowadzeniu do liniowego zagadnienia model (12) i (13) ma postaé:

max  uyjo (14)

h k
<
uy; Zleu Zwicii_O 5
i=1 i=1 (15)
u = e, r=1,...,t,
v, = &, i=1,....h
w;, = €, 1=

Model DEAZZ

W trzecim modelu DEA,, uwzgledniono dwa naktady analogicznie jak we wczes-

niejszych modelach oraz dwa wyniki, ktérymi sg stopa zwrotu funduszu (y;) oraz
wspoétezynnik asymetrii stop zwrotu (d)).

Model w postaci ilorazowego zagadnienia programowania matematycznego:

Vo tu,d;
max h, M0 T %285 (16)
{upvipwi}

Zvl Xjjo T _lel-cijo
i=

p-w.
i 1yj+uk2d <1 j=l..n
Z ij+ ch
;7£ g, - r=1,...1 17)
v, = g, i=1,...,h,
w, = g, i=1,....k

Po sprowadzeniu do liniowego zagadnienia (16) i (17) ma postac:

max (u,y o+ uyd) (18)
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p-w.

h k
Zvix[jo+ Zw[cijo =1, j=1,...,n,
i=1 i=1

h k
- - <
upy;+uyd; ZV,-XU Zw,.c,.j,o
i=1

i=1 (19)
u, = g, r=1,...,1t,
v, = g, i=1,...,h,
w. > g, i=1,....k

4. WYNIKI PRZEPROWADZONYCH BADAN

Do oceny efektywnosci funduszy inwestycyjnych wykorzystane zostang modele
zdefiniowane jako DEA{, DEA,, DEA,,. W modelu3 jako wyniki wykorzystane zostang
$rednie stopy zwrotu funduszy inwestycyjnych, natomiast jako naktady - klasyczne
miary ryzyka, takie jak odchylenie standardowe stép zwrotu lub parametr § a takze
koszty, jakie ponosi inwestor w zwigzku z uczestnictwem w danym funduszu inwe-
stycyjnym (koszty ponoszone przy nabywaniu jednostek funduszu, ich wykupywaniu
lub umarzaniu).

Przedmiotem badania byly akcyjne fundusze inwestycyjne funkcjonujgce na pol-
skim rynku kapitalowym. Do badania wybrane zostaly dwa okresy, ktére odpowiednio
odzwierciedlaja krétki (roczny) i dlugi horyzont inwestycyjny. Badanie zostalo prze-
prowadzone dla dwé6ch okreséw:

— okres 1 roku - od lutego 2004 do lutego 2005 (18 funduszy) — okres ten byt
pierwszym rokiem funkcjonowania Polski jako kraju cztonkowskiego Unii Europejskiej,
ponadto zakonczono w tym okresie prace legislacyjne nad ustawg o funduszach inwe-
stycyjnych, ktérej najwazniejsza czescig byly regulacje przystosowujace polskie prawo-
dawstwo do prawnych norm UE,

— okres 4 lat — od lutego 2001 do lutego 2005 (15 funduszy) — okres ten stanowi
prébe oceny wynikéw osigganych przez fundusze w dtugim okresie czasu, cechg cha-
rakterystyczng tego okresu byla §wiadomos¢, iz znacznie zmienig sie obowigzujgce na
rynku kapitalowym regulacje prawne. Dodatkowo w sposéb istotny na ksztatt éwczes-
nego rynku funduszy wplywaly takie wydarzenia, jak czeste zmiany stép procentowych
czy wprowadzenie podatku dochodowego tzw. podatku Belki.

W oparciu o szeregi dziennych jednostek rozrachunkowych, obliczone zostaly loga-
rytmiczne tygodniowe stopy zwrotu, ktére kolejno wykorzystano do skonstruowania
naktadéw i wynikéw wykorzystanych w ocenie ich efektywnosSci.

Zmienne wykorzystane w modelu zostaly podzielone na dwie grupy:

Naklady - jako naktady w przeprowadzonym badaniu potraktowano: odchylenie
standardowe stép zwrotu funduszy, parametr  jako miara ryzyka systematycznego,
prowizje pobierane przez fundusze przy zakupie jednostek uczestnictwa.

3 Model zostal wykorzystany do oceny efektywnosci rynku funduszy we Wioszech [1].
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Wyniki - jako pierwszag zmienng w grupie wyniki wykorzystano stope zwrotu osiag-
nietg przez badane fundusze odpowiednio w okresie 1 roku i 4 lat, natomiast drugg
zmienng stanowil wspoétczynnik asymetrii stop zwrotu — w okresie 1 roku i 4 lat.

W procesie wyznaczania funduszy efektywnych w badanej grupie funduszy akcyj-
nych optymalizowanych bylo sze$¢ wariantéw modelu zorientowanego na naktady, réz-
nigce sie miedzy sobg zestawem zmiennych stanowiacych naktady i wyniki. Dodatkowo
kazdy z szeSciu wariantéw optymalizowany byl zaréwno dla okresu rocznego, jak
i czteroletniego. Zestawy zmiennych w kolejnych wariantach optymalizowanego modelu
DEA byly nastepujace:

- DEA;i; — jeden naklad (odchylenie standardowe stép zwrotu) i jeden wynik
(stopa zwrotu),

- DEA;jp - jeden naklad (parametr § stép zwrotu) i jeden wynik (stopa
zwrotu),

— DEA; . — dwa naktady (odchylenie standardowe stép zwrotu i prowizje) i jeden
wynik (stopa zwrotu),

- DEAp — dwa naktady (parametr 8 stép zwrotu i prowizje) i jeden wynik (stopa
zwrotu),

- DEA,). — dwa naktady (odchylenie standardowe stép zwrotu i prowizje) i dwa
wyniki (stopa zwrotu i wspétczynnik asymetrii stép),

- DEAjyp, — dwa naktady (parametr f stép zwrotu i prowizje) i dwa wyniki (stopa
zwrotu 1 wspétczynnik asymetrii stép zwrotu).

W tabelach 1-3 zamieszczono warto$ci wspotczynnikow efektywnosci dla wszystkich
rozwazanych funduszy akcyjnych.

Tabela 1
Warto$ci wspétczynnikéw efektywnosci oraz ranking dla wariantu DEA{;
Ryzyko catkowite Ryzyko systematyczne
Nazwa funduszu
1 rok 4 lata 1 rok 4 lata
Arka BZ WBK Akcji 0,798 7 0,49 11 0,587 7 0,393 11
CA IB FIO Akcji 0,624 13 0,547 9 0,44 14 0,472 8
DWS Polska FIO Akcji 0,672 10 0,388 15 0,504 11 0,303 15
DWS Polska FIO Akcji Plus 1 1 0,557 8 0,698 2 0,453 9
ING Akcji 0,548 15 0,481 13 0,387 16 0,367 13
CitiAkcji A 0,705 8 0,51 10 0,512 10 0,415 10
UniKorona Akcji 0,932 2 0,658 4 0,663 3 0,507 7
Pioneer Akcji Polskich 0,531 16 0,436 14 0,408 15 0,351 14
PKO/CS Akcji 0,831 5 0,622 6 0,634 4 0,519 6
Krakowiak 0,676 9 0,671 3 0,495 12 0,538 4
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cd. tabeli 1
Ryzyko catkowite Ryzyko systematyczne
Nazwa funduszu
1 rok 4 lata 1 rok 4 lata
SEB 3 0,642 12 0,483 12 0,525 9 0,385 12
Skarbiec Akcja 0,647 11 0,643 5 0,458 13 0,528 5
Millenium FIO Akcji 0,407 17 0,563 7 0,316 18 0,611 3
CU Polskich Akcji 0,832 4 1 1 0,617 6 0,976 2
GTFI Akcji 0,591 14 - - 0,373 17 - -
Allianz Akcji 0,824 6 - - 0,633 5 - -
AIG Akcji 0,898 3 - - 1 1 - -
DWS Top 25 0,314 18 0,815 2 0,526 8 1 1

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Dla pierwszego wariantu metody DEAjq. jedynie fundusz DWS Akcji Plus byt
efektywny w okresie jednego roku, natomiast w okresie czterech lat byt to fundusz
CU Polskich Akcji. W przypadku uwzglednienia jako naktadu ryzyka systematycznego
mierzonego wspolczynnikiem f efektywny byt fundusz AIG Akcji w okresie jednego
roku, natomiast dla czterech lat byt to fundusz DWS Top 25. Poréwnujac miejsca
w rankingu poszczegblnych funduszy, mozna zauwazy¢ zgodno$¢ w przypadku réznych
miar ryzyka dla tego samego okresu analizy (jeden rok lub cztery lata). Natomiast
poréwnujac klasyfikacje dla tej samej miary ryzyka, ale r6znych okreséw, to mozna
zauwazy¢ pewne réznice, ktére moga wynikaé z réznej liczebnosci grup. Jest to szcze-
g6lnie widoczne w przypadku funduszu DWS Akcji Plus, ktéry w okresie jednego roku
zajmowal pierwsze miejsce, natomiast dla okresu czterech lat bylo to miejsce 8.

Tabela 2
Wartosci wspotezynnikéw efektywnosei oraz ranking dla wariantu DEAy;
Ryzyko catkowite Ryzyko systematyczne
Nazwa funduszu
1 rok 4 lata 1 rok 4 lata
Arka BZ WBK Akcji 1 1 0,815 2 1 1 0,815 3
CA IB FIO Akcji 0,812 8 0,717 6 0,812 4 0,717 6
DWS Polska FIO Akcji 0,673 13 0,388 15 0,503 16 0,309 15
DWS Polska FIO Akcji Plus 1 1 0,557 11 0,726 5 0,463 13
ING Akcji 0,595 16 0,584 10 0,539 13 0,584 8
CitiAkcji A 0,749 9 0,512 12 0,637 8 0,512 11
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cd. tabeli 2

Nazwa funduszu

Ryzyko catkowite

Ryzyko systematyczne

1 rok 4 lata 1 rok 4 lata
UniKorona Akcji 1 1 0,767 5 0,874 3 0,767 5
Pioneer Akcji Polskich 0,538 17 0,436 14 0,408 18 0,36 14
PKO/CS Akcji 0,831 7 0,622 9 0,634 9 0,528 10
Krakowiak 0,676 12 0,671 8 0,495 17 0,549 9
SEB 3 0,682 11 0,504 13 0,585 12 0,504 12
Skarbiec Akcja 0,735 10 0,768 4 0,718 6 0,768 4
Millenium FIO Akcji 0,614 15 0,672 7 0,614 11 0,672 7
CU Polskich Akcji 0,839 6 1 1 0,623 10 1 1
GTFI Akcji 0,625 14 - - 0,518 15 - -
Allianz Akcji 0,85 5 - - 0,669 7 - -
AIG Akcji 1 1 - - 1 1 - -
DWS Top 25 0,314 18 0,815 2 0,526 14 1 1

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W drugim wariancie metody DEA, az cztery fundusze byly efektywne w okresie
jednego roku (dla naktadu ryzyka catkowitego mierzonego odchyleniem standardowym
DEA;{.), natomiast w okresie czterech lat byt to tylko jeden fundusz. Dla wariantu
metody DEA;, zar6wno w okresie jednego roku, jak i dla czterech lat, efektywne byty
dwa fundusze. CU Polskich Akcji. Poréwnujgc miejsca w rankingu poszczegélnych fun-
duszy, mozna zauwazy¢ zgodno$¢ w klasyfikacji, analogicznie jak w przypadku wariantu
DEA|{. Zupelny brak zgodnosci wystepuje natomiast w przypadku funduszu DWS Top 25.

Tabela 3

Warto$ci wspétczynnikéw efektywnosci oraz ranking dla wariantu DEA,»

Nazwa funduszu

Ryzyko catkowite

Ryzyko systematyczne

1 rok 4 lata 1 rok 4 lata
Arka BZ WBK Akcji 1 1 1 1 1 1 1 1
CA IB FIO Akcji 0,988 7 1 1 0,977 5 1 1
DWS Polska FIO Akcji 0,821 14 0,774 11 0,775 13 0,626 14
DWS Polska FIO Akcji Plus 1 1 0,766 13 0,726 15 0,652 12
ING Akcji 0,826 12 0,791 9 0,786 12 0,75 8
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cd. tabeli 3
Ryzyko catkowite Ryzyko systematyczne
Nazwa funduszu
1 rok 4 lata 1 rok 4 lata
CitiAkcji A 0,826 12 0,786 10 0,792 11 0,713 10
UniKorona Akcji 1 1 0,864 8 0,974 6 0,834 7
Pioneer Akcji Polskich 0,63 16 0,637 15 0,601 16 0,54 15
PKO/CS Akcji 1 1 0,741 14 1 1 0,634 13
Krakowiak 0,698 15 0,874 7 0,506 18 0,73 9
SEB 3 0,84 11 0,768 12 0,849 8 0,699 11
Skarbiec Akcja 0,883 9 0,89 6 0,864 7 0,87 6
Millenium FIO Akcji 1 1 0,954 5 1 1 1 1
CU Polskich Akcji 0,884 8 1 1 0,728 14 1 1
GTFI Akcji 0,625 17 - - 0,518 17 - -
Allianz Akcji 0,883 9 - - 0,799 10 - -
AIG Akcji 1 1 - - 1 1 - -
DWS Top 25 0,38 18 1 1 0,833 9 1 1

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Dla trzeciego wariantu metody DEA otrzymano najwickszg liczbe funduszy efektyw-
nych, byly to od czterech do szeSciu funduszy w zaleznosci od stosowanego wariantu
metody DEA. Tak duza liczba podmiotéw efektywnych w przypadku trzeciego modelu
DEA wynika z faktu, ze wraz ze wzrostem liczby naktadéw i wynikéw, ktére sg uwzgled-
nione w modelu, ro$nie liczba podmiotéw efektywnych [3]. Analizujgc otrzymane wyniki
wskaznikéw efektywnosci dla okresu jednego roku na pierwszych miejscach znajdo-
waly sie nastepujgce fundusze: Arka Akcji, DWS Akcji Plus, UniKorona Akcji, PKO/CS
Akcji, AIG Akcji. Natomiast w przypadku okresu czterech lat, w grupie najlepszych
funduszy znalazly sie ponownie Arka Akcji i UniKorona Akcji, a ponadto CU Polskich
Akcji oraz DWS Top 25.

W kolejnym etapie przeprowadzonych badan poréwnano wyniki otrzymane za
pomocag metody DEA z klasycznymi wskaznikami, takimi jak: wskaznik Jensena?,
TreynoraS i Sharpe’a®. W tym celu dla kazdego z funduszy obliczono warto$¢ tych

4 Wskaznik Jensena obliczono zgodnie ze wzorem: J; = (r; = r;) =B, (1, — ;).

ri=r
> Wskaznik Treynora obliczono zgodnie ze wzorem: 7; = ! 7 !
J

6 Wskaznik Sharpe’a obliczono zgodnie ze wzorem: § ;= ! 7 L

J
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wspélezynnikéw dla obu rozwazanych okreséw. Do obliczania tych klasycznych wskaz-
nikow potrzebne sg takie elementy dodatkowe, jak: stopa zwrotu waloru wolnego od
ryzyka (ry), stopa zwrotu (r,,,) oraz ryzyko portfela rynkowego (0,,,). W przeprowadzonym
badaniu jako walor wolny od ryzyka wykorzystano Sredni wazony zysk z bonéw skar-
bowych, natomiast indeks gietdowy WIG20 potraktowano, jako portfel rynkowy. W celu
sprawdzenia, czy metoda DEA wiasciwie klasyfikuje fundusze obliczono wspétczynniki
korelacji miedzy wspotczynnikami efektywnosci w kolejnych wariantach metody DEA
a warto$ciami wskaznikéw klasycznych. Wyniki otrzymane dla obu okreséw (jednego
roku i czterech lat) zamieszczono w ponizszych tabelach 4 i 5.

Tabela 4

Wspétczynniki korelacji migdzy wynikami DEA i wskaznikami klasycznymi w okresie jednego roku

Wartoéci wskaznikéw Warto$ci wspoétezynnikow efektywnosci otrzymane dla metody DEA
klasycznych DEA;;. | DEA;;, | DEAy. | DEAyp | DEAy. | DEAyy
Wskaznik Jensena 0,88 0,87 0,88 0,74 0,65 0,34
Wskaznik Treynora 0,89 0,83 0,88 0,67 0,70 0,29
Wskaznik Sharpe’a 0,98 0,71 0,95 0,63 0,74 0,21

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Dla okresu jednego roku warto$ci wspotczynnikéw korelacji sg bardzo wysokie
w przypadku wariantéw metody DEA|., DEA{p, DEA;, czyli gdy wystepuje wariant
jednego naktadu i jednego wyniku, oraz dwéch naktadéw i jednego wyniku, a naktadem
sg odchylenie standardowe i koszty. Otrzymane wyniki wskazujg na duza zgodnosé
w otrzymanych wynikach dla tych dwéch réznych metod oceny efektywnosci zarzadza-
nia portfelem inwestycji. Niska warto$¢ wspolczynnikéw korelacji wystepuje jedynie
w przypadku ostatniego wariantu metody DEA, czyli tego, w ktérym naklady tworza
parametr § i koszty, natomiast wyniki to stopa zwrotu oraz wspétczynnik asymetrii
stép zwrotu.

Tabela 5

Wspotczynniki korelacji miedzy wynikami DEA i wskaznikami klasycznymi w okresie czterech lat

Wartosci wskaznikow Wartosci wspotczynnikéw efektywnosci otrzymane dla metody DEA
Klasycznych DEAjjc | DEAj;, | DEAy. | DEAyy, | DEAy. | DEAy,
Wskaznik Jensena 0,99 0,93 0,86 0,83 0,60 0,59
Wskaznik Treynora 0,94 1,00 0,78 0,81 0,62 0,61
Wskaznik Sharpe’a 1,00 0,92 0,84 0,79 0,56 0,53

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Dla okresu czterech lat warto$ci wspélczynnikéw korelacji wzrosty w wigkszosci
przypadkéw dla wariantéw pierwszego (DEAj;) i drugiego (DEA;), w przypadkow
zaleznos$ci miedzy wskaznikiem Sharpe’a oraz DEA . oraz wskaZnikiem Treynora
a DEAjqp wartosci wspélczynnika korelacji wskazuje na istnienie dodatniej zalezno$ci
liniowej. Analizujac warto$ci wspotczynnikéw korelacji dla trzeciego wariantu metody
DEA, mozna zauwazy¢ spadek wartosci wspotczynnikow w stosunku do okresu jednego
roku dla wariantu DEA,,. oraz znaczny wzrost w przypadku DEA;-y,

5. PODSUMOWANIE

Metoda DEA jest jednag z technik badan operacyjnych, ktéra szeroko stosowana
w ocenie efektywnosci dziatalno$ci gospodarowania. W pracy podjeto probe zastoso-
wania metody DEA w ocenie efektywnos$ci wynikéw osigganych przez fundusz inwe-
stycyjny. Otrzymane wyniki badan pokazaly, ze metoda DEA jest narzedziem, ktore
moze by¢ wykorzystane w procesie podejmowania decyzji inwestycyjnych na rynku
kapitalowym.

W $wietle przeprowadzonych badan mozna stwierdzié, ze grupa akcyjnych funduszy
inwestycyjnych jest zréznicowana pod wzgledem poziomu efektywnosci. Zastosowana
metoda pozwolita na uwzglednienie wielu czynnikéw determinujacych optacalnosé
inwestycji w fundusz, takich jak: stopa zwrotu funduszu, ryzyko funduszu, koszt
uczestnictwa oraz horyzont czasowy inwestycji. Przeprowadzona analiza poréwnawcza
z klasycznymi wskazZnikami oceny efektywnosci zarzadzania portfelem inwestycyjnym,
takimi jak wskazniki: Treynora, Sharpe’a, Jensena, wskazuje na zgodno$¢ uzyskanych
klasyfikacji funduszy w oparciu o te wskazniki z klasyfikacjg uzyskang za pomoca
metody DEA. Zgodno$¢ tych klasyfikacji wskazuje, ze metoda DEA moze by¢ stosowana
jako alternatywa albo uzupelnienie klasycznych wskaznikéw w ocenie efektywnosci
zarzadzania portfelem inwestycyjnym funduszu.
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ZASTOSOWANIE METODY DEA W KLASYFIKACJI FUNDUSZY INWESTYCYJNYCH
Streszczenie

Artykul prezentuje zastosowanie metody DEA do mierzenia efektywnos$ci zarzadzania portfelem inwe-
stycyjnym funduszy akcyjnych funkcjonujacych na polskim rynku kapitalowym. Do oceny efektywnosci
badanych funduszy wykorzystano sze$¢ wariantéw metody DEA, r6znigcych sie¢ miedzy soba strukturg
wynikéw i naktadéw i w oparciu o otrzymane wyniki sporzadzono klasyfikacje funduszy. Kolejno sporza-
dzono klasyfikcje funduszy w oparciu o klasyczne wskazniki: Treynora, Sharpe’a, Jensena i poréwnano obie
klasyfikacje. Przedstawione wyniki badan wskazuja, ze metoda DEA moze by¢ stosowana jako alternatywa
albo uzupelnienie klasycznych wskaznikéw w ocenie efektywnosci zarzadzania portfelem inwestycyjnym
funduszu 1 stanowi uzyteczne narze¢dzie, ktére moze by¢ wykorzystywane w procesie podejmowania decyzji
inwestycyjnych.

Slowa kluczowe: DEA, Efektywno$¢, Fundusze Inwestycyjne

EFFCIENCY OF MUTUAL FUND AND A DATA ENVELOPMENT ANALYSIS
Summary

The paper presents an application of the DEA method to measure the efficiency of equity mutual
funds on the Polish capital market. The DEA method is an alternative measure of performance of the
funds. The advantage of the DEA is that this particular method does not require any assumption concerning
distributions of returns. Results showed that the DEA is a simple and very useful at the same time tool
for creating the ranks of funds.

Key words: DEA, Efficiency, Mutual Fund
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ANDRZEJ STRYJEK

ZASTOSOWANIE MIAR ZALEZNOSCI ZMIENNYCH LOSOWYCH
ORAZ KOPULI CLAYTONA I GUMBEL-HOUGAARDA
DO SZACOWANIA WARTOSCI ZAGROZONEJ!

0Od poczatku lat dziewieé¢dziesigtych ubiegtego wieku istotng role w ocenie ryzyka
finansowego odgrywa warto$¢ zagrozona (Value at Risk — VaR). Regulacje prawne
w Polsce naktadajg na instytucje finansowe obowigzek stosowania tej miary w celu
biezacej oceny poziomu ryzyka portfela, lecz jednocze$nie pozostawiajg duzag dowolnosé
w wyborze algorytmu estymacji. Stale prowadzone sg badania nad réznymi metodami
szacowania warto$ci zagrozonej. Biezacy artykut ma na celu zaprezentowanie mozli-
wodci, jakie daje zastosowanie kopuli do wyznaczania warto$ci VaR oraz poréwnanie
tej metody z innymi, bardziej znanymi.

Kopula jest pojeciem mocno osadzonym w teorii statystyki. W ostatnich latach
pojecie to przezywa swdj renesans z powodu licznych préb zastosowania do modelo-
wania zalezno$ci zmiennych opisujacych szeregi finansowe. Zagadnienie szacowania
warto$ci zagrozonej za pomocg kopuli pojawia sie w pracach [2] i [5].

W opracowaniu oprécz omoéwienia pojecia wartosci zagrozonej oraz funkcji powig-
zan (kopuli) autor prezentuje wlasng, nowa metode szacowania VaR za pomoca kopuli
Claytona oraz kopuli Gumbel-Hougaarda, a takze wyniki badania empirycznego ilu-
strujgcego efektywnos$é¢ réznych metod wyznaczania VaR za pomocg kopuli.

1. WARTOSC ZAGROZONA

Warto$¢ zagrozona VaR jest definiowana jako maksymalna mozliwa strata war-
tosci rynkowej portfela, ktérej przekroczenie w rozpatrywanym horyzoncie czasowym
inwestycji moze nastgpi¢ z zadanym, niewielkim prawdopodobienstwem « € (0, 1)
zwanym poziomem tolerancji. Decyzja o diugosci okresu na jaki wyznacza sie¢ VaR
oraz poziomie tolerancji ¢ jest w gestii podmiotu dokonujgcego inwestycji. Uscislajac,
warto$é zagrozona jest okreSlona jako liczba VaR, (X), ktéra spelnia warunek

VaR,(X)=—sup{x € RiP(X < x) < a},

1 Opracowanie jest kontynuacjg badafn przeprowadzonych w badaniu statutowym nr 03/S/0015/07
w Instytucie Ekonometrii Szkoty Gléwnej Handlowej w Warszawie (zob. [6]).
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gdzie parametr a € (0, 1) oznacza poziom tolerancji, natomiast X jest zmienng losowg
opisujgca potencjalne zyski i straty, ktére moze wygenerowaé rozpatrywany portfel.
Zmienna ta nazywana jest zmienng zyskow i strat lub zmienng P&I.2,

Poniewaz VaR, (X) jest gornym kwantylem rozkltadu zmiennej P&L, wiec w przy-
padku modelowania zmiennej X za pomocg cigglego rozkltadu prawdopodobien-
stwa, warto$¢ VaR, (X) jest a-kwantylem tego rozkltadu. Mozna zatem zapisaé, ze
VaR,, (X) = -F-1 (a), przy czym F jest dystrybuantg zmiennej X.

Przy zalozeniu, ze X jest zmienng o normalnym rozktadzie prawdopodobienistwa
ze Srednig u € R oraz odchyleniem standardowym ¢ > 0 otrzymujemy

VaR,(X)==¢,p(a@)=—n—¢7"(a) 0,

gdzie ¢, ; jest dystrybuanta wspomnianego rozktadu normalnego oraz ¢ = ¢g ;.

W praktyce dzialania instytucji finansowej pojawia sie zagadnienie szacowania
warto$ci zagrozonej dla portfela instrumentéw finansowych. Przyjecie zalozenia, ze
zmienne P&L poszczegblnych instrumentéw wchodzacych w sktad portfela maja rozktad
normalny upraszcza proces wyznaczenia warto$ci VaR dla portfela. W takim przypadku
portfel ztozony z k inwestycji, ktére opisane sg zmiennymi X; dla i = 1, 2, ..., k oraz
proporcjach sktadnikéw portfela p; = 0dlai =1, 2, ..., k, gdzie p1 + o2 + ... + o = 1
jest okreslony przez zmienng zyskéw i strat Xpgj. Rozklad tej zmiennej jest takze
rozkladem normalnym. Warto$¢ zagrozona dla portfela wynosi

k k
VaR, (Xpgr) =219 1= ¢ (a) \/Zi:l(wiz ’ ‘7:'2)+ 22i<j(<0i TPt 0y)s

gdzie
u; — warto$¢ oczekiwana zmiennej X;,
0? — wariancja zmiennej X;,
0j; — kowariancja zmiennych X;, X; dla i # j.

Szacowanie warto$ci zagrozonej za pomocg powyzszego wzoru, w literaturze
przedmiotu, nosi nazwe metody kowariancji. Metoda ta jest prosta w zastosowaniu,
lecz zalozenie o normalnym rozkladzie prawdopodobienstwa zmiennej P&L czesto sta-
nowi nadmierne uproszczenie. Druga metoda szacowania VaR jest metoda historyczna.
Polega na uszeregowaniu historycznych realizacji zmiennej X, a nastepnie odczytaniu
empirycznego kwantyla rzedu a. Metoda ta jest nieparametryczna i nie wymaga przyj-
mowania zadnych zalozen o rozkltadzie prawdopodobiefistwa zmiennej zyskéw i strat.
Niestety, duza jej wada jest fakt, ze do przewidywania ksztaltowania si¢ mozliwych
zmian warto$ci portfela korzysta sie tylko z danych historycznych i czesto przy jej
zastosowaniu nie jest spelniony warunek dywersyfikacji ryzyka (por. [8]). Wreszcie
trzecig metoda szacowania VaR jest symulacja Monte Carlo. Polega na wielokrotnym
wygenerowaniu obserwacji z rozkltadu zmiennej X i wyznaczeniu za kazdym razem
kwantyla rzedu a. Ostatecznie za ocene warto$ci VaR przyjmuje si¢ $rednig z otrzyma-

2 Niektorzy autorzy (patrz [3] oraz [5]) zamiast zmiennej P&L postuguja sic rownowaznie stopa zwrotu
inwestycji R;.
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nych kwantyli we wszystkich iteracjach. Alternatywnie, zamiast generowaé¢ duza liczbe
probek, mozna wygenerowaé jedna, duza prébe z zadanego rozkladu i odczytaé VaR
jako odpowiedni kwantyl. Tu w obliczaniu wartosci zagrozonej znajdujg zastosowanie
takze inne rozktady niz rozklad normalny np. ¢-studenta, GED, rozklady a-stabilne,
mieszane rozklady normalne.

Wyboru metody obliczania wartosci zagrozonej dokonuje sie na podstawie poréw-
nania w wybranym okresie wszystkich wyznaczonych wartoéci VaR z rzeczywistymi
zmianami warto$ci inwestycji. Sg to tzw. testy wsteczne. Najprostsza mozliwo$¢ to
wyznaczenie udziatu przekroczen rzeczywistej zmiany wartosci portfela ponad wyzna-
czone warto$ci VaR w calej probie testowej. Udzial ten nie powinien przekraczaé przy-
jetego poziomu ¢. Drugim sposobem jest zastosowanie testu Kupca (1995). Hipoteza
zerowa tego testu o poprawnoS$ci metody szacowania VaR jest weryfikowana za pomocg
statystyki:

IR, =—2In((1-a) VaV)+ 21n<<1 %)T7N<¥>N>,

gdzie
a - jest przyjetym poziomem tolerancji w testowanym modelu,
T - oznacza dlugos$¢ proby testowej,
N - liczbe zaobserwowanych przekroczen w tej probie.

Statystyka LR,. ma asymptotyczny rozktad y2 z jednym stopniem swobody.
Odrzucenie hipotezy zerowej przy poziomie istotnoSci testu wynoszgcym 0,05 naste-
puje, gdy warto$¢ statystyki przekracza 3,84.

2. KOPULA

W ostatnich latach dzieki wykorzystaniu mocy obliczenn komputerowych pojecie
kopuli prébuje sie coraz czeSciej stosowaé do modelowania zalezno$ci zmiennych
opisujgcych rynki finansowe.

Kopula jest to funkcja C: I = R, gdzie I = [0, 1], n = 2, ktéra spelnia nastepujace
warunki:

i. C (uy, up, ..., Mk—l, 0, ug+1, ..., Uy) = 0 dla dowolnych u; € [0, 1] oraz i =1,
2, .., k=1, k+1,

. c@, .., 1, ul, , oo, 1) = u; dla dowolnego u; €[0,1] oraz i = 1, 2, ..., n,

iii. Ve ([u,v])= Z sgn( )C(w )
gdzie:

[u, v] = [ug, vi]l X ... X [uy, v, przy czym u; <v; dlai € {1, 2, ..., n},

u = (uy, Uy, ..., uy) €M, v = (v, vp, ..., v,) € I,

sumowanie przebiega po wszystkich wierzchotkach w = (wy, wo, ..., w,) n-wymia-

rowej kostki [u, v],
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+1, jezeli wy = uy dla parzystej liczby wspédtrzednych,
—1, jezeli wi = wy dla nieparzystej liczby wspoéirzednych.

sgn(w) = {

W klasie rozkladéw eliptycznych standardowa miarg zaleznosci zmiennych loso-
wych jest wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona. Dla zmiennych spoza tej klasy
pomiar stopnia zalezno$ci za pomoca tego wspoélczynnika moze prowadzi¢ do bted-
nych wnioskow.

Pojecie kopuli jest stosowane do ustalania stopnia zalezno$ci miedzy zmiennymi
losowymi o dowolnych rozktadach. Co wiecej, dla dowolnych $cile rosngcych funkcji
fig, jezeli zmiennym X i Y odpowiada kopula C, to zmiennym f (X) oraz g (Y) takze
odpowiada kopula C. W przypadku zastosowania wspoélczynnika Pearsona taka wlas-
no$¢ zachodzi tylko dla rosnacych funkcji liniowych.

Bezposrednig mozliwo$é wykorzystania kopuli do modelowania zmiennych na
rynkach finansowych stworzyt A. Sklar formulujac nastepujaca wlasnosé3:

Niech funkcje F (x) oraz F5 (y) bedg dystrybuantami jednowymiarowych zmiennych
losowych X i Y. Dla dowolnych (x,y) € R? zachodzi4:

— jezeli funkcja C jest kopula, to C (F; (x), F (v)) jest dystrybuantg tacznego rozktadu
wektora (X, Y) o rozktadach brzegowych danych dystrybuantami F{(x) oraz F;(y),

- jezeli F (x, y) jest dystrybuantg tgcznego rozktadu wektora (X, Y) o rozktadach
brzegowych zadanych dystrybuantami Fy(x) oraz F,(y), to istnieje dokladnie jedna
kopula C taka, ze F(x, y) = C(Fy(x), F»(y)).

Z twierdzenia Sklara wynikajg liczne zastosowania kopuli. Po pierwsze, znajac
rozktady brzegowe i tagczny rozktad prawdopodobienstwa wektora zmiennych losowych
mozna dopasowaé odpowiednig kopule. Wyznaczona kopula moze by¢ zastosowana do
wyznaczania miar zalezno$ci miedzy zmiennymi np. wspétczynnika korelacji liniowej
Pearsona, 7 Kendalla, pg Spearmana.

Po drugie, kopula umozliwia dokonanie symulacji tgcznego rozktadu prawdopo-
dobienstwa wektora zmiennych przy zadanych rozktadach brzegowych. Oczywiscie,
w praktycznych zagadnieniach etap symulacji musi byé poprzedzony oszacowaniem
nieznanych parametréw kopuli na podstawie danych empirycznych.

Najczesciej stosowang metoda estymacji parametréow kopuli jest estymacja metoda
najwiekszej wiarygodnosci. Do zastosowania tej metody niezbedna jest znajomos¢ para-
metréw rozktadéw brzegowych, co w praktyce oznacza konieczno$¢ dokonania ich
estymacji innymi metodami. Dlatego tez w literaturze funkcjonuje inny sposéb estymacji
parametréw kopuli tzw. wnioskowanie dla rozktadéw brzegowych. Ta metoda oparta
jest na spostrzezeniu, ze w zlogarytmowanej funkcji wiarygodnosci wystepuja dwa
sktadniki, przy czym jeden zawiera tylko parametry rozktadéw brzegowych, a drugi
zawiera dodatkowo takze parametry kopuli. Estymacja odbywa sie wéwczas w dwéch
krokach. W pierwszym szacuje sie parametry rozktadéw brzegowych poprzez ich dobér
tak, aby maksymalizowaé pierwszy sktadnik. W drugim kroku dokonuje sie doboru
parametréw kopuli, aby zmaksymalizowa¢ drugi sktadnik przy wyznaczonych estyma-

3 Sklar A. (1959), Fonctions de repartition a n dimensions et leurs margers, Pub. Inst. Statist. Univ.
Paris, 8, 229-231.
4 R=RU{—o0, + o0}
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torach z pierwszego kroku. Obie procedury sg w praktyce czasochtonne. W przypadku
kopuli zaleznej od jednego parametru mozna podaé prostszy sposéb estymacji tego
parametru. Polega na wyznaczeniu oszacowania wspélczynnika v Kendalla (lub pg
Spearmana) na podstawie danych. W dalszym ciggu procedury wyznaczenie oszaco-
wania parametru kopuli sprowadza sie do rozwigzania nieskomplikowanego réwnania
(por. [2], [4]).

Wiele przyktadow kopuli jest zawartych w literaturze przedmiotu (zob. [3]).
W badaniu empirycznym, ktérego wyniki sg zaprezentowane w dalszej czesci artykuty,
wykorzystano trzy funkcje powigzan:

(1) Kopula Gaussa

W) o) 1 —(s2 =20+ st+1?)
Cuvio)=[_ " [ zﬂm_aZeXp( 21—y )t

gdzie ¢ jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego oraz 6 € [-1, 1].

(2) Kopula Claytona

Cluv;0)=(u?+v=0- 1)5,6’ € (0, + )

(3) Kopula Gumbel-Hougaarda

C(u,v;0) = exp(—((—lnu)g +(—lnv)9)%>,¢9 € (0, + ).

Wybdr tych funkcji jest arbitralng decyzja autora. Po czeSci wynikat z faktu, ze
stanowig one jednoparametrowe rodziny funkcji, co w przypadku estymacji parametréow
jest zagadnieniem istotnie prostszym niz dla kopuli o wiekszej liczbie parametréw.
W przypadku kopuli Claytona i Gumbel-Hougaarda zaletg jest tez nieskomplikowana
postaé analityczna. Pozostaje nadal otwartym pytanie o to, w jaki sposéb sposréd
szerokiego spektrum funkcji powigzan dokonywaé wyboru odpowiedniej kopuli do
badanego zagadnienia.

3. OPIS ZASTOSOWANYCH PROCEDUR

Szczegbtowy opis badania empirycznego zawarty jest w nastepnym punkcie arty-
kutu. Biezgcy punkt jest poSwiecony zaprezentowaniu procedur, ktére zostaly uzyte
przez autora we wspomniane]j analizie empirycznej.

Wektory X = (x1, x2, ..., x,)) oraz Y = (yy, ¥2, ..., ¥,,) 0znaczajg dzienne zmiany war-
tosci, odpowiednio, dwéch instrumentéw finansowych obserwowanych w tym samym
okresie. Na podstawie warto$ci zawartych w wektorach X i Y dokonano oszacowania
wartosci zagrozonej VaR, (X + (1 -p) - Y) gdzie f = 0,1; 0,2; ...; 0,9, nastepujacymi
metodami: klasyczng metodg kowariancji, dwiema modyfikacjami tej metody, metoda
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symulacji Monte Carlo oraz symulacji z zastosowaniem kopuli Claytona i Gumbel-
-Hougaarda.

Estymacja metoda kowariancji byla przeprowadzona zgodnie ze wzorem (1). Latwo
zauwazy¢, ze formula (1) moze zostaé zapisana w postaci

M»

k
@i'/«ei_d)_l(a'). Z(@?'Gi2>+22(@i°¢j'di'gj°py)’
1 i=1 i<

VaR, (Xpgp) =~

i

gdzie p;; oznacza wspétczynnik korelacji migdzy zmiennymi X; oraz X;.

Modyfikacja tej metody, dokonana przez autora, polegala na zastapieniu wspot-
czynnika korelacji liniowej pxy przez wspolczynnik 7 Kendalla lub pg Spearmana.
Przypomnijmy, ze

. 2 "
Xy = mzi: 1 Ziqsé’”((xi X)) (i Y)) @
oraz
. (i =5
05 = 1-6 nnz—l)’

gdzie r; jest rangg obserwacji x;, a s; rangg obserwacji ;.

Procedura jednej iteracji w symulacji Monte Carlo dla rozktadu normalnego zostala
przeprowadzona w nastepujacych etapach:

1. wyznaczenie macierzy kowariancji C dla wektoréw §-X1i (1-4) Y,

2. dekompozycja Choleskiego macierzy C do postaci A - AT, gdzie A jest macierza
tréjkatng dolnie,

3. wygenerowanie dwoch szeregdéw obserwacji Zy oraz Zy — obu ze standardowego
rozktadu normalnego,

4. dokonanie transformacji S = A-Zx oraz T = A - Zy,

5. wektor (S, T) ma rozktad normalny o macierzy kowariancji C. Szereg symu-
lowanych wartoséci dziennych zmian portfela to wektor T + S, zatem warto$¢ zagro-
zona VaR, (- X + (1 -p)-Y) jest odpowiednim kwantylem w jego rozkladzie empi-
rycznym.

W procedurze wyznaczania warto$ci zagrozonej za pomocg kopuli Claytona i Gum-
bel-Hougaarda mozna wyrézni¢ dwa etapy.

Pierwszy etap dotyczy oszacowania parametru kopuli. Kopule Claytona i Gumbel-
-Hougaarda nalezg do grupy kopuli archimedesowych, ktérych postaé¢ funkcyjna jest
zalezna od jednego parametru 6. Estymacja tego parametru polegala na wyznaczeniu
w pierwszej kolejnosci oszacowania wspélczynnika v Kendalla na podstawie wzoru (2).
Poniewaz dla obu kopuli wspétczynnik 7 Kendalla wyraza sie za pomoca parametru
kopuli tzn. dla kopuli Claytona

__0 o
T=go5.0 € (0, + ),
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kopuli Gumbel-Hougaarda za$

01
r=25-0 € (0,+ ),

wiec estymator # obliczano jako rozwiagzanie odpowiedniego réwnania. Taki sposéb
estymacji pojawia sie w [3] i [4].

Drugi etap procedury szacowania warto$ci zagrozonej za pomocg kopuli
Claytona i Gumbel-Hougaarda polegal na generowaniu dwéch szeregdéw wartosSci
z rozktadu o oszacowanej kopule. Na tym etapie postuzono sie algorytmem opisanym
w pracy [4]:

1. wygenerowanie niezaleznie z rozkladu jednostajnego na odcinku [0, 1] pary
liczb (g, s),

t
2. wyznaczenie wartosci ¢ = K¢ ! (g), gdzie K (¢) =1 — (f'((t))’ ¢ jest generatorem

kopuli3, a K¢ ! jest funkcja odwrotng w uogélnionym sensie®,

3. przyjecie u = p~1(s ¢ (1)) oraz v =1 ((1 =s) - ¢ (1)),

4. para (u, v) stanowi element szukanej préby.

Wielokrotne zastosowanie tego algorytmu generuje dwa szeregi wartosci z rozktadu
o zadanej kopule. Sg to wartosci dystrybuant rozkladéw brzegowych. W celu otrzy-
mania dwéch szeregéw symulujgcych zmiany wartosci sktadnikéw portfela dokonano
jeszcze transformacji tych szeregéw za pomoca uogélnionej odwrotno$ci dystrybuanty
empirycznej odpowiedniego rozktadu brzegowego? zmiennej P&L. W ten sposéb nie
bylo konieczno$ci przyjmowania zatozenia o rozkltadzie zmiennej zyskow i strat poszcze-
gblnych sktadnikéw portfela. Jest to nowe podejscie, odbiegajace od prezentowanych
w literaturze metod symulacji zmian warto$ci portfela za pomocg kopuli.

4. OPIS I WYNIKI BADANIA EMPIRYCZNEGO

Opisane w tym punkcie badanie empiryczne ma na celu zaprezentowanie mozli-
wosci zastosowania kopuli do szacowania warto$ci zagrozonej. W analizie dokonano
empirycznego poréwnania efektywnosci znanych z literatury i zaproponowanych przez
autora réznych metod szacowania warto$ci VaR z podstawowg metodg estymacji war-
tosci zagrozonej, tj. metoda kowariancji.

Badanie empiryczne zostalo przeprowadzone dla trzech szeregéw dziennych
zmian warto$ci akcji wybranych spoélek, ktoére byly notowane na Gieldzie Papieréw
Warto$ciowych w Warszawie. Byly to spétki wchodzace w sktad indeksu mWIG40
(dawniej MIDWIG). Indeks mWIG40 obejmuje $rednie spétki notowane na gietdzie,
a zatem nie sg one instrumentami o najwickszej ptynnosci (WIG20) ani najwigkszej
zmienno$ci (sSWIG80). Indeks ten jest notowany od 31 grudnia 1997 r., co umozliwito

5 Generatorem kopuli Claytona jest funkcja ¢(7)= faa,_ 1, a kopuli Gumbel-Hougaarda
@) =(In@)

6 Kg'(y) = inf{x:K¢ (x) = y}.

7 F Y (y)=inf{x:F(x) = y}.
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wybranie szeregéw danych odpowiednich pod wzgledem liczby obserwacji i trendu.
Z drugiej strony sktad indeksu zmieniany jest co kwartal (w marcu, czerwcu, wrze$niu
i grudniu). Zatem do badania empirycznego wybrane zostato dziesigé¢ spétek w trzech
okresach: od 24 maja 2000 do 11 pazdziernika 2002, od 30 listopada 2004 do 18 kwiet-
nia 2007 oraz od 2 grudnia 2005 do 24 kwietnia 2008, ktére praktycznie przez caly
podany okres byly obecne w indeksie mWIG40. W przypadku trzeciego z wymienionych
okresow takich spétek bylo wiecej, lecz dla zachowania spdjnosci procedur numerycz-
nych i poréwnywalnos$ci otrzymanych wynikéw, do badania wylosowano sposréd nich
doktadnie 10 spolek. Lista spotek uczestniczacych w badaniu zawiera tabela 1. Dane
zostaly pobrane z serwisu ISI Emerging Markets (www.securities.com).

Tabela 1

Spétki uczestniczace w badaniu empirycznym

24.05.2000 - 11.10.2002 30.11.2004 - 8.04.2007 2.12.2005 - 24.04.2008

nazwa kod spotki nazwa kod spétki nazwa kod spotki
AMICA PLAMICA00010 COMARCH PLCOMARO00012 | AMREST NL0000474351
BUDIMEX PLBUDMZX00013 ECHO PLECHPS00019 | BUDIMEX PLBUDMZX00013
CERSANIT PLCRSNT00011 GETIN PLGSPR000014 CCC PLCCC0000016
ECHO PLECHPS00019 GRAJEWO PLZPW0000017 DUDA PLDUDA000016
ELBUDOWA PLELTBD00017 HANDLOWY | PLBH00000012 ECHO PLECHPS00019
IMPEXMETAL | PLIMPXMO00019 INGBSK PLBSK0000017 GETIN PLGSPR000014
JUTRZENKA PLJTRZNO0011 KREDYT PLKRDTBO00011 | INGBSK PLBSK0000017
KREDYT PLKRDTBO00011 LPP PLLPP0000011 KREDYTB PLKRDTBO00011
PGF PLMEDCS00015 MILLENIUM | PLBIG0000016 MILLENIUM | PLBIG0000016
RAFAKO PLRAFAKO00018 RAFAKO PLRAFAKO00018 SWIECIE PLCELZA00018

Zrédlo: opracowanie wiasne.

W badaniu analizowano dwusktadnikowe portfele w trzech okresach wyszczeg6l-
nionych w tabeli 1, odpowiednio, okres o trendzie stalym, okres o trendzie rosngcym
i okres o trendzie poczgtkowo rosngcym ze zmiang trendu na malejgcy. Dla kaz-
dych dwéch spétek tworzono portfele z wagami i 1 -, gdzie § =0,1;0,2; ...; 0,9.
Obliczenia przeprowadzono za pomocg procedur napisanych przez autora w programie
R 2.7.1.

Warto$¢ zagrozona byla szacowana na podstawie 125, 250 oraz 500 obserwacji
dziennych zmian warto$ci poszczeg6lnych akcji w kazdym badanym szeregu. Otrzymane
w ten spos6b oszacowanie VaR poréwnywano z rzeczywistg zmiang wartosci portfela
w horyzoncie jednego dnia. Nastepnie obliczenia powtérzono dla szeregu przesunie-
tego o jeden dzien do przodu. Te procedure powtarzano sto razy, zatem okres testowy
stuzacy do oceny estymatoréw wartosci VaR obejmowat sto dni.
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W pierwszym etapie badania wykorzystano trzy wymienione wyzej szeregi danych
w trzech wariantach dtugosci szeregu (125, 250, 500 obserwacji). W tej czesci doko-
nano poréwnania klasycznej metody kowariancji z dwiema modyfikacjami tej metody
opisanymi w poprzednim punkcie opracowania. Przypomnijmy, ze modyfikacja metody
kowariancji polegata na zastgpieniu wspoétczynnika korelacji we wzorze (2) przez wspot-
czynnik 7 Kendalla lub pg Spearmana.

Liczba przekroczen w okresie testowym oraz liczba przekroczen statystyki Kupca
we wszystkich analizowanych okresach dla trzech metod szacowania VaR jest zapre-
zentowana w tabelach 2 i 3.

Tabela 2
Liczba portfeli z przekroczeniami VaR powyzej poziomu tolerancji ¢ = 0,01
w grupie 405 badanych portfeli za pomocg trzech wariantéw metody kowariancji
Okres 24.05.2000-11.10.2002 | 30.11.2004 -18.04.2007 2.12.2005-24.04.2008
liczebnos¢ szeregu 125 250 500 125 250 500 125 250 500
wg przekroczen (%) 28,89 9,14 4,94 | 35,06 | 34,32 | 20,74 36,3 | 60,99 6,42
P wg stat. Kupca 14 3 90 4 109 230 0 178 143
wg przekroczen (%) 32,84 9,38 7,9 35,8 | 35,31 | 46,17 | 37,04 | 61,98 | 12,35
! wg stat. Kupca 15 3 92 3 114 231 0 183 146
wg przekroczen (%) 27,16 8,64 7,41 | 34,07 | 34,32 | 45,19 | 35,56 | 60,25 | 11,85
Ps wg stat. Kupca 11 3 89 3 110 224 0 177 141
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Tabela 3
Liczba portfeli z przekroczeniami VaR powyzej poziomu tolerancji ¢ = 0,05
w grupie 405 badanych portfeli za pomocg trzech wariantéw metody kowariancji
Okres 24.05.2000-11.10.2002 | 30.11.2004 -18.04.2007 2.12.2005-24.04.2008
liczebnos¢ szeregu 125 250 500 125 250 500 125 250 500
wg przekroczen (%) 13,09 0 0 4,69 1,23 0 0,49 4,94 0
g wg stat. Kupca 52 58 85 3 44 218 20 124 209
wg przekroczen (%) 13,09 0 0 0,49 1,73 0 4,69 5,68 0
! wg stat. Kupca 53 119 124 20 129 319 3 199 234
wg przekroczen (%) 11,85 0 0 4,44 0,99 0 0,49 4,69 0
P wg stat. Kupca 59 135 122 4 130 316 26 193 232

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Dokonujac poréwnania otrzymanych przekroczen mozna stwierdzié, ze dla poziomu
tolerancji @ = 0,01 najefektywniejsza okazala sie metoda ze wspélczynnikiem pg.
W stosunku do klasycznej metody kowariancji otrzymano lepsze wyniki, zwtaszcza
w krotszych prébach 125 i 250 obserwacji. Zastosowanie wspo6tczynnika T wygenerowalo
wyniki nieznacznie gorsze niz dla metod ze wspétczynnikami p i pg. Przy poziomie
tolerancji ¢ = 0,05 metoda ze wspélczynnikiem pg zawsze generowata mniej przekro-
czen ponad poziom tolerancji niz metoda klasyczna. Zastosowanie wspétczynnika ©
dato lepszy wynik dla okresu o trendzie rosngcym i 125 obserwacjach. W pozostatych
przypadkach wyniki byly poréwnywalne lub gorsze od rezultatéw metody kowariancji
ze wspébtczynnikiem korelacji.

Na podstawie poréwnania wartos$ci statystki Kupca odnotowano prawie we wszyst-
kich przypadkach (a = 0,05) nieznaczny wzrost liczby portfeli z warto$ciami statystyki
Kupca w obszarze krytycznym w stosunku do klasycznej metody kowariancji. Poniewaz
znaczna cze$¢ otrzymanych wynikéw nie zawierata zadnych przekroczen ponad poziom
tolerancji przy jednoczesnym wystepowaniu portfeli ze zbyt wysoka statystykag Kupca,
mozna postawi¢ hipoteze, iz dla poziomu tolerancji ¢ = 0,05 wyniki trzech metod sg
zblizone. Réznice miedzy liczbg portfeli z przekroczeniami, a liczbg portfeli wynikajaca
z testu Kupca mozna wyjasni¢ otrzymywaniem liczby przekroczen oscylujacych wokét
przyjetego poziomu tolerancji.

Druga cze$¢ badania bezposrednio po$wiecona byta wykorzystaniu kopuli w sza-
cowaniu warto$ci zagrozone;j.

W pierwszym kroku dokonano analizy wykorzystania kopuli do szacowania warto$ci
zagrozonej dla dwéch wybranych portfeli: Impexmetal i PGF (z wagami odpowiednio
0,6 i 0,4) oraz Impexmetal i Rafako (z wagami 0,7 i 0,3). Szeregi obserwacji dla obu
portfeli pochodzily z pierwszego okresu, tj. 24.05.2000-11.10.2002 i mialy po 125
obserwacji. VaR szacowany byt w przypadku pierwszego portfela przy poziomie ufnosci
a = 0,01 drugim za$ a = 0,05. Wybrane portfele charakteryzowaly sie maksymalng
liczbg przekroczen w metodzie kowariancji spos$réd wszystkich badanych portfeli we
wszystkich okresach (6 przekroczen dla pierwszego portfela, 11 dla drugiego).

Do wyznaczenia oszacowania VaR zastosowano kopule Gaussa, Claytona i Gumbel-
-Hougaarda. Symulacje przeprowadzono w dwoéch wersjach. W pierwszej generowano
10000 razy 125-elmentowe prébki o zadanej kopule, a nastepnie odczytywano poziom
VaR. Ostateczna ocena byla Srednig otrzymanych wynikéw. W drugiej generowano
jedng prébe o liczebnosci 10000 i odczytywano warto$é zagrozona.

Dla kopuli Gaussa procedura symulowania dziennych zmian warto$ci portfela
w celu wyznaczenia VaR jest identyczna jak dobrze znana z literatury przedmiotu
metoda symulacji Monte Carlo dla rozktadu normalnego.

Otrzymane wyniki analizy zamieszczone sa w tabelach 4 i 5.
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Tabela 4
Symulacja MC (préba o liczebnosci 10000)
Impexmetal — PGF Impexmetal — Rafako
kopula liczba przekroczen | statystyka Kupca | liczba przekroczen | statystyka Kupca
Gaussa 6 11,758 11 5,733249
Gumbel-Hougaard 5 8,258217 8 1,615808
Clayton 2 0,7827239 8 1,615808
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Tabela 5

Symulacja MC (préba o liczebnosci 125, 10000 iteracji dla kopuli Gaussa i 2000 dla pozostatych)

Impexmetal - PGF Impexmetal — Rafako
kopula liczba przekroczen | statystyka Kupca | liczba przekroczen | statystyka Kupca
Gaussa 6 11,758 11 5,733249
Gumbel-Hougaard 6 11,758 10 4,130844
Clayton 3 2,632353 9 2,75

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Estymacja warto$ci VaR za pomoca kopuli Gaussa data takie same liczby przekro-
czen jak metoda kowariancji. Jednakze metody z kopulg Gumbel-Hougaarda i Claytona
wygenerowaly lepsze wyniki. Znaczacg redukcje liczby przekroczen uzyskano dla obu
portfeli wykorzystujac kopule Claytona.

Otrzymane wyniki w tych dwéch przypadkach dla kopuli Claytona okazaly sie
obiecujace. Dlatego w drugim etapie badania dokonano estymacji warto$ci VaR za
pomocg symulacji z wykorzystaniem kopuli Claytona dla szeregu 125 obserwacji
z okresu 24.05.2000 - 11.10.2002 i obu pozioméw tolerancji: ¢ = 0,01 oraz a = 0,05.
Wyniki tej analizy zawarte sg w tabelach 6 oraz 7.
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Tabela 6

Empiryczny rozktad procentowy przekroczen w probie testowej stu dni dla 405 badanych portfeli

przy poziomie tolerancji a = 0.01

liczba przekroczen metoda kowariancji (%) kopula Claytona (%)
0 20,25 40,00
1 51,11 47,40
2 18,02 10,62
3 7,16 1,98
4 2,72 -
5 0,49 -
6 0,25 -

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 7

Empiryczny rozktad procentowy przekroczenn w probie testowej stu dni dla 405 badanych portfeli

przy poziomie tolerancji a = 0.05

liczba przekroczen metoda kowariancji (%) kopula Claytona (%)
0 0,99 0,00
1 10,86 2,47
2 9,14 7,90
3 23,46 16,05
4 15,80 15,06
5 14,32 17,04
6 12,35 13,58
7 4,94 20,25
8 3,21 6,67
9 2,96 0,99
10 1,23 -
11 0,74 -

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Przeprowadzone symulacje wykazuja, ze zaproponowana przez autora procedura
szacowania warto$ci zagrozonej z wykorzystaniem kopuli Claytona, wygenerowata
lepsze wyniki niz metoda kowariancji. Po pierwsze, dla obu pozioméw tolerancji zaob-
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serwowano, ze symulacja za pomocg kopuli Claytona nie generuje wysokich wartosci
przekroczen, tj. dla @ = 0,05 nie wystagpitlo 10 i 11 przekroczen, ktére pojawily sie
w 1,97% przypadkéw w metodzie kowariancji, dla @ = 0,01 natomiast nie wystapilo 4,
51 6 przekroczen, ktére byly w 3,46% przypadkéw z metody kowariancji. Po drugie,
dla poziomu tolerancji @ = 0,01 zaobserwowano istotne zmniejszenie liczby przekro-
czeni, za$ wzrost liczby portfeli bez przekroczen w poréwnaniu z wynikami metody
kowariancji. Jednakze takiej prawidtowos$ci nie ma przy poziomie a = 0,05. W tym
przypadku niepokojacy jest wzrost liczby portfeli, dla ktérych wystapito 7 przekroczen.
Jest to warto$¢, ktéra wskazuje na przekroczenie ponad zakladany poziom. Warto jed-
nak podkresli¢, ze jest to male przekroczenie poziomu tolerancji przy jednoczesnym
braku wiekszych przekroczen, tj. 10 i 11.

Na podstawie wartoSci statystyki Kupca w obu przypadkach metody daty podobne
rezultaty. Dla poziomu ¢ = 0,01 nie zaobserwowano wartosci statystyki w obszarze
krytycznym dla metody z kopulg Claytona, dwie za$ dla metody kowariancji. Dla
poziomu a = 0,05 byto to odpowiednio 10 oraz 11 wartosci.

5. PODSUMOWANIE

Szacowanie warto$ci zagrozonej za pomocg kopuli, a takze miar v Kendalla ipg
Spearmana w przeprowadzonych symulacjach wskazuje, ze otrzymane oszacowa-
nia sg generalnie lepsze niz w metodzie kowariancji, w ktérej zalezno§¢ zmiennych
zyskow i strat sktadnikéw portfela jest mierzona liniowym wsp6tczynnikiem korelacji.
OczywiScie, opisane w artykule analizy stanowig wstep do dalszych, poglebionych
badan. Nalezaloby zaproponowang przez autora metode szacowania VaR z wyko-
rzystaniem kopuli Claytona przeanalizowa¢ dla innych typéw szeregéw danych oraz
wiekszej liczby danych. Przeprowadzone bowiem badanie z wykorzystaniem kopuli jest
jedynie analiza dwéch przypadkéw. Otrzymane wyniki sg obiecujace, lecz trudno na
tym etapie badania formutowaé ogélne wnioski o skutecznosci metod. Dalsze analizy
dla wiekszej liczby portfeli s kontynuowane przez autora. Niemniej jednak mozna
postawié¢ bardzo wiarygodng hipoteze, ze zaproponowane metody sa skuteczniejsze
od metody kowariancji przy poziomie tolerancji ¢ = 0,01

Szkota Gtowna Handlowa w Warszawie
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ZASTOSOWANIE MIAR ZALEZNOSCI ZMIENNYCH LOSOWYCH ORAZ KOPULI CLAYTONA
I GUMBEL-HOUGAARDA DO SZACOWANIA WARTOSCI ZAGROZONEJ

Streszczenie

Opracowanie prezentuje mozliwosci, jakie daje kopula do szacowania wartosci zagrozonej VaR. Autor
przedstawia wyniki badania empirycznego dla portfeli spétek GPW w Warszawie. W badaniu dokonano poréw-
nania efektywnosci klasycznej metody kowariancji z dobrze znanymi z literatury przedmiotu oraz nowymi,
zaproponowanymi przez autora metodami wykorzystujgcymi kopule Claytona i Gumbel-Hougaarda.

Slowa kluczowe: zarzadzanie ryzykiem, warto$¢ zagrozona, kopula, symulacje Monte Carlo

APPLICATION OF RANDOM VARIABLES DEPENDENCE MEASURES AND CLAYTON
AND GUMBEL-HOUGAARD COPULAS FOR ESTIMATING VALUE AT RISK

Summary

This paper shows the opportunities of copula for estimating Value at Risk (VaR). The author presents
results of empirical research carried out for portfolios of stocks from Warsaw Stock Exchange. Efficiency of
classical covariance method was compared with other well known in the literature and also new methods
proposed by author using Clayton and Gumbel-Hougaard copulas.

Key words: risk management, Value at Risk, copula, Monte Carlo simulations



PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LVI - ZESZYT 3-4 - 2009

MICHAL KOLUPA, JOANNA PLEBANIAK

O ELIMINACJI BLEDOW W PROGNOZACH WYKONYWANYCH
NA PODSTAWIE MODELU LEONTIEWA
W PRZYPADKU AGREGACJI NIEDOSKONALEJ W SENSIE HATANAKI

Celem artykutu jest przedstawienie eliminacji bledéw w prognozach wykonanych na
podstawie modelu Leontiewa w przypadku, kiedy agregacja nie jest doskonata w sensie
Hatanaki. Proponowane podejScie wykorzystuje macierze brzegowe i zapewnia uzyska-
nie prognoz nie obarczonych btedami wynikajacymi z niedoskonalej agregacii.

Dany jest schemat pierwotny Leontiewa, czyli tréjka (Px, X, x), gdzie Px = [x;] jest
macierzg kwadratowg stopnia 1 o elementach stanowigcych przeplywy miedzygalteziowe
z i-tej do j-tej galezi. Wektory X oraz x sg n-wymiarowymi wektorami kolumnowymi
o sktadowych odpowiednich réwnych X; oraz x; bedacych wartosciami produkcji glo-
balnej oraz koncowej i-tej galezi. Jest przy tym:

Xi=xi1 +xp+ ... +xp tx;,0=1,2, ..., n (1)
Oznaczymy symbolem X macierz diagonalng stopnia n taka, ze:
X = diag{Xl, Xz, ey Xn}- (2)

Definiujemy macierz A = [a;]] o wymiarach nxn w nastepujacy sposob:

A = PxX-L 3)
Zauwazmy, ze:
a; =0,
]Zi:]aij <1, dlai=1,2,...,n. @)
Z (3) wynika, ze:
Px = AX, (5)

co po podstawieniu do (1) prowadzi do modelu Leontiewa. Ma on postac:

I-A)X = x. (6)
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Na podstawie modelu Leontiewa danego wzorem (6), ktéry bedziemy nazywali
pierwotnym, mozliwe sg do wykonania prognozy.

Prognoza prosta pierwszego rodzaju polega na wyznaczeniu wektora warto$ci
przyrostu produkcji koficowej — Ax, przy zalozeniu, ze znamy macierz I — A oraz
wektor przyrostu warto$ci produkcji globalnej AX.

Z kolei prognoza drugiego rodzaju polega na wyznaczeniu wektora przyrostu
warto$ci produkcji globalnej AX, kiedy znamy macierz I — A oraz wektor przyrostu
warto$ci produkcji koncowej Ax.

Dodajmy jeszcze, ze stopien n macierzy I - A nazywamy stopniem pierwotnego
modelu Leontiewa, ktéry dany jest wzorem (6). Z kolei model postaci:

(I - B) AY = Ay (7)

jest zagregowanym modelem Leontiewa, gdzie macierz B jest odpowiednikiem macierzy
A podobnie jak r-wymiarowe wektory kolumnowe o sktadowych odpowiednio réwnych
AY; oraz Ay;, i = 1, 2, ..., r stanowigce zagregowane wektory odpowiednio przyrostu
warto$ci produkcji globalnej i koncowe;j.

Poniewaz stopien pierwotnego modelu Leontiewa jest wyzszy od stopnia modelu
wtérnego (zagregowanego) (r < n), przeto agregacja jest zabiegiem pozadanym. Niesie
ona jednak pewne problemy, ktére nizej beda przedmiotem analiz.

Zatem analogicznie do schematu pierwotnego danego wzorem (1) mamy do czy-
nienia z zagregowanym schematem Leontiewa:

Yi=yi+typp+t .. +yprtyi=12 ..1 (8)

za$ powyzej podane wielkoSci sg zagregowanymi wielkoSciami stanowigcymi analo-
giczne wielko$ci do danych wzorami (2), (3), (4) i (5), czyli:

Y = diag{Yy, Y, ..., Y}}, 9)
za$ macierz o wymiarach r X r:
B = Py (10)
ma elementy réwne b;; spetniajace warunek:

b. >0,

ij

2by<l, dai=12,...r (1

i=1

Jezeli model pierwotny ma stopien 7, za$ model zagregowany jest stopnia r (r < 1)
([3]), to schemat agregacji opisywany jest przez specjalng macierz S o wymiarach
r X n.
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Odnotujmy jeszcze, ze schemat agregacji stanowi zbiér regul, wedlug ktérych
taczy sie galezie modelu pierwotnego w odpowiednie galezie modelu zagregowanego.
Schemat taki nazywamy zgodnym, jezeli spetnia nast¢pujace warunki [3]:

a) kazda galaZ modelu pierwotnego jest zaliczona do pewnej galezi modelu zagre-
gowanego,

b) jedna i ta sama galaz modelu pierwotnego nie moze by¢ zaliczona do dwdch
réznych galezi modelu zagregowanego,

c) galezie zagregowane majg sens ekonomiczny.

Przypus$émy, ze pierwsze k; galezi modelu pierwotnego zostaly zaliczone do pierw-
szej galezi modelu zagregowanego. Woéwczas pierwszy wiersz macierzy S ma na weztach
(1, 1), (1, 2), ..., (1, ky) jedynki, za§ pozostale elementy tego wiersza sa zerami.

Z kolei druga galaz modelu zagregowanego tworza galezie o numerach
ki + 1, ..., ko modelu pierwotnego. Wéwczas drugi wiersz macierzy S ma jedynki na
miejscach (2, k1 + 1), ..., 2, ky), za$ pozostale elementy tego wiersza sg zerami, itd.
i na koniec galezie o numerach k,_; + 1, ..., k, tworza r-ta (ostatnig) galagz w mo-
delu zagregowanym. Wéwczas elementy wiersza r-tego macierzy S stojace w weztach
(r, kp_y + 1), ..., (r, k) sa jedynkami, za$ pozostale elementy tego wiersza sg zerami.

Przypomnijmy jeszcze praktycznie wazne wlasnosci macierzy S ([4]):

10rzad S =7,

20 iloczyn STS jest macierzg diagonalna,

30 jezeli d; oznacza liczbe jedynek wystepujgca w r-tym wierszu macierzy S, to
i-ty diagonalny element tej macierzy jest réwny d;.

Obecnie zdefiniujemy agregacje doskonata.

W przypadku prognozy prostej pierwszego rodzaju agregacja S jest doskonata,
jezeli z warunku:

SAX = AY (13)
spetnionego dla dowolnego wektora AX wynika, ze:
SAx = Ay. (14)

Z kolei w przypadku prognozy prostej drugiego rodzaju agregacja S jest dosko-
nata, jezeli z warunku:

SAx = Ay (15)
spetnionego dla dowolnego wektora Ax wynika, Ze:
SAX = AY. (16)
Z kolei nizej podane twierdzenia dotycza agregacji doskonalej.
Twierdzenie 1 (Hatanaka [2])

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby agregacja S byta doskonata dla
prognozy prostej tak pierwszego jak i drugiego rodzaju jest spelnienie warunku:
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SA = BS. (17)

Postugiwanie sie tym wzorem wymaga znajomosci schematu pierwotnego. W prak-
tyce wymog ten nie zawsze jest spetniony.

Woéwezas chegce rozstrzygnaé, czy dana agregacja S jest doskonala korzystamy
z twierdzenia Ary ([1]) podanego w wersji zamieszczonej w pracy [4].

Twierdzenie 2 (Ara)

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, aby agregacja S byta doskonata
jest spelnienie réwnania:

SA = SAST(SS)-1S. (18)

Postugiwanie sie tym wzorem jest utatwione z uwagi na poprzednio omdwione
wlasnosci macierzy S.

Zakladamy, ze agregacja S jest niedoskonata.

W przypadku prognozy prostej pierwszego rodzaju z warunku SAX = AY spelnio-
nego dla dowolnego wektora AX wynika nie warunek (14), lecz warunek:

SAx = Ay + O, (19)

gdzie O jest niezerowym wektorem btedu.
W przypadku prognozy prostej drugiego rodzaju z warunku (15) spelnionego dla
dowolnego wektora Ax wynika nie warunek (16), lecz warunek:

SAX = AY + 1, (20)

gdzie N jest niezerowym wektorem btedu.
Wektor & moze by¢ wyznaczony na podstawie wzoru Czechowskiego (patrz [3])
postaci:

0 = (BS - SA) AX. (21)

Mozliwe jest rowniez wykorzystanie do tego celu macierzy brzegowej. I tak ma
ona postac:

. I, AX

Q_[—(BS—SA) 0 ] @2)

Po wykonaniu na macierzy Q przeksztalcenn elementarnych typu f (macierz
- BS - SA) przechodzi w macierz zerowg) otrzymujemy:

(L) (AX)*], (23)

e~1"e s

co pozwala odczyta¢ wektor O.
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W pracy [4] rozpatrzono przypadek kiedy 8 = 0, za$§ macierz podstawowa uktadu
(21) jest macierza rzedu ¢ (0 < ¢ < r). Wowczas otrzymujemy wektor AX spelniajacy
warunek:

(BS - SA) AX =0, (24)

ktéry daje wektor & = 0 mimo ze BS # SA.
Z kolei w przypadku prognozy drugiego rodzaju wektor M spelnia warunek:

(I -B) m = (SA - BS) AX. (25)

Zauwazmy, ze nie znamy wektora AX i dlatego bezposrednie skorzystanie z tego
wzoru nie jest mozliwe. Staje sie ono mozliwe po wykorzystaniu odpowiednich macie-
rzy brzegowych.

Podamy dwa takie sposoby podej$cia. Pierwszy polega na tym, iz mozemy wyzna-
czy¢ wektor:

(SA - BS) AX = (SA - BS) I - A)! Ax (26)

nie wyznaczajac przy tym wektora AX, lecz od razu iloczyn macierzy (SA - BS) AX,
czyli wektor (I - A)-! Ax.

Podkreslamy ten fakt z naciskiem. Jest to analogia do rozwigzywania uktadu row-
nan liniowych Ax = b, przy czym chcac uzyskaé rozwigzanie nie wyznaczamy osobno
macierzy odwrotnej do macierzy A, a nastepnie nie mnozymy macierzy A-! przez
wektor b, lecz od razu wyznaczamy wektor A-1b. Do tego celu mozna wykorzystaé
odpowiednig macierza brzegowa.

A zatem, chcac wyznaczy¢ wektor stanowigcy prawg strone uktadu (25) najpierw
korzystamy z macierzy brzegowej postaci:

I-A AX

U=|_(sa-Bs) o

@7

Po wykonaniu na macierzy U przeksztalcen elementarnych typu a (macierz I - A
przechodzi w gérng macierz tréjkatng z jedynkami na gtéwnej przekatnej) oraz prze-
ksztalcen elementarnych typu  (macierz —(SA — BS) przechodzi w macierza zerowa)
dostajemy:

(T-A)  (ax)

0 (SA-BS)AX| 28)

|

Stad odczytujemy wektor (SA — BS) AX nie znajagc a priori wektora AX.
Znajac juz wektor (SA — BS) AX rozwigzujemy uktad (25). Do tego celu mozemy
wykorzystaé macierz brzegowsa postaci:
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29)

I-B (SA-BS)AX
-1 0 '

r

Po wykonaniu na macierzy V przeksztalcen elementarnych typu a (macierz I - B
przechodzi w gérng macierz tréjkatng z jedynkami na gtéwnej przekatnej) oraz prze-
ksztalcen elementarnych typu f (macierz -I, przechodzi w macierza zerowa) dosta-
jemy:

_[(X=B)" [(SA-BS)AX]"
0 M '

A% (30)

Stad odczytujemy wektor M bedgcy rozwigzaniem uktadu (25) (przypomnijmy nie
byla w tym przypadku konieczna a priori znajomos$¢ wektora AX).

Zauwazmy, ze znacznie proSciej jest wykorzystaé macierz brzegowg F
postaci ([5]):

_[I-A Ax

I‘T_—SO

(€3]

i wykonaé na niej przeksztalcenia elementarne typu a (macierz I — A przechodzi
w gorng macierz tréjkatng z jedynkami na gléwnej przekatnej) oraz przeksztalcen
elementarnych typu f (macierz -S przechodzi w macierzg zerowa). Wowczas:

F ~ l(l — Ay (Ax) i (32)
0 AY
gdzie zawsze AY = SAX.
Politechnika Radomska
Szkota Gléwna Handlowa
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O ELIMINACJT BEEDOW W PROGNOZACH WYKONYWANYCH NA PODSTAWIE
MODELU LEONTIEWA W PRZYPADKU AGREGACJI NIEDOSKONALEJ W SENSIE HATANAKI

Streszczenie

Dany jest pierwotny model Leontiewa stopnia n postaci:
(I-A) AX = Ax.

Dokonujemy agregacji S (macierz o wymiarach » X n (r < n) uzyskujac wtérny (zagregowany) model
Leontiewa stopnia » postaci:

(I - B) AY = Ay.

Jezeli agregacja nie spelnia BS = SA, to w prognozach prostych zaréwno pierwszego, jak i drugiego
rodzaju pojawiajg si¢ bledy.
Dla prognozy pierwszego rodzaju wektor btedéow & mozemy wyznaczy¢ z warunku Czechowskiego:

(BS - SA) AX = d.

Jezeli przy tym rzad macierzy BS — SA (r (BS — SA)) jest réwny ¢ (0 < ¢ < r), to istniejg wektory AX,
dla ktérych & = 0 mimo Ze agregacja nie jest doskonala (BS = SA).
Dla prognozy drugiego rodzaju konstruujac macierz brzegowa postaci:

Fz[I_A AX}

-S 0

zapewniamy, ze zawsze SAX = AY mimo ze BS # SA.
W przypadku prognozy drugiego rodzaju wektor N (BS # SA - agregacja nie jest doskonata) moze
by¢ wyznaczony z réwnania:

(I-B)N = (SA - BS) AX.

Jako, ze nie znamy a priori AX, mozemy go wyznaczy¢ wykorzystujac kolejno macierze brzegowe
postaci:

I-A
(SA-BS) 0

I-B (SA-BS)AX
-1 0

r

U=|_ Xoranz[

i wtedy wektor N moze by¢ wyznaczony.

Slowa kluczowe: model Leontiewa, prognozy ekonometryczne, agregacja

ON ELIMINATING ERRORS OF FORECASTS OBTAINED FROM THE LEONTIEF MODEL
FOR THE CASE OF IMPERFECT HATANAKI'S AGGREGATION

Summary

In the following article, there is presented a primary Leontiew model of order nxn:

(I-A) AX = Ax.
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Aggregation S is performed (matrix S is a matrix of order » X n (r < n)) and the effect of it is an
aggregated Leontiew model of rank 7:

(I - B) AY = Ay.

If aggregation does not fulfil BS = SA, then in simple prognoses, both of the first and second kind,
SOme errors appear.

For the prognosis of the first kind, the errors vector & can be determined from Czechowski’s
equation:

(BS - SA) AX = 0.

If the rank of matrix BS — SA (r(BS - SA)) equals ¢ (0 < ¢ < 7), there are AX vectors, for which
0 = 0 despite the fact that aggregation is not perfect i.e. BS # SA.
For the prognosis of the second kind a bordered matrix:

I-A AX
F‘[—s 0}

is constructed; then always SAX = AY in spite of the fact that BS # SA.
In case of the prognosis of the second kind the M vector (BS # SA - aggregation is not fulfilled) can
be derived from the equation:

(I-B) M = (SA - BS) AX.

As AX is a priori not known, the following bordered matrices are applied in sequence:

1-B (SA-BS)AX
-1 0

r

I-A AX
0

U=|-(sa-Bs)

oraz V =[

and the M vector can thus be determined.

Key words: Leontief model, econometric forecasts, aggregation.
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40 LAT DZIALALNOSCI NAUKOWEJ PROFESORA JOZEFA HOZERA,
CZYLI O METROLOGII EKONOMICZNEJ

Gratia gratiam parit

1. Obecnego profesora zwyczajnego Jozefa Hozera poznatem okoto 40 lat temu
na konferencjach organizowanych przez Zbigniewa Pawlowskiego; byt wtedy mto-
dziutkim skromnym chlopcem, chyba bezposrednio po studiach. Promieniowata od
niego zyczliwo$¢, dobro¢ i wrodzona kultura. Ta przelotna znajomo$¢ moze bylaby
bez znaczenia, gdyby nie p6Zniejsze, niemal systematyczne spotkania na konferencjach
organizowanych w okolicy Swinoujscia przez Uniwersytet Szczecinski, a wczesniej
Politechnike. Spotkania te, raczej w waskim gronie, przenikata atmosfera zrozumienia
i wspdlpracy; nie bylo strachu przed zjadliwg krytyka, czy obaw przed popelnieniem
btedu. Konferencje szczegélnie stymulowaly rozwéj mtodych pracownikéw oraz uta-
twialy im zycie w $wiecie nauki poprzez prezentacje szerokiego spektrum tematéw
badawczych; byly swego rodzaju sceng pierwszych préb w nauce. Dobry przyktad
zbiorowego wysitku we wspoélnie prowadzonych badaniach. W wyniku tego systema-
tycznego i systemowego dzialania o$rodek szczecinski wyrastal na wiodace centrum
mikroekonometrii. Trzeba zaznaczyé, ze cieszy siec on — profesor Hozer — wielkim
autorytetem i budzi szacunek nie tylko miodych i niedo$wiadczonych kolegéw, ale
takze jest mezem zaufania catego Srodowiska naukowego, politykéw, administracji
lokalnej oraz centralnej. Mozna go $mialo nazwaé wielkim mecenasem nauki, ktéry
wspiera nauke przez to, ze potrafi sprzedaé jej wyniki. Dobrze chmielowi, gdy sie
trzyma tyki. SpotykaliSmy si¢ takze niemal corocznie na zakopianskich konferencjach
organizowanych przez profesora Aleksandra Zeliasia oraz na wielu zebraniach Komitetu
Ekonometrii i Statystyki Polskiej Akademii Nauk. Na jednym z tych komitetow wystapit
w obronie zaproponowanej problematyki badawczej, ktérg wtadze komitetu prébo-
waly odsuna¢ na boczny tor — chodzi o pomiar w ogéle, a metrologie ekonomiczng
w szczegdlnosci. Nie ma nauki bez pomiaru, a pomiar jest przeciez niczym innym jak
homeomorfizmem natury w strukture formalng — system relacyjny; pomiar to o wiele
wiecej niz zwykly eksperyment — to hipotezy i teoria.

2. Ekonometria $wiatowa i w §lad za nig ekonometria polska skupia sie gléwnie
na badaniu wtasnos$ci modeli. Szkola szczecinska profesora Hozera traktuje modele
inaczej — jako narzedzie poznania $wiata fizycznego, zycia spolecznego i gospodarczego.
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Specjalno$cig Szczecina jest mikroekonometria, czyli zastosowanie metod ekonome-
trycznych w przedsiebiorstwie. Auditing jest najprostszym zastosowaniem matematyki;
prosty przeglad ksiag rachunkowych moze by¢ i jest Zrédtem wiedzy o dziatalno$ci
firmy i jej kondycji finansowej. Nieuczciwych sprzedawcéw tatwo rozpoznaé po spra-
wozdaniach handlowych.

15

Rysunek 1. Préba malo prawdopodobna

Zrédlo: A. Smoluk (red.), (2000).

Kazdy wybor z populacji generalnej jest prébg losowa. Préba zgodna ze struk-
turg populacji jest probg reprezentacyjna. Proba losowa sa réwniez samochody, ktore
w okreslonym dniu uleglty wypadkowi. Populacje generalng w tym przypadku stanowig
wszystkie samochody, ktére w tym dniu byly w ruchu. Préby malo prawdopodobne
dostarczaja niekiedy rowniez wielu cennych informacji. Egzamin definiuje pewien
preporzadek — relacje zwrotng i przechodnig — w badanej grupie. Egzamin jest pomia-
rem. Ten z kandydatéw jest lepszy, ktéry ma wiecej punktéw. Z populacji kandydatow
na studentéw pobrano dwie préby. Wyniki egzaminu z matematyki, w skali od 0 do
50 punktéw, dla préby liczacej 113 os6b, przedstawiono na rys. 1 (na osi poziomej
oznaczono punkty, a na pionowej czestotliwosci — liczbe kandydatow). Jezeli przyj-
miemy, ze w populacji generalnej jest normalny rozklad wiadomosci, to ta préba
nie jest zgodna ze strukturg populacji; 15 kandydatéw otrzymalo maksymalng liczbe
punktéw. Albo kandydaci z tej komisji byli wyjatkowo zdolni, albo egzamin nie byt
starannie przeprowadzony (kandydaci chyba korzystali z jakiego§ wsparcia). Takie sg
wnioski z analizy rozktadu. Préba druga, liczaca 57 kandydatéw (rys. 2), wydaje sie
zgodna ze struktura populacji. Moda w tej probie réwna sie 35 punktom.
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Rysunek 2. Préba typowa

Zrédto: A. Smoluk (red.), (2000).

Nauka ma nawet metody weryfikacji rzetelno$ci wyboréw i prac komisji wybor-
czych. Dane empiryczne podlegajg prawu Benforda sformutowanego przez amerykan-
skiego fizyka Franka Benforda w latach trzydziestych minionego wieku. Cyfry 11 2 sg
uprzywilejowane; od nich bowiem zaczynaja sie w przewazajacej czeSci wszystkie dane
[1]. Jest to norma naukowa. Ekonometria bada prawidtowosci zycia gospodarczego, jej
cechg charakterystyczng jest matematyka, $cislej, jezyk formalny jako metoda; ekono-
metria jest specyficznie ujetg statystykg ekonomiczng. Ta specyfika sprowadza sie do
badania dynamiki proceséw ekonomicznych. Poczatkéw ekonometrii jako nauki mozna
dopatrzy¢ sie w pierwszej ¢wierci XX wieku. W 1926 r. Ragnar Frisch uzyl terminu
ekonometria w rozumieniu dzisiejszym; nazwa ta jednak byla znana duzo wcze$niej
ito uzyto ja w jezyku polskim. Pewnie z tego powodu uszta uwadze opinii $wiatowe;j,
poniewaz polskiej literatury ekonomicznej $wiat nie studiuje. Pawet Ciompa (1867-1913)
w pracy Zarys ekonometryi i teorya buchalteryi z 1910 r. wprowadzil te pickng nazwe,
ktérg dzi§ wywodzi sie od biometrii. Ekonometrie wykorzystywano przy prognozach
koniunktury gospodarczej; stosowano uktady wskaznikéw i indekséw réznego rodzaju
zaleznych naturalnie od gustu autora czy szkotly, z ktérej sie wywodzit. Te parametry,
szumnie zwane — by podbudowac si¢ prestizem meteorologii — barometrami ekonomicz-
nymi, byly uzyteczne, gdy trwala stabilna zréwnowazona sytuacja, czyli gdy byta dobra
koniunktura. Kryzys lat 1929-1933 byl zaskoczeniem dla wszystkich indekséw. Tak by¢
musialo, gdy praw nauki nie znano, a stosowano w miejsce nich przetwarzanie danych,
czyli glo$ny data mining. Rachunku korelacyjnego uzyt Galton do wyliczania wysokosci
dzieci w zalezno$ci od wzrostu rodzicéw. Zalezno$¢ dwdch cech od siebie jest podstawg
wielu praw przyrody. Kazda funkcja ma charakter zaleznosci korelacyjnej. Jest to jedna
z najwazniejszych metod biologii, antropologii i psychologii rozwinieta przez Pearsona,
Spearmana i innych. Pomiar jest wazny, liczby niosg cenne informacje, ale bez logiki,
bez znajomosci porzadku natury, z samych liczb mato wynika i to nawet wtedy, gdy
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rachujemy na najlepszych komputerach. Trwalym osiggnieciem ekonometrii sg metody
wygladzania danych zaadoptowane gltéwnie w pierwszym rzedzie z astronomii, p6Zniej
geodezji i biologii. Badanie szeregdw czasowych jest zajeciem pozytecznym, by moc
sledzi¢ tendencje rozwojowe, jednakowoz na te badania natozyto sie ciezkie brzemie
formalne, ktére zdominowalo catg ekonometrie. Tworzymy metoda po metodzie nowe
rodzaje rachunkéw, a nie szukamy relacji rzadzacych gospodarka, relacji uzytecznych
przy decyzjach organéw administracyjnych i towarzystw gospodarczych. Formalizm
zniszczy ekonometrie jako nauke; jest to nauka o modelach, czyli o niczym. Kazda
nauka ma substrat w $wiecie fizycznym; bez podtoza matematycznego nie ma jednak
nauki, ale Zrédtem jest zawsze problem badawczy, a metoda jego pochodng; metoda
jest w zadaniu, ktérego rozwigzania szukamy. Naturalne i optymalne rozwigzanie
zadania jest zawsze czastkg problemu, tkwi w zadaniu. Metode tworzymy rozwigzu-
jac problem; ona sama si¢ pojawia, gdy dobrze zrozumiemy zadanie, gdy pdjdziemy
droga naturalng do celu.

3. Sposrdd znanych ekonometrykéw na wspomnienie zastugujg przede wszystkim
nazwiska: Frisch, Timbergen, Wold, Koopmans, Klein, Granger i jeszcze kilka innych.
Profesor Hozer byt na stazu naukowym u Kleina i jemu zaprezentowal swoje odkrycie.
Chodzi o regute pigciu; jest to norma uniwersalna — ogdlna prawidtowo$¢ obowigzujaca
na obecnym etapie rozwoju cywilizacyjnego. Na kazde pie¢ gospodarstw domowych
przypada jedno przedsiebiorstwo. Wielki Klein poczatkowo mial zastrzezenia co do
tej prawidtowosci, ale po objasnieniach i pokazaniu sity prognostycznej tego prawa,
zmienil zdanie i chyba uwierzyt w jego stuszno$é. Prawo Hozera ma podstawy psy-
chologiczne i socjologiczne. W duzym zbiorowisku oséb pozostawionych samym sobie
tworzg sie samorzutnie podgrupy; najczesciej sa to grupki piecioosobowe. Profesor
Reinhard Selten - stynny noblista, doktor honoris causa Uniwersytetu Ekonomicznego
we Wroctawiu — zauwazyl, ze koalicje w grach sa takze najczesciej pigcioosobowe
i rzadko przewyzszaja te liczbe. Liczba 5 jest uprzywilejowana w popularnym zwrocie:
do policzenia wystarczq palce jednej reki. Méwimy tak wtedy, gdy mnogo$¢ przedmiotéw
jest nieliczna, gdy ich liczbe poznajemy jednym rzutem oczu. W przyrodzie istniejg
pewne state uniwersalne, takie jak liczba Archimedesa 7 bedgca stosunkiem obwodu
kota do jego $rednicy, liczba Eulera e bedgca kapitatem, jaki otrzymamy po roku z banku
stosujacego kapitalizacje ciagla, gdy wlozyliSmy jednostke przy procencie 100, stala
Placka h — kwant dziatania réwny w przyblizeniu 2z x 1027 J X s i wiele innych.
Stalg fizyczna, powszechnie znang, jest predkosé¢ $wiatta w prozni, a takze wielkosé
tadunku elementarnego. Profesor Hozer stusznie uwaza, ze w ekonomii muszg by¢ tak
samo wielkosci state, uniwersalne parametry, normy, standardy. Nalezy ich szuka¢. Taka
wielko$cig jest wilasnie liczba 5, ale taka wielko$cig moze by¢ rowniez 8% lansowane
przez profesora Mieczystawa Dobije jako naturalne oprocentowanie kredytu. Te osiem
procent profesora Dobiji moze mie¢ glebsze uzasadnienie w zjawisku Gibssa (Gibss
phenomenon). Jezeli okresowa funkcja jest regularna, w uproszczeniu oznacza to, ze jest
w jednym punkcie nieciggla, a poza tym punktem jest gladka, w punkcie niecigglosci
ma granice obustronne i jej warto$¢ réwna sie $redniej arytmetycznej granic lewo-
stronnej i prawostronnej, to szereg Fouriera takiej funkcji jest (po wylaczeniu punktu
nieciggtosdci z pewnym otoczeniem) jednostajnie zbiezne do tej funkcji. Szereg ten jest
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zbiezny do tej funkcji, w zwyklym sensie — w kazdym punkcie, ale jego zachowanie
w toczeniu punktu niecigglo$ci jest niezwykle. Wartosci szeregu Fouriera w punkcie
niecigglosci sg zbiezne do $redniej arytmetycznej granicy lewostronnej i prawostronnej,
ale by przeskoczy¢ rozstep pomiedzy tymi granicami szereg bierze prawie dziewie-
cioprocentowy rozbieg z lewej strony i przeskakuje o takg samg cze$¢ tego rozstepu
powyzej potrzeby — do géry dla funkcji rosnacej. Kredyt jest nieciaglo$cig rozwoju,
stad owa stata Gibssa
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moze by¢ argumentem za o$mioma procentami profesora Dobiji.

4. Teoria liczb wydaje sie naukg bardzo odlegla od ekonomii, jednakowoz relacja
podzielnosci, podstawowe pojecie tej teorii jest takze sercem ekonomii. Podzielno$é
jest abstrakcyjnym ujeciem relacji preferencji [5]. Zdaje sobie z tego sprawe profesor
Hozer i swych pracownikéw zacheca do wszechstronnych studiéw w tym takze nad
fizyka i teorig liczb. W jego katedrze ukazala sie warto$ciowa pozycja poSwiecona fun-
damentalnym i pieknym dzialom abstrakcyjnej teorii liczb. Ciekawy i trudny problem
arytmetyczny partitio numerorum jest zwigzany réwniez z pojeciem normy i wzorca.
Najpierw przypomne, ze partycja — podzialem - liczby naturalnej n réznej od zera
- zero nie ma partycji — jest rosnacy n-wyrazowy, a wiec skonczony cigg liczb natural-
nych, sumujgcych sie do liczby n. Partycjg liczby 5 jest wektor (0, 0, 1, 1, 3), albowiem
1 + 1 + 3 = 5. Partycje definiujg pragmatyke systemu monetarnego. Wiadomo, ze dobry
pienigdz to silny pienigdz. Ale system jednostek pienieznych powinien mie¢ takze inng
zalete. Kazdg kwote powinno si¢ w nim tatwo odliczy¢ w ré6znym uktadzie banknotéw.
Im wiecej mozliwosci, tym lepiej, tym system monetarny z punktu widzenia pragma-
tycznego wygodniejszy. Wyznaczanie nominaléw pienieznych nie jest wiec czynnoscia
rutynowa, ale tworzeniem przyjaznego systemu obiegowego. System pieniezny jest
wygodny w uzyciu, je$li nominaly grubsze dajg sie tatwo - i to réznorodnie — podzieli¢
na mniejsze. Moneta 2 zl, pomijamy bilon o nominatach groszowych, rozmienia sie
tylko w jeden sposéb 2 = 1 + 1. Moneta 5 zt moze by¢ rozmieniona juz na trzy spo-
soby: (1, 1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1, 2), (0, 0, 1, 2, 2), czyli na pie¢ monet jednoztotowych
lub na trzy monety jednozlotowe i jedng dwuzlotowa, albo wreszcie na jedng zlotéwke
i dwie dwuzlotéwki. Innych podzialéw pienieznych nie ma, chociaz partycji liczby 5
jest wiecej. Podziat (0, 0, 0, 0, 5) — bez podziatu - bedziemy uwazaé za trywialny.
Banknot dziesieciozlotowy mozna rozmieni¢ na dziesie¢ sposobéw nietrywialnych.
Partycje nietrywialne sg wtasnie dopuszczalnymi w systemie pienieznym podziatami.
Ile jest partycji dopuszczalnych dowolnej liczby naturalnej? Na ile sposobéw mozna
optaci¢ rachunek stuzlotowy? Metode, ktéra nalezy sie postuzyé, daje teoria funkcji
tworzacych. Funkcje tworzace to szeregi potegowe o wspétczynnikach catkowitych.
Dla polskiego systemu pienieznego funkcjg tworzacg jest szereg potegowy

fx) =1+ ax + ax? + ...
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bedacy iloczynem o$miu szeregéw
filx) =1+ +x2 +x3 + .., i €{1,2,5,10, 20, 50, 100, 200}.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, na ile sposobéw mozna odliczy¢ kwote 1000 zi,
nalezy obliczy¢ wspétczynnik ajggo funkcji f. Tyle jest bowiem dopuszczalnych party-
cji liczby 1000 w polskim systemie pienieznym. Kwote 7 zt mozemy zaptaci¢ w kilku
pulach: albo uktadem (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), czyli siedmioma monetami jednoztotowymi
(tej partycji odpowiada wyraz x7 funkcji tworzacej f1), albo uktadem (0, 1, 1, 1, 1, 1, 2)
(tej partycji odpowiada wyraz x5 funkcji fi oraz wyraz x2 funkcji f), albo uktadem
0,0, 1, 1, 1, 2, 2) (tej partycji odpowiada wyraz x3 funkcji f; oraz wyraz x# funkcji
f2), albo uktadem (0, 0, 0, 0, 1, 1, 5) (tej partycji odpowiada wyraz x2 funkcji f; oraz
wyraz x> funkcji fs), albo uktadem (0, 0, 0, 1, 2, 2, 2) (tej partycji odpowiada wyraz
x funkcji fi oraz wyraz x¢ funkcji f,), albo wreszcie uktadem (0, 0, 0, 0, 0, 2, 5)
(tej partycji odpowiada wyraz x? funkcji f, oraz wyraz x5 szeregu fs). Tak wigc dopusz-
czalnych partycji liczby 7 jest 6, czyli na sze$¢ sposobéw mozemy — w polskim systemie
pienieznym — zaptaci¢ siedmioztotowy rachunek; ciggle potrzeba pamietaé, ze pomijamy
monety groszowe: 1 gr, 2 gr, 5gr, 10 gr, 20 gr i 50 gr.

W praktycznym systemie pienieznym monety i banknoty powinny by¢ tatwo roz-
ré6znialne i umozliwi¢ wygodng regulacje kazdego rachunku. W aktualnie obowigzuja-
cym polskim systemie pienieznym w parach: 2 gri 5 gr, 20 gr i 50 gr oraz 2 zt i 5 zt
monety sg do siebie podobne. Latwo wiec o pomytke; z tego powodu nominatéw nie
moze by¢ duzo. Wydaje sie, ze ergonomiczny system pieniezny powinien utrzymaé
réwnowage pomiedzy réznorodnoscig i rozréznialnoscig znakéw pienieznych; wystar-
czy operowac tylko czterema monetami (dla wygody postugujemy sie tu polskimi jed-
nostkami): 1 gr, 5 gr, 10 gr i 50 gr oraz piecioma banknotami: 1 zi, 5 zt, 10 zi, 50 zt
i 100 zt. W przypadku ogélnym, gdy dopuscimy dowolnie wysokie nominaly, bedzie to
cigg nieskonczony postaci (1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000, 5000, ...). Wyraz ogélny a,
tego ciggu moze by¢ okreslony indukcyjnie: az,, = 107, ay,+1 = 5a3,, n € N. Wysokie
nominaly banknotéw nie sg, przy stabilnej walucie, wskazane. Duze rachunki reguluje
sie przelewami bankowymi. Liczba trzy jest takze normg sprawnego ergonomicznego
systemu pienieznego; mamy bowiem nominaty: 1, 5, 10; dalej ten uktad jednostek
mnozymy wielokrotnie przez dziesie¢ — w zaleznosSci od potrzeb rynku pienieznego.

5. Profesor Jozef Hozer jest uczniem inicjatora badan ekonometrycznych w Polsce
profesora Zbigniewa Pawlowskiego. Prof. Z. Pawtowski mial wrodzong kulture, wyniost
z domu rodzinnego dobrg kindersztube, byt pod wptywem jezyka francuskiego i fran-
cuskiej cywilizacji. Nie byto w nim wulgarnosci, byt subtelny i delikatny. Jezyk jego byt
pickny i prosty, nigdy nie popisywat si¢ swoja wiedza i uczonoscia. Dobieral podobnych
do siebie uczniéw i wspoélpracownikéw; takim wilasnie jest profesor J6zef Hozer, takim
jest profesor Oskar Starzenski i tacy sg inni ulubieficy Pawlowskiego. Od Pawtowskiego
promieniowala na otoczenie szlachetnosé, zawsze starat sie zrozumieé bliznich, nigdy
nie znizyt sie do matostkowosci. Profesor Pawlowski — ojciec polskiej ekonometrii —
widziat te nauke jako dziat ekonomii, specjalny dzial ekonomii stosujgcy probabilistyke
i matematyke. Dla Pawlowskiego celem badania byla elastyczno$¢ dochodowa popytu,
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funkcja produkcji czy metody optymalizacyjne z programowaniem liniowym na czele.
Owszem w nauce wazna jest doskonalo$¢ i perfekcja, ale pierwszym powotaniem nauki
jest poznanie rzeczywisto$ci; poznanie rzeczywisto$ci, a nie tworzenie scenariuszy
i modeli, moze nawet i pieknych, ale bezwartoSciowych, gdy nic praktycznego z nich
nie wynika. Przy okazji zaznacze, ze rodzina profesora Hozera wywodzi sie¢ z Wiednia,
a w dawnej Warszawie, jeszcze w dziewietnastym wieku, byt stynny ogrodnik tego
nazwiska. W teorii zarzadzania moéwi sie o zaufaniu przetozonego do podwladnych
i odwrotnie — podwladnych do przetozonego. Profesor Hozer sprawuje swa funkcje
przez zaufanie, ktérym darzy swych kolegéw i wspétpracownikéw. Zaufanie jest bowiem
podstawg kazdej instytucji i zasadniczym czynnikiem tadu spotecznego. Wiedziat o tym
lubiany cesarz Franciszek Jozef, ktory byl jasnie o§wieconym panem przodkéw pro-
fesora. Cesarz darzyl pelnym zaufaniem swych urzednikéw. Jeden zjego generatow,
nielubiany przez sztab generalny, budowal twierdze gdzie§ daleko na Batkanach.
W sprawozdaniu finansowym napisat krétko, po spartansku: 15 milionéw guldenéw
dostalem i 15 milionéw guldenéw wydatem. Oficerowie ze sztabu nie byli zadowoleni
lakonicznoscia tego raportu i poprosili o szczegdly; general powtérzyl poprzednie spra-
wozdanie i dodat: A kto temu nie wierzy niech mnie pocatuje w... Naturalnie o zdarzeniu
doniesiono cesarzowi. — Ja wierzg — mial odpowiedzie¢ jasnie pan. Profesor Hozer
zartowal z teorii Ubermenscha, stworzonej przez Friedricha Nietzschego, ktéry chcial
by¢ poza dobrem i ztem. Dobra nie ma, zla takze nie ma, jest tylko moja wola i to,
co sie mnie podoba. Takie stanowisko jest dzi§ powszechnie akceptowane, chociaz
wszyscy oficjalnie uwazajg filozofie Nietzschego za wymyst szalonego geniusza. Czymze
innym sg bowiem parady réwnosci, walka o legalno$¢ wszelkich badan biogenetycznych
i demonstracje pan domagajacych sie pelnej wolnos$ci w dysponowaniu swym ciatem
jesli nie woluntaryzmem? Akceptujemy to, co jest nam w danej chwili wygodne; nie
ma sumienia, nie ma wstydu, jest skuteczno$é. Jezeli osiggnalem to, co chcialem, to
prawda jest po mojej stronie. Przyjdzie jednak czas rozrachunku. Kazdemu swoje —
glosili Ubermensche ze swastyka i doczekali si¢ szybciej nagrody niz sie spodziewali,
nie musieliSmy czekaé¢ zapowiadanego tysigca lat. Nie przeciwstawiajmy sie wiec ztu,
poczekajmy, a wszystko przeminie.

Miat muzykalng zone, dwie piekne corki - jedna zyje ekonometria, a druga muzyka.
Zona - chociaz muzyk — obdarzona byla wielka intuicja ekonomiczna. W okresie
dokuczliwej, sporej inflacji z lat osiemdziesigtych XX wieku wstawita sie powiedzeniem:
pieniqdz wydany, to pieniqdz uratowany. Zona zmarla kilka lat temu. Dane mi bylo
by¢ w mieszkaniu Panstwa Hozeréw i wystuchaé Jej kameralnego koncertu; grata na
fortepianie dla swej rodziny, profesora Jana Zawadzkiego i dla mnie. Bylo to w czasach,
gdy mieszkatl jeszcze w bloku; pézniej wybudowat dom z oczkiem wodnym w ogrodzie.
Wiem to z opowiesci, bo nad tym oczkiem sam nie bytem; ogladajac piekne grzybienie
- popularnie zwane liliami wodnymi — profesor Hozer rozmysla o czasie, jego prze-
mijaniu i wplywie tego czasu na nauke i ekonometrie w szczegélnosci. W Zakopanem
propagowal napdj z francuska zwany panaché; byto to piwo zmieszane z sokiem jab-
tkowym. Jezeli sok i piwo sa wysokiej klasy, to panaché smakuje wybornie. Dobry
humor w polaczeniu z zartem — to przepis na codzienne drobne ktopoty. W 2005 roku
profesor Andrzej Barczak wymowit si¢ nawatem waznych prac od mikroekonometrycz-
nej konferencji w Swinoujéciu. Jednakowoz podczas konferencji ktos przypadkowo
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spotkal go w tym miescie i przyprowadzit na miejsce obrad. — Wpadlem tu do zony
— usprawiedliwial sie Andrzej. — Wpadt jak sliwka w kompot — zamknal sprawe Jozef.
Na slynnych sympozjach naukowych organizowanych co dwa lata w Swinoujéciu je
sie ryby; tu takze powstala teoria szwagra. Jest to odmiana glo$nej metody znanej pod
nazwg benchmarking — jesli musisz sie wzorowaé¢ na kim$ to wzoruj sie na najlep-
szym. Szwagier jest przypuszczalnie najlepszy w otoczeniu rodzinnym, wiec za sprawg
zony jest wzorem do naSladowania. Teorie szwagra zaproponowal profesor Ryszard
Antoniewicz. Profesor Hozer lubi i ceni fizykéw, bo stusznie uwaza, ze nauka jest uni-
wersalna i prawa stworzone w jednej dyscyplinie mozna przez analogie przenie$¢ do
innej. Teoria szwagra jest takim wlasnie homomorfizmem naukowym w zartobliwym
ujeciu. Sam jest takze autorem reguly pragmatycznej zwanej renta pieczqtki. Bylo to
w czasie, gdy urzednicy panstwowi i profesorowie dysponowali jedynie charyzmatem
posiadanych uprawnien i wydawali swa akceptacje wtedy tylko, gdy sprawa byta do
zalatwienia: jak si¢ da, to si¢ zrobi. Propaguje i popularyzuje nauke w rézny sposéb
- takze przez celne wypowiedzi dla mediéw. Ekonometria — panna o raczej stabym
powodzeniu — musi by¢ teraz silnie promowana. Kiedy$ bylo inaczej, byl to kierunek
najbardziej oblegany. Wierzono bowiem, ze matematyka jest panaceum na wszystkie
socjalistyczne przemijajace trudnosci. Rozczarowanie przyszio w swoim czasie, jedna-
kowoz zaakcentowaé trzeba mocno, ze bez matematyki nie ma nauki.

Chociaz jest cztowiekiem o silnym charakterze stosuje metody soft power w oddzia-
tywaniu na kolegéw i wspétpracownikéw. Brzydzi sie klamstwem. Ongi$ — w okresie
stanu wojennego — pedzit bez prawa jazdy autostradg amerykanskg z niedozwolong
szybkoscig, pozyczonym od kolegi samochodem. Zatrzymuje go policja i jak zwykle zada
papiery. Kierowca przyznaje sie do wszystkiego; swg szczerg spowiedzig wzbudzit takie
zaufanie, ze straznicy porzadku drogowego zyczyli mu szcze$liwego pobytu w Stanach
i nie byto mowy o jakiejkolwiek karze za wystepek. Bylo to w czasach, gdy Ameryka
darzyla wielkg sympatia Polakéw z powodu Solidarnosci i naszej walki z sowieckag
zaleznoscia, z socjalistycznymi porzadkami. Ma szcze$liwg reke, jest cztowiekiem, ktory
wszystko ulepszy, gdy tylko przylozy swg reke do sprawy. Nie poktada jednak wartosci
w dobrach materialnych. Jest kierownikiem katedry, profesorem zwyczajnym, redak-
torem Przeglqdu Statystycznego, cztonkiem Komitetu Statystyki i Ekonometrii PAN,
dyrektorem Instytutu Diagnoz Ekonomicznych et cetera, et cetera. Jest cztowiekiem,
ktéry méglby zrobi¢ wielkg kariere w polityce lub biznesie, gdyby tylko chcial. Gdy
bogactwo sig mnozy, nie lgnijcie do niego sercem (Ps 62. 11). Na dworcu w Krakowie
kieszonkowi ztodzieje zrobili wokét niego ongi$ sztuczny $cisk i zabrali jego portfel
z pokazng gotéwka. Niewatpliwie zdawal sobie sprawe z tego, co sie dzieje, wiec
wykrzyknal: — Zwrdcécie chociaz dokumenty! Istotnie po kilku dniach otrzymal w prze-
sytce portfel z pelng zawartoscig, a tylko — blahostka — bez pieniedzy. Zdarzenie to
jest dla niego dowodem prawdziwej etyki ztodziejskiej, etyki zawodowej. Cechuje go
mito$¢ wszystkich stworzen — postawa konstruktywna, pomoc. Jest daleki od dziatan
destruktywnych, od szkodzenia i psucia. Brzydzi si¢ klamstwem i rzucaniem btotem
na tej zasadzie, ze zawsze co$ przylgnie. Calumniare audacter, semper aliquit haeret
- szkaluj zuchwale, zawsze co$ zostanie. Chrzescijanskie mitosierdzie jest dla niego
codzienng strawa.
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6. Teoria kategorii jest szczytowym osiggnieciem matematyki. Nie istnieje zbidr
wszystkich zbioréw, nie ma rodziny wszystkich grup, nie ma klasy wszystkich prze-
strzeni liniowych, ale sg kategorie. Jest kategoria mnogosci, kategoria grupy abelo-
wej, kategoria przestrzeni liniowej itd. Kategorie wywodzg sie od Arystotelesa, ktory
wyréznia dziesie¢ ich rodzajow: substantia, quantitas, qualitas, relatio, actio, passio,
ubi, quando, situs, habitus. Profesor Hozer wymienia te kategorie od czasu do czasu,
by przypomnie¢ mtodym pracownikom nauki, ze ten uktad moze by¢ wielce pomocny
przy planowaniu wszelkich badan. Schematem tym postugujg sie dziennikarze w opisie
wszystkich wydarzen; komunikat dziennikarski, podobnie jak artykul naukowy, winien
wskazywaé czytelnikowi jasno co sie zdarzylo, gdzie i kiedy, z jakiego powodu. Jest
zwolennikiem teleologii — nauki o celowo$ci w przyrodzie. Teleologia pozwala lepiej
zrozumieé przyrode i jest jednocze$nie nadrzednym prawem uzasadniajagcym wszyst-
kie prognozy. Znajomo$¢ celu pozwala zrozumie¢ postepowanie i zobaczy¢ najkrotsza
droge. Jedynym celem przyrody, gospodarki i spoteczenistwa jest rownowaga. Zakt6cenie
réwnowagi destabilizuje system. Mrowisko jest stabilne, bo jego struktura jest stala.
Ludzie lubig odmiane; ta nasza ciekawo$¢ nowosci bywa przyczyng nieszcze$é. A ja
wiem, Ze w Zyciu jest rownowaga. Boje sie, Ze zaplace za nadmiar. Staram si¢ zachowac
proporcje — znakomitq whisky zawsze zagryzam taniq paréwkq [8]. Sa to stowa dwu-
dziestopiecioletniej aktorki, ktérej wszystko sie udaje pewnie dlatego, ze jest zdolna
i ciezko pracuje. Natura jest celowa; uprzykrzone komary sg niezbedne dla rownowagi
globalnej, bo sa pokarmem jaszczurek, zab i wielu innych ptazéw. Krety z kolei sg
nielubianymi go$émi w ogrodach, ale ich dziatanie jest bardzo celowe. Spulchnienie
ziemi sprzyja wzrostowi ro$lin i pomaga w rozmnazaniu dzdzownic, ktére sa pokarmem
réwniez kreta. To krecia praca byla przypuszczalnie wzorem dla pierwszych rolnikéw;
orka jest ucywilizowanym sypaniem kopcéw przez kreta.

Liczne referaty profesora Hozera, ktére miatem przyjemnos$é¢ wystuchaé charak-
teryzujg si¢ zawsze dwoma zasadniczymi cechami. Sg krétko i jasno przedstawione
— podobnie jak wystgpienia profesora Michata Kolupy, czyli naleza do kategorii non
multa, sed multum — oraz pelne tresci. Czas jest wedtug niego jedynym czynnikiem
sprawczym, uniwersalng przyczyng. Struktura zmienia sie z czasem, a trwanie jest toz-
same z rozwojem. Nie ma czasu bez zmiany; czas jest nastepstwem zdarzen. Stabilno$é
nie jest stagnacjg. Jest oznakg stalej struktury w dazeniu do swego przeznaczenia
- celu. Zdarzylo sig, ze na jednej ze wspomnianych konferencji mikroekonometrycznych
moéwitem o stabilnej strukturze szczecinskiego zespotu badawczego. Moje wystgpienie
zrozumiala opacznie pani profesor Elzbieta Zéttowska z Lodzi i pouczyla mnie, ze zesp6t
ten daleki jest od stagnacji i dynamicznie sie rozwija. Stabilno$¢ nie ma nic wsp6lnego
ze stagnacja, ale oznacza, ze mate zakldcenia nie wytraca z obranej drogi. Jest to réw-
nowaga stabilna, a stagnacja jest takze rownowaga, ale zwykle niestabilng. Struktura
jest zalezna od czasu. Bifurkacja trajektorii oznacza zmiane struktury. Struktura jest
naturalnie wyznaczona przez relacje pomiedzy wybranymi wielko$ciami, struktura jest
pochodng prawa przyrody bedacego wspomniang relacja. Relacje, czyli prawa nauki,
sq gladkimi rozmaitosciami w przestrzeni stanéw. Oczywiscie, zawsze pierwsza pojawia
sie przyczyna a poOzniej skutek. Poniewaz czas definiuje sie przez nastepstwo zdarzen,
wiec mozna powiedzieé, ze czas jako powszechna przyczyna jest rezultatem skutku;
skutek wyprzedza przyczyne. Sic! Przy okazji przypomne dowcipng i madra anegdote,
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ktérg postuzyt sie profesor Teodor Kulawczuk w dyskusji nad starym zagadnieniem
zwigzku przyczynowego. Jedyny znany przypadek, gdy skutek poprzedza przyczyne,
to udziat lekarza w kondukcie pogrzebowym swego pacjenta. Czas wszystko zmienia;
nie wchodzi sie dwa razy do tej samej rzeki uczyli dawno temu Grecy.

7. Z prawem pieciu gospodarstw domowych na jedno przedsigbiorstwo zwigzana
jest liczba zlota y. Powszechnym prawem nauki jest zasada rownowagi. Z tej zasady
wynika ruch wirowy; ruch wirowy jest najczesciej spotykang odmiang rozwoju. Ruch
wirowy zawiera w sobie liczbe zlota, bo w tym ruchu jest spirala logarytmiczna.
Pokazemy, Ze liczba zlota jest tak samo wielkoscig ekstremalng, czyli prawem nauki,
jak liczby z oraz e. Te prawa przyrody to najpickniejszy przejaw ogélnej zasady réw-
nowagi. Rownowaga wymusza porzadek, harmonie i symetrie. Nawet system obrachun-
kowy jest praktyczny wtedy, gdy jest oparty na zasadzie réwnowagi — duzo partycji
i mato dobrze rozréznialnych nominatéw. Podobnie jest z ergonomia i wszystkimi
konstrukcjami technicznymi usprawniajacymi prace i zycie. Zwykly ukltad nakretki
i przeciwnakretki stabilizuje potaczenie, albowiem pracuje w systemie wzajemnej row-
nowagi. Liczba zlota

V5 -1

="

dzieli odcinek [0, 1] w stosunku harmonicznym, czyli spetnia réwnanie zlotego ciecia

x _1—x
1 X

Jest to liczba algebraiczna — niewymierna — réwna 0.6180..., zwana boska propor-
cja, ktéra rzadzi pieknem. Spotykamy ja w architekturze i w przyrodzie. Do$wiadczenie
jest podstawa kanonu piekna odwotujgcego sie do zlotego podziatu. Zlota liczba tez
zostala wyznaczona z préby. Wielomian zlotego podziatu s (x) = x2 + x — 1 jest oczywi-
$cie nierozkladalny w ciele liczb wymiernych Q, lecz jest rozktadalny w ciele O(v/5).
Ztota liczba y jest granicg utamka tancuchowego 1/(1 + 1/ (1 + 1 /(1 + ...))). Latwo
sprawdzi¢, wynika to z ogblnego kryterium, ze utamek ten jest zbiezny. Jezeli jest to
rozwiniecie w utamek tancuchowy liczby x, wtedy x = 1/(1+ x). Oznacza to, Ze ten
najprostszy i najpiekniejszy utamek tancuchowy reprezentuje liczbe zlota. Kazdy wie-
lomian p (x) = ax? + bx + ¢ o wspoélczynnikach catkowitych, a, b, ¢ € Z, bedziemy
utozsamiaé¢ z uporzadkowang tréjka (a, b, ¢). Zbiér takich wielomianéw jest modu-
tem Z3 nad pierScieniem liczb catkowitych Z. W zbiorze Z3 wyrézniamy podzbiér F
wielomianéw stopnia drugiego — oznacza to, ze wspétczynnik a jest rézny od zera,
o pierwiastkach rzeczywistych, czyli A(a, b, ¢) = b?2 — ac = 0, nierozktadalnych nad
cialem Q, wiec wielko$¢ A(a, b, ¢) nie jest kwadratem liczby catkowitej. Tak wiec
(a, b, ¢) € F wtedy, itylko wtedy, gdy po pierwsze, a # 0, po drugie, wyréznik nie
jest ujemny, b2 — 4ac = 0, i po trzecie, v b?> — 4ac nie jest liczbg wymierng. Funkcja
A :7Z3 -7 na zbiorze F przyjmuje warto$ci nieujemne. Istnieje wiec taki wielomian
(a*, b*, c*) €EF, ze A(a*, b*, ¢*) = min A (F), gdzie A(F) = {A(a, b, ¢): (a, b, ¢) € F}.
Wielomian spetniajgcy powyzszy warunek nazywamy wielomianem minimalnym.
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Lemat. Wielomian zlotego podziatu (1, 1, -1) jest wielomianem minimalnym oraz
A(1,1, -1) = min A(F) = 5.

Zbicér wielomianéw minimalnych jest oczywiscie nieskoriczony. Mozna go utozsamic
ze zbiorem rozwiqzan réwnania diofantycznego b? — 4ac = 5. Kazdy wielomian stopnia
drugiego (a, b, c) rozktadalny nad ciatem Q(v'5) i nierozkladalny nad ciatem Q ma
wyréznik A(a, b, ¢) postaci 22k(2n + 1)2 5, gdzie k, n € N.

Dowdéd. Warunek
Aa, b, ¢) = 22k2n + 1)25

jest konieczny i wystarczajacy na to, aby wielomian p (x) = ax? + bx + ¢ byt nieroz-
ktadalny w ciele Q i rozkladalny w ciele O(+/5). Wida¢ stad, ze minimalna warto$¢
funkcji A na zbiorze F jest wtedy 5, gdy k = n = 0. Jezeli A(a, b, ¢) = d?, to oczy-
wiscie wielomian (a, b, ¢) nie nalezy do zbioru F. Oznacza to, ze liczby naturalne
0, 1 i 4 nie sg w zbiorze warto$ci A (F) funkcji A na zbiorze F. Przypu$émy, ze dla
pewnego wielomianu (a, b, ¢) € F jest A(a, b, ¢) = 2, czyli ze b2 - 4ac = 2. Wynika
stad, ze b jest liczbg parzysta, b = 2r, r € Z, a wiec 4r2 — 4ac = 2. R6wno$¢ ta jest
jednak niemozliwa, bo lewa strona jest podzielna przez 4, a prawa nie jest. Podobnie
sprawdza sie, ze 3 nie jest wartoécig funkcji A na F. Jezeli b2 — 4ac = 3 dla pewnego
(a, b, c) € F, to b nie moze by¢ liczba parzysta, czyli jest postaci 2r + 1. Jest wiec
4r2 + 4r — 4ac = 2, ale ta ré6wno$¢ tez jest niemozliwa. Podane argumenty dowodza,
ze funkcja A osigga minimalng warto$¢ 5 nie tylko na zbiorze wielomianéw stopnia 2
nierozktadalnych nad Q i rozktadalnych nad O(+/5), ale takze na zbiorze F dowolnych
wielomianéw stopnia 2 nierozktadalnych nad Q i rozkladalnych nad Q(v/d), gdzie
liczba d, zalezna od wielomianu, jest liczbg naturalng niebedgca pelnym kwadratem.
Dowdd zostal skonczony.

Liczba zlota jest uniwersalnym prawem przyrody. Dodatkowym argumentem jest

. . . . , a
ciag Fibonacciego: ag = 1, a1 = 1, a,+ 2 = a,+1 + an, n € N. Cigg stosunkow <’(’1—+1>

n
1445
2

ze ciag Fibonacciego asymptotycznie zachowuje sie jak cigg geometryczny o ilorazie

jest zbiezny, jego granica jest liczba — odwrotno$¢ liczby zlotej. Oznacza to,

q= % Kréliki rozmnazajg sie wiec zgodnie z prawem Malthusa. Zapis liczby zlotej

w postaci utamka tancuchowego pokazuje, jak prosty, pickny i naturalny jest to obiekt;

L. a .
wielkosci —4*1 s reduktami tego utamka.
n

8. Wspomniana wyzej piekna ksigzka z teorii liczb — powstata w katedrze profe-
sora Hozera — byla oceniania przez wybitnego specjaliste z tej dziedziny - profesora
Andrzeja Schinzla. Po ukazaniu sie dzieta w druku wielki recenzent okazal swg mato-
stkowos$¢, bo wdat sie w $mieszng polemike na temat swej wlasnej opinii. Wspominam
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o tym, by zaznaczyé, ze zycie codzienne ludzi nauki obfituje w ktopotliwe drobiazgi,
a jednocze$nie pragne wskaza¢ na fundamentalne znaczenie teorii liczb w ekonomii
i catej nauce. Nauka o podzielnos$ci liczb algebraicznych jest dziedzing par exellence
ekonomiczng. Podzielnosé - to relacje porzadku i preferencji. Pitagoras glosit, ze liczby
rzadzg Swiatem. Teze te adoptowat profesor Hozer. Sprzeciwit sie jednak temu pewien
rygorystyczny kaplan, ktéry stusznie uwaza, ze to tylko Bég rzadzi $wiatem. Madrosé
Boza jest podstawg wszelkiego stworzenia; prawa boskie sg prawami natury. Tych
wlasnie praw szuka nauka; ich istotg sg proporcje i harmonia. Proporcje rodza liczby;
liczba ztota jest wlasnie boskg harmonia. Zdarzenia cudowne z definicji przeczg prawom
nauki, ale sg i takie zdarzenia cudowne, ktére nauka potrafi uzasadni¢. Przyktadem
niech bedzie opowies$¢ biblijna o przepiérkach. Bég wzbudzit wiatr potudniowy, ktéry
przyniést obfito§¢ miesa w postaci przepiorek na zgltodniaty ob6z wedrowcéw do ziemi
obiecanej. Zdarzenie to mozna interpretowa¢ jako catkowicie naturalne. I tak wlasnie
niektérzy medrcy wspolczesni czynig. Jesli méwimy o wyjsciu z Egiptu, to koniecznie
wspomnie¢ trzeba o Jozefie. Byt piekny, madry i co najwazniejsze — byl wybrancem
Boga. Widze podobienstwo Jozefa Hozera do swego biblijnego imiennika. The instru-
ction he gave was true and no word of injustice fell from his lips (Mal. 2.6).

Profesor Hozer ceni i lubi pickno, szczegélnie delektuje sie malarstwem. U niego
w domu widziatem dwa obrazy profesora Andrzeja Alexiewicza z Poznania. Obrazy tego
autorstwa spotkatem takze u niezyjacego juz profesora Eugeniusza Szczepankiewicza.
Profesor Alexiewicz stynal z prawosci, uczonosci i dobrych manier; byt przyjacielem
lwowskim profesora Rudolfa Hohenberga — trzeciego w kolejnosci kierownika Katedry
Matematyki Akademii Ekonomicznej we Wroclawiu, a takze przyjacielem ucznia pro-
fesora Hohenberga - profesora Szczepankiewicza. Alexiewicz jest autorem encyklo-
pedycznego dziala z analizy funkcjonalnej i stynnego powiedzenia: Lepiej by¢é panem
siebie, niz cztonkiem PANu. Ta wypowied?Z jest, oczywiscie, zartobliwg oceng wiodacej
instytucji naukowej w Polsce. W akademii mamy duzo cztonkéw, a mato prawdziwych
uczonych. Wszelkie dywagacje naukowe zawsze z koniecznos$ci zahaczajg o akademie.
Profesor Jézef Hozer jest naturalnie panem siebie; jest mozliwe, Ze stanie sie czlon-
kiem PANu. Wskazuje na to jego dorobek naukowy, dziatalno$é¢ organizacyjna oraz
nieprzecigtne zalety charakteru. Zycze mu tego goraco, wszak bylby to wielki sukces
catego Srodowiska.

To, co sie zdarzylo jest wlasnie konieczne, nie mozna bylo tego uniknaé; to, co jest
mozliwe staje sie konieczne tylko wtedy, gdy sie zrealizuje. Nie planowatem wyjazdu
do Swinoujscia w 2009 roku z wielu powodéw. Widocznie jest koniecznoscig abym
tam byl, bo nie moglem odméwic osobistej prosbie organizatora. Moge jedynie zawo-
ta¢ za Swietym Pawlem: I am an unprofitable servant; I have done that which was my
duty to do. Uczynilem co bylo konieczne. Wierze gleboko w przeznaczenie i madrosé
Boza, ktora kieruje naszg reka.

Warszawa, 16 lipca 2009.
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SPRAWOZDANIA

BARBARA BATOG, IWONA MARKOWICZ

XIV OGOLNOPOLSKA KONFERENCJA
,MIKROEKONOMETRIA W TEORII I PRAKTYCE"

W dniach 3-5 wrze$nia 2009 roku odbyta si¢ XIV Ogdélnopolska Konferencja ,Mikroekonometria w te-
orii i praktyce”. Konferencja zostala zorganizowana przez Katedre Ekonometrii i Statystyki Uniwersytetu
Szczecinskiego oraz Instytut Analiz, Diagnoz i Prognoz Gospodarczych w Szczecinie. Obrady odbyly si¢ na
promie ,Pomerania” w drodze ze Swinoujécia do Kopenhagi. Konferencja byta réwniez okazja do uczczenia
40-lecia pracy naukowej profesora Jozefa Hozera, kierownika Katedry Ekonometrii i Statystyki.

W konferencji wzieto udziat okoto 100 0s6b z 21 osrodkéw naukowych z calej Polski oraz z praktyki.
Zostato wygloszonych 17 referatéw i zaprezentowano okoto 60 posteréw. Po owocnych obradach i dysku-
sjach naukowych uczestnicy konferencji wzigli udzial w wycieczce po Kopenhadze.

Ponizej prezentujemy streszczenia wygloszonych referatow (w kolejnosci alfabetycznej). Z trescig wygto-
szonych referatéw i zaprezentowanych posteréw bedzie mozna zapoznaé si¢ po wydaniu przez Uniwersytet
Szczecinski recenzowanej monografii.

Prof. dr hab. Maria Balcerowicz-Szkutnik, prof. dr hab. Elzbieta Sojka (Akademia
Ekonomiczna w Katowicach), Analiza aktywnosci ekonomicznej oséb w wieku 50+ w wybranych krajach UE

Autorki przedstawily ogélne tendencje zmian w strukturze ludnosci wedlug wieku oraz w aktywnosci
zawodowej pokolenia 50+ w krajach nadbaltyckich Unii Europejskiej. Cztery z tych krajow, tj. Dania,
Finlandia, Niemcy, Szwecja, to kraje ,starej” Unii natomiast Estonia, Litwa, Lotwa i Polska naleza do grupy
nowych czlonkéw UE. Badaniem objeto lata 1996-2008 oraz przedstawiono prognozy liczby oséb w wieku
50+. Dokonano réwniez analizy stanu obecnego i prognozy zmian parametréw charakteryzujgcych rynek
pracy, czyli wspotczynnikéw aktywnosci zawodowej i wskaznika zatrudnienia oraz stopy bezrobocia ogétem
i bezrobocia dtugoterminowego.

Prof. dr hab. Stanistawa Bartosiewicz (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), Magiczne
stowo ,produkt”

Autorka przedstawita kilka refleksji dotyczacych terminologii naukowej, a w szczegélnosci uzywania
teraz terminu (zdefiniowanego dawno) w znacznie rozszerzonym zakresie. Termin ten to wlasnie wymienione
w tytule magiczne stowo produkt. Rozwazone zostaly skutki wynikajace z rozszerzenia pojecia produkt na
pojecie ustuga w procedurze konstrukcji funkcji produkcji (zmiany w mierzeniu produkcji oraz czynnikéw
warunkujacych jej zmienno$¢) oraz w trudno$ciach wyréznienia roli pracy zywej $wiadczonej na rzecz
ustug.

Prof. dr hab. Andrzej Bak (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), Zastosowanie mikroekono-
metrycznych modeli zmiennych dychotomicznych w badaniach preferencji i ich estymacja w programie R

Program R zawiera pakiety i funkcje, ktére mozna wykorzysta¢ w celu analizy mikrodanych o prefe-
rencjach i wizualizacji wynikéw. Autor przedstawit przyktad analizy mikrodanych ankietowych za pomoca
modeli zmiennych dychotomicznych szacowanych w programie R. Mikrodane dotyczyly preferencji w zakresie
odzywiania sie studentéw oraz preferencji os6b urzadzajacych ogrody.
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Prof. dr hab. Ewa Drabik (Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego), O pewnej modyfikacji teorii
fal Elliotta

Teoria fal Elliotta to jedno z ciekawszych narzedzi diagnostycznych odnoszacym sie do prognozowa-
nia przyszlych ruchéw cen na gieldzie. Celem pracy bylo sprawdzenie, w jaki sposéb modyfikacja ciagu
Fibonacciego wprowadzona przez Ulama, zawierajaca element losowosci, pozwoli na bardziej adekwatne
do rzeczywistosci analizowanie fal gieldowych. Wprawdzie ze wzgledu na nieskoniczong liczbe realizacji
tego ciggu prognozowanie jest raczej trudne, ale by¢ moze w przysztosci uda si¢ réwniez i ten problem
rozwigzac.

Prof. dr hab. Jan Gajda (Uniwersytet £odzki), Ekonometryczna wycena wartosci mieszkania

Autor zbudowal model ekonometryczny stuzacy do szacowania wartosci nieruchomosci. Rozpatrywano
duzy zestaw potencjalnych zmiennych objasniajacych zaréwno ilosciowych, jak i jakosciowych opisujacych
cechy fizyczne mieszkan z bazy danych liczacej kilka tysiecy obiektow. Oprécz tego typu zmiennych, do poten-
cjalnych zmiennych objasniajacych, zaliczono réwniez kilka zmiennych z otoczenia makroekonomicznego.

Prof. dr hab. Stefan Grzesiak, mgr inz. Robert J6zwiak (Uniwersytet Szczecinski), Wybor
miejsca i formy opodatkowania firmy jako problem decyzyjny

Autorzy skupili uwage na problematyce dotyczacej matych i §rednich firm, ktére maja z reguly najwiecej
ktopotéw z otoczeniem ekonomiczno-prawnym, a jednocze$nie z braku dostatecznego potencjatu ekono-
micznego nie posiadaja zorganizowanej wlasnej bazy doradczej. Zasadniczym tematem prezentowanej pracy
byl wybor przez przedsiebiorcéw zamierzajacych prowadzi¢ lub juz prowadzacych dziatalno$é¢ gospodarcza
w Polsce i w Niemczech miejsca i sposobu opodatkowania. Ze wzgledu na historyczng odmienno$¢ systemow
podatkowych w obu krajach, przedsigbiorca powinien $wiadomie dokonywaé wyboru kraju, w ktérym bedzie
zarejestrowany i w ktérym powinien oplacaé¢ podatek. Dla ogélnosci rozwazan zalozono, ze podatek jest
ptacony w obu krajach, a efektem przeprowadzonej dyskusji i w nastepstwie procedury optymalizacyjnej
powinien by¢ taki dobér dochodéw w obu krajach, aby suma ptaconych podatkéw byla minimalna.

Prof. dr hab. J6zef Hozer (Uniwersytet Szczecinski), Skfonnosci a teoria uczué i dziatan Vilfredo
Pareto

Autor odni6st sie do wprowadzonego przez Pareto pojecia rezydudw, zwanych tez osadami psychicznymi.
Podzial rezyduéw na klasy wedlug Pareto mozna modyfikowac. Nalezaloby sklonnosci podzieli¢c wedtug
zasadniczych celéw dziatan ludzkich, ktére ujmuje geometryczna interpretacja osobowosci ludzkiej: cele
materialne, intelektualno-duchowe i seksualne. Na tym tle Autor prowadzil rozwazania o sklonno$ciach,
ktére odgrywaja znaczgca role w przestrzeni ekonomicznej,

Prof. dr hab. Michat Kolupa (Politechnika Radomska), O wyznaczaniu pewnych charakterystyk
jednoréwnaniowego liniowego modelu ekonometrycznego

W pracy oméwiono wyznaczanie zaréwno wektora warto$ci teoretycznych, wektora reszt oraz warto$ci
prognozowanej zmiennej endogenicznej jednoréwnaniowego modelu ekonometrycznego szacowanego kla-
syczng metodg najmniejszych kwadratow. Przedstawiono zaréwno klasyczne postepowanie, jak i postepowanie
wykorzystujace macierze brzegowe. W praktyce ekonometrycznej bardzo czesto zachodzi konieczno$é wyzna-
czenia niecalego wektora wartos$ci teoretycznych, jak réwniez niecalego wektora reszt, lecz jedynie wybranej
jego sktadowej. W tym przypadku powinno by¢ zastosowane twierdzenie Kroneckera-Capelliego.

Prof. dr hab. Anna Malina (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie), Ocena realizacji zatozer i celow
Strategii Lizbotiskiej w obszarze rynku pracy w krajach Unii Europejskiej

Autorka przedstawita zatozenia i cele Strategii Lizbonskiej w dziedzinie zatrudnienia. Skoncentrowata
uwage na dyrektywach dotyczacych wskaznikéw zatrudnienia w UE (zatrudnienie ogétem, kobiet oraz
starszych pracownikéw). Przedstawita takze sytuacje w zakresie bezrobocia w Polsce na tle krajow Unii
Europejskiej oraz zwrdcita uwage na dyrektywe dotyczaca czasu pracy. Z przeprowadzonych badan wynika,
ze sytuacja Polski na tle krajéw UE pod wzgledem zatrudnienia jest dosy¢ niekorzystna. Dotyczy to zaréwno
zatrudnienia mezczyzn, kobiet, jak i starszych pracownikéw.
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Prof. dr hab. Pawel Miltobe¢dzki (Uniwersytet Gdanski), Czy ceny akcji na Gieldzie Papieréw
Wartosciowych w Warszawie S.A. sq prognozowalne? Uwagi w Swietle wynikéw testow hipotezy blqdzenia
przypadkowego

Autor testowal hipoteze btadzenia przypadkowego: zmiany cen (instrumentéw finansowych) ksztattujg
sie¢ w taki sposéb, ze sa nieprognozowalne. Otrzymane wnioski to: brak podstaw do odrzucenia hipotezy
bladzenia przypadkowego dla wszystkich gléwnych indekséw GPW w Warszawie S.A. oraz jej modyfikacji
(niesymetryczny powrdét do Sredniej logarytmicznych stép zwrotu), stopy zwrotu z wigkszos$ci portfeli nasla-
dujacych gltéwne indeksy gietdowe GPW w Warszawie S.A. — poza stopami zwrotu z portfeli nasladujacych
indeksy WIG20 i WIG-Telekomunikacja — sa prognozowalne, pomimo prognozowalnosci stép zwrotu brak
efektywnosci rynku (rynkéw czastkowych) watpliwy — $rednie stopy zwrotu bliskie zeru.

Prof. dr hab. Jerzy Czestaw Ossowski (Politechnika Gdanska), Mikro i makroekonomiczne
podstawy zapotrzebowania na pracg w teorii i rzeczywistosci gospodarki polskiej

Autor przedstawit najpierw teoretyczne modele zapotrzebowania na prace, a nastgpnie zaprezentowat
oszacowanie dynamicznego kwartalnego modelu zapotrzebowania na prace w dwéch wariantach. Dokonat
réowniez symulacji dynamiki produktu krajowego i dynamiki zapotrzebowania na prace.

Prof. dr hab. Krzysztof Piasecki (Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu), Zbiory intuicyjne
w analizie rynku finansowego — mozliwosci i perspektywy

Jednym z probleméw, z jakimi spotykamy sie przy zarzadzaniu rynkiem finansowym jest pewna nie-
precyzyjno$é poje¢ stosowanych przy analizowaniu jego wlasciwosci. Do opisu tej nieprecyzyjnosci stosuje
si¢ najczesciej teorie podzbioréw rozmytych. Pojecie zbioru intuicyjnego jest istotnym rozszerzeniem poje-
cia zbioru rozmytego i dlatego uzyskiwane ta droga wyniki mogg wzbogaci¢ nasza dotychczasowa wiedze
o rynkach finansowych. W pracy Autor zaproponowal metod¢ modelowania stanéw rynku finansowego za
pomocg zbioréw intuicyjnych.

Prof. dr hab. J6zef Pociecha (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie), Probabilistyczne podejscie
w rewizji finansowej

Rewizja sprawozdan finansowych opiera si¢ na uregulowaniach prawnych krajowych, wynikajacych
z ustawy o rachunkowosci, krajowych standardach rachunkowosci i standardach rewizji finansowej lub
uregulowaniach migdzynarodowych, wynikajacych z dyrektyw UE, MSSF czy MSRE Biegli postuguja sie
takze normami wykonywania zawodu i szeregiem procedur rewizyjnych, ktére w wigkszoSci maja charakter
probabilistyczny. Autor postuluje zwrdcenie szczegdlnej uwagi na dobér reprezentatywnej préby z populacji
operacji ksiggowych w badanym okresie (najczesciej rocznym), ocene konsekwencji przyjmowania zatozenia
o normalno$ci rozktadu bledéw w populacji, uwzglednienie szerszej gamy rozkladéw bledéw w populacji
operacji ksiegowych oraz poszukiwanie testow najmocniejszych dla badania skutecznosci dziatania systeméw
kontroli wewnetrzne;j.

Prof. dr hab. Mirostaw Szreder (Uniwersytet Gdanski), O znaczeniu informacji spoza préby
w statystyce i ekonometrii

Autor wskazuje na konieczno$¢ efektywnego korzystania w badaniach statystycznych, w szczegélno-
$ci we wnioskowaniu statystycznym, z innych poza préba badawczg zrédel informacji (w tym informacji
a priori). Zatem nalezy wilaczy¢ Bayesowskie wnioskowanie do programéw nauczania statystyki matema-
tycznej, gdyz istniejg coraz bogatsze zbiory informacji o badanych populacjach, zgromadzonych do$wiad-
czeniach i wiedzy badaczy, ktére mogg poprawi¢ jako$¢ wnioskowania w stosunku do podej$cia opartego
wylgcznie na prébie losowej, a z drugiej strony model Bayesowskiego wnioskowania, wolny od problemoéw
numerycznych, stanowi bardziej adekwatny od klasycznego podejscia opis przetwarzania przez czlowieka
informacji i podejmowania decyzji.

Prof. drhab.Jan Jacek Sztaudynger,drPawel Baranowski(Uniwersytet £odzki), Rodzinny
kapitat spoteczny a wzrost gospodarczy — analiza dla Polski i 15 krajéw Unii Europejskiej

Waznym sktadnikiem kapitatu spotecznego jest kapital wigzi rodzinnych — tzw. rodzinny kapitat spo-
teczny. Autorzy postawili hipoteze: rodzinny kapitat spoleczny — wiezi rodzinne wplywaja pozytywnie na
wzrost gospodarczy. Im wiecej rozwodéw, w stosunku do nowo zawieranych matzenstw, tym wolniejszy
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wzrost gospodarczy. Weryfikacji tej hipotezy dokonano w oparciu o model ekonometryczny dynamiki PKB,
ktéra zostala uzalezniona od wspotczynnika rozwodéw (relacji rozwodéw do malzenstw), stopy inwestycji
oraz stopy inflacji.

Prof. dr hab. Marek Walesiak, drAndrzej Dudek (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu),
Odlegtos¢ GDM dla danych porzqdkowych a klasyfikacja spektralna

Autorzy zaproponowali modyfikacje metody klasyfikacji spektralnej umozliwiajaca jej zastosowanie
w klasyfikacji danych porzadkowych. W tym celu w typowej procedurze klasyfikacji spektralnej dla danych
metrycznych w konstrukeji estymatora jadrowego zastosowana zostala odlegtos¢ GDM dla danych porzad-
kowych (odlegtos¢ GDM2).

Prof. dr hab. J6zef Zajac (Katolicki Uniwersytet Lubelski Jana Pawla II), Zagadnienia ekstremalne
w teorii regresji

Autor sformutowal problem regresji przy $cisle okreslonych zalozeniach. Zaprezentowat réwniez dwa
sposoby efektywnego wyznaczania funkcji regresji. Rozwazania zostaly poparte przykladami.
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