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AGATA KLIBER, PAWEL KLIBER

ZALEZNOSCI POMIEDZY KURSAMI WALUT SRODKOWOEUROPEJSKICH
W OKRESIE KRYZYSU 2008"

1. WSTEP

Celem niniejszego badania bylo zbadanie zaleznosci taczacych kursy walutowe
krajéw Srodkowoeuropejskich w trakcie kryzysu finansowego. W tym artykule kon-
centrujemy sie na roku 2008, ktérego koncéwka obfitowala w szczegélne wydarzenia
na Srodkowoeuropejskim rynku walutowym (m.in. ataki spekulacyjne na waluty $rod-
kowoeuropejskie, upadki bankéw na $wiecie, itp.). Bierzemy pod uwage cztery kursy
walutowe: PLN/EUR, SKK/EUR (obecnie juz nieistniejacy), CZK/EUR oraz HUF/EUR.
Korona stowacka w analizowanym okresie byla w systemie ERM2, a samo badanie
dotyczy okresu tuz przed przyjeciem przez Stowacje euro. Oczekujemy zatem, ze jej
zachowanie bedzie odbiegato od zachowan pozostatych walut w regionie.

Z wcze$niejszych badan wiemy, ze waluty $rodkowoeuropejskie sg ze sobg dos$é
silnie powigzane w okresie spokojnym [16]. Wiemy tez, ze na ich dynamike wplywa
w duzym stopniu zachowanie si¢ kursu EUR/USD [8]. W przedstawionym tu bada-
niu pomijamy ksztaltowanie si¢ kursu EUR/USD, ale badamy, czy ksztaltowanie si¢
zmienno$ci kursu walutowego ktéregokolwiek z wymienionych krajéw moglo w istotny
spos6b wplynaé na dynamike zmiennosci jakiej$ innej waluty. Na tej podstawie mozemy
stwierdzié, czy ktéras z walut dominowala w badanym okresie w regionie, tj. pierwsza
zareagowala na niepokéj na rynku zachodnioeuropejskim i w ten sposéb wptyneta
na wzrost zmiennosci pozostatych walut. Chcemy réwniez zweryfikowaé popularne
stwierdzenie, ze nagle zalamanie sie kursu forinta w pazdzierniku 2008 pociggneto
za sobg kryzys pozostatych walut z regionu (zob. np. [1]).

Podsumowujac, naszym celem nie bylo stworzenie ogélnego modelu zachowania
sie kursow walutowych z uwzglednieniem zmian cen, inflacji, oczekiwan i rownowagi
ogélnej (zob. np. [20], [23]). Nie koncentrowaliSmy sie tez na wzro$cie powigzan
walut mierzonym wspoétczynnikiem korelacji — ktéry to jest najczeSciej uwzgledniany
przy badaniu przenoszenia kryzyséw (zob. [13], [14]). Proponowana przez nas metoda
bardziej przypomina badanie ,deszczy meteorytowych” zaproponowane przez Engle,

* Badania byly finansowane z projektéw badawczych MNiSW MNiS through the Project ,Modelowanie
zmiennoéci stép procentowych w krajach Europy Srodkowej” (N N 113 323634), ,Dynamika zmiennosci
i zaleznos$ci warunkowych na polskim rynku finansowym: analiza specyfiki, modelowanie i prognozowanie”
(N N111 1256 33) oraz ,Modelowanie polskiego rynku finansowego z wykorzystaniem proceséw Lévy’ego”
(N N111 436534).
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Ito i Lina w 1990 r. [11], tj. sprawdzenie, jak zmienno$¢ na jednym rynku reaguje na
skoki zmienno$ci na rynku sgsiednim. Jesli reakcja taka jest istotna, to przyjmujemy,
ze nastapito przeniesienie impulsu z jednego rynku na drugi, ktére mozna nazwaé
zarazaniem.

2. DANE

Badanie dotyczy ksztaltowania sie zmiennosci $srodkowoeuropejskich kurséw walu-
towych. Wykorzystaliémy dwa zbiory danych: dane pieciominutowe, dotyczace okresu
18.08.2008 - 14.11.2008 (zrédlo: stooq.pl) oraz dane dzienne, obejmujace okres od
10.08.2007 do 14.11.2008 (zrédlo: oanda.com). Pierwszy zbiér danych wykorzystany
zostal do estymacji skokéw w kursach walutowych, podczas gdy drugi — do oszacowania
modeli GARCH (w zwigzku z tym, ze do oszacowania modelu GARCH potrzebna jest
proba o odpowiedniej dtugosci, szereg danych dziennych musial obejmowaé odpowied-
nio dtuzszy okres). W przypadku gdy notowania dla kurséw walutowych nie pokrywaty
sie, usuwaliSmy dane nadmiarowe. Nastgpita w ten sposéb utrata pewnej informacji,
ale jak pokazano w [9], jest to metoda, ktéra daje dobre wyniki, jesli chodzi o zacho-
wanie wlasciwosci procesu (przynajmniej w przypadku danych dziennych). W wyniku
estymacji skokow otrzymaliSmy zbiér dni, w ktérych skoki wystagpity. Skoki te wprowa-
dzone zostaly nastepnie do réwnania w modelu GARCH jako zmienna binarna, gdzie
1 oznaczato dzien, w ktérym skok wystagpil, a 0 — dzien bez skoku.

3. METODA BADAWCZA

3.1. ESTYMACJA SKOKOW

Przyjmujemy, ze logarytmy kurséw walut mozna opisa¢ nastepujgcym modelem
dyfuzji ze skokami:

dy, = a,dt + 0,dW, + J,dg, (1)

gdzie W jest standardowym procesem Wienera, g to process Poissona, a J; to niezalezne
zmienne losowe o jednakowym rozkladzie, reprezentujgce wielkoSci skokow. Jezeli
dryf « i dyfuzja o sa deterministyczne (j. moga sie zmieniaé, ale nie sg procesami
stochastycznymi), to v jest procesem Lévy'ego o skonczonej aktywnos$cil. Model (1)
opisuje sytuacje, w ktorej ceny walut ksztaltuja dwa zjawiska. Pierwszym z nich jest
,2normalny stan rynku”, w ktérym ceny zmieniaja sie nieznacznie (w sposéb ciagly),
trzymajac sie trendu dtugookresowego (;) i odchylajac sie od niego jedynie z powodu
,2szumu informacyjnego” (g;). Temu stanowi rynku odpowiada pierwsza, dyfuzyjna czes¢
réwnania (1). Drugim zjawiskiem jest sporadyczne pojawianie si¢ nieprzewidywalnych
wczesniej informacji, ktére generuja ,skoki” cen — czyli gwaltowne i nieciggle zmiany.

1 Patrz np. [7].
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To zjawisko w réwnaniu (1) opisane jest procesem Poissona. W przedstawionych dalej
testach detekcji skokéw « i 0 mogg by¢ procesami stochastycznymi. Testy te mozna
stosowaé takze w sytuacji, gdy wystepuje tzw. efekt dZzwigni, czyli korelacja miedzy W
i 0, co odpowiada obserwowanemu na rynkach faktowi, ze okresy wyzszej zmienno-
$ci cen wigzg sie na ogo6t ze spadkami cen. Efekt ten opisany zostal po raz pierwszy
w roku 1976 przez Blacka.

W celu wykrycia skokéw skorzystamy z grupy testéw opartych na statystyce swap
variance (wprowadzonej w [15]). Statystyka ta mierzy wielko$¢ zyskéw (lub strat), jakie
otrzymaloby sie stosujac strategie zabezpieczajaca delta-hedging do replikacji opcji,
ktérej wyplaty sa réwne logarytmom z koncowych cen instrumentu podstawowego
(w tym przypadku - z ceny waluty)?. Mozna pokazac, ze w przypadku braku skokéw
te zyski (lub straty) sa réwne skumulowanej wariancji zrealizowanej. Zatem istnienie
skokéw sprawdza sie badajac, jak bardzo swap variance rézni sie od wariancji zrea-
lizowanej. Statystyke swap variance definiuje sie nastepujagcym wzorem:

N
SwvV, =2 Z(erh‘i —1=r,) ™)
i=1

gdzie ry,; jest i-ta stopa zwrotu w skali czasowej3 h za§ N oznacza liczbg obserwacji
(stép zwrotu) w ciggu dnia. Jeli np. & = 10 minut i dysponujemy notowaniami od
9.00 do 16.00, to N = 42 oraz i = 1, 2, ..., 42.

Rozwaza sie trzy testy wykorzystujace te statystyke (dalej podajemy odpowiednie
statystyki testowe):

e test roznic:

N
JO, = ﬁ(swh —RV)), ®)
sw
* test logarytmiczny:
[y<In
JO, = 7g—(InSWV, — InRV,) ©)
sw
* test ilorazowy:
_ [V RV,
10, = 7o\~ st ) (10)

2 Istniejg takze inne metody wykrywania skokéw w finansowych szeregach czasowych. Stosuje sie w tym
celu metody falkowe (patrz np. [12] lub [24]). Metody te zazwyczaj nie pozwalajg jednak na konstrukcje
testéw statystycznych. Metody statystyczne z kolei wykorzystuja réznice miedzy wariancjg zrealizowang
a wariancja bi-kwadratowa (bi-power variantion) (zob. np. [2] lub [3]), albo na zwrotach przeskalowanych
do lokalnej zmiennosci (zob. [15]). Pierwsza z tych metod nie jest jednak odporna na efekt dzwigni, za$
testy oparte na drugiej metodzie majag matg moc.

3 Moze to by¢ 20 min, 10 min, 5 min, itd. Czym dokladniejsza skala, tym wicksza moc testu. Jednak
przy zbyt wysokiej czgstotliwosci pojawiajg si¢ ,efekty mikroskali” (odchylenia od ,prawdziwych cen” spo-
wodowane, np. dzialalnoécig animatoréw rynku), ktére obciazaja statystyke.
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We wszystkich réwnaniach powyzej RV}, oznacza zmienno$¢ zrealizowana, tj.

N
RV, = 2r2,

i=1

natomiast [y¢] oznacza wariancje kwadratowg cigglej cze$ci procesu. Ponadto
T
Q. = % f olds, gdzie pg = 8I' (%)/ V7. Rozktadem asymptotycznym (przy h dazacym
0

do 0) wszystkich trzech statystyk jest standardowy rozklad normalny. Test obecnosci
skokéw ma obustronny obszar odrzucen.

3.2. MODELOWANIE ZMIENNOSCI

Po oszacowaniu skokéw, wprowadzaliSmy je jako zmienne zero-jedynkowe do
rownania modelu GARCH [6] dla kazdej waluty. Niech y, oznacza pozbawiony $red-
niej zwrot logarytmiczny z instrumentu finansowego w chwili 7, za$ o; jego zmiennos$é
w chwili ¢. Model GARCH(p,q) przyjmuje nastepujacg postac:

Y = 0.8

p q
2 — 2 2
o;=a,+ ‘Zlafiyt_l. + Zlﬁjd,_j,
i= =

gdzie: e, ~ iid(0,1),a; = 0,5, = 0.

Rozpatrywali$my dwa przypadki: w pierwszym zmienne binarne wigczyliémy do
rOéwnania $redniej, w drugim — do réwnania wariancji warunkowe;j.

3.3. ESTYMACJA WSPOLNYCH SKOKOW

W celu sprawdzenia otrzymanych wynikéw, przeprowadziliémy takze oszacowania
wspoélnych skokéw (co-jumps) walut. Estymacje te przeprowadza sie osobno dla kazdej
pary kurséw walutowych, przyjmujac, ze proces cen obu walut sktada sie z trzech skta-
dowych. Pierwsza z nich jest cze$¢ dyfuzyjna (odpowiadajaca zmianom kursu waluty
w ,normalnym” stanie rynku). Te skladniki kurséw pary walut moga by¢ (i najczesciej
sa) ze sobg skorelowane. Druga skladowa stanowia ,skoki wlasne” kazdej waluty. Sg
to gwaltowne zmiany, charakterystyczne tylko dla tej waluty i niezwigzane ze zmia-
nami kurséw innych walut. Trzecig sktadowa sg wspélne skoki obu walut, przy czym
zaklada sie, ze dla obu walut wystepuja one w tych samych chwilach, ale mogg mieé
rézne wielkoSci. Zgodnie z tymi zalozeniami logarytmy kurséw pary walut mozna
opisaé¢ nastepujacym uktadem stochastycznych réwnan rézniczkowych:
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dy! = aldi+olaWw! + 7!V dg! + 7! dq,
dy? = Q2di + 0,dW? + I dq? +J'dg,. (1)
Procesy Wienera W! i W2 mogg by¢ ze sobg skorelowane. Wszystkie procesy
Poissona w réwnaniach (11), tj. ¢!, ¢? i g, sa niezalezne (a wiec z prawdopodo-
bienstwem 1 procesy te nie majg wspolnych skokéw, zob. np. [7] lub [22]). Proces
g wyznacza moment wspolnych skokéw dla obu walut, podczas gdy procesy ¢! i g2
odpowiadajg za skoki wlasne kazdej waluty.
Miarg zalezno$ci miedzy dwoma procesami stochastycznymi, opisanymi stocha-
stycznymi réwnaniami rézniczkowymi, jest ich kowariancja kwadratowa (quadratic
covariance) (zob. [22], s. 66), ktérg mozna zdefiniowaé jako:

I3
[v'y2], = [oolo2ds+ 3 Ayl Ay?. (12)

0 s<t

Kowariancja kwadratowa ciaglych czesci procesow (czesci dyfuzyjnej, bez uwzgled-
nienia skokéw) wynosi

t
(y'y2), = [oalods. (13)
0

W celu estymacji obu tych wielko$ci mozna skorzysta¢ ze wzoru polaryzacyjnego
dla form dwuliniowych (zob. np. [13], s. 66):

[yl,yz],=%([y1+y2]t—[yl—y2]t), (14)

(gdzie [x] oznacza wariancje kwadratowg procesu x). Prawdziwy jest tez analogiczny
wzor dla kowariancji kwadratowej cigglych czeéci proceséw (y!, y2) W celu oszaco-
wania odpowiednich wielko$ci (wariancji kwadratowych proceséw yl + y2 i yl —y2
oraz wariancji kwadratowych ich cigglych sktadowych) mozna wykorzystaé¢ estymatory
wariancji zrealizowanej i wariancji bi-kwadratowej wprowadzone przez Barndorff-
-Nielsen i Shephard (zob. [2] oraz [3]). Jako estymator wariancji kwadratowej przyj-
mujemy wariancje zrealizowang:

RV, = 2r2, (15)

za$ w celu estymacji wariancji kwadratowej ciaglej czeSci procesu ({y);) wykorzystamy
nastepujgcg wlasno$¢ asymptotyczng wariancji bi-kwadratowej:

N
2
BPV, = 'Zz‘r,“.fl |70 ijﬁ<y>[. (16)
i=

Korzystajac z réwnania (14), jego odpowiednika dla proceséw ciagltych, oraz z (15)
i (16) otrzymujemy nastepujace oszacowanie kowariancji skokéw:
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L2 = (), = 2 {(rh+ 2 P = (rh = ri )} -

17
_EZ{‘I’I»+r2‘ 4
8 h,i h,i

1 2 |l 2
h,i71+rh,ifl‘ ‘rh' Phi

r N

2
Fhi-1 rh,iﬂ‘}'

4. WYNIKI

4.1. WYNIKI ESTYMACJI SKOKOW

Przeprowadzili$my wszystkie trzy testy na podstawie danych za okres od 18 sierpnia
do 14 listopada 2008. Dla kazdego dnia wyznaczyliSmy opisane wcze$niej statystyki
JOy, JO, i JO;, postugujac sie $réddziennymi, dziesieciominutowymi stopami zwrotu.
Wszystkie trzy testy daly zblizone wyniki. W rzeczywisto$ci dwa ostatnie testy (loga-
rytmiczny i ilorazowy) daly identyczne wyniki — wskazaly istnienie skokéw w tych
samych dniach. Takie same wyniki otrzymaliSmy stosujgc pierwszy test (test réznic)
dla kurséw korony czeskiej i stowackiej. W przypadku kursu wegierskiego forinta
test ten wskazywal jeden skok wiecej niz pozostate dwa testy, natomiast w przypadku
kursu ztotego polskiego - test ten prowadzit do wykrycia trzech skokéw wiecej. Do
dalszych badan wzieliSmy zatem wyniki z testéw opartych na statystykach JO, i JO; (test
logarytmiczny i ilorazowy). Wyniki te przedstawiamy w tabeli 1 (symbol ,*” oznacza,
ze w danym dniu wykryto skoki). Nalezy zwréci¢ uwage na wykryty skok dla forinta
wegierskiego z dnia 9 pazdziernika — byl to dzien nagtego ostabienia sie tej waluty.
Zdarzenie to czesto bylo przedstawiane jako jedno z gléwnych zrédet kryzysu walut
Europy Srodkowej.

Tabela 1

Dni, w ktérych wykryto skoki w kursach walutowych

Data |[CZK|HUF |PLN|SKK| Data |CZK|HUF|PLN|SKK| Data | CZK [HUF|PLN|SKK| Data | CZK|{HUF |PLN|SKK
18.08| * * * *109.09 * 20.09 21.10 *
19.08 10.09 01.10f * 22.10 * *
20.08 * 11.09 02.10 * 27.10| * * *
21.08 12.09| * * 03.10 29.10 *
22.08 * 15.09 *106.10 30.10

25.08 * 16.09| * 07.10 31.10| * *
26.08 * 17.09 * 08.10 03.11

27.08 * 18.09 * 09.10 * 04.11 * *
28.08 * 19.09 * 10.10 05.11

01.09| * 22.09 13.10 06.11
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cd. tabeli 1
Data |[CZK|HUF [PLN|SKK| Data |[CZK|HUF|PLN|SKK| Data | CZK|{HUF|PLN|SKK| Data | CZK|HUF|PLN|SKK
02.09| * 23.09 * 14.10 * 07.11
03.09 24.09 * 15.10 * 10.11] * *
04.09 * * 25.09 16.10 12.11
09-05 09-26 10-17 11-13 *
09-08 * 09-29 *10-20] * 11-14

Opis: symbol ,*” oznacza, ze w danym dniu wykryto skoki.

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Warto réwniez zwréoci¢ uwage na skoki wykryte dla korony stowackiej. Jest ich
duzo mniej niz w przypadku pozostalych walut. Jest to najprawdopodobniej zwigzane
z faktem, iz korona stowacka byta w badanym okresie w systemie ERM2, a zatem
jej kurs byl kontrolowany. Uzyskane przez nas wyniki potwierdzaja zatem odrebny
charakter tej waluty.

4.2. MODELE ZMIENNOSCI ZE SKOKAMI WPROWADZONYMI DO ROWNANIA SREDNIEJ

W tabeli 2 przedstawione zostaly wyniki estymacji modeli GARCH ze skokami
wprowadzonymi do réwnania Sredniej. W pierwszym wierszu kazdej komérki przed-
stawiamy typ modelu GARCH, podajac tez rozklad reszt. W ostatnim wierszu umies-
ciliSmy wartosci kryteriéw informacyjnych: pierwsze z nich to kryterium Schwarza,
za$ drugie — Akaikego. Kryterium Schwarza zawsze preferuje model z mniejszg liczbg
parametrow, dlatego spodziewali$my sie, ze w kazdym przypadku preferowac ono bedzie
model ze skokami EUR/SKK w réwnaniu $redniej warunkowej (skokéw tych bylo naj-
mniej). Jednakze przypuszczenie to nie okazato sie stuszne w przypadku modelu dla
EUR/SKK, gdzie oba kryteria wskazaly na model ze skokami EUR/HUF w réwnaniu
$redniej warunkowej jako najlepiej opisujacy zachowanie sie EUR/SKK.

W przypadku wiekszosci walut udato sie dopasowaé do danych model ARMA-
-GARCH. Wyjatek stanowit model dla korony stowackiej ze skokami korony czeskiej,
gdzie udato sie¢ dopasowac jedynie model IGARCH [10]. Ponadto w przypadku korony
czeskiej jej zmienno$¢ najlepiej opisywaty modele GARCH(O0,1), czyli po prostu ARCH
(wyjatek stanowit model ze skokami forinta). W wiekszosci przypadkéw udato sie
dopasowa¢ do danych modele z rozkladem Studenta, aczkolwiek w niektérych przy-
padkach musieliSmy uzy¢ rozkladu normalnego lub GED [21]. Ponadto okazalo sie,
ze w przypadku forinta wegierskiego, korony czeskiej oraz zlotego to wlasnie model
ze skokami zlotego najlepiej opisywal zmiennosSci tych walut.
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Tabela 2

Zestawienie modeli GARCH ze skokami uwzglednionymi w réwnaniu dla $redniej warunkowej

Zmienna EUR/CZK EUR/HUF EUR/PLN EUR/SKK
objasniana
ARMA(0,0)- ARMA(0,0)-
ARMA(0,0)-GARCH(0,1) | ARMA(0,0)-GARCH(0,1)
GARCH(0,1) GARCH(1,1)
EUR/CZK Student(4.5) Student(4.6)
Student(4.8) Student(4)
1.89/1.645 1.78/1.69
1.855/1.67 1.919/1.67
ARMA(1,1)- ARMA(0,0)-
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) | ARMA(0,0)-GARCH(1,1)
GARCH(1,1) GARCH(1,1)
EUR/HUF Student(3) Student(3.9)
Gauss Student(3.3)
2.209/1.95 2.06/1.97
2.234/2.05 2.214/1.97
ARMA(1,0)- ARMA(1,1)-
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) | ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
GARCH(1,1) GARCH(1,1)
EUR/PLN Student(3.8) Gauss
Gauss Student(3)
1.56/1.3 1.52/1.43
1.629/1.46 1.673/1.41
ARMA(0,0)- ARMA(0,0)-
ARMA(1,0)-GARCH(1,1) | ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
IGARCH(1,1) | GARCH(1,1)
EUR/SKK Gauss Gauss
Student(4) GED(0.72)
0.406/0.16 0.25/0.14
0.219/0.03 0.214/0.03

Opis: W boczku tabeli znajduje si¢ zmienna objasniana, w gléwce podano zmienne objasniajace. W kazdej
komorce podano oszacowany model ARMA-GARCH z odpowiednim rozktadem i liczbg stopni swobody
(poza rozkltadem normalnym). W ostatnim wierszu kazdej komorki znajdujg sie kryteria informacyjne:
Schwarza i Akaiego.

Zrédlo: opracowanie wiasne.

4.3. MODELE ZMIENNOSCI ZE SKOKAMI WPROWADZONYMI DO ROWNANIA WARIANCJI

W drugim etapie badania oszacowaliémy modele GARCH ze zmiennymi objas-
niajagcymi w rownaniu wariancji warunkowej. Tabela 3 przedstawia wyniki estymacji.
Tak jak w poprzednim przypadku, kryterium Schwarza preferowato modele, w ktérych
do réwnania wariancji warunkowej wprowadzono skoki EUR/SKK. Jesli wezmiemy
jednak pod uwage kryterium Akaikego, to w przypadku kursu korony czeskiej prefero-
wanym modelem byt ten, w ktérym zmiennymi wprowadzanymi do réwnania wariancji
warunkowej byly skoki wtasne. Model ze skokami EUR/CZK byl takze preferowany
w przypadku zmiennosci korony stowackiej. Natomiast oba kryteria informacyjne wska-
zaly jako najlepszy model ze skokami EUR/SKK objas$niajacymi zmiennos¢ wegierskiego
forinta. Jednakze analiza oszacowanego modelu wykazata, ze skoki te byly zmiennymi
nieistotnymi, dlatego tez uznaliSmy, iz zmienno$¢ forinta najlepiej bedzie objasnial
model z wlasnymi skokami. Podobna sytuacja zaszta w przypadku modelu dla zlotego
- oba kryteria faworyzowaly model z nieistotnymi zmiennymi objasniajacymi.



Zaleznosci pomigdzy kursami walut srodkowoeuropejskich... 11

Tak jak w poprzednim badaniu, w przypadku korony stowackiej nie udato sie
dopasowaé¢ w kazdym przypadku modelu GARCH i do zmiennosci tej waluty dopa-
sowane zostaly modele IGARCH (wyjatek stanowitl model ze skokami forinta, gdzie
oszacowany zostal model ARCH z rozkladem GED). Réwniez w przypadku modeli
zmienno$ci korony czeskiej ze skokami korony stowackiej oraz ze skokami wtasnymi
dopasowane zostaly modele ARCH.

Tabela 3

Zestawienie modeli GARCH ze skokami uwzglednionymi w réwnaniu dla wariancji warunkowej

Zmienna EUR/CZK EUR/HUF EUR/PLN EUR/SKK
objasniana
ARMA(0,0)- ARMA(1,0)-
ARMA(1,0)-GARCH(1,1) | ARMA(1,1)-GARCH(0,1)
GARCH(0,1) GARCH(1,1)
EUR/CZK Student(6.2) Student(4.5)
Student(6.2) Student(6.3)
1.99/1.71 1.82/1.71
1.88/1.69 1.95/1.71
ARMA(1,1)- ARMA(1,1)-
ARMA(1,0)-GARCH(1,1) | ARMA(1,0)-GARCH(1,1)
GARCH(1,1) GARCH(1,1)
EUR/HUF GED(1.23) Student(4.1)
Gauss GED(1.23)
2.26/2.02 2.07/1.98
2.21/2.03 2.25/1.99
ARMA(1,0)- ARMA(1,1)-
ARMA(1,0)-GARCH(1,1) | ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
GARCH(1,1) GARCH(1,1)
EUR/PLN Gauss Student(4.8)
Gauss Student(6.8)
1.66/1.43 1.50/1.40
1.59/1.41 1.69/1.43
ARMA(0,0)- ARMA(1,0)-
ARMA(1,0)-IGARCH(1,1) | ARMA(1,0)-IGARCH(1,1)
IGARCH(1,1) GARCH(0,1)
EUR/SKK Student(4.2) Gauss
Student(4.3) GED(0.89)
0.26/0.02 0.19/0.13
0.19/0.01 0.45/0.21

Opis: W boczku tabeli znajduje sie zmienna objasniana, w gléwce podano zmienne objasniajagce. W kazdej
komorce podano oszacowany model ARMA-GARCH z odpowiednim rozktadem i liczbg stopni swobody
(poza rozkladem normalnym). W ostatnim wierszu kazdej komérki znajduja si¢ kryteria informacyjne:
Schwarza i Akeikego.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Podsumowujac, modelami preferowanymi przez kryteria informacyjne byly te,
w ktérych skoki zostaly wprowadzone do réwnania $redniej warunkowej. W przypadku
$redniego poziomu zlotego, forinta oraz korony czeskiej najlepszymi modelami oka-
zaly sie te, w ktérych zmiennymi objasniajagcymi byly skoki zlotego, za§ w przypadku
korony stowackiej — skoki forinta. Co ciekawe, skok forinta z dnia 9.10.2008 okazat
sie mie¢ mniejszy wplyw na zmienno$¢ walut z regionu niz skoki ztotego, ktére po
nim nastapity.
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4.4. WYNIKI ESTYMACJT WSPOLNYCH SKOKOW

W przeprowadzonych badaniach wyznaczyliSmy oszacowania wsp6lnych skokéw dla
wszystkich par walut, tj. dla par CZK-HUF, CZK-PLN, CZK-SKK, HUF-PLN, HUF-SKK
oraz PLN-SKK. Tutaj prezentujemy jedynie najciekawsze z otrzymanych wynikéw.
Na rysunkach 1-3 przedstawiamy udzial wariancji wspdlnych skokéw w catkowitej
wariancji kwadratowe]j (wariancji zrealizowanej) danej waluty.

Rysunek 1 przedstawia udziat wspolnych skokéw pary walut HUF-PLN w catkowitej
wariancji zrealizowanej PLN. Jak tatwo zauwazy¢, udzial ten jest wysoki (zazwyczaj
miesci sie w przedziale od kilku procent do 30%). Dla tej wlasnie pary walut powia-
zania skokéw byly najsilniejsze. Rzuca sie w oczy jeszcze jedna wazna obserwacja
- gwaltowny wzrost do 60% w dniu 9.10.2008. Byl to dzien gwattownego spadku kursu
wegierskiego forinta. Podobny wzrost wida¢ tez na rysunku 2, obrazujacym wspdlne
skoki CZK i HUF. Na jego podstawie mozemy przypuszczaé, ze spadek kursu forinta
2 9.10.2008 byt spowodowany wspélnymi skokami kurséw wegierskiego forinta i korony
czeskiej. Rysunek 3 obrazuje zwigzki miedzy skokami CZK i PLN. Na podstawie zob-
razowanych na nim wynikéw mozemy sadzié¢, ze w badanym okresie wystgpit pewien
wzrost powigzan skokéw obu tych walut.
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Rysunek 1. Wspdlne skoki HUF i PLN (udzial w zmiennosci kursu PLN)

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
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6. WNIOSKI

Przeprowadzili$my dwa rodzaje testéw w celu zbadania zalezno$ci miedzy kursami
walut wybranych krajéw Europy Srodkowej. Na podstawie notowan dziesieciominuto-
wych wyznaczyliSmy dni wystepowania skokéw (gwattownych zmian) w kursach kazdej
z walut, a nastepnie wyrézniliémy te dni w modelu GARCH, szacowanym na podsta-
wie danych dziennych, postugujac sie zmiennymi zero-jedynkowymi. Jak sie okazato,
model uwzgledniajgcy skoki w réwnaniu $redniej warunkowej daje lepsze dopasowanie
(mierzone kryteriami informacyjnymi) niz model ze skokami uwzglednionymi w réw-
naniu wariancji warunkowej. Mozna stad wyciggnaé wniosek, ze gwaltowane zmiany
w kursie jednej waluty prowadza raczej do zmian w poziomie kurséw innych walut
niz do zmian zmiennoS$ci kurséw innych walut.

Na podstawie modeli GARCH mozna stwierdzi¢, ze zmiany w kursie zlotego
w stosunku do euro silnie wplywajg na kursy pozostalych walut. Jednak dopiero ana-
lizy wspélnych skokéw ujawniajg, ze na poziom kurséw walut najbardziej wptywajg
nie tyle same zmiany w kursie PLN/EUR, co wspdlne skoki kurséw zlotego i forinta.
Mozemy zatem zaryzykowaé stwierdzenie, ze Zrédlem ,zarazania” byly gwaltowne
zmiany zachodzgce jednocze$nie na rynku polskim i wegierskim. Powody wystepowania
tych skok6w nie sg jasne. Mozna sie domyslaé, ze w gre wchodzg tu ataki spekulacyjne
lub wycofanie sie z tych rynkéw duzego inwestora.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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ZALEZNOSCI POMIEDZY KURSAMI WALUT SRODKOWOEUROPEJSKICH
W OKRESIE KRYZYSU 2008

Streszczenie

W artykule zajmujemy si¢ analiza powigzan walut Europy Srodkowej w okresie kryzysu z konca roku
2008. Staramy si¢ odpowiedzie¢ na pytanie o mechanizmy przenoszenia tego kryzysu. W tym celu wyznaczamy
skoki — gwaltowne zmiany kurséw — dla czterech walut regionu: polskiego ztotego, wegierskiego forinta,
czeskiej korony i korony stowackiej. Otrzymane momenty skokéw wykorzystujemy przy opisie zmienno$ci
kurséw modelami GARCH. Nastepnie estymujemy wspdlne skoki dla par walut i sprawdzamy, jaka czes$¢
zmienno$ci kurséw jest przez nie spowodowana. Otrzymane wyniki sugeruja, ze gwaltowne zmiany kursu
jednej waluty mialy wplyw na poziom kurséw innych walut (ale juz nie zawsze na ich zmienno$¢) oraz, ze
najwigkszy wplyw mialy tu wspélne skoki polskiego zlotego i wegierskiego forinta.

Stowa kluczowe: kryzysy walutowe, modele dyfuzji ze skokami, zmienno$¢ kurséw walut, modele
GARCH, wariacja zrealizowana

THE INTERDEPENDENCES AMONG EXCHANGE RATES OF CENTRAL EUROPEAN CURRENCIES
IN THE LIGHT OF CRISIS IN 2008

Summary

In the paper we try to analyze the interrelations between currencies in Central Europe during the
financial crisis in 2008. In order to find out the transition mechanism of the crisis we estimate the jumps
(i.e. sudden changes) in exchange rates of four currencies of the region: Polish Zloty, Hungarian Forint,
Czech Crown and Slovakian Crown. We use the obtained moments of jumps as dummy variables in GARCH
models for exchange rates. Then we also estimate co-jumps for pairs of analyzed currencies to check how
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much of the volatility is due to the common jumps. The results suggest that sudden jumps in any currency
causes the changes in levels of other currencies (although not in volatility of other currencies) and that the
common jumps in Polish zloty and Hungarian forint had the greatest influence.

Key words: currency crises, jump-diffusion models, volatility of exchange rates, GARCH models, rea-

lized variation
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CZY DEZAGREGACJA INDEKSU CEN
POPRAWIA PROGNOZY POLSKIEJ INFLACJI?!

1. WPROWADZENIE

Celem opracowania jest weryfikacja metod prognozowania inflacji w Polsce.
W oparciu o prognozy bezwarunkowe zbadana zostanie mozliwo$¢ poprawy ich traf-
no$ci dzieki wykorzystaniu 12 subindekséw cen débr i ustug konsumpcyjnych (CPI).

Stawiamy hipoteze, iz agregacja prognoz subindekséw cen (komponentéw CPI)
polepsza trafnosé prognoz inflacji.

Nieliczne, jak dotad, préby weryfikacji powyzszej hipotezy nie przynosza jedno-
znacznego rozstrzygniecia tego problemu. Proby weryfikacji tej hipotezy dla Polski
nie sa nam znane.

Prognozy dla poszczeg6lnych komponentéw wyznaczymy za pomocg modeli auto-
regresji (AR), $redniej ruchomej (MA), wektorowej autoregresji (VAR) oraz autoregresji
progowej (TAR). Na podstawie prognoz out-of-sample siegajacych 1, 2 i 3 kwartaly
naprzod poréwnamy prognozy inflacji wyznaczone na podstawie komponentéw z bez-
posrednimi prognozami agregatu.

Struktura opracowania jest nastepujaca. W sekcji pierwszej przedstawiamy koncep-
cje taczenia i agregacji prognoz oraz motywacje dla podjecia badan. W drugiej czesci
prezentujemy dane statystyczne. W kolejnej czeSci opisano zastosowang metodologie
wyznaczania i oceny prognoz. Nastepnie przedstawiono rezultaty badania oraz wnioski.

2. MOTYWACJA ORAZ DOTYCHCZASOWE BADANIA

Koncepcja taczenia prognoz, polegajaca na wyznaczaniu Sredniej z réznych pro-
gnoz tego samego szeregu jest znana w ekonometrii juz od konca lat 60. XX wieku
[4]. W literaturze ([17], [28]) wymienia sie nastepujace zalety prognoz tgczonych:

- proces generowania danych zmiennej prognozowanej moze by¢é zlozony, przez
co pojedyncze metody wyjasniaja jedynie jego niewielkg cze$¢é. Formutowanie prognoz
w oparciu o rézne modele jest zatem jednym ze sposobéw rozszerzenia specyfikacji
modelu (zaréwno jesli chodzi o zakres zmiennych objasniajacych, jak i specyfikacje
dynamiczng),

1 Wstepna wersja opracowania zostala zaprezentowana w kwietniu 2009 r. na seminarium Instytutu
Ekonomicznego NBP. Dzigkujemy uczestnikom tego seminarium za cenne uwagi.
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- czesto wystepuje zamienno$¢ pomiedzy stopniem objasnienia (wewnatrz préby)
a odporno$ciag modelu na zmiany strukturalne. W obliczu trudnosci z identyfikacja
takiej zmiany na etapie formutowania prognoz, $rednia prognoza z réznych metod
moze stanowi¢ kompromis miedzy dopasowaniem a odpornoscia,

- wykorzystanie réznych informacji w poszczegélnych prognozach zazwyczaj spra-
wia, ze Srednia z prognoz ma nizszg wariancje,

- $rednia wazona z poszczegllnych prognoz moze réwniez petnié¢ role korekty
wyrazu wolnego, dzieki czemu prognoza tgczona bedzie nieobcigzona.

Celowo$¢ wyznaczania tego typu prognoz byla przedmiotem wielu badan, takze
dla gospodarki polskiej (por. np. [14], [15]).

Nieco innym podejsciem do taczenia prognoz jest agregacja prognoz sformuto-
wanych wzgledem zmiennych o nizszym stopniu agregacji. NajczeSciej agregacja ta
przebiega w wymiarze przestrzennym lub sektorowym. Ze wzgledu na cel badania
skoncentrujemy si¢ na agregacji sektorowejZ.

Analizy cen jednostkowych oraz badania ankietowe przedsiebiorstw wskazuja, ze
mechanizmy ksztaltowania cen sg bardzo zréznicowane w obrebie poszczegélnych
sektoréw ([11], [19]). Podobnych wnioskéw dostarczajg szacunki parametréw nowo-
keynesistowskiej krzywej Phillipsa dla 20 sektoréw przemystu [21].

Teoria ekonomii réwniez dostarcza uzasadnienia dla zréznicowania proceséw gene-
rujgcych dynamike cen w réznych sektorach gospodarki. Przede wszystkim rézny moze
by¢ mechanizm powstawania ceny danego dobra. Teoria aukcji w do$¢ dobitny sposéb
pokazuje jak w zaleznosSci od zastosowanego mechanizmu aukcyjnego moze zalezec
cena dobra (np. cena wyznaczona poprzez aukcj¢ angielska a cena wyznaczona poprzez
aukcje Vickereya). Kolejnym czynnikiem z kategorii mechanizmu ksztaltowania sie cen
moze by¢ zagadnienie asymetrii informacji [1]. W bardziej klasycznych podej$ciach
sposéb ustalania ceny przez rynek zalezy od stopnia zmonopolizowania rynku, zaczyna-
jac od doskonatej konkurencji (ceny réwne kosztom kraficowym), poprzez konkurencje
monopolistyczng czy oligopole, a konczac na pelnym monopolu (cena maksymalizu-
jaca zysk). Mechanizm powstawania ceny jest szczegdlnie blisko zwigzany z dynamikg
cen, na przyklad inaczej przebiegnie dostosowanie cenowe w réznych przypadkach
monopolu. Co wiecej szczegdlng role odgrywajg tu sztywno$ci nominalne, takie jak
koszty menu [5] czy tez brak mozliwosci cigglego dostosowania cen (staggered prices
— zob. [7]). Z pewnoscig rézne sektory gospodarki charakteryzujg sie réznym stopniem
zmonopolizowania rynku, a takze réznymi sztywnosciami.

Z punktu widzenia modeli przedstawionych w niniejszym artykule, istotna wydaje
sie kwestia, czy inflacja jest pchana kosztami (cost-push) czy ciagnieta popytem (demand
pulled). W przypadku sektoréw, w ktérych przewaza pierwszy czynnik, pomocne przy
modelowaniu moze by¢ uwzglednienie dynamiki wynagrodzen w danym sektorze, nato-
miast w przypadku zmiany ceny indukowanej poprzez zmiane popytu przydatne moze
okazaé sie zastosowanie ogdlnej dynamiki ptac w gospodarce.

Poszczegblne sektory gospodarki mogg charakteryzowaé sie takze réznym stop-
niem ,globalizacji”, a mianowicie zalezno$cig ceny danego dobra od cen globalnych.
Z pewnoScig takim sektorem moze by¢ sektor transportowy, gdzie ceny benzyny sg

2 Przyktadem przestrzennej agregacji prognoz inflacji jest np. praca [24].
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indeksowane do cen barytki ropy na globalnych rynkach. W tym przypadku istnieje
rowniez problem separowalno$ci rynku zbytu. Nawet jesli dobro jest miedzynarodowe,
a rynek jest separowalny to producent moze zdecydowac sie na tzw. pricing-to-market,
co réwniez nie pozostanie bez wpltywu na dynamike ceny danego sektora.

Na koniec, jednym z najwazniejszych czynnikéw, ktéry nalezy uwzglednié przy
modelowaniu inflacji jest kwestia sezonowosci, ktéra moze byé¢ szczegdlnie wazna
w przypadku zywnos$ci lub turystyki. Ponadto w kazdym przypadku wzorzec sezono-
wosci moze by¢ rézny.

Nalezy zauwazy¢, iz w przypadku modeli AR, MA, VAR i TAR uzytych w niniej-
szym opracowaniu nie wprowadzamy bezposrednio w uzycie zadnej z teorii ekono-
micznych uzasadniajacych zréznicowanie sektorowe cen. Jednakze mozna domnie-
mywad, iz w przypadku znaczaco rézniagcych sie proceséw opisujacych zachowanie
sie poszczegdlnych subindekséw, zagregowany indeks powinien byé reprezentowany
przez bardzo skomplikowany proces. W takim przypadku szacowany model dla agre-
gatu moze nadmiernie upraszczaé ,prawdziwy” mechanizm, a przez to generowac
znaczgce bledy prognozy.

Na podstawie powyzszych rozwazah mozna postawié¢ hipoteze, ze wyznaczenie
osobnych prognoz dla poszczegblnych komponentéw (subindekséw cen), a nastepnie
ich agregacja, moglyby poprawi¢ jako$¢ prognoz zagregowanego indeksu. Dodajmy, ze
w badaniu nie modelujemy zalezno$ci pomiedzy subindeksami. Od strony teoretycznej
istnienie takich zaleznos$ci jest bardzo prawdopodobne (chociazby wplyw subindeksu
Jtransport” na inne subindeksy), jednak ze wzgledu na stosunkowo krotkie szeregi
czasowe pelne uwzglednienie tych zalezno$ci nie wydaje si¢ obecnie mozliwe.

W pracy [23] wskazuje sie, na przyktadzie szerokiej klasy modeli, iz od strony
teoretycznej celowo$é zastosowania danych zdezagregowanych w celu wyznaczania
prognoz agregatu nie jest jednoznaczna. Ze wzgledu na nieprecyzyjne oszacowanie
parametréow przewaga modeli opartych o dane zagregowane moze by¢ widoczna zwtasz-
cza w krétkich prébach, a takze w sytuacji gdy proces generujacy dane jest zblizony
dla wszystkich komponentéw agregatu.

Najczesciej metodologie te stosowano jedynie w odniesieniu do jednego lub dwéch
komponentéw o najwiekszej zmiennosci (np. cen paliw lub Zywnos$ci) oraz inflacji
bazowej z wylaczeniem tych komponentéw. Tego typu podejScie jest popularne w mo-
delach stosowanych przez banki centralne (np. w Polsce model NECMOD, zob. [6]),
za$ w wersji uwzgledniajacej dodatkowo ceny kontrolowane [27].

Szersze ujecia sektorowej agregacji prognoz zastosowano w kilku najnowszych
badaniach.

W pracy [18] poréwnano prognozy inflacji HICP dla strefy euro wyznaczone
w oparciu o 5 subindekséw cen (energii, ustug, zywnosci przetworzonej i nieprzetwo-
rzonej oraz dobr niezywnos$ciowych). Autorka zastosowata dane miesieczne. Prognozy
wyznaczono w oparciu o modele AR oraz VAR z réznymi zestawami zmiennych.
Wbrew przypuszczeniom, zastosowanie prognozy z komponentéw nie poprawito traf-
nosci prognoz HICP.

Zblizone badania przeprowadzono dla Holandii oraz strefy euro [26]. Podobnie jak
w poprzednio oméwionym badaniu, autorzy zastosowali dane miesieczne w podziale na
5 gléwnych subindekséw. Otrzymane rezultaty wskazywaly, iz prognoza z komponentéw
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jest istotnie lepsza od prognozy wyznaczonej na podstawie danych zagregowanych (dla
Holandii jedynie dla prognoz o horyzoncie nie dluzszym niz 7 miesigcy).

W pracy [2] podjeto to zagadnienie dla inflacji w USA. Zastosowano dane mie-
sieczne zdezagregowane na 3 komponenty (dobra trwatego uzytku, pozostate dobra
i ustugi). W odréznieniu od cytowanych powyzej prac, zamiast modeli AR lub VAR
zastosowali model korekty btedem (ECM) z opéZnieniami siegajgcymi co najmniej
horyzontowi prognozy, dzieki czemu mozliwe bylo wyznaczenie prognoz bezwarun-
kowych. Badanie to wskazuje, iz agregacja prognoz komponentéw pozwala poprawié¢
jakos$¢ prognoz dynamiki cen.

3. DANE

Jak juz wspomniano, postawiong hipoteze weryfikujemy dla kwartalnej inflacji
wyrazonej za pomocg indeksu cen débr i ustug konsumpcyjnych (CPI) w Polsce. W tym
celu wykorzystamy dane kwartalne, poczawszy od I kwartatu 1999 r. do IV kwartatu
2008 r. (40 obserwacji). W miare dostepno$ci poréwnywalnych szeregéw (tj. dla 3
subindekséw oraz indeksu zagregowanego) wykorzystamy probe dtuzsza, rozpoczyna-
jaca sie od I kwartatu 1998 r.

Wykorzystane metody prognozowania sg adekwatne dla szeregéw stacjonarnych.
Przeprowadzone testy wskazuja, ze kwartalna stopa inflacji oraz inne zmienne uzyte
do badania sg stacjonarne (zob. zalacznik 1). Na stacjonarno$¢ stopy inflacji wskazuja
takze rezultaty wielu najnowszych badan (np. [3], [9], [25]). Co wiecej, argumentu
na rzecz stacjonarno$ci inflacji dostarczaja takze rozwazania teoretyczne. W krajach
stosujacych strategie bezposredniego celu inflacyjnego prowadzacych skuteczng poli-
tyke pieniezng, odchylenia inflacji od celu nie bedg trwate a co za tym idzie inflacja
bedzie stacjonarna3.

Pozostalymi zmiennymi zastosowanymi do badania byly: tempo wzrostu wyna-
grodzen (przecietnych oraz w podziale na 8 sektoréw) oraz luka PKB - wyznaczona
jako odchylenie logarytmu produktu krajowego brutto od liniowego trendu determi-
nistycznego.

Szczegbdtowe zestawienie subindekséw cen oraz odpowiadajacych im wynagrodzen
w poszczegblnych sektorach zaprezentowano w zalgcznikach.

4. METODOLOGIA

Prognozy dla poszczegélnych komponentéw wyznaczono za pomocg modeli auto-
regresji (AR), modeli $redniej ruchomej (MA), wektorowej autoregresji (VAR) oraz
autoregresji progowej (TAR).

3 Whnioski te potwierdzaja badania [13]. Z kolei w pracy [16] stwierdza si¢ zmiany stopnia zinte-
growania inflacji, takze na poczatku lat 80. inflacja w Wielkiej Brytanii oraz USA stala si¢ stacjonarna.
Z tego wzgledu sadzimy, ze zmiana proby moze w znacznym stopniu thumaczy¢ réznice wnioskéw co do
stacjonarnosci inflacji w stosunku do wezesniejszych badan dla Polski (np. [20]).
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W modelach tych, ze wzgledu na potencjalnie istotng nieobjasniong sezonowosé
badanych szeregéw dopuszczono mozliwo$é wystepowania deterministycznej sezono-
wosci (wyrazonej za pomocg zmiennych zero-jedynkowych).

Uzyte modele, odpowiednio AR i MA mialy zatem nastepujaca postaé:

s ,
AR(s):m , = @y + Zj: QT -t e[z T ]t e, (1)

, 0
MA(q): ), = @y + €y [2y, 20, 23, ¥ &+ D0f— 1 By o )

gdzie:

7(;), — fancuchowy indeks cen dla i-tej grupy débr i ustug,

211, 221 23¢ — zmienne zero-jedynkowe, przyjmujace warto$¢ jednostkowa odpowiednio
w 1, 2 i 3 kwartale kazdego roku,

ag, a1, ..., €1 — parametry strukturalne (c; — wektor wierszowy parametréw struktu-
ralnych zwigzanych ze zmiennymi zero-jedynkowymi).

Modele VAR mialy nastepujaca postac:

VAR($):y;, = €o + Zf: 1A Yot Czy 2 23]t e 3)
gdzie:

Ya),: = ) wiy, xgap,]' - wektor zmiennych endogenicznych (w ktérego sktad wcho-
dza odpowiednio: tanicuchowy indeks cen dla i-tej grupy doébr i ustug, tempo wzrostu
wynagrodzen w sektorze odpowiadajacym i-tej grupie débr i ustug oraz luka PKB)4,
co, C1, Aj — macierze parametréw strukturalnych,

&; — wektor sktadnikéw losowych.
Modele TAR mialy nastepujacg postac:

s ,
TAR(S):?Z'(D)[ =a,+ Zj: VTG AR Ty g C, [le 2y, 13,] +¢,
L _[ldiazy, = TR (4)
t Odlam,, | <TR

gdzie:
arr — parametr strukturalny,
TR - wielko$¢ tzw. progu (parametr strukturalny podlegajacy szacowaniu).

Na podstawie modeli od (1) do (4) wyznaczono prognozy o horyzoncie h = 1, 2 lub
3 kwartaty, dla okresu weryfikacji (out-of-sample) obejmujacego okres od III kwartatu

4 Indeks cen oraz tempo wzrostu wynagrodzen obliczano w stosunku do poprzedniego kwartatu (¢/z — 1).
5 Poszerzenie zbioru modeli prognostycznych o modele progowe zaproponowata K. Hertel. Do osza-
cowania wielkosci progu zastosowali$my algorytm zaproponowany przez Chena (zob. [12]). Ze wzgledu na
krétka prébe zmniejszono zakres dopuszczalnych warto$ci progu (tj. 25 do 75 percentyl, zamiast 15 do 85).
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2006 r. do IV kwartatu 2008 r. (10 kwartatéw). Préba w oparciu, o ktéra estymowano
parametry stopniowo rosta (recursive sample, expanding window)®.

W estymowanych modelach AR, MA, VAR i TAR w kazdej podprébie dokonywano
wyboru?:

- rzedu opézniei (w modelach AR - od zera8 do pieciu, MA — od jednego do
picciu, VAR - od jednego do trzech, TAR - od jednego do dwdéch) — na podstawie
kryterium Schwarza?,

- uwzglednienia lub nieuwzglednienia w modelu sezonowosci (zmiennych zero-
-jedynkowych).

Kierujgc sie stopniem objasnienia w probie, w modelach VAR dla kazdego indeksu
dokonano réwniez wyboru miernika wynagrodzen, zgodnie z wczesniejszymi rozwaza-
niami (specyficzne dla danego sektora, przecietne albo w sektorze przedsiebiorstw).

Prognozy poszczegélnych 12 subindekséw (komponentéw) zagregowano do indeksu
CPI uzywajac wag stosowanych przez GUS (réznych dla poszczegélnych lat):

12

T, = Zi=1 W(i),rﬁ-(i),t ©)

gdzie:
T, T, — prognozy odpowiednio: inflacji CPI oraz i-go subindeksu CPI,
w(;),; — wagi GUS przypisane poszczegélnym subindeksom.

Tak otrzymane prognozy poréwnano z analogicznymi prognozami wyznaczonymi
za pomocg modelu na podstawie danych zagregowanych (stopa inflacji CPI, tempo
wzrostu wynagrodzen przecietnych oraz luka PKB).

5. REZULTATY

Poczatkowo analizie poddano btedy prognoz poszczegdlnych subindekséw. Dla
prognoz 10 subindekséw za pomocg modeli AR bledy te ksztaltowaly sie na poziomie
nieprzekraczajacym 1,5 pkt procentowego (zob. zalacznik 2). W przypadku modeli VAR
oraz MA, rezultat taki otrzymano dla 9 subindekséw (zob. zalgczniki 3 i 4).

Najwieksze btedy prognoz odnotowano dla komponentéw: ,transport”, ,tgcznos¢”
oraz ,rekreacja i kultura”. Dlatego tez podjeto proby poprawy prognoz tych subin-
deksow. Ze wzgledu na znaczny udzial podatkéw posrednich w cenie paliw, beda-
cych najistotniejszym komponentem indeksu cen ustug transportowych, dotaczono do
modelu VAR zmienng egzogeniczng — wzgledng zmiane stawek akcyzy na benzyne
bezolowiows. Prébowano takze uwzgledni¢ dynamike cen ropy naftowej (wyrazong
w zlotych), wprowadzong z opéZnieniem réwnym horyzontowi prognozy (ze wzgledu

6 W celu zbadania wrazliwoéci wynikéw, réwnolegle przedstawiamy btedy w okresie weryfikacji od
IT kwartatu 2005 do IV kwartatu 2008 (15 kwartatow).

7 Szczegbdlowe rezultaty w tym zakresie przedstawia zalacznik.

8 Przez model AR(0) rozumiemy model, w ktérym wystepuje jedynie stata.

9 H. Liitkepohl ([22], s. 154-157) wskazuje, ze w krétkich prébach zastosowanie kryterium Schwarza
przynosi relatywnie najnizsze bledy prognoz.



Czy dezagregacja indeksu cen poprawia prognozy polskiej inflacji? 23

na potrzebe wyznaczenia prognoz bezwarunkowych). Zabiegi te nie poprawily bledéw
prognoz w okresie weryfikacji. W przypadku prognoz subindeksu ,taczno$é¢” w oparciu
o modele VAR dobre rezultaty przyniosto skrocenie okresu estymacji (jak sgdzimy ze
wzgledu na znaczny udzial cen kontrolowanych we wczesniejszym okresie).

Tak wyznaczone prognozy komponentéw zagregowano. W efekcie otrzymano pro-
gnozy inflacji CPI, ktére zostaly poréwnane z prognozami sformutowanymi na pod-
stawie danych zagregowanych.

Por6éwnan dokonano dla inflacji wyrazonej w ujeciu rocznym (w stosunku do analo-
gicznego kwartatu roku poprzedniego). W tym celu wszystkie prognozy tozsamosciowo
przeksztalcono do indeksu #¢ - 4 (o podstawie analogiczny okres roku poprzedniego),
przyjmujac wartos$ci z kwartatéw bedacych w probie jako dane. Przyktadowo, tak
rozumiana prognoza o horyzoncie 2 kwartaléw zostala wyznaczona nastepujaco:

e = (14 2)(1+ 2Y)(1 4+ 7)1+ ghvar) - 1, 6)

Rysunki 1-4 przedstawiajg poréwnanie prognoz inflacji na 2 kwartaly naprzéd

sformutowanych na podstawie komponentéw i danych zagregowanych.
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Rysunek 1. Prognozy za pomoca modeli AR (h = 2 kwartaty)!0

Zrodlo: opracowanie wiasne.

10 Koficéwka ,komp.” oznacza prognoze wyznaczong na podstawie subindekséw (komponentéw).
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Dla tych prognoz, jak réwniez prognoz z modeli opartych o dane zagregowane,
wyznaczono btedy RMSFE (pierwiastek sredniokwadratowego btedu prognoz). Wyniki
w tym zakresie przedstawia tabela 1.

Tabela 1
Poréwnanie btedow RMSFE poszczegblnych prognoz (p. proc.)
11.05 - IV.08 (15 obs.) I11.06 — IV.08 (10 obs.)
h=1 h=2 h=3 h=1 h=2 h=3
AR 0,48 1,23 1,71 0,44 0,79 0,96
AR komp. 0,48 0,90 1,21 0,45 0,73 0,96
MA 0,64 1,08 1,45 0,63 0,79 1,02
MA komp. 0,60 1,04 1,41 0,41 0,54 0,72
VAR 0,68 0,97 1,09 0,69 1,03 1,24
VAR komp. 0,59 0,84 0,92 0,59 0,91 1,03
TAR 0,58 1,10 1,87 0,51 0,78 0,86
TAR komp. 0,70 0,94 1,37 0,71 0,79 1,13

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Dodatkowo, zastosowano test Diebolda-Mariano (zob. [10]), ktérym testowano czy
réznice btedéw $redniokwadratowych sg istotne statystycznie, tj. nastepujacy zestaw
hipotez:

Hy: E(MSE, — MSEg) = 0 7)
Hi: E(MSEA - MSEB) =0 8)
gdzie:
MSE,, MSEp - bledy $redniokwadratowe, odpowiednio: prognoz A i B,
E - operator wartos$ci oczekiwanej.

Wyniki przedstawiamy w tabeli 2.

Tabela 2

Poréwnanie prognoz za pomocg testu Diebolda-Mariano (pogrubiong czcionka przedstawiono
wartosci statystyk testowych, za$ kursywa — empiryczny poziom istotno$ci)

I1.05 - IV.08 (15 obs.) I11.06 — IV.08 (10 obs.)
h=1 h =2 h=3 h=1 h =2 h =3
0,254 -1,245 -1,294 0,217 -0,477 -0,019

AR vs. AR komp.

(p=079) | (p=0213)|(p=019%)|(p =0828 | (p = 0634 | (p = 0,985)

0,369 0,415 0,323 3,061 2,838 2,953

MA vs. MA komp.
G =0712)| (o = 0679 | = 0,747) | (v = 0,002) | p = 0,005) | ( = 0,003)

-3,482 -2,717 -1,571 -2,224 -1,708 -1,613

VAR vs. VAR komp.
(p = 0,001) | (p = 0,007) | (0 = 0,115) | (p = 0,026) | (p = 0,088) | (p = 0,107)

0,931 -0,977 0,932 0,893 0,122 1,882
TAR vs. TAR komp.

(p=0352)|(p=0329|(p=0352)| @ =0372) | p = 0,903) | (p = 0,06])

Uwaga: w nawiasach podano empiryczny poziom istotnosci.

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Rezultaty przedstawione w tabeli 1 oraz 2 pozwalajg wyciggnaé nastepujace wnio-
skill;

- w przypadku modeli wektorowej autoregresji (VAR) prognozowanie komponentéw
jest zasadne i pozwala poprawi¢ skuteczno$¢ prognoz CPI (choé¢ w przypadku prognoz
na 3 kwartaly naprzéd rezultaty sg ,na granicy statystycznej istotno$ci”),

— w przypadku modeli autoregresyjnych (AR) i progowo-autoregresyjnych (TAR)
prognozowanie komponentéw nie pozwala na poprawe skutecznosci prognoz,

11 Ze wzgledu na krétka prébe stosujemy 10% poziom istotnosci.
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- w modelach $redniej ruchomej (MA) nie otrzymano jednoznacznych wnioskéw
w zakresie celowosci prognozowania komponentéw (wyniki sg wrazliwe na zmiane
proby),

- wydaje sie, ze w miare zwickszania horyzontu prognoz, modele VAR prognozuja
lepiej w poréwnaniu z modelami AR, MA i TAR!2,

Interesujace byloby poréwnanie otrzymanych prognoz z laczong prognoza anali-
tykéw (reprezentujacych banki oraz organizacje prognostycznel!3). Jedng z organizacji,
ktére takie dane publikuje jest Consensus Economics (www.consensuseconomics.com),
skad zaczerpnieto do naszego badania. Dostepne szeregi dotyczg jedynie prognoz for-
mutowanych na koniec roku. Po wydluzeniu okresu weryfikacji prognoz wyznaczanych
w niniejszym opracowaniu otrzymano zaledwie pie¢ ,wspélnych” obserwacjil4, przez
co mozliwosci poréwnania prognoz sg bardzo ograniczone. Mimo tych zastrzezen takie
poréwnanie prezentujemy w tabeli 3.

Tabela 3
Bledy RMSFE wybranych prognoz a bledy taczonej prognozy analitykéw bankow
i organizacji prognostycznych (p. proc.)
h=1 h =2 h =3
AR komp. 0,61 0,49 1,49
VAR komp. 0,58 0,63 1,56
Laczona prognoza analitykow 0,88 0,89 1,30

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Jak wynika z tabeli 3, wielkosci btedéw prognoz sg poréwnywalne. Pamietajgc
o utrudnionym wnioskowaniu, mozemy stwierdzi¢, iz trafno$¢ wyznaczonych przez
nas prognoz jest poréwnywalna z lgczong prognoza analitykéw!S.

Dodatkowo wyznaczono prognozy w oparciu o model na podstawie danych zagrego-
wanych z alternatywnym zestawem zmiennych, odpowiadajacym teorii nowej ekonomii
keynesistowskiej, tj. stopa inflacji CPI, krétkookresowa stopa procentowa (WIBOR 1M)
i luka PKB. Niestety, nie poprawito to trafno$ci prognoz.

12 Jednakze réznice miedzy tymi prognozami (w sensie testu Diebolda-Mariano) nie zawsze sg istotne
statystycznie.

13 Taka prognoza bywa okreslana mianem ,konsensusowe;j”’, zwtaszcza wsréd praktykéw gospodarczych.
W srodowisku naukowcéw opinie na temat stosowanie takiej nazwy sa jednak podzielone.

14 Tj. IV kwartal odpowiednio lat: 2004, 2005, 2006, 2007 i 2008.

15 Ponadto wydaje sie, ze przewaga prognoz analitykéw dla horyzontu 3 kwartatéw wynika gltéwnie
z szoku cenowowego wynikajacego z akcesji do Unii Europejskie;j.
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6. PODSUMOWANIE

W opracowaniu poréwnano zagregowane prognozy 12 subindekséw CPI z bez-
posrednia prognoza agregatu. Prognozy te wyznaczono w oparciu o dane kwartalne
dla Polski.

Otrzymane wyniki nie pozwalajg jednoznacznie rozstrzygnaé, czy zastosowanie
danych zdezagregowanych jest celowe. Okazuje sie bowiem, ze dla modeli AR i TAR
dezagregacja nie pozwala zmniejszy¢ bledéw prognoz, dla modeli MA nie otrzymano
jednoznacznych wskazan testéw, za$ dla VAR zmniejsza bledy prognoz.

Sadzimy, ze ze wzgledu na wysokie btedy prognoz niektérych subindekséw, moz-
liwa bylaby dalsza poprawa trafnosci prognoz pod warunkiem zastosowania alterna-
tywnych metod prognozowania (np. prognoz eksperckich czy uwzglednienia zmiany
cen kontrolowanych).

W dalszych badaniach sprébujemy dokonaé réznicowania luki produkcyjnej dla
poszczegblnych sektoréw.
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CZY DEZAGREGACJA INDEKSU CEN POPRAWIA PROGNOZY POLSKIEJ INFLACJI?
Streszczenie

W dotychczasowych badaniach rozwaza sie celowo$¢ wykorzystania na cele prognostyczne danych
o0 nizszym stopniu agregacji (np. dla inflacji Hubrich, 2005; Reijer and Vlaar, 2006). W artykule badamy
czy prognozowanie 12 subindekséw cen débr i ustug konsumpcyjnych (komponentéw inflacji), a nast¢pnie
ich agregacja poprawia trafnos¢ prognozy inflacji.

Prognozy inflacji oraz jej poszczegdélnych komponentéw wyznaczymy przy pomocy modeli autoregresji
(AR), $redniej ruchomej (MA), wektorowej autoregresji (VAR) oraz autoregresji progowej (TAR).

Otrzymane wyniki nie pozwalaja jednoznacznie rozstrzygnaé¢ postawionego problemu. Okazuje sig, ze
dla modeli AR i TAR dezagregacja nie pozwala zmniejszy¢ bledéw prognoz, dla modeli MA nie otrzymano
jednoznacznych wskazan testéw, za$ dla VAR zmniejsza blgdy prognoz.

Stowa kluczowe: prognozowanie, inflacja, subindeksy cen, agregacja

FORECASTING INFLATION COMPONENTS - DOES IT HELP TO PREDICT POLISH INFLATION?
Summary

This paper examines whether forecasting CPI components improves CPI forecast. We exploit quarterly
data for Poland, disaggregated into 12 components.

We follow methodology used in previous studies for Euro Area (Hubrich, 2005; Reijer and Vlaar,
2006). AR, MA, TAR and unrestricted VAR models are estimated using recursive sample and aggregated
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into CPI. Using out-of-sample forecasts, these models are evaluated and compared to the benchmark --
equivalents for aggregate CPI.

The evidence is mixed. VAR component-forecast outperform benchmark. Contrary to VAR, for AR and
TAR models we do not find substantial gain from using disaggregated data. Results for MA models are
not robust. Moreover, it seems that results for AR- and VAR-based forecasts are comparable to consensus
forecast.

Key words: forecasting, inflation, inflation components, sectoral aggregation, Poland
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ZALACZNIKI
Zalacznik 1. Testy stacjonarnosci
Stopa inflacji CPI ' Wynagr(.)dzema Wynagrodzenia
g1 Luka produkcyjna przecigtne w sektorze przeds.
tempo #/t — 1 tempo #/t — 1
ADF -5,02 -4,66 -1,67 -8,05

Skil. deteminist.,

Opo6znien (k — 1)

Sezonowosé, 0

Sezonowosé, 0

Sezonowosé, 5

Sezonowosé, 0

Uwaga: Dlugo$¢ op6Znien testu zostata ustalona na podstawie kryterium Schwarza. Ze wzgledu na stosunkowo
krotka probe wartosci krytyczne ustalono w oparciu o wzér podany w pracy [8]. Dla przyjetego 10% poziomu
istotno$ci wynosily one -2,605 (brak dodatkowych op6znien) i -2,535 (5 dodatkowych op6znien).

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Zalacznik 2. Modele AR (h = 2, dane kwartalne, okres weryfikacji 2006 III do 2008 IV)

Indeks cen RMSFE Opédznienia Sezonowosé Proba od

Zywno$¢ i napoje bezalk. 1,16 p.p. 0 Tak 1.1998
Alkohole i wyroby tytoniowe 1,37 p.p. 1 Tak 1.1998
Odziez i obuwie 0,52 p.p. 2-4 Tak 1.1998
Uzytkowanie mieszkan 1,06 pp. 12 Tak 11999
i no$niki energii

Wyposazenie mieszkan 0,20 p.p. 1 Tak 1.1999
Zdrowie 0,42 p.p. 5 Nie 1.1998
Transport 3,40 p.p. 0-1 Tak 1.1999
Lacznosé 1,00 p.p. 5 Nie 1.1999
Rekreacja 1 kultura 1,69 p.p. 1-3 Tak 1.1999
Edukacja 0,56 p.p. 4-5 Nie 1.1999
Restauracje i hotele 0,44 p.p. 1 Nie 1.1999
Pozostale 0,27 p.p. 3-4 Nie 1.1999

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Zatacznik 3. Modele MA (h = 2, dane kwartalne, okres weryfikacji 2006 IIT do 2008 IV)

Indeks cen RMSFE Op6Znienia Sezonowo$¢ Proba od

Zywnosé i napoje bezalk. 1,50 p.p. 1-5 Tak 1.1998
Alkohole i wyroby tytoniowe 1,17 p.p. 1-3 Tak 1.1998
Odziez i obuwie 0,65 p.p. 4-5 Tak 1.1998
Uzytkowanie mieszkan

¢ notnik energii 1,01 p.p. 1-4 Tak 1.1999
Wyposazenie mieszkan 0,22 p.p. 3-5 Tak 1.1999
Zdrowie 0,87 p.p. 1-3 Nie 1.1998
Transport 3,96 p.p. 1-2 Nie 1.1999
Lacznosé 1,77 p.p. 3-5 Tak 1.1999
Rekreacja i kultura 1,97 p.p. 1-5 Tak 1.1999
Edukacja 0,90 p.p. 1-5 Tak 1.1999
Restauracje i hotele 0,28 p.p. 2-5 Tak 1.1999
Pozostale 0,55 p.p. 2-5 Nie 1.1999

Uwaga: Dla subindeksu ,zdrowie” ograniczono rzad opéznien do maks. 3 (problemy ze zbieznoscia).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Zatacznik 4. Modele VAR (h = 2, dane kwartalne, okres weryfikacji 2006 III do 2008 1V)

Indeks cen Place RMSFE | Opéznienia | Sezonowo$¢ | Préba od
Zywnosé i napoje bezalk. | Sektor przedsieb. 1,14 p.p. 1 Tak 1.1998
Alkohole .

. . Sektor przedsigb. 1,01 p.p. 1 Tak 1.1998
i wyroby tytoniowe

Odziez i obuwie Przecigtne 0,40 p.p. Nie 1.1998
Uzytkowanie mieszkan

. . B Sektor przedsieb. 1,01 p.p. 1-3 Tak 1.1999
i noéniki energii

Wyposazenie mieszkan Sektor przedsigb. 0,30 p.p. 1-3 Tak 1.1999
Zdrowie Przecigtne 0,62 p.p. 1 Tak 1.1998
Transport Przecigtne 3,22 p.p. 3 Nie 1.1999
Lacznosé Przeds. tacznosé 1,76 p.p. 1-2 Nie 1.2002
Rekreacja i kultura Sektor przedsieb. 1,61 p.p. 1-3 Nie 1.1999
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cd. zalgcznika 4
Indeks cen Ptace RMSFE | Opéznienia | Sezonowo$¢ | Préba od
Edukacja Przecigtne 0,93 p.p. 3 Tak 1.1999
Przeds.
Restauracje i hotele zakwaterowanie i 0,40 p.p. 1 Nie 1.1999
gastronomia
Pozostale Przecigtne 0,81 p.p. 3 Nie 1.1999
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Zalacznik 5. Modele TAR (h = 2, dane kwartalne, okres weryfikacji 2006 III do 2008 IV)

Indeks cen RMSFE Opé6znienia Sezonowos$¢ Proba od
Zywno$¢ i napoje bezalk. 1,65 p.p. 2 Tak 1.1998
Alkohole i wyroby tytoniowe 1,69 p.p. 2 Tak 1.1998
Odziez i obuwie 0,96 p.p. 2 Tak 1.1998
Uzytkowanie mieszkan 1,43 p.p 12 Tak 1.1999
i no$niki energii
Wyposazenie mieszkan 0,32 p.p. 2 Nie 1.1999
Zdrowie 1,01 p.p. 2 Tak 1.1998
Transport 2,29 p.p. 2 Nie 1.1999
Lacznosé 1,98 p.p. 2 Nie 1.1999
Rekreacja i kultura 3,61 p.p. 2 Nie 1.1999
Edukacja 0,96 p.p. 1-2 Tak 1.1999
Restauracje i hotele 0,49 p.p. 2 Nie 1.1999
Pozostale 0,87 p.p. 1-2 Nie 1.1999

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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JERZY CZESEAW OSSOWSKI

ZATRUDNIENIE A WZROST GOSPODARCZY W TEORII
I W RZECZYWISTOSCI GOSPODARKI POLSKIEJ!

1. MAKROEKONOMICZNE PODSTAWY ZAPOTRZEBOWANIA NA PRACE

Zapotrzebowanie na czynniki produkcji (prace, kapital rzeczowy, technologie oraz
produkty posrednie) jest pochodng zapotrzebowania na dobra zaspokajajace potrzeby
spoteczne. Z kolei potencjalne mozliwo$ci zaspokajania potrzeb, mierzone wielkoscig
wytworzonego produktu, sa zalezne od wielkosci i jakosci dysponowanych czynni-
kéw produkcji. Z tych tez wzgledéw za punkt wyjScia w prowadzonych rozwazaniach
uznajmy agregatowg, dtugookresowsa, podazowa funkcje produkcji, opisujaca zaleznosci
miedzy wielkoScig produktu krajowego (Y) a naktadami kapitatu rzeczowego (K) i pracy
(L) w kolejnych okresach ¢. Uznajmy ponadto, ze przecietny czas pracy w gospodarce
(h) nie ulega zmianie. W rezultacie funkcje produkcji, uwzgledniajaca efekty postepu
technicznego, zapiszmy nastepujgco:

Yt = L[, K[,A(l‘)
+ (+

, h,=const, t=1,2,3,... (D)

Powszechnie uznaje sig, iz funkcja produkcji (1) wyznacza maksymalne ilo$ci
produktu w warunkach zalozonego poziomu wyréznionych czynnikéw, przy ustalonym
poziomie czasu pracy (h). Na jej podstawie definiujemy produktywnosci kranicowe
pracy (MPL) i kapitatu (MPK). W warunkach prawa malejacych przychodéw oraz
postepu technicznego uznajemy, iz funkcja produktywnosci pracy, przy zalozeniu sta-
tosci kapitatu, spelnia nastepujace warunki:

MPL, = AY,/ AL, = MPL(L,,t)>0, (K,= const) (2.1)
AMPL,/ AL, <0, (2.2)
AMPL, = MPL,— MPL,_, > 0. (2.3)

1 Artykut jest zmieniong i poprawiong wersjg referatu [10]. W artykule pominieto problematyke doty-
czacg mikroekonomicznych podstaw zapotrzebowania na prace oraz w cze$ci empirycznej przeprowadzono
modyfikacje szacowanych modeli, opisujacych zapotrzebowania na prace.
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Z kolei zaktadajac stalo$¢ naktadéw pracy, definiujemy w nastepujacy sposéb
wlasciwosci funkcji produktywnosci krancowej kapitatu:

MPK,= AY,/AK, = MPK(K,t)>0, (L,= const) (3.1)
AMPK,/ AK, <0, (3.2)
AMPK, = MPK, — MPK,_, > 0. (3.3)

Zauwazmy, ze stany kapitatu rzeczowego na koniec kolejnych okreséw sg funkcjg
strumienia naktadéw inwestycyjnych brutto (I) w danym okresie oraz wielko$ci amor-
tyzacji (D - deprecjacji) kapitatu rzeczowego, co zapisujemy nastepujaco:

K=K, +1—-D =K, +1,—0K, ,=1+(1-0K, | (4.1)

gdzie: 0 = D/K; 1 jest stopq deprecjacji (amortyzacji) wskazujacg na udzial wartosci
wycofywanego majgtku produkcyjnego w warto$ci majatku produkcyjnego w okresie
t. Tym samym wyrazenie (1 — d) wskazuje jaka ,cze$¢ poczatkowego poziomu majgtku
K, 1 przechodzi do nastepnego okresu wraz z nowymi zakupami majatku (brutto) I;
(patrz [5] s. 37)". Na podstawie (4.1) w nastepujacy sposoéb zdefiniujemy strumiesi
inwestycji netto (AK) w okresie t:

AK,=K,—K,_,=1-0K,_,. (4.2)
Zauwazmy, ze:
K,=const. = AK,=0=1,=0K,_,. (4.3)

Z powyzszego wynika, ze w warunkach statosci kapitatu rzeczowego (K; =K, 1)
wielko$¢ deprecjacji majatku (D) w okresie ¢ jest rownowazona przez wielko$¢ inwe-
stycji brutto (I) w tym samym okresie. Oznacza to, ze w warunkach stalosci kapitatu
nastepuje odnowienie majgtku produkcyjnego. Jednocze$nie zauwazmy, ze calkowita
stopa odnowienia majqtku produkcyjnego jest rowna stopie inwestycji brutto (a; = I,/K;_1)
i zalezy od stopy inwestycji netto (ri; = AK/K,_1) oraz od stopy amortyzacji (0), co wynika
z nastepujacego przeksztalcenia wyrazenia (4.2):

re, = AKJIK, =1/K,_,—0=a,—0=a,=rg+0. (4.4)
Na podobnej zasadzie rozwazy¢ mozemy zagadnienie dotyczace odnawiania sie
zasob6w pracy. Stan zatrudnienia na koniec kolejnych okreséw jest funkcja strumienia

0s6b nowo zatrudnionych (NL) w danym okresie oraz strumienia oséb odchodzacych
z pracy chwilowo lub na state (R), co zapiszemy nastepujgco:

L,=L, ,+NL,—R,. (5.1)
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Na podstawie (5.1) definiujemy w nastepujacy sposéb strumien przyrostu zatrud-
nienia (AL) w okresie t:

AL =L,—L, ,=NL —R,. (5.2)
Zauwazmy, ze:
L,=const. = AL,=0= NL, =R,. (5.3)

Na podstawie powyzszego powiemy, ze stalo$¢ zatrudnienia oznacza, iz liczba oséb
nowo zatrudnionych (NL) w okresie ¢ jest rwnowazona przez liczbe os6b odchodzacych
z pracy (R) w tym samym okresie. Oznacza to, ze w warunkach stalo$ci zatrudnienia
nastepuje odnowienie czynnika pracy.

Wyrazem odnowienia sie kapitalu i pracy jest postep techniczny charakteryzujacy
sie wzrostem produkcji w warunkach statosci czynnikéw - stalo$ci w rozumieniu
opisanym przez (4.3) i (5.3). Uzasadnia to przyjecie zalozenia o dodatnim wplywie
zmiennej ¢ na wielko$¢ produktu (Y) w funkcji (1). Zagadnienie to w ujeciu graficznym
przedstawiono na rysunku 1.

YLK, t=1)

gdzie:

AY, | - przyrost produktu z tytutu odnowienia
kapitatu i pracy (czysty efekt postepu
technicznego),

AY, | - przyrost produktu z tytulu
ekstensywnego przyrostu kapitalu,

AY, = AY, | + AY, - faczny efekt wzrostu
produktu

>

L L

A

Rysunek 1. Efekty produkcyjne wzrostu nakladéw kapitalowych i postgpu technicznego

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Czynniki podazowe wyznaczaja jedynie potencjalne mozliwosci produkcji. O stopniu
wykorzystania czynnikéw podazowych decyduje popyt globalny (AD), wyznaczony przez
czynniki popytowe. Oznacza to, ze przy danych naktadach kapitalowych (K - czynnik
dtugookresowy) i zatozonych efektach postepu technicznego o oczekiwanym zapotrzebo-
waniu na prace (Lg) decydowac bedzie poziom produktu (Y) zréwnowazony z popytem
globalnym (AD). Zauwazmy, ze popyt globalny jest wyznaczony przez konsumpcje
globalng (C), inwestycje globalne (I), eksport netto (NX) oraz wydatki rzgdowe (G).
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Uwzgledniajac czynniki ksztattujace czesci sktadowe popytu globalnego, funkcje popytu
globalnego zapisa¢ mozemy nastepujaco?:

AD = C((){), (7:), (f)> + I(():), (f)> + NX((eJrr)) +G=AD(Y,T,r,er,G,...), 6)

gdzie:

T - stopa podatkowa,

r — realna stopa procentowa,

er — kurs walut w systemie europejskim.

Zaktadajac statosé stép podatkowych, stép procentowych, kursu walut, wydatkéw
rzadowych oraz innych ewentualnych czynnikéw popytowych, mozemy uznaé, ze popyt
globalny jest funkcjg produktu krajowego, co zapiszemy nastepujaco:

AD = AD (Y). (7)

Jesli obecnie zatozymy stalo$é¢ kapitatu i technologii, to z warunku réwnowagi
globalnej wynika, ze:

AD(Y)=Y(L) = L, = L(Yg) K, A, h = const. )

Na podstawie (8) powiemy, ze w warunkach stato$ci kapitatu i technologii, gra-
niczne zapotrzebowanie na prace (Lg), przy ktérym nastepuje zréwnanie popytu global-
nego (AD) z produktem (Y) zalezy od poziomu produktu zréwnowazonego (Yg). Z kolei
stopa granicznego przyrostu zapotrzebowania na prace zalezy od stopy granicznego
przyrostu produktu, co zapiszemy nastepujgco:

L-L, Y-Y,
= s 9
L, ~ 871, )

gdzie parametr g jest mnoznikiem zréwnowazonego zapotrzebowania na prace. Sytuacje
powyzszg w sposob pogladowy przedstawiono na rysunku 2.

Zauwazmy, ze w kolejnych okresach, wraz ze zmiang czasu ¢ nastepuje zmiana
kapitatu oraz technologii z jednej strony a z drugiej strony zmiana popytu globalnego.
W tej sytuacji zmieniaé sie bedzie poziom produktu zréwnowazonego z popytem glo-
balnym a w rezultacie tego zmieni sie wielko$¢ zapotrzebowania na prace w warun-
kach réwnowagi globalnej. W sposéb pogladowy sytuacje powyzsza przedstawiono
na rysunku 3.

2 Funkcja popytu globalnego (6) ma charakter zapisu uogélniajgcego liniowe funkcje popytu, najczesciej
formutowane w literaturze makroekonomicznej (por.: [1] [2], [4], [7], [8]). Zastosowany system oznaczen
przyjeto z pozycji [4]. Jednoczes$nie formulujac funkcje popytu globalnego, uwzgledniono postulat D. Romera,
ktérego zdaniem istniejg ,powazne dowody na to, ze realna stopa procentowa oddziatuje na konsumpcje,
i niemal przyttaczajace dowody, ze dochdd oddziatuje na inwestycje” (patrz [11] s. 226).
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AD=Y

Y AD AD[C (Y, 1), I(Y,7), G, NX (en)]

Y (L),
K, A = const.
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o
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E
A Legenda:

AD Y: Produkt krajowy brutto (PKB)

0 AD: Popyt globalny

L: Poziom zatrudnienia

K: Kapital rzeczowy

AL, =iL,-L, AY_ =¥ -V | A:Technologia

Y,: Produkt w stanie rownowagi

> L,: Zatrudnienie w stanie réwnowagi
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Rysunek 2. Stany nier6wnowagi i réwnowagi globalnej w warunkach statosci kapitalu (K) i technologii (A)

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Y
AD _
AD =Y AD,, (V)
Y (L, K, tl) AD,, (V)
y AD, (V)

1 >

' :
LuLy Ly, L , Y, Y, Y, Y

0

Rysunek 3. Stany réwnowagi globalnej w warunkach wzrostu naktadéw kapitatowych (K)
i technologicznych [A (¢)] oraz wzrostach popytu globalnego [AD (Y)] w dwu wariantach A i B

Zrédto: opracowanie wiasne.

Z analizy rysunku 3 wynika, ze na skutek inwestycji kapitatlowych i postepu tech-
nicznego przy ustalonym poziomie zatrudnienia nastepuje wzrost potencjalnych mozIi-
wosci produkcyjnych. W tych warunkach graniczne zapotrzebowanie na prace bedzie
rosto, malalo lub pozostanie na tym samym poziomie w zaleznosci od poziomu popytu
globalnego. W wariancie A popyt globalny wzrasta w stopniu powodujgcym spadek
granicznego zapotrzebowania na prace, a wiec popyt wzrasta w stopniu niewystarcza-
jacym, aby utrzymaé zatrudnienie graniczne na poziomie Ly. Z kolei w wariancie B
przyrost popytu globalnego jest na tyle wysoki, aby mégt spowodowaé dodatni przyrost
granicznego zapotrzebowania na prace.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze produkt rzeczywisty, dostosowujac sie do popytu
globalnego, w warunkach danej technologii wyznacza graniczny poziom zapotrzebo-
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wania na prace. Aby wyznaczy¢ graniczny poziom zapotrzebowania na prace nalezy
agregatowg funkcje produkcji (15) przeksztalci¢ do nastepujgcej postaci:

LE=L(Y, K, t\ h,=const. (10)
) (- O

W $wietle powyzszego powinni$my uznaé, ze utrzymanie produkcji na stalym
poziomie prowadzi do spadku zapotrzebowania na prace z dwu zasadniczych powodéw.
Po pierwsze, z tytutu nieupostaciowionego postepu technicznego, jako ze w warunkach
statosci kapitatu nastepuje jego odnowienie i do procesu produkcji trafiajg Srodki
nowej generacji technicznej. Po drugie, dgznosci podmiotéw gospodarczych do pod-
noszenia produktywnosci czynnikéw, co sprzyja procesom inwestycyjnym, stuzacym
lepszemu wyposazeniu pracy w kapital. Tylko bowiem w tych warunkach jest mozliwy
dtugookresowy wzrost wydajnoSci pracy i zwigzany z tym nieinflacyjny wzrost ptac.
Z kolei nieinflacyjny wzrost plac, tym samym wzrost dochodéw realnych ludnosci,
prowadzi do wzrostu popytu globalnego, niewykraczajgcego poza poziom produktu
potencjalnego.

Z analizy rysunkéw 2 i 3 wynika, iz istnieje stosunkowo $cisty zwigzek miedzy
stopa wzrostu produktu krajowego (RY) a stopg wzrostu zapotrzebowania na prace
(RL). Stopy te dla danych: rocznych (i = 1), pétrocznych (i = 2), kwartalnych (i = 4)
oraz miesiecznych (i = 12) definiujemy nastepujaco:

Ry = L Yimi 009, = 210000 (11)
= Y o=y 0,

t—i t—i

:M- o — AL, . 9
RL, 7 100% T 100%. (12)

t—1i t—i

Umoéwmy sie, ze graniczng stopg wzrostu produktu krajowego jest taka stopa wzro-
stu (RYf), przy ktérej stopa wzrostu nakladéw pracy bedzie réwna zero (RL;E = O).
W Swietle powyzszego powiemy, Ze:

A. jesli stopa wzrostu produktu krajowego brutto (RY?) bedzie mniejsza od granicz-
nej stopy wzrostu (RYf) to stopa wzrostu zatrudnienia bedzie ujemna (RL? < O),

B. jesli stopa wzrostu produktu krajowego brutto (RYﬁB bedzie wigksza od granicz-
nej stopy wzrostu (RYtE) to stopa wzrostu zatrudnienia bedzie dodatnia (RL? > O).

Dotychczasowe rozwazania prowadziliSmy zakladajgc niezmiennos$é przecietnego
czasu pracy (h). Zauwazmy, ze wiekszo$¢ przedsiebiorstw w krétkim okresie ekono-
micznym dostosowuje poziom swojej produkcji do poziomu zglaszanego popytu poprzez
wydluzanie lub skracanie czasu pracy oséb zatrudnionych. M. Burda i Ch. Wyplosz,
w kontek$cie omawiania prawa Okuna, pisza, ze ,gdy popyt okresowo zmniejsza sie,
firmy skracajg czas pracy swych pracownikéw, nie przyjmuja nowych pracownikéw,
w najgorszym wypadku kierujg ich na okresowe bezrobocie (patrz [2] s. 33)”. Czy
w takim razie, jezeli popyt zwieksza sie okresowo, firmy bedg w spos6b natychmiastowy
zwiekszaé zatrudnienie? Odpowiadajac na to pytanie mozemy uznaé, ze w pierwszej
kolejnosci przedsiebiorstwa bedg wydluzaé czas pracy (k) ponad ustawowy czas pracy
(h,). Co prawda, w takiej sytuacji wydajno$¢ pracy oséb zatrudnionych wzrosnie,
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ale wzrost ten bedzie nieproporcjonalnie mniejszy w relacji do placy z tytulu pracy
w nadgodzinach. Tak wiec dopiero utrwalony wzrost popytu bedzie zachecal przed-
siebiorstwa do zwiekszania zatrudnienia i ewentualnie, w nastepnej kolejnosci, do
zwiekszenia naktadéw inwestycyjnych, powigkszajacych majatek produkcyjny przedsie-
biorstw3. Uwzgledniajac powyzsze uwagi funkcje (10) — granicznego zapotrzebowania
na prace — zapiszemy obecnie nastepujgco:

LE=1I[Y,K, h,, AQ®)] (13)
) (=) =) )

W zarysowanej sytuacji problemowej zada¢ mozemy nastepujgce pytania:

P.1. Jak wielki powinien by¢é wzrost gospodarczy, aby stopa wzrostu zatrudnienia
byla dodatnia?

P.2. Jakie zalozenia upraszczajace nalezy przyjaé, aby udzieli¢ odpowiedzi na
sformutowane powyzej pytanie?

2. DYNAMIKA PRODUKTU I ZATRUDNIENIA
— PRZYPADEK FUNKCJI PRODUKCJI COBB-DOUGLASA

Uznajmy, iz proces produkcji zdefiniowany przez (1), opisuje nastepujacy model pro-
dukcji typu Cobb-Douglasa, w ktérym uwzglednia sie, zgodnie z koncepcja J. Tinbergena,
state efekty postepu technicznego:

Y,=A- L7 K¢ et tee a (1—a)u>0 (14)
gdzie £ jest sktadnikiem zaklécajacym o nastepujgcych parametrach:

EE, = 0,EE? = o‘é = const. EE&,_ ;= 0,(t #s) (1 =1,2,3,...,n). (15)

Zauwazmy, ze w przypadku modelu (14) graniczne krancowe produktywnosci
pracy i kapitatu sa odpowiednio réwne:

. AY, Y, 3
MPL, = [lim "RT, = (1= “)Lf’ (K, = const.) (e
. AY, 3
MPK, = lim xg-=ag, (L, = const). (16.2)

Przyjecie zalozenia (15) i jednoczesne uznanie, ze efekty postepu technicznego
wyrazajg sie stalym tempem wzrostu (u) wymaga uznania, ze w warunkach statosci
kapitatu, odnawianie majatku produkcyjnego odbywa sie wedlug stalej stopy. Oznacza
to, ze stopa deprecjacji (0;), z dokladnoscig do sktadnika losowego, waha sie wokaét
jej $redniej geometrycznej (0), co zapiszemy nastepujgco:

3 R. Barro w kontekscie czasu pracy méwi o stopie wykorzystania kapitatu, przez ktéra rozumie ,czes$é
Tacznego czasu, w ciggu ktérego obiekt kapitalowy jest uzytkowany” [1] s. 251.
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0, =0 e, (EE, = 0,E&, = 0}z = const.). (17.1)

Symptomem spelnienia powyzszego zalozenia jest ustabilizowany, w kolejnych
okresach (), poziom stopnia zuzycia majatku produkcyjnego rozumiany jako stosunek
warto$ci zuzycia do warto$ci brutto $rodkéw trwatych.

Ponadto nalezy uznaé, ze stopa wykorzystania pracy i kapitalu, mierzona ich
czasem pracy (h), jest stata z doktadnoscig do sktadnika losowego, co zapiszemy naste-
pujaco:

h, = hy - e, (EE, = 0, EE, = 03; = const.). (17.2)

Celem okreslenia zapotrzebowania na prace, model (14) przeksztalémy do naste-
pujacej postaci:

Lt =A-U(1-a). Y[l/(l—a/) . Kt—a//(l—a/) e lu(l=a)l-t . & (1-a) (18)

Powyzszy model wskazywalby na natychmiastowe dostosowywanie sie zatrudnienia
do realizowanego poziomu produktu przy danych nakladach kapitalowych. Uznajac,
co jest zgodnie z (13), ze realizowany poziom produkcji przy danych naktadach kapi-
talowych, wyznacza oczekiwany poziom zatrudnienia, powyzszy model zapiszemy
W nastepujacej postaci:

Lf = A-U(-a). Y[l/(l—a) . Kl—a/(l—a) . e—[/z/(l—a/)]'t . eEt/(l—a). (19)

Inwestorzy, kierujac sie optymalnym zyskiem, beda dazy¢ do zréwnania realnego
kraficowego przychodu netto z kapitalu (MPK; — 0) z realng stopa procentowa (;)
(patrz [1] s. 256). Warunek ten — wykorzystujac (3.1) — zapiszemy nastepujgco:

MPK(K,, 1) — o=r, (L, = const, AMPK,/ AK, < 0). (20.1)

Zauwazmy, ze centralna realna stopa procentowa wyznacza posrednio koszt alter-
natywny dla decyzji inwestycyjnych w realnej sferze gospodarki. W przypadku modelu
Cobb-Douglasa, wykorzystujac (16.2), warunek (20.1) przybierze nastepujaca postaé:

a%—(S:rja:%,(Dm:a-K,). (20.2)

Powiemy, ze w stanie dlugookresowej réwnowagi inwestorzy ustalg taki poziom
kapitatu, przy ktérym parametr ¢ wyznacza udzial ich wynagrodzen (r; K;) powiekszony
o oczekiwang w nastepnym okresie deprecjacje (D;+1) w produkcie (Y;).

Z kolei zréwnujac produkt kranicowy pracy (MPL) — zdefiniowany w (2.1) — z ptacg
realng (w) wyznacza si¢ optymalny poziom zatrudnienia w dlugookresowym stanie
réwnowagi:

4 Odpowiada to czeSciowo rozwigzaniu proponowanemu przez L.R. Kleina (patrz [5] s. 33).
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MPL(L,t)=w, (K, = const, AMPL,/ AL, <Q0). (21.1)

Tym samym, wykorzystujac (16.1) zdefiniowane dla modelu Cobb-Douglasa (14),
powyzszy warunek zapiszemy nastepujgco:

Y w
(I-a)yff=w,=>1-a=—~ " (21.2)

Powiemy, Ze w stanie dtugookresowej réwnowagi, przedsiebiorcy ustalg taki poziom
zatrudnienia, przy ktérym udzial wynagrodzen za prace (w;L;) w produkcie (Y,) bedzie
réwny parametrowi (1 — «).

Poziomy optymalnego kapitalu i zatrudnienia, wynikajace z powyzej zapisanych
warunkow, jak zauwaza L.R. Klein, nie zachodzg dla kazdego okresu proby, lecz
w réwnowadze dtugookresowej (patrz [5] s. 34). Z tych tez miedzy innymi wzgledéw
model zapotrzebowania na prace zapisaliSmy w postaci (19), zakladajac stopniowe
dostosowywanie sie poziomu zatrudnienia do stanu réwnowagi dlugookresowej.

Jesli uznamy, ze produkcja opisywana jest przez model Cobb-Douglasa (14), wow-
czas z (20.2) wynika, ze zakladajgc statosci naktadéw pracy (L, = const.) spelniony
musi by¢ nastepujacy warunek:

a-AOKf"leﬂ"zrt+6;(AO=A°L}‘“=const.). (23)

Przeksztalcajac powyzszy warunek, okresli¢ mozna graniczne zapotrzebowania
na kapital rzeczowy:

K= A})/(l‘“><ﬁ>”“_a>e[ﬂ/<l—aﬂ'f = K( 0 ) (24)
t (=) (=) (+)

Obecnie analizujac wyrazenie (24) stwierdzamy, ze pozadany zaséb kapitalu (K7)
jest ujemnie uzalezniony od realnej stopy procentowej oraz od stopy amortyzacji (patrz
[1] s. 254-255). Ponadto na skutek postepu technicznego, wynikajacego z wymiany
czynnikéw produkeji, pozadany poziom kapitalu wzrasta z okresu na okres.

Jesli obecnie zalozymy, Ze realna stopa procentowa oraz stopa amortyzacji wyka-
zuja w czasie jedynie wahania losowe woko6t pewnych ustalonych pozioméw>, wéwczas
mamy podstawe, by uznaé, ze tempo wzrostu kapitalu (inwestycji netto) bedzie stale,
z doktadnoscig do sktadnika losowego, co zapiszemy nastepujaco:

K;ZK()'@”'['evt (24)

5 Realna stopa procentowa (7;) jest w przyblizeniu réwna réznicy pomiedzy nominalng stopg procen-
towa (i) a stopa inflacji (). Najczestsza reakcja bankéw centralnych na oczekiwany wzrost stopy inflacji
jest podnoszenie nominalnej stopy procentowej. W takiej sytuacji, w przypadku neutralnej postawy rzadu,
mozna oczekiwa¢ wahan o charakterze losowym realnej stopy procentowej wokoét jej $redniego poziomu
(przypis autora).
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gdzie:

Ev, =0, Ev[2 = 0‘% = const, Ev,v,_ = 0,(t # s). (25)

N
Obecnie wprowadzajac (24) do (19) otrzymujemy:

Lf — A—l/(l—a)YtI/(l —a)K(;a/(l—a)e—[m]/(l—0()]-te—[/z/(l—a)]-te(.f,—mv,)/(l—a). (26)

Po uporzadkowaniu zmiennych i przyjeciu upraszczajacych oznaczen w stosunku
do parametréw, powyzszg postaé zapiszemy nastepujaco:

LE=B-ehirt. YfZ cef, [,05,>0. 27

Zauwazmy, ze utrzymujac zalozenia sformutowane w (16.1) oraz (16.2) mozemy
uznaé, ze zmienna losowa:

8l=($,—01- vl)/(l—a’) (28)

charakteryzuje sie wartoScig oczekiwang réwna zero, stalg wariancjg i brakiem auto-
korelacji.
Zaktadajgc adaptacyjny charakter dostosowan zatrudnienia do oczekiwanego

poziomu zapotrzebowania na prace formutujemy nastepujgca funkcje dostosowan (por.:
[5] s. 33-34, [6] s. 460-461):

Ly=L, ~(LEIL, )" 7,0<y<1. (29)

Na podstawie powyzszego powiemy, ze jezeli oczekiwany poziom zapotrzebowania
na prace z danego okresu zréwna si¢ z naktadami pracy z okresu ubieglego, wowczas
poziom zatrudnienia nie ulegnie zmianie. Obecnie wprowadzajac (29) do (27) otrzy-
mujemy nastepujgcg posta¢ modelu dynamicznego:

Lt — Bl—y . L;/_l . e—ﬁl(l—y).t . Yfz(lf}’) . 661(1_7). (30)
Po przyjeciu upraszczajacych oznaczen, model (30) zapiszemy w nastepujgcy sposob:

L,=By-eb - L4 Y- el (3D

1
gdzie:
By=B'"7
a=7y70<ax<1
by==8(1-7)<0
by=p,(1-7)>0
u,=¢,(1-7).
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W przypadku postugiwania sie danymi kwartalnymi model zapotrzebowania na
prace powinien zawiera¢ funkcje f (v;) umozliwiajaca wyznaczenie efektow sezonowych
(kwartalnych), okreslajgcych wzgledne odchylenia sie poziomu zatrudnienia od poziomu
wyznaczonego przez czynniki ksztaltujace poziom zatrudnienia. W tych warunkach
model (31) przyjmie nastepujaca postaé:

L,=By-elv !+ L - Yhreelli) - et (32)

r—1 t

Zauwazmy, ze utrzymanie dotychczasowych zalozen dotyczacych sktadnikéw loso-
wych v;, & 1 & pozwala uznaé, ze zmienna losowa u; = ¢;(1 —y) charakteryzuje sie
nastepujacymi parametrami:

Eu, = O,Eu[2 = 0‘5 = const., E(u,~u,_)=0 (33)

Logarytmujac obustronnie (32) otrzymujemy:

InL, =by+bit+alnl, | +b,InY, +f(v,)+u (34)

B

Uznajgc, ze ¢ jest numerem kolejnego kwartatu, model (34) - zaktadajac op6znienie
roczne (czyli czterookresowe) — zapiszemy nastepujgco:

InL,_,=by—b,(t—4)+alnl,_s+byInY,_ +f(v,_y;)+u_y, (35)

i
Celem otrzymania modelu opisujacego zwigzki pomiedzy rocznymi stopami wzrostu
produktu krajowego a nakladéw pracy dokonajmy odjecia stronami od réwnania (34)
réwnanie (35). W wyniku tego dzialania ostatecznie otrzymujemy:
RL,=b,+a-RL, ,+b,RY,+w, (36)
gdzie:
a) roczna stopa wzrostu naktadéw pracy:
RL,=(InL,—InL,_)- 100% = [(L,—L,_)/L,_,] - 100% (37.1)
b) roczna stopa wzrostu produktu krajowego:
RY, = (InY,— In¥,_,)- 100% = [(Y,— Y,_,)/Y,_,]- 100% (37.2)
¢) roczny efekt postepu techniczno-organizacyjnego (efekt oszczednosci pracy:
b, = (e = 1)+ 100% = 4b, - 100% < 0 (37.3)
d) wlasciwosci sktadnika sezonowego:

J(vy) = f(vi—4;) = 0 = expf(v,)expf(v,_y ) =1 (J=1,2,3,4) (37.4)
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e) sktadnik losowy w modelu rocznej dynamiki naktadéw pracy:
w, = (u,—u,_y) 100%. (37.5)
Utrzymujac wczesniej przyjete zalozenia powiemy, ze:
Ew, = 0, Ew} = 0, = const, E(w, * ®,_)= 0. (38)

Jesli obecnie zatozymy, iz stopa wzrostu produktu krajowego z okresu ¢ ustali sie na
poziomie RY; i w kolejnych okresach nie zmieni wartosci, woéwczas w dostatecznie dtu-
gim okresie stopy wzrostu z danego i poprzedzajacego go okresu zréwnaja sie, osiagajac
stan réwnowagi RY?. W stanie granicznym model (36) przyjmie nastepujaca postac:

RLE=b,+a-RLE. +b,-RY, + 0w, (b, <0). (39)

Na podstawie (39) wyznaczy¢ mozemy funkcje granicznej stopy wzrostu zatrud-

nienia wedlug nastepujgcej formuty:

b+ by RY, +o; b, b, .o . OF
I—a DA T =B+ By RY, +Q,

1—a ™
(B <0).

E _
RL; = (40)

Powyzszy model wykorzysta¢ mozna do przeprowadzenia symulacji wielko$ci stopy
wzrostu zatrudnienia w zaleznos$ci od wysoko$ci utrwalonej rocznej stopy wzrostu pro-
duktu krajowego. Ponadto z (40) wynika, ze dlugookresowy efekt oddzialywania stopy pro-
duktu krajowego na graniczny poziom stopy wzrostu zatrudnienia wynosi odpowiednio:

ARL} b,
ARY; ~ 1-a

= B,. (41)

Na podstawie (41) powiemy, Ze jezeli PKB wzrosnie o 1 punkt procentowy i utrzyma
sie na nowym, ustalonym poziomie, wéwczas stopa wzrostu zatrudnienia ostatecznie
(w granicy) wzro$nie o B, punktu procentowego. Ponadto model (40) mozemy wyko-
rzysta¢ do udzielenia odpowiedzi na pytanie problemowe P.1. dotyczace granicznej
stopy wzrostu PKB (RY;'"™), przy ktérej stopa wzrostu zatrudnienia (RLf) bedzie
dodatnia. Jezeli pominiemy zaklécenie losowe, to z (40) wynika, ze:

by b, *i *1j —B, —b;
+125 -RYt“m:>RYt“m=B—2= b, >0 (bL<0.b,>0). (42)

Obecnie powiemy, ze aby stopa wzrostu zatrudnienia byta dodatnia, to utrwalony
poziom stopy wzrostu PKB powinien spelnia¢ nastepujacy warunek:

) -B -b
RY*] L L
p> B, b, - (43)
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W literaturze przedmiotu obok modelu zapisanego w (36) spotykamy sie z uprosz-
czong jego wersja w nastepujgcej postaci®:

RL,=b, + b, RY,+ ,. (44)

Poréwnujac obie wersje modelu stwierdzamy, ze:

- w przypadku modelu (36) zakladamy powolne dostosowywanie sie stopy wzrostu
zatrudnienia do stopy wzrostu produktu krajowego, gdyz jego podstawe wyznacza
model oczekiwanego poziomu zatrudnienia do popytu globalnego (19),

- w przypadku modelu (44) zaktadamy natychmiastowe dostosowywanie sie stopy
wzrostu zatrudnienia do stopy wzrostu produktu krajowego, gdyz jego podstawe wyzna-
cza model natychmiastowego dostosowania sie zatrudnienia do popytu globalnego (18).

Z kolei odpowiadajac na pytanie problemowe P2, dotyczace zalozeni upraszczajg-
cych tkwigcych u podstaw modelu (36) stwierdzamy, Ze poprawne wnioskowanie na
jego podstawie uwarunkowane jest spetnieniem zatozen w mysl, ktérych:

- kapitat rzeczowy (inwestycje netto) wzrasta wedtug statej stopy z doktadnoscia
do czynnika losowego,

- stopa odnawiania majatku produkcyjnego waha sie losowo wokot jej Sredniego
poziomu,

— czas pracy os6b zatrudnionych w gospodarce narodowej podlega jedynie waha-
niom losowym, nie wykazujac wyraznych tendencji zmian,

- udzial wynagrodzen z tytutu pracy w produkcie jest dlugookresowo staly,

- udzial wynagrodzen brutto inwestoréw (wynagrodzenia z tytulu udostepnienia
kapitatu plus amortyzacja) w produkcie jest dtugookresowo staty.

3. WYNIKI 0SZACOWAN MAKROEKONOMICZNEGO MODELU ZAPOTRZEBOWANIA NA PRACE

Do oszacowania parametréw strukturalnych dynamicznego, przyczynowo-skut-
kowego modelu zapotrzebowania na prace, wykorzystano dane kwartalne dotyczace
gospodarki polskiej, obejmujgce okres od I kwartatu 1995 r. do IV kwartalu 2008
roku’. Na ich podstawie obliczono wskazniki dynamiki wedlug zasad sformutowanych
w (11) i (12) a tym samym zgodnie z (37.1) i (37.2). Otrzymany w ten sposéb szereg
statystyczny stép wzrostu obejmowal 48 obserwacji z lat 1996-2008. Przeprowadzona
analiza danych statystycznych, zadecydowata o wstepnym podzieleniu analizowanego
okresu na dwa podokresy. Podokres pierwszy (IA) obejmowat lata 1996-2001, natomiast
podokres drugi (ITA) lata 2002-2008. Wyodrebniajac wstepnie wyrédznione podokresy
kierowano sie nastepujacymi przestankami:

6 Swoje badania dotyczace Polski i krajow OECD A.B. Czyzewski [3] prowadzit o model typu (44)
oraz o zmodyfikowana jego forme. Z kolei W. Seyfried [12] wykorzystal oba typy modeli, tzn. (36) i (44),
do analizy rozpatrywanego zwigzku w dziesieciu najwigkszych stanach USA. Ponadto, nawigzujac do prawa
Okuna, zmodyfikowal on model dynamiczny przez uzaleznienie tempa wzrostu zatrudnienia od wzrostu
luki produkcyjnej.

7 Dane statystyczne wykorzystane w niniejszym artykule zamieszczono w postaci dodatku do referatu
[10].
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- z danych rocznych [14] wynika, Zze w podokresie pierwszym (IA) $rednioroczna
dynamika wzrostu wartosci brutto srodkéw trwatych wynosita okoto 3,2%. Natomiast
w podokresie drugim (ITA) dynamika ta byta od niej nizsza i wynosita okoto 2,5%.
W tych warunkach, nie wyrézniajac podokreséw, zatozenia dotyczace dynamiki kapitatu
trwatego, sformulowane w (24) i (25) i tkwigce u podstaw modelu (36), nie bylyby
spelnione,

— w podokresie pierwszym (IA), jak wynika z danych rocznych [14], obserwowano
wyrazng tendencje spadku stopnia zuzycia Srodkéw trwatych z poziomu wynoszgcego
okoto 49,7% w 1996 r. do poziomu wynoszacego okoto 46,7%. W podokresie drugim
(ITA) stopien ten czeSciowo sie ustabilizowal, wahajac sie od okoto 45,5% do 46,7%.
W kontek$cie wyzej omawianej dynamiki sSrodkéw trwatych, wskazywatoby to na wyzsza
efektywno$¢ postepu techniczno-organizacyjnego w podokresie pierwszym,

-z badai BAEL [14] wynika, ze przeci¢tna tygodniowa liczba godzin pracy w roku,
wynoszaca w pierwszym podokresie (IA) okoto 40,9 godzin, zmniejszyla sie do okoto
39,9 godzin w drugim podokresie (ITA). Nieuwzglednienie tego faktu prowadzitoby do
niespelnienia zalozenia (17).

Modele dla wstepnie wyréznionych podokreséw szacowano stosujac metode
najmniejszych kwadratéw (MNK). Wyniki oszacowan modelu (36) dla obu podokre-
sOw przedstawiono ponizej. W nawiasach pod ocenami parametréw strukturalnych
zamieszczono wartosci statystyk z-Studenta. Jednocze$nie obok wspétczynnika deter-
minacji (R2), odchylenia standardowego reszt (Se) i warto$ci empirycznej statystyki
DW zamieszczono, z uwagi na dynamiczny charakter modelu, warto$¢ empiryczng
statystyki h Durbina wraz z podaniem w nawiasie kwadratowym wartosci [Prob.] tzw.
prawdopodobienstwa krytycznego. Warto$¢ ta wyznacza minimalny poziom istotnosci,
przy ktérym moze zostaé¢ odrzucona hipoteza zerowa zakladajaca brak autokorelacji
sktadnikéw losowych.

I. Dynamiczny model rocznej stopy zatrudnienia dla okresu: 1 kw. 1996 - 4 kw.
2001:

RLM = —1,5675 + 0.6729RL, | + 0.3287RY, (45.1)
(—2,293) (4,748) (2,273)

R2 = 0,8361, Se = 1,0592, DW = 1,9894, h = 0,03455 [Prob. 0,972]

II. Dynamiczny model rocznej stopy zatrudnienia dla okresu: I kw. 2002 — 4 kw.
2008:

RLIA = —0,9822 + 0,698RL, _, + 0,3062RY, (45.2)
(—2.644) (9,05) (3.579)

R2 = 0,902, Se = 0,6676, DW = 2,2577, h = -0,7469 [Prob. 0,455]

Wyniki oszacowan modeli dla obu podokreséw uzna¢ mozna wstepnie za zado-
walajace. Zauwazmy, ze w obu przypadkach nalezy wykluczy¢é wystapienie autoko-
relacji sktadnikéw zaklécajgcych modeli. Jednakze poglebiona analiza wskazata, ze
model (45.1) wykazywal w miare poprawne wlasciwosci prognostyczne do drugiego
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kwartalu 2004 r. W rezultacie biorgc pod uwage btedy prognoz eks post, zdecydowano
o zmianie podokreséw badawczych. Za czeSciowo satysfakcjonujace uznano nastepu-
jace oszacowania:

I. Dynamiczny model rocznej stopy zatrudnienia dla okresu: 1 kw. 1996 — 2 kw.
2004:

RL® = —1,443 + 0,632RL, | + 0,318RY, (46.1)
(-2,765)  (5,434) (2,871)

R2 = 0,8291, Se = 0,957, DW = 1,9495, h = 0,1948 [Prob. 0,846]

II. Dynamiczny model rocznej stopy zatrudnienia dla okresu: 3 kw. 2004 - 4 kw.
2008:

RLZ’B =-0,929 + 0,6255RL,_, + 0,3062RY, (46.2)
(=1,634)  (5075) (3.242)

R2 = 0,7638, Se = 0,661, DW = 2,1894, h = -0,4713 [Prob. 0,637]

Poréwnujgc modele (46.1) i (46.2) stwierdzamy, ze oceny parametréw przy zmien-
nej opéznionej (RL) oraz przy stopie wzrostu produktu (RY) nieznacznie réznig sie
miedzy sobg. Natomiast zasadnicza réznica wystepuje miedzy wyrazami wolnymi, co
w analizowanym przypadku ma istotne znaczenie interpretacyjne. Stwierdzone powyzej
fakty wyznaczaja dobra podstawe do przekonstruowania obu modeli w jeden model ze
zmienng zero-jedynkowa (x;9). W nowej wersji modelu zmienna ta przyjmuje wartosé
zero dla okresu od 1 kwartalu 1996 r. do 2 kwartatu 2004 r. oraz warto$¢ 1 dla okresu
od 3 kwartatu 2004 r. do 4 kwartalu 2008 r. Oszacowana postaé tak skonstruowanego
modelu przedstawia sie nastepujgco:

RALI =—1,477 + 0,645x,, + 0,627RL, _, + 0,325RY, (47)
(-3.895)  (52,16) (7,459) (4,135)

R2 = 0,8741, Se = 0,841, DW = 1,9879, h = 0,0538 [Prob. 0,957]

Model (47) uznaé mozna za satysfakcjonujacy zaré6wno w sensie statystycznym, jak
i w sensie ekonomicznym. Oceny parametréw strukturalnych modelu dla ostatecznie
wyodrebnionych podokreséw potwierdzajg koncepcje teoretyczng dotyczacy zwigzkéw
przyczynowo-skutkowych opisujacych zapotrzebowanie na prace. Rozpatrywany model
wskazuje na:

- dynamiczny charakter zwigzkéw miedzy produktem krajowym a zatrudnieniem,

- dodatni charakter zwigzkéw miedzy produktem krajowym a zatrudnieniem,

— wplyw postepu techniczno-organizacyjnego na obnizanie si¢ zapotrzebowania na
prace w warunkach stalosci produktu krajowego, co przejawia sie ujemng wartoscig
oceny wyrazu wolnego,

— obnizenie sie, w drugim podokresie w poréwnaniu z podokresem pierwszym
stopnia zapotrzebowania na prace w warunkach ustalonej stopy wzrostu PKB, czego
przejawem jest ocena przy zmiennej zero-jedynkowe;j.
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4. DYNAMIKA PRODUKTU KRAJOWEGO I POSTEP TECHNICZNY A DYNAMIKA ZATRUDNIENIA

Na podstawie modelu (47) okresli¢ mozemy efekty kréotkookresowego oddzialy-
wania dynamiki produktu krajowego na dynamike zatrudnienia. Powiemy, Zze wzrost
rocznej stopy wzrostu PKB (RY) w okresie ¢ o 1 punkt procentowy wywolywal w tym
samym okresie przecietny wzrost stopy wzrostu zatrudnienia (RL) o okoto 0,325 punktu
procentowego.

Jednocze$nie z tytulu zmian technologicznych, roczna stopa zatrudnienia
malata $redniorocznie o okoto 1,477 punktu procentowego w przypadku podokresu
I oraz o okolo 0,832 punktu procentowego w przypadku podokresu II, jako ze:
-1,477 + 0,645 = 0,832.

Wykorzystujac model (47), zgodnie z (40), uwzgledniajac jednocze$nie zmienng
zero-jedynkows, definiujemy model granicznej dynamiki wzrostu zatrudnienia. Model
ten przyjmie postac:

~p —1477+0645x, 0325 . \
RL, =701 "+ 120627 RYi =396+ 1,729x,,+ 0871 - RY;.  (48)

Na podstawie powyzszego powiemy, ze wzrost rocznej stopy wzrostu produktu kra-
jowego (RY) w danym kwartale o 1 punkt procentowy, przy jednoczesnym utrzymaniu
sie tego wzrostu na nowym poziomie, prowadzit do granicznego (ostatecznego) wzrostu
rocznej stopy wzrostu zatrudnienia (RL) o okoto 0,871 punktu procentowego.

Z (48) wynika, Ze oceny parametru By, przyjmujg nastepujace wartoSci:

— dla podokresu od 1 kwartatu 1996 r. do 2 kwartatu 2004 r.: B} =—3,96.

- dla podokresu od 3 kwartalu 2004 r. do 4 kwartalu 2008 r.:
BI'=-396+ 1,729 =-2231.

Oznacza to, ze w hipotetycznych warunkach zerowego wzrostu PKB, roczna stopa
wzrostu zatrudnienia na skutek postepu technicznego obnizata sie ostatecznie o okoto
3,96 punktu procentowego (przypadek I podokresu) oraz o okoto 2,231 punktu pro-
centowego (przypadek II podokresu).

Wykorzystujac (48), zgodnie z (43), dokonujemy ocen granicznych stép wzrostu
PKB dla obu wyréznionych podokresow:

I

“limf _ _PL _ 396

RY;ml = B, = 0871 = 4,55 (49.1)
. —BI' 2231

RYthmH = B = 0871 — 2,56. (492)

2

Na podstawie powyzszego powiemy, ze aby zatrudnienie wzrastato, to roczna
stopa wzrostu produktu krajowego (RY) powinna byla:

- utrwali¢ sie na poziomie przekraczajacym 4,55% w podokresie od 1 kwartatu
1996 r. do 2 kwartatu 2004 r.,

- utrwali¢ sie na poziomie przekraczajacym 2,56% w podokresie od 3 kwartatu
2004 r. do 4 kwartatu 2008 r.
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Czym nalezy wytlumaczy¢ obnizenie si¢ w drugim podokresie, w poréwnaniu
z podokresem pierwszym, granicznych stép wzrostu produktu krajowego? Po pierwsze,
jest to wynik wiekszej dynamiki wzrostu $rodkéw trwatych w pierwszym podokresie
w poréwnaniu z podokresem drugim. Po drugie, w pierwszym podokresie wystepo-
wala wigksza dynamika odnawiania sie Srodkéw trwalych anizeli w okresie drugim.
Wyrazem tego byl w miare ustabilizowany w okresie drugim nizszy poziom stopnia
zuzycia Srodkéw trwatych. Przy okazji warto zauwazyé, ze w pierwszym podokresie
gospodarka musiata nadrabiaé¢ olbrzymie zalegtosci technologiczne. W drugim z pod-
okres6w poziom odniesienia dla zmian technologicznych wzrést i efekty tych zmian,
wyrazajace sie m.in. oszczednoScig pracy, przestaly mie¢ charakter nadmiernie dyna-
miczny. Po trzecie, w okresie pierwszym przecietny czas pracy byl $rednio wyzszy
anizeli w podokresie drugim. Po czwarte, nie nalezy wykluczy¢ wplywu wstapienia
Polski do Unii Europejskiej, co jak nalezy sadzi¢ wigzato sie ze zmianami popytu
globalnego, a ponadto korzysSciami zatrudniania pracownikéw polskich (nizsze ptace
w Polsce w relacji do ptac w krajach Unii).

Powyzsza sytuacja wskazuje, ze pod wzgledem tempa wzrostu PKB, przy ktérym
nastepuje wzrost zatrudnienia, zblizyliSmy sie do ustabilizowanych gospodarek kra-
jow wysoko rozwinietych. Jak podaje A.B. Czyzewski [3] tego rodzaju tempo w kra-
jach EU-15 wynosito okolo 2,75%. Z kolei w przypadku miedzy innymi Danii tempo
to oceniono na poziomie 1,21%, Niemiec 2,50%, Francji 2,49% lub Szwecji 2,09%.
Nieco wyzsze tempo byto w Irlandii i Finlandii, a najwyzsze w Hiszpanii. Natomiast
w USA tempo to byto duzo nizsze, gdyz nie przekraczalo 1%. Tym miedzy innymi
nalezy ttumaczyé¢, ze w krajach wysoko rozwinietych, przy stosunkowo niskim tem-
pie wzrostu PKB, obserwowali$my ustabilizowany poziom stopy bezrobocia. Z kolei
w Polsce, aby stopa bezrobocia nie wzrastata to w latach 90. ubiegtego wieku, roczna
stopa produktu krajowego musiata utrzymywac sie w dluzszym okresie na poziomie
wynoszacym okoto 5%.

Politechnika Gdariska

LITERATURA

[1] Barro R.J., [1997], Makroekonomia, PWE, Warszawa.

[2] Burda M., Wyplosz Ch., [1995], Makroekonomia, Podrgcznik europejski, PWE, Warszawa.

[3] Czyzewski A.B., [2002], Wzrost gospodarczy a popyt na prace, Referat na XXII Konferencje Naukowg
NBP, Reformy strukturalne a polityka pieniezna, Falenty.

[4] Dornbusch R., Fischer S., Startz R., Atkins FJ., Sparks G.R., [2005], Macroeconomics, Seventh Canadian
Edition, McGraw-Hill Ryerson Limited, Toronto.

[5] Klein L.R., [1982], Wykiady 7z ekonometrii, PWE, Warszawa.

[6] Maddala G.S., [2001], Introduction to Econometrics, John Wiley & Sons LTD, New York.

[7] Hall R.E., Taylor J.B., [1995], Makrockonomia, Teoria, funkcjonowanie i polityka, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa.

[8] Ossowski J.Cz., [2004], Wybrane zagadnienia z makroekonomii, Pojecia, problemy, przyktady i zadania,
WSFiR, Sopot.

[9] Ossowski J.Cz., [2006], Zatrudnienie i bezrobocie a dynamika wzrostu gospodarczego, Prace Naukowe
Katedry Ekonomii i Zarzadzania Przedsi¢biorstwem, tom V, Politechnika Gdanska, Wydzial Zarzadzania
i Ekonomii, Gdansk, s. 7-18.



Zatrudnienie a wzrost gospodarczy w teorii i rzeczywistosci gospodarki polskiej 51

[10] Ossowski J.Cz., [2009], Mikro i makroekonomiczne podstawy zapotrzebowania na prace w teorii i rzeczy-
wistosci gospodarki polskiej, XIV Ogolnopolska Konferencja Naukowa nt ,Mikroekonometria w teorii
i praktyce”, Katedra Ekonometrii i Statystyki Uniwersytetu Szczecinskiego, Swinoujscie-Kopenhaga,
http://www.zie.pg.pl/~joss

[11] Romer D., [2000], Makroekonomia dla zaawansowanych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

[12] Seyfried W., [2005], Examing the Relationship between Employment and Economic Growth in Ten
Largest States, Southwestern Economic Review, Vol. 32, No. 1, p. 13-24.

[13] Poland Quarterly Statistics, GUS, Warszawa, lata: 1996-2009.

[14] Roczniki statystyczne GUS, Warszawa, lata: 1996-2008.

Praca wplyneta do redakcji w listopadzie 2009 r.

ZATRUDNIENIE A WZROST GOSPODARCZY W TEORII I W RZECZYWISTOSCI GOSPODARKI POLSKIEJ
Streszczenie

W czgsci teoretycznej artykulu w pierwszej kolejnosci przedstawiono makroekonomiczne podstawy
zapotrzebowania na prac¢ w warunkach postepu technicznego oraz zmian kapitalu rzeczowego. W nastep-
nej kolejnosci sformutowano zatozenia dla dynamicznego modelu opisujgcego zaleznosci pomiedzy stopami
wzrostu produktu krajowego i zatrudnienia. W cze$ci empirycznej artykulu rozwazano wybrane wersje
oszacowanego modelu opisujace gospodarke Polski. Do oszacowania parametréow strukturalnych modelu
wykorzystano dane kwartalne obejmujace okres od 1 kwartatu 1996 r. do 4 kwartatu 2008 r. W procesie
specyfikacji, estymacji i weryfikacji modelu brano pod uwage zatozenia, ktére byty formutowane dla rozwaza-
nego zwigzku przyczynowo-skutkowego. W rezultacie zastosowanej procedury specyfikacyjnej wyodrebniono
dwa podokresy, dla ktorych krotko i dtugookresowe efekty wplywu postepu technicznego na stope wzrostu
zatrudnienia wykazywaly réznice. Ponadto oszacowano graniczne stopy wzrostu PKB, przy ktérej stopa
wzrostu zatrudnienia stawala si¢ dodatnia. Stwierdzono, Ze graniczna stopa wzrostu PKB dla podokresu
od 1 kwartalu 1996 r. do 2 kwartalu 2004 r. wynosita 4,55%. Dla podokresu od 3 kwartalu 2004 r. do
4 kwartatu 2008 r. graniczna stopa wzrostu PKB byla mniejsza i wynosita 2,56%. Wielko$¢ ta jest zblizona
do poziomu charakteryzujacego wigkszo$¢ zachodnioeuropejskich krajow.

Slowa kluczowe: zatrudnienie, wzrost gospodarczy, popyt na prace, dynamika PKB, dynamika zatrud-
nienia, postep techniczny, funkcja produkcji

EMPLOYMENT AND ECONOMIC GROWTH IN THEORY AND IN REALITY
OF THE POLISH ECONOMY

Summary

In the beginning of the theoretical part of the paper the macroeconomic concepts of the demand
for labour in condition of technical progress and in process of changing the capital was presented. Then
some assumptions for dynamic model describing the relationship between the rates of employment growth
and the rates of GDP growth were formulated. In the empirical part of the paper same selected estimated
versions of the considered model for Polish economy were presented. In the process of estimation the
quarterly statistical data from 1996 q. 1 to 2008 gq. 4 were applied. During the specification, estimation
and verification processes were taking into account assumptions which were formulated for considering
cause-effect relationship. As a result of this specification procedure two periods of time were separated.
For them the short and long run effects of influence the technical progress into the employment rate of
growth were not similar. Moreover, the limited GDP rates of growth for which the employment rate of
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growth was positive had been estimated. Limited rate for the period from 1996 q. 1 to 2004 q.2 was equal
to 4.55%. For the period from 2004 q.3 to 2008 q.4 this limited GDP rate of growth was smaller, equal
to 2.56%. The last result is similar to the level of this type of parameter which characterized majority of

West European countries.

Key words: employment, economic growth, labor demand, GDP dynamic, employment dynamic,
technical progress, function of production
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EWA DRABIK

ASYMPTOTYCZNIE EFEKTYWNA STRATEGIA ODRZUCANIA GIER
OBARCZONYCH ZBYT DUZYM RYZYKIEM

1. WSTEP

W niektérych grach bilans ryzyka, strat i zagrozen przewyzsza wszelkiego rodzaju
korzysci, ktére gracz moze czerpac z gry. W takiej sytuacji gracz powinien raczej zrezyg-
nowac z uczestnictwa w rozgrywkach, oczywiscie jesli nie jest hazardzista. Hazardzista
jest to bowiem specyficzny rodzaj gracza, ktory na ogét nie zachowuje sie racjonalnie
i raczej nie ma awersji do ryzyka.

Inaczej sprawa wyglada w przypadku racjonalnie zachowujacych si¢ uczestnikéw
rynku, ktérzy w wielu réznych sytuacjach ekonomicznych utozsamiani sg z graczami.
Przykladem moze by¢ uczestnictwo w grach o ,charakterze spotecznym”, a z tymi
bardzo czesto mamy do czynienia wspoétdziatajac z grupa jednostek majacych wspélne
cele, np. w zakladzie pracy. W tym przypadku gra sie moze toczy¢ o zasoby, o strukture
formalng i miejsca poszczegélnych graczy w owej strukturze. Jezeli nie uczestniczy
sie w grze, Swiadomie lub nie, to mozna wypas¢ z tej struktury. Podobnie jak w przy-
padku wielu innych struktur rynkowych, ktérych istnienie uzaleznione jest gléwnie od
zachowan uczestnikéw tychze struktur.

Zwyczajowo przyjmuje si¢, ze racjonalnie dzialajacy gracz ma awersje do ryzyka.
Awersja do ryzyka jest koncepcja znang od dawna, na przyktad z ekonomii, teorii gier,
finanséw i psychologii i dotyczy ona zachowan konsumentéw, graczy oraz inwestoréw
dzialajacych w warunkach niepewnosci. Stopien awersji do ryzyka mozna wyrazic¢
liczbowo. Najbardziej znane miary awersji do ryzyka zostaly wprowadzone przez Johna
W. Pratta (1964) oraz Kennetha Arrowa (1965). Awersja do ryzyka jest jedng z waz-
niejszych charakterystyk zjawisk ekonomicznych, ktére byly dyskutowane w ostatnich
latach. Bardzo wazny jest problem uczestnictwa w przedsiewzieciach, inwestycjach
lub grach, w tym rynkowych, ktére charakteryzujg si¢ duzym ryzykiem. Z punktu
widzenia gracza (np. uczestnika rynku) niezwykle istotne jest ustalenie maksymalnej
straty oraz minimalnego zysku, przy ktérych warto uczestniczy¢é w grze. Problemami
tymi w ostatnich latach zajmowalo sie wieku autoréw [9], [10], [13].

Problem awersji do ryzyka zostal poruszony, a nastepnie rozwiniety przy okazji
omawiania teorii perspektywy (prospect theory) przez Daniela Kahnemana i Amosa
Tversky'ego (1979). Teoria ta stwierdza, m.in., ze gospodarka to nie tylko prawidto-
wosci, ale réwniez ludzie, ktérzy nie zawsze zachowujg sie racjonalnie. Pokazali oni
réwniez, ze uczestnicy rynku inaczej odbierajg strate, a inaczej taki sam co do wartosci
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bezwzglednej zysk. Innymi slowy, poczucie straty bywa bardziej bolesne niz rado$é
z takiego samego co do wartoSci bezwzglednej zysku. W 1991 r. Kahneman i Tversky
ustalili i przebadali empirycznie, ze najbardziej pozgdanym stosunkiem straty do zysku
jest 1:2 (loss — aversion to gain - attraction) [13]. Wielu autoréw, takich jak Rabin,
Thaler (2001), Segal, Spivak (1990), Epstein (1992) prowadzilo rozwazania dotyczace
uczestnictwa w grach o zr6znicowanych stawkach, a takze rozwazato stosunek do ryzyka
uczestnikow takich gier w réznych kontekstach, przy réznych funkcjach uzytecznosci.
W 2000 r. Matthew Rabin sformutowatl jedno z wazniejszych twierdzen odnoszgce
sie do graczy z awersjg do ryzyka, ktorzy maksymalizujg swojg funkcje uzytecznosci,
tzw. calibration theorem [10]. W uproszczeniu méwi ono, ze przy ustalonym poziomie
zamozno$ci mozliwe jest ustalenie zysku i straty, przy ktérych gracz powinien zrezyg-
nowaé z gry. Ponadto gre nalezy odrzuci¢ réwniez wowczas, gdy zysk jest mniejszy
od zatozonego (wyliczonego), za$ strata wieksza od zalozonej.

Problem odrzucania tzw. zlych gier byt réwniez przedmiotem rozwazan Ignacio
Palacios — Huerty oraz Roberta Serrano [9]. Zaprezentowali oni pewne cechy bez-
piecznych gier. Sformutowali przy tym bardzo istotne twierdzenie pozwalajace ustali¢
graniczng warto$¢ zysku i straty, przy ktérych gra moze by¢ uznana za ,bezpieczng”
— zostanie ono sformutowane w dalszej czesci pracy. Robert Aumann oraz wspomniany
Serrano (2007) w oparciu o miary awersji do ryzyka Arrowa — Pratta zdefiniowali
tzw. Indeksy riskiness, ktérych wtasnosci scharakteryzowali, m.in., przy uzyciu aksjo-
matow.

Rozwazania prowadzone byly wylagcznie w odniesieniu do gier jednoetapowych.
Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie strategii wyznaczajacej graniczne zyski
i straty w grach rozgrywanych wielokrotnie, a konkretnie wieloetapowych. W tym
celu zostata zaadoptowana asymptotycznie efektywna strategia, ktéra po raz pierwszy
zostala wykorzystana do rozwigzania problemu jednorekiego bandyty (one — armed
bandit problem) przez T.L. Lai i Herberta Robbinsa [5].

Praca zostala zorganizowana w nast¢pujacy sposéb. W punkcie drugim przedsta-
wiono elementy teorii zwigzanej ze zréznicowanym stosunkiem do ryzyka uczestnikéw
rynku, a takze zaprezentowano twierdzenie Palacios — Huerty oraz Serrano z 2006
roku dotyczace wyznaczania granicznych wartosci zysku i straty, przy ktérych nalezy
zrezygnowaé z uczestnictwa w grze rozgrywanej tylko jeden raz. W punkcie trzecim
przedstawiono strategie dotyczaca obliczania granicznych warto$ci zysku i straty, przy
ktérych nalezy odrzucié¢ gre wieloetapowa w konkretnej z faz.

2. PODSTAWOWE INFORMACJE ZWIAZANE ZE ZROZNICOWANYM STOSUNKIEM
DO RYZYKA UCZESTNIKOW RYNKU

2.1. ELEMENTY TEORII OCZEKIWANEJ UZYTECZNOSCI

Wiele waznych zagadnien zwigzanych z podejmowaniem decyzji w warunkach
niepewnos$ci zawiera element ryzyka. Przez wiele lat obowigzywalo w ekonomii zato-
Zenie, ze uczestnicy rynku maja awersje do ryzyka, a decyzje przez nich podejmowane
sa racjonalne. Awersja do ryzyka jest zalozeniem znanym nie tylko z ekonomii, ale
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réwniez teorii gier, finanséw, psychologii. Méwigc o awersji do ryzyka warto wspo-
mnieé¢ o teorii oczekiwanej uzyteczno$ci oraz innych pojeciach zwigzanych z tym
zagadnieniem.

Oczekiwang uzyteczno$¢ w sensie von Neumana — Morgensterna mozna zapisa¢
w postaci

V= zx:p(x)u(x) (1)

gdzie:

u: X = R jest elementarng funkcja uzyteczno$ci w sensie Bernoulliego,
p — prawdopodobiefistwem zajScia okre§lonego zdarzenia,

X — jest zbiorem zdarzen.

Prostym przyktadem, ktérym mozna postuzyé sie podczas omawiania kolejnych
pojeé jest loteria (simple lottery). Prawdopodobienstwo p; reprezentuje w tym przypadku
prawdopodobienistwo zaj$cia zdarzenia i, za$ n-tka L = (py, ..., p,), pi = 0 okresla lo-

teri¢ przy czym i = 1, ..., n oraz Z p; = 1. Loteri¢ mozna réwniez zilustrowa¢ w postaci
i

geometrycznej jako punkt n wymiarowego simpleksu
A ={pe[0,1]"p, +...+p,=1}.

Niech F,(x) = P{z < x} bedzie dystrybuantg odpowiadajaca zmiennej losowej z.
Gracz dokonuje wyboru zgodnie z nastepujacg wskazéwka

F, jest bardziej preferowana niz Fy, tj. F; > F, wtedy, i tylko wtedy, gdy

V(F,) = V(F), gdzie V(FZ)=fu(x)sz(x) lub réwnowaznie V(FZ)ZZp(x)u(x);

(analogicznie okresla sig V(Fy)).

W dalszym ciggu zaktada sig, ze zmienna losowa z przyjmuje dwie warto$ci z; lub
2. Niech p oznacza prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia z;, za$ (1 — p) prawdopodo-
biefistwo zaj$cia zdarzenia z;. Przez u w dalszym ciggu oznaczana bedzie elementarna
funkcja uzytecznosci, ktérej oczekiwang warto$¢ mozna okresli¢ nastepujaco

E(u) = pu(z))+ (1 — p)u(z,).

Dochéd z loterii zwany réowniez ekwiwalentem pewnos$ci (certainty equivalent)
oznacza sie jako C (z); V(C (z)) = E (u). Z kolei [ (z) = E (z) - C (z) jest premia za ryzyko.
Premia ta okresla dochdd, ktéry moze uzyskac¢ gracz podejmujacy ryzyko.

Przyjmuje si¢, ze gracz wykazuje:

- awersje do ryzyka (risk aversion) jezeli C(z) < E (z) dla kazdego z € M,

— jest neutralny wobec ryzyka (risk neutral) jezeli C(z) = E (z) dla kazdego z € M,

- nie ma awersji do ryzyka (kocha ryzyko - risk — loving) C(z) > E (z) dla kaz-
dego z € M, gdzie M jest zbiorem zmiennych losowych odpowiadajacych badanemu
zjawisku.
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Stuszne jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Niech u : R = R bedzie monotonicznie rosngca elementarng funkcjg
uzyteczno$ci (Bernoulliego) reprezentujaca relacje preferencji =, na zbiorze M, ktéra
jest funkcjg monotonicznie rosnacg. Wowczas

(i) u jest wklesta wtedy, i tylko wtedy, gdy relacja preferencji =; zwigzana jest
z awersje do ryzyka,

(ii) u jest wypukla wtedy, i tylko wtedy, gdy relacja preferencji =; zwigzana jest
z brakiem awersji do ryzyka,

(iii) u jest liniowa wtedy, i tylko wtedy, gdy relacja preferencji =; zwigzana jest
z neutralnym stosunkiem do ryzyka.

Wiadomo réwniez, ze wraz ze zmiang zamozno$ci w gracz, ktérego uzytecznosé
wynosi u wykazuje

- malejaca bezwzgledng awersje do ryzyka (decreasing absolute risk aversion —
DARA) i ma to miejsce woéwczas, gdy

[Tw, u) > [[(w + a, u) dla kazdego a > 0,
- rosngcg absolutng awersje do ryzyka (increasing absolute risk aversion — IARA):
[Tw, u) < [Jw + a, u) dla kazdego a > 0,
- stalg absolutng awersje do ryzyka (constant absolute risk aversion — CARA):
[Tw, u) < [[w + a, u) dla kazdego a > 0,
gdzie J](.) jest opisang wcze$niej awersjg do ryzyka.

Najbardziej znane miary awersji do ryzyka zostaly wprowadzone w latach 60.
przez Arrowa i Pratta.

2.2. MIARY AWERSJI DO RYZYKA
Niech w oznacza zamozno$¢ (np. bogactwo, dochdd, stope zwrotu).

Definicja 1. Wsp6tczynnik Arrowa — Pratta bezwzglednej awersji do ryzyka (absolute
risk aversion — ARA) wzgledem bogactwa w okresla sie nastepujaco

rA(W’u>:_% ()

gdzie u - jest podwdjnie rézniczkowalng elementarng funkcjg uzytecznosci.
Wspétezynnik wzglednej awersji do ryzyka (relative risk aversion — RRA) okresla
sie w nastepujacy sposéb

ro(wau)=w-r,(wu). (3)
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Bezwzgledna awersja do ryzyka jest miarg reakcji gracza na niepewno$¢ zwigzang
z bezwzglednymi zmianami zamozno$ci. Wzgledna awersja do ryzyka wyraza stosunek
gracza wzgledem ,niepewnos$ci”! zwigzanej ze wzglednymi (procentowymi) zmianami
poziomu jego zamozno$ci. Gracz z malejaca awersjg do ryzyka wraz ze wzrostem
zamozno$ci bedzie przeznaczal coraz wieksza kwote na ryzykowng gre. Gracze mogg
mieé¢ réwniez zréznicowany stopieni awersji do ryzyka.

Niech u1(.), uz(.) beda dwiema elementarnymi funkcjami uzytecznosci. Stuszne
jest nastepujgce twierdzenie, ktére stwierdza, m.in., ze warunki (i)-(iv) sg réwno-
wazne [7].

Twierdzenie 2. Gracz, ktérego uzyteczno$¢ wynosi uq(.) ma wiekszg awersje do
ryzyka niz gracz, ktérego uzyteczno$¢ wynosi u> (.) jesli spelniony jest jeden z naste-
pujacych warunkéw.

(@) ry(w.uy)>ry(w,u,) dla kazdego poziomu zamoznosci w,

(ii) istnieje taka wklesta funkcja W (.), ze up (w) = W (uq (w)) dla kazdego w (u (.)
jest bardziej wklesta” niz u; (),

(iii) C(Z,u,) = C(Z,u,) dla pewnej zmiennej losowej z € M.

@iv) [Tw, uz) = [[(w, uy) dla pewnego w,
gdzie C(.) jest ekwiwalentem pewnosci, [](.) premig za ryzyko.

Gracz wykazuje bezwzgledng awersje do ryzyka jesli r4 (w, u) jest malejaca funkcjg
dla okreslonej postaci u (.). Dobor u (.) jest zatem bardzo waznym problemem mery-
torycznym omawianej teorii. W tabeli 1 zostaly zaprezentowane przyktadowe funkcje
uzytecznos$ci i ich klasyfikacja pod wzgledem zmian bezwzglednej i wzglednej awersji
do ryzyka.

Tabela 1

Przykladowe funkcje uzytecznosci i ich klasyfikacja pod wzgl¢dem zmian bezwzglednej
i wzglednej awersji do ryzyka

Funkcja uzytecznosci Bezwzgledna awersja do ryzyka Wzgledna awersja do ryzyka
uw) = Inw malejgca stala
u(w)y=(w+C) 7c>0,7 € (0,1) malejaca rosngca
uw)=—e""y>0 stata rosngca
u(w)y=—e-2" 7 malejaca malejgca

Zrédlo: za praca [8].

I Niektérzy autorzy zalecaja, aby pojecie niepewnosci wyraznie odrézni¢ od pojecia ryzyka. Kahneman
i Tversky w stworzonej przez siebie teorii perspektywy stwierdzili, ze istotnym elementem zachowan uczest-
nikéw rynku jest asymetria zwigzana ze sposobem podejmowania tych decyzji, w wyniku ktérych mozna
spodziewad sie strat oraz tych, ktére mogg przynie$¢ zyski. Ponadto gracze sa sklonni wybraé ryzyko, bez
wzgledu na okoliczno$ci, jesli uwazajg swoje postgpowanie za wlasciwe. W zwiazku z tym autorzy twierdza,
ze gracze majg raczej awersje do strat niz do ryzyka.
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Nalezy podkresli¢, ze zaprezentowane w tabeli 1 funkcje uzytecznos$ci charakte-
ryzuja inwestora wykazujacego awersje do ryzyka. Inni autorzy, np. Rabin [10] zapre-
zentowali inne funkcje uzytecznosci, takie jak na przyktad

1=y

a takze

u(w) = 1= () dlaw @ (19,20)

1 1 1

u(w) = 1—(7)19+[<7>19 _(7)20](W_ 19)2 dlaw € [19,20].

Problem doboru u (.) jest szeroko dyskutowany, gdyz przyjmuje sie, ze nie kazdy
gracz z takg samg sitg unika ryzyka. Podczas rozwazan dotyczacych réznych zagad-
nien stosowane sg inne funkcje uzytecznosci, tzn. o réznych postaciach analitycznych
i r6znych wilasnosciach wynikajgcych ze znakéw pierwszej i drugiej pochodnej [9],
[10], [13]. Generalnie jednak stwierdzono, ze podstawowe charakterystyki tejze funkcji,
przy zalozeniu, ze gracze maksymalizujg swoja oczekiwang uzyteczno$é, sg ,stabo”
wrazliwe na rodzaj indywidualnej sktonnosci do ryzyka reprezentowanej przy pomocy
bezwzglednej i wzglednej awersji do ryzyka.

Oproécz wymienionych miar Arrowa — Pratta istniejg inne metody pomiaru awersji
do ryzyka. W 1981 r. Ross wprowadzit pojecie silnej miary awersji do ryzyka (stronger
risk — aversion measurement). Idea konstrukcji wspomnianej miary jest nastepujaca.

Niech u i v bedg elementarnymi funkcjami uzytecznosci. Przyjmuje sie, ze u odpo-
wiada silniejszej awersji do ryzyka niz v jesli istnieje A > 0 takie, ze dla kazdych dwéch
pozioméw zamozno$ci w i wq zachodzi

w(w) L w(m)

w4 E Ty ©

Jezeli w = wy to mamy do czynienia z miarami Arrowa — Pratta. Tak wiec silna
awersja do ryzyka (SRAM) implikuje awersje do ryzyka w sensie Arrowa - Pratta.
Odwrotna implikacja nie zachodzi. Ross sformutowal réwniez ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3. Niech u i v beda podwdjnie rézniczkowalnymi elementarnymi
funkcjami uzyteczno$ci. Nastepujace warunki sg rownowazne.

w(w) ()

(1) 7 (w) vi(wy) dla kazdych dwéch pozioméw zamoznosci w i wy.

(i) istnieje A > 0 oraz taka malejaca, wklesta funkcja G: R - R (G' < 0 oraz G" < 0),
ze v(w) = Au(w)+ G(w) dla kazdego poziomu zamoznosci w € R.

@ [Tw, u) = [](w, v) dla kazdego poziomu zamoznos$ci w € R.
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2.3. ,BEZPIECZNE” GRY

We wstepie zostalo wspomniane, ze w trakcie rozwazan dotyczacych zachowan
graczy, inwestoréw, konsumentéw czy tez innych uczestnikéw rynku, w sposéb natu-
ralny nasunal sie problem ich uczestnictwa w zbyt ryzykownych przedsiewzieciach.
Gracze nie sg sktonni do uczestnictwa w grach przynoszacych zbyt male zyski lub
zbyt duze straty. W 1991 r. Kahneman i Tversky stwierdzili, ze zamiast o awersji do
ryzyka nalezy raczej méwié¢ o awersji do strat (loss aversion) [13]. W 2006 r. Palocious
— Huerta oraz Serrano zaproponowali i udowodnili twierdzenie pozwalajace za pomoca
obliczen ustali¢ graniczng warto$¢ straty do zysku, przy ktérych gre mozna uznaé za
bezpieczng i w niej uczestniczyé [9].

Niech U oznacza zysk, u strate. Gracz odrzuca gre jesli przegrana jest wieksza
od u, za$§ wygrana mniejsza od U.

Twierdzenie 4. Niech u bedzie rosngcg elementarng funkcjg uzytecznosci odpo-
wiadajaca awersji do ryzyka. Niech I bedzie przedzialem okreslonym na zbiorze liczb
rzeczywistych. Dla kazdego poziomu zamoznosci w € I

%u(w+U)+%u(w—u)< u(w) “4)

oraz istnieje takie a* > 0, ze wsp6lczynnik bezwzglednej awersji do ryzyka r4 (w, u) jest
wiekszy niz a* dla kazdego w € I. Najwieksze takie a* jest rozwigzaniem réwnania

fla)=e%+e "V —-2=0. (5)

Nie sposéb przeceni¢ warto$ci merytorycznej twierdzenia 3. Nalezy jednak zazna-
czyé, ze dotyczy ono wylacznie gier rozgrywanych tylko jeden raz. W kolejnym rozdziale
zostanie zaproponowana metoda, ktéra pozwoli wyznaczy¢ graniczne warto$ci U i u
w grach wieloetapowych (rozgrywanych wielokrotnie).

3. ASYMPTOTYCZNIE EFEKTYWNA REGULA ALOKACIJI

Zalézmy, ze gracze uczestniczacy w okreslonej grze maja awersje do ryzyka.
Z punktu widzenia teorii perspektywy stworzonej przez Kahnemana i Tversky'ego,
opartej na najnowszych osiaggnieciach psychologii poznawczej wiadomo, ze gracze
o wiele bolesniej odczuwajg strate niz czerpig zadowolenie z takiego samego co do
wartosci bezwzglednej zysku. W zwigzku z tym waznym problemem staje sie ustale-
nie warto$ci granicznych zyskow i strat, ktore satysfakcjonowalyby uczestnikéw gier
rozgrywanych wielokrotnie.

W celu rozwigzania tego problemu celowa wydaje sie konstrukcja takiej strategii
uczestnictwa w grze, ktéra nie przynosi zbyt duzych strat i nie daje zbyt matych zyskow.
W tym celu zostanie zaadoptowana asymptotycznie efektywna strategia stworzona
w latach 80. XX wieku przez Lai i Robbinsa, ktéra zostala wykorzystana do rozwia-
zania jedno- i wielorekich bandytéw [5]. W niniejszej pracy zostanie wykorzystana do
gier rozgrywanych wielokrotnie.
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Literatura dotyczaca probleméw jedno- i wielorekich bandytéw jest obszerna
(zobacz np. bibliografie w pracy [5]). Nazwa jednoreki bandyta pochodzi od nazwy
automatu do gry (slot machine), wyposazonego najczeSciej w trzy bebny do gry ozdo-
bione kolorowymi obrazkami oraz dzwignie lub przycisk. Po wrzuceniu pewnej kwoty
i uruchomieniu dzwigni lub naci$nieciu przycisku umieszczone na bebnach symbole
,2ustawiajg si¢” w réznych ukladach, co daje okreslong ,wygrang”. Problemem tym
zainteresowali sie takze naukowcy, ktérzy wykorzystali znane metody statystyczne do
opisu réznych wariantéw tej gry (w uproszczeniu rzecz ujmujgc), po czym rozwazania
swoje ,przeniesli na grunt” teorii sterowania, biologii a takze ekonomii. ,Zaadoptowany”
przez badaczy problem decyzyjny generalnie polega na tym, Ze na podstawie obserwacji
wynikéw gry, gracz podejmuje decyzje, czy w konkretnej fazie bedzie gral czy tez nie,
za$ jego celem jest maksymalizacja catkowitej (lub Sredniej) wygrane;j.

W dalszym ciaggu zaktada sie, ze w; (i = 1, 2 ...) oznacza odpowiednig strate lub
zysk w fazie i dowolnej gry rozgrywanej wielokrotnie (niekoniecznie jednorekiego
bandyty). Niech f (w, 6;) bedzie funkcjg gestosci dla w odpowiadajacg pewnej mierze
probabilistycznej v, gdzie funkcja f(.,.) jest znana, za$ 0; s nieznanymi parametrami
nalezacymi do przestrzeni nieznanych parametréw 0. Zaklada sie réwniez, ze spel-
niony jest warunek

/\ w|f(w,0)dv(w) < o dla kazdego 6 € ©.

W trakcie gry sekwencyjnie zbierane sg informacje dotyczace przeszlych zyskéw
i strat wy, wy ... Innymi stowy, zbierane sg dane historyczne, na podstawie ktérych
podejmowane sg decyzje dotyczace uczestnictwa w kolejnej fazie gry. Regule gry ¢
mozna traktowaé jako ciag zmiennych losowych @1, @3, ..., przy czym ¢, = 0, kiedy
gracz rezygnuje z gry, ¢; = 1, kiedy gracz decyduje sie na kontynuacje gry, W kazdej
z faz obliczane sg statystyki u;, U; odpowiadajace ,$rednim” zyskom i stratom. Wtasnosci
tych statystyk zostaly zaprezentowane w pracy [5].

Niech S,, = wy + ... + w,,. Celem gracza jest osiagniecie najwiekszej z mozliwych
oczekiwanej wartoSci sumy wygranych S,, przy n - «. Niech

+ 00

#(6) [ wf(w:6)dv(w) 6)
bedzie oczekiwang wyplata w grze. Oczekiwang sume wyplat S,, w grze do fazy n
mozna zapisa¢ nastepujaco

ES, = 2 ;E(Wi]{(p,-:j}\sl'”): -gﬂ(g)T”(j) ®
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gdzie
n

T,(j)= 21 o=} (j=0,1) jest liczbg momentéw, podczas ktérych gracz prowadzit
i=1

gre do fazy n (jeslij = 1) lub tez liczbg momentéw, podczas ktérych gracz zrezygnowat
z gry do fazy n (jeSlij = 0),
I, jest indykatorem zdarzenia.

Zdarzenie {p, =j} nalezy do o- ciala J,_| generowanego przez poprzednie war-
todci @1, W2, ..., Op_i, Wy_i-
Problem maksymalizacji ES,, jest rownowazny minimalizacji nastepujacego kosztu

gry
R,(0)=mnu"—ES,= 2, (1" —u(0;)ET,()) ®)

Ju(0;)<u”
gdzie
u= max{/,e(ﬁo), /,1(01)} = u(6")dla 6* € {0,,0,}.

Pomocniczo wprowadza sie tzw. liczbe Kulbacka — Leiblera I (0, 1), ktéra okresla
sie za pomocg formuty

i (:: ﬁ; - f(w; 0)dv(w) ©

1(0,4) = fmlogf(

przy czym 0 <I(0,1) < o, jezeli u (1) > u (6).
Lai — Robbins pokazali, ze koszt wyrazony za pomocg formuly (8) mozna przed-
stawi¢ jako ([5], Twierdzenie 1, str. 7)

R, (0) = { D (,a* —ﬂ(ﬁj))/l(ﬁj, H*)}logn przy n — 0, (10)
jiue(

0;)<1”

Autorzy pracy [3] pokazali rowniez, ze R,,(0) przy n - « zbiega do asymptoty (jest
zbiezny asymptotycznie). Skonstruowali réwniez regule gry ¢ minimalizujaca R, (6),
ktéra nastepnie nazwali asymptotycznie efektywng reguta alokacji (asymptotically effi-
cient allocation rule). Zostanie ona zaprezentowana ponizej w odniesieniu do zyskéw
i strat w dowolnej grze. Wczesniej jednak oméwione zostang wlasnosci, ktére powinny
spetnia¢ statystyki pomocnicze u,,, U, , ktére wykorzystywane sg przy konstrukcji strate-
gii ¢. Podany bedzie takze przyklad, ktory zilustruje jaka posta¢ przyjmuja te statystyki
oraz liczba Kulbacka — Leiblera dla konkretnego rozktadu f (.;.), np. normalnego.

Niech wy, w», ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie o funkcji gestosci f (w; 0) z odpowiadajaca miarg probabilistyczng v, gdzie 6 € ©
oznacza nieznany parametr. Gorng granice przedzialu ufnosci dla nieznanej $redniej
u (0) mozna zdefiniowaé za pomocg funkcji g, ;R =R n =1, 2, ..;t =1, ..., n),
ktéra to funkcja dla kazdego 6 € © spetnia nastepujace warunki.
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(W1) Py {r =g, (w,....w)dlawszystkichr < n} = 1 — o(n~') dla kazdego r < u (0),
gdzie o (n-1) jest pewng malg wartoscig zalezng od 1/n przy n - o.

(W2) lim0<lim sup D, P, {gm(wl,...,wt) > u(d)— s}/logn) < 1/1(0, 1)

n—eo =
jezeli w (1) > u (6).
(W3) g,ir jest funkcja niemalejacg gdy n = ¢ dla kazdego t = 1, 2, ...

Dodatkowo definiuje sie estymator punktowy h;(wq, ..., w,) dla Sredniej u (6),
hy: Rt > R. Spelnia on warunki

(W4) h; < g,,; dla kazdego 6 € O.

(W5) P, {m;dx‘h[(wl,...,w[)—/,z(ﬁ)‘> s} = o(n") dla kazdego ¢ > 0.
Mozna zauwazyé, ze warunek W5 jest spelniony dla s$redniej, tj. dla

By (Wis oo W) = (Wi + ot w))/t, gdy Egw? < oo(i=1,...,1).

Przyklad. Przyjmijmy, ze w; (i = 1, 2, ...) bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadzie normalnym i znanej wariancji 02 > 0 oraz nieznanej wartosci oczekiwa-
nej Ew; = 0, u(@) = 6, 6 = (-, »), v — jest miarg Lesbegu’e. Funkcja gestoSci jest
postaci

=0y

~1/2
fn6) = (252) Pexp] -
Z prostych obliczenn wynika, ze liczba Kulbacka — Leiblera przyjmuje postaé

1(6,2) = %

Po podstawieniu I (6, 1) do wzoru (10) i dokonaniu odpowiednich przeksztatcen
otrzymujemy réwno$c

lim n~'ES, = u*.
n— co

A zatem $rednia wyplata na jednostke czasu moze by¢ rowna oczekiwanej wyptacie
w dowolnej z faz gry. Estymator punktowy h;(wy, ..., w;) odpowiada $redniej

ht(wl, ...,w[) = (w1 T wt)/t =w,.



Asymptotycznie efektywna strategia odrzucania gier.. 63

Z kolei gbérng granice przedziatu ufnosci dla $redniej mozna wyrazi¢ za pomoca
formuty

Gt (Wpseens ) =W, + 0‘(2am)”2 dlan >t

gdzie o jest odchyleniem standardowym,

ag m=1,2,...;t =1, .. n) jest dodatnig stalg taka, ze dla kazdego ¢, a,; jest nie-
malejgca dla n = ¢

oraz istnieje ¢ = 0 takie, ze spelniona jest nier6wnosé

es(logn)“2

1
L L 172 dla kazdego t < n.

nt t

a

Analiza dotyczgca innych rozktadéw funkcji f (.,.) zostata zaprezentowana w pracy [3].

W dalszym ciagu niech wy, ..., wr, () oznacza sukcesywne obserwacje zyskow i strat
do fazy n. Nalezy zauwazyé, ze w przypadku rozwazan prowadzonych w niniejszej
pracy, T,,(0) + T,,(1) = n, przy czym T,,(0) oznacza liczbe chwil do fazy n, podczas
ktérych gracz zgodnie ze strategig nie uczestniczyt w grze, za$ T, (1) oznacza liczbe
chwil do fazy n, podczas ktérych gracz prowadzit gre.

Wspomniane wczesniej statystyki pomocnicze to

1, (J) = b () (W oo W, ()
Up(J) = by (Wit Wr ()

Strategia gry ¢ jest nastepujaca.

1) Przez dwie pierwsze fazy gry gracz prowadzi gre i zbiera informacje o wygra-
nych lub stratach wy, wy.

2) W fazie (n + 1) (n = 2) gracz podejmuje decyzje dotyczacg dalszej gry: ¢,,+1 = 1
decyduje si¢ na gre, ¢,,+1 = 0 rezygnuje z gry.

a) jezeli u, < U, to ¢,+1 = 1,

b) jezeli u,, > U, to 9,41 = 0.

Strategia ¢ jest asymptotycznie efektywna, co oznacza, ze koszt takiej gry przy
n — o« zbiega do asymptoty. Jest to szczegdlnie wazne, gdy udzial w grze jest obowigz-
kowy, a mozna jedynie zrezygnowaé z uczestnictwa w pojedynczych fazach gry.

Autorka niniejszej pracy zastosowala powyzsza, aczkolwiek nieco inaczej sfor-
mulowang strategie do gry na gieldzie k = 1 akcjami spélek (akcje odpowiadaly k
ramionom). Przeprowadzone symulacje komputerowe dla gield: NYSE (New York Stock
Exchange) oraz Gieldy Papieréw Wartosciowych w Warszawie pokazaly, ze w dtuzszym
okresie czasu, po przetestowaniu akcji duzej liczby spétek oraz uwzglednieniu kosztéw
transakcji nalezaloby raczej zrezygnowac z dywersyfikacji portfela (przy duzym n)
i zdecydowaé sie na gre akcjami niewielkiej liczby spélek, przynoszacych w diuzszym
horyzoncie czasowym najwyzsze dochody. Szczegbélowe badania pokazaly, ze czasami
najlepiej, aby byla to jedna spétka [3].

Strategia zaprezentowana w niniejszej pracy w zamys$le odnosi sie do innych niz
jednoreki bandyta, czy tez gielda gier powtarzanych wielokrotnie. Przeprowadzenie
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symulacji wymaga jednak sporych naktadéw. Nalezaloby bowiem uwzgledni¢ w celach
poréwnawczych opisane po cze$ci w rozdziale drugim najnowsze osiggniecia psycholo-
gii poznawczej oraz badania przeprowadzone przez Palacios — Huerte i Serrano [9].
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ASYMPTOTYCZNIE EFEKTYWNA STRATEGIA ODRZUCANIA GIER
OBARCZONYCH ZBYT DUZYM RYZYKIEM

Streszczenie

Wiele decyzji ekonomicznych podejmowanych w warunkach niepewno$ci zawiera w sobie element

ryzyka, a uczestnicy rynku moga mie¢ zréznicowany do niego stosunek, przy czym przez wiele lat obo-
wigzywalo zalozenie, ze maja oni awersje do ryzyka. Awersja do ryzyka jest koncepcja znang nie tylko
z ekonomii, ale réwniez teorii gier, finanséw i psychologii, a dotyczy ona zachowan konsumentéw, graczy,
inwestoréw dzialajacych w warunkach niepewnosci. Réwniez awersja do strat jest koncepcja szeroko dys-



Asymptotycznie efektywna strategia odrzucania gier.. 65

kutowana w ostatnich latach. Zauwazono bowiem, ze uczestnicy rynku o wiele intensywniej odczuwajg
strate niz czerpig rado$¢ z takiego samego co do wartosci bezwzglednej zysku. Wielu autoréw analizowato
problem optacalnosci uczestnictwa w grach z okre$long wartos$cig zysku lub straty. Kahneman i Tversky
(1991) ustalili nawet, ze warto bra¢ udzial w grach, w ktérych stosunek ewentualnego zysku do ewentualnej
straty ma si¢ tak jak 2:1. Inni autorzy prezentowali cechy tzw. bezpiecznych gier.

Celem pracy jest zaprezentowanie asymtotycznie efektywnej strategii stosowanej w grach wieloeta-
powych, ktéra umozliwia interaktywne wyznaczanie granicznych warto$ci straty i zysku przy jakich warto
kontynuowaé grg.

Stowa kluczowe: asymptotycznie efektywna strategia, awersja do ryzyka, awersja do strat, gry wie-
loetapowe

ASYMPTOTICALLY EFFICIENT ADAPTIVE STRATEGY OF REJECTING GAMES WITH TOO HIGH RISK
Summary

Many important economic decisions involve an element of risk. Risk aversion is a concept in economic,
game theory, finance and psychology related to the behavior of consumers, players and investors under
uncertainty. Loss aversion is an important component of a phenomenon that has been discussed a lot in
recent years. Loss aversion is a tendency to feel the pain of a loss more acutely than pleasure of the equal
- sized gain. Many scientists have analyzed the problem of profitability in the game. Some authors presen-
ted certain features, by which “safe” games played once should be characterized. Kahneman and Tversky
(1991) showed that loss — aversion — to — gain — attraction ratio should amount to 1:2.

The aim of this paper is to show an asymptotically effective strategy which enables the risk — aversive
player to establish boundary variables loss and gain at each stage of the repeated game.

Key words: asymptotically efficient strategy, risk aversion, loss aversion, repeated game
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KRYTERIA WYBORU LICZBY SKUPIEN
W BINARNYM MODELU KLAS UKRYTYCH - ANALIZA SYMULACYJNA

1. ZARYS PROBLEMU

Analiza klas ukrytych (LCA) pozwala na zidentyfikowanie wzajemnie wytgczajacych
sie klas (skupien), ktére wyjasniajg rozktad przypadkéw pojawiajacych sie w wielo-
wymiarowej tabeli kontyngencji [23], [15], [16]. Jesli X; = (X;1, X;2, ..., X;pT bedzie
wektorem losowym, natomiast x; = (x}}, X5, ..., x?,)T jego realizacja, wtedy w binarnym
modelu LCA, x; przyjmuje warto$¢ 0 lub 1 dla obserwacji i oraz zmiennej j.

Z podzialem na skupienia zwigzana jest zmienna ukryta Y;, ktérej obecnos$é sprawia,
ze zbiér zmiennych binarnych jest juz niezalezny, a ona wyjasnia istote ewentualnych
zwigzkéw (por. [16]). Przy takich zatozeniach rozkltad warunkowy ma postac:

Y, = s) = ﬁPr(XU =X

Pr(Xi = x;k L Y, = S)";[l —Pr(XU = x;’ Y, = S)]l—x?j’

natomiast rozklad brzegowy, przy uwzglednieniu prawdopodobienistwa przynaleznosci
do klasy s(s = 1, ..., S), mozna zapisac:

S
Pr(X; =x;)= X Pr(¥; = 5)Pr(X, = x;

1 1

Y:s)

s=1

Dla tak sformutowanego modelu, na etapie estymacji parametréw, nalezy przyjaé
liczbe klas. Zazwyczaj nie wiadomo, ile ma ich by¢. Z tego tez wzgledu szacuje sie
parametry dla kilku modeli i sposréd nich dokonuje wyboru. Pojawia sie tutaj pokusa
wykorzystania testu opartego na ilorazie wiarygodnosci. Niestety, wobec niespetnienia
warunkéw regularnosci, co w konsekwencji prowadzi do nieznajomosci rozktadu sta-
tystyki testowej, takie podejScie jest niewtasciwe (por. [24]). Mozna probowaé aprok-
symowac ten rozklad wykorzystujac podejscie bootstrapowe [25], lecz czasochtonnosé
obliczen sprawia, ze poszukuje sie innych rozwigzan.

Kryteria informacyjne sa najczes$ciej wykorzystywane w modelach opartych na
mieszankach rozkladéw. Pozwalajg one wybraé¢ ten model sposréd rozwazanych, dla
ktérego warto$¢ danego kryterium jest najmniejsza. Trudno$¢ pojawia sie w momencie,
gdy rézne kryteria wskazuja na rézng liczbe klas. Z tego tez wzgledu prowadzi si¢
badania symulacyjne majace rozstrzygnaé, ktére kryteria sa najbardziej wiarygodne.
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Takie badania sg potrzebne, gdyz po pierwsze — podstawa koncepcyjna wielu kryteriow
jest rézna. Przyktadowo, punktem wyjscia moze by¢ informacja Kulbacka - Leiblera
lub czynnik bayesowski. Po drugie — w praktyce wykorzystuje sie aproksymacje tych
kryteriéw, co dodatkowo moze by¢ obarczone btedem. Po trzecie wreszcie — popraw-
no$¢ kryteriow we wskazaniu wtasciwego modelu moze sie zmienia¢ w zaleznosci od
wykorzystywanej klasy modeli. Przyktadowo, w wielomianowym modelu logitowym
opartym na mieszkankach rozktadéw kryterium informacyjne Akaike jest bardziej wia-
rygodne od kryterium bayesowskiego BIC [3], natomiast dla mieszkanek rozktadow
normalnych jest odwrotnie [24].

Majac na wzgledzie fakt, ze badania symulacyjne nad wyborem liczby klas skupiajg
sie gléwnie na mieszankach rozkladéw normalnych, niniejsze opracowanie jest préba
rozszerzenia tych badan o analize klas ukrytych. Dlatego w punkcie drugim przed-
stawiono typologi¢ kryteriow informacyjnych oraz ich koncepcje. Zwrdcono réwniez
uwage na ich wlasnosci. W punkcie trzecim opisano eksperyment oraz czynniki, ktére
moga mie¢ decydujgcy wplyw na wartoSci rozwazanych kryteriéw. Ostatni punkt odnosi
sie do wnioskéw ptynacych z eksperymentu oraz rekomendacji dotyczacych wyboru
kryteriéw, ktére najtrafniej wskazujg wlasciwg liczbe klas ukrytych.

2. KRYTERIA WYBORU SKUPIEN

KRYTERIA ZE SZKOLY AKAIKE

Pierwsza grupa kryteriow wywodzi sie z tzw. szkoly Akaike. Ich podstawg jest
informacja Kulbacka — Leiblera, ktéra méwi o przecietnym stopniu rozbiezno$ci miedzy
prawdziwg gestoscig g (x) a gestoscia f (x|®) bedaca jej aproksymacija ([22], [12]):

I(g(x), Ax]0))=E, [1ogg(x) — logf(x| @))]

Stosujgc zasade minimalizacji tej informacji, z grupy konkurencyjnych modeli
wybiera sie ten, dla ktérego obliczona informacja K-L przyjmuje najmniejszg warto$¢.
Poniewaz warto$¢ oczekiwana z log g (x) nie zalezy od zadnego modelu, wiec przy
poréwnaniach nie bierze jej sie pod uwage.

Pominigcie wspomnianej wartosci oczekiwanej nie rozwigzuje problemu, bo i tak
informacja K-L nie jest bezpos$rednio obserwowana, gdyz zalezy od prawdziwego roz-
ktadu oraz nieznanych parametréw. Z tego tez wzgledu nieznang, prawdziwg dystry-
buante G (x) zastepuje sie jej dystrybuantg empiryczng otrzymujac nastepujace osza-
cowanie (por. [9], [20]).

Eo[1ogf(x | 0)] = [ togf(x|®)dGi(x) = %z log(x,1®).

Nalezy zauwazy¢, ze ten sam zbiér danych zostal wykorzystany do oszacowania
wektora nieznanych parametréw oraz wyznaczenia dystrybuanty empirycznej, co skut-
kuje obcigzeniem estymatora. Okazuje sie jednak, ze w wielu wypadkach wyznaczenie
doktadnej wartosci tego obcigzenia jest praktycznie niemozliwe i stad pojawiajg sie
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rézne jego aproksymacje prowadzace do réznych kryteriéw. Kryterium informacyjne,
w ktérym wykorzystuje sie asymptotyczne obcigzenie b ma postaé (por. [19], [20]):

N
1 A 1 A
Ic=- 2N[Nigllogf(xi 10)- Nb} =—210gL(0]x) + 20.
Takeuchi (1976) zaproponowal, aby za obcigzenie przyja¢ b = tr (J-11) gdzie

0%logL(®|x)
00007

p 3 logL(®|x) 0 logL(® |x)

J=-E 70 907 |

s

a odpowiednie pochodne czastkowe obliczane sg w punkcie mody funkcji wiarygodnosci.
Cho¢ obliczenie wartosci oczekiwanych moze by¢ ktopotliwe, to jednak dla duzej préby
- co wynika z mocnego prawa wielkich liczb — mozna je zastapic¢ $rednig z préby.
Biorac to pod uwage kryterium informacyjne Takeuchi mozna zapisa¢ (por. [27]):

71C = —2L(0 | x) + 2ue(F ). (1)

Wazng cechg tego kryterium jest to, ze przy jego wyprowadzeniu nie zaklada sie
przynalezno$ci nieznanego rozktadu g (x) do rodziny rozwazanych modeli {f (x|0);
O € P}. Dlatego moze ono réwniez postuzy¢ do rozstrzygniecia, czy wilasciwie zdefi-
niowano model, bo jak wiadomo, gdy g (x) € {f (x|0); ® € P} wtedy dwie macierze
informacji sg sobie réwne (J = I) i tym samym obcigzenie rowne jest liczbie para-
metréw r: b = tr(J-1I) = r (por. [21]).

Wiasnie takie zatozenie odnos$nie nieznanej gestosci przyjat Akaike [2] otrzymujgc
nastepujace kryterium:

AIC =—2L(0|x) + 2. )

W przeciwienistwie do TIC jest to jedno z najczesciej wykorzystywanych kryteriéw
poréwnawczych. Pojawiajg si¢ jednak zarzuty, ze ma ono tendencje do wskazywania
na modele nazbyt rozbudowane nawet wtedy, gdy préba jest duza. Jest to wynik braku
zalezno$ci kary (2r) od liczebnosci préby. To powoduje réwniez, Ze estymator ten nie
jest zgodny. Cho¢ nie nalezy tego przeceniaé — gdyz przy poréwnaniach bazujemy na
skonczonych prébach, a zgodnosé jest asymptotyczng wlasnoscig [9] - to w literaturze
proponuje si¢ pewng modyfikacje AIC. Bozdogan [7] wprowadza zgodne kryterium
informacyjne Akaike (CAIC - consistent AIC):

CAIC = —2L(O | x) + r(logN + 1). 3)

Pewng modyfikacjg kryterium AIC jest zastapienie wystepujacej w karze dwojki
- trojka. Koncepcja ta jest konsekwencjg propozycji aproksymacji statystyki opartej na
ilorazie wiarygodnosci ([7], [30]). Cho¢ jest ona kwestionowana, to jednak symulacje
pokazuja, ze daje do$¢ dobre wyniki przy wyborze wlasciwego modelu ([11]). Z tego
tez wzgledu warto ja wlaczy¢ do eksperymentu:
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AIC3 =—2L(0 |x) + 3. (4)

Rozwazane do tej pory kryteria sg do siebie podobne w tym sensie, ze nakladajg
tym wieksza kare na logarytm funkcji wiarygodnosci, im wieksza jest liczba estymowa-
nych parametréw. Mozna wiec powiedzie¢: za zwiekszong zlozono$é modelu ptaci sie
wickszg karg. O zlozono$ci mozna réwniez méwi¢ w kontekscie trudnosci zwigzanych
z estymacja odwrotnej macierzy Fishera. Propozycje takiego kryterium przedstawit
Bozdogan ([8], [10]):

ICOMP=—2L(@|x)+rlog[@]—log|j_1‘. 5)

Owa trudno$¢ pojawi sie wtedy, gdy wystgpia silne zalezno$ci miedzy estymowa-
nymi parametrami modelu bedace konsekwencjg tego, ze jest ich zbyt wiele. Wtedy
wyznacznik odwrotnej macierzy Fishera bedzie bliski zeru, co w konsekwencji natozy
bardzo duza kare na logarytm funkcji wiarygodnosci. Warto nadmienié, ze kara bedzie
réwniez wzrastaé, wraz ze wzrostem bledéw szacunku parametréw — odpowiada za
to drugi sktadnik prawej strony wzoru (5).

KRYTERIUM BAYESOWSKIE

W podejéciu bayesowskim wybiera sie¢ ten model, ktory jest najbardziej prawdo-
podobny, biorgc pod uwage rozktad a posteriori. Poréwnujac dwa modele w1y i 1
- majgc dane rozklady warunkowe f (x|m1g) i f (x|m) oraz rozktady a priori ¢ (mg)
igp(my) = 1 - ¢(my) - wygodnie jest wyznaczy¢ iloraz szans a posteriori:

f(m() | X) _ f(x ‘ mO) ¢(m0) = BF X (ilOl’aZ SZCll’lS).

f(ml‘x) f(x|m1) (b(ml)

Pierwszy skladnik prawej strony wzoru nazywa si¢ czynnikiem bayesowskim (BF),
drugi natomiast to iloraz szans a priori. Gdy nie ma zadnych preferencji co do wyboru
modelu, wtedy ¢ () = ¢ (m1) i czynnik bayesowski réwny jest ilorazowi a posteriori
(por. [18]).

Kluczowg kwestig w obliczeniu czynnika bayesowskiego jest znalezienie rozktadu
a posteriori kazdego modelu:

F(x|mg) = [ £(x| O mo)p(©y | my)db,,

w ktérym parametry reprezentowane sg przez wektor @g; natomiast p (@g| 1) jest roz-
ktadem a priori odzwierciedlajacym opinie lub wiedze badacza o parametrach modelu,
zanim proba zostanie pobrana. Z rozkladem tym wigza sie dwa problemy. Pierwszy
dotyczy przyjecia jego postaci. Szczegdlnie uciazliwe jest to wtedy, gdy nie ma zadnych
informacji. Drugi problem polega na trudnosci w obliczeniu catki. W tej sytuacji, jako
remedium, proponuje sie wykorzystaé¢ przyblizenie rozktadu a posteriori.
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Takim przyblizeniem jest aproksymacja Laplace’a w punkcie mody. Jednak trud-
nos$ci w znalezieniu warto$ci modalnej powodujg, Ze zostaje ona zastgpiona estyma-
torami najwiekszej wiarygodnosci. W konsekwencji przyblizenie rozktadu a posteriori
ma postaé [25]:

logf(x‘mo) ~ L(@)|x)+ logp(@)—%log‘H(@)‘+%10g(27{).

Pewng aproksymacjg powyzszego przyblizenia jest tzw. kryterium Szwarza, ktére
czesciej pojawia sie jako bayesowskie kryterium informacyjne (BIC):

BIC =—2L(0|x) + rlog . (6)

Kryterium to zaktada pewien szczegdlny rozktad a priori parametréw - rozktad,
ktéry zawiera tyle samo informacji co pojedyncza obserwacja. Prowadzi to do ptaskiego
rozkladu (spread out), co niektérzy uznajg to za wade [28]. Z drugiej jednak strony,
jesli brak jest informacji (wiedzy) o rozktadach a priori, to przyjecie takiego rozktadu
wydaje sie by¢ rozsgdnym rozwigzaniem (por. [25]).

KRYTERIA KLASYFIKACYJNE

Uzupelnieniem powyzszych kryteriéw sg kryteria klasyfikacyjne. Ich podstawg jest
entropia, ktérej estymator ma postaé:

EN(2) == %, log?,.
i ¢

Jesli podzial na skupienia jest jednoznaczny i oszacowane prawdopodobienstwo
a posteriori przynaleznosci do danej klasy dazy do 1, wtedy entropia bedzie zblizala
sie do 0. Im warto$¢ entropii mniejsza, tym wieksza trudno$¢ w wydzieleniu skupien.
Nalezy odnotowad, ze sama entropia nie moze by¢ podstawg poréwnan modeli o réznej
liczbie klas, gdyz zawsze przyjmie warto$¢ wieksza dla tego z modeli, ktéry ma ich
wiecej. Dlatego Celeux i Soromenho [13] proponujg normalizacje (NEC):

NEC = _EN(®) , s=2,...,5 @)
log L (@) | x) —logL, (@) | x)
Jako punkt odniesienia przyjeto réznice miedzy logarytmami funkcji wiarygodno-
$ci dla modelu z s i jedng klasg. Jesli w por6éwnaniach bierze udzial model z jedng
klasa, to wtedy kryterium (7) nie mozna wykorzysta¢. Biernacki i in. [4] proponuja,
aby w tym wypadku przyjaé¢ nastepujgca zasade: jesli NEC dla kazdego modelu (s > 1)
jest wieksze od 1, wtedy model z jedng klasg nalezy wybrac.
Kolejnym kryterium, ktére zostanie wykorzystane to CLC (classification likelihood
information). Entropia pelni tutaj role¢ kary natozonej na logarytm wiarygodnosci ([24]):

CLC =—210gL(O | x) + 2EN(%). (8)
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Kryterium CLC daje dobre wyniki, jesli wielko$ci klas sg takie same. Ma jednak
tendencje do przeszacowywania prawdziwej liczby klas, jesli nie natozy sie ograniczenia
odnoénie ich wielkosci ([5], [6]).

Modele nazbyt rozbudowane, a wiec posiadajace duza liczbe parametréow, nie sg
za to karane, tak jak w przypadku kryterium BIC. Dlatego proponuje sie kryterium
ICL BIC, ktére taczy kryterium bayesowskie i klasyfikacyjne ([24]):

ICL BIC =—210g L(O | x) + 2EN(%) + rlog .

3. OPIS EKSPERYMENTU

W eksperymencie wyr6zniono pie¢ czynnikéw, ktére mogg mieé istotny wplyw
na wartosci rozwazanych kryteriéw informacyjnych: wielko$¢ préby (mata, $rednia),
liczba zmiennych (mata, $rednia), podobienstwo klas (mate, Srednie, duze), liczba klas
(2, 3) oraz ich wielko$¢ (réwna, rézna). Specyfika analizy klas ukrytych powoduje, ze
poszczegblne sktadowe sg zalezne. W najwiekszym stopniu to liczba klas determinuje
warto$ci, jakie przyjmujg pozostate sktadowe. Wielko$é proby dla modelu z dwoma
klasami rozumiana jako mata to 500 obserwacji, duza natomiast to 1000. Inaczej jest
w wypadku trzech klas, gdyz préby wynoszg odpowiednio 1000 i 2000 obserwacji. Ta
réznica spowodowana jest przyjeta strategig eksperymentu, zgodnie z ktérg szacowane
sa parametry modelu wzorcowego (2 lub 3 klasy) oraz modeli z jedng klasa wiecej
ijedna klasg mniej w odniesieniu do tego modelu. Przy zbyt malej liczebnosci préby
(500 obserwacji) oraz $redniej liczbie zmiennych (8) pojawitoby sie wiele zerowych
liczebnosci w tabeli kontyngencji, co by utrudnilo oszacowanie parametréw modelu
z czterema klasami (tab. 1).

Podobnie jest z liczbg zmiennych. Dla modelu z czterema klasami liczba stopni
swobody bytaby relatywnie niska przy pieciu zmiennych. Dlatego dla modelu wzorco-
wego z trzema klasami za malg liczbe zmiennych przyjeto sze$é, natomiast w wypadku
modelu z dwoma klasami ustalono liczbe zmiennych na poziomie pieciu. Srednia liczba
zmiennych jest taka sama i wynosi osiem (tab. 1).

Wazng sktadowg eksperymentu jest podobienstwo miedzy klasami. Jesli prawdo-
podobienstwa warunkowe w dwoch klasach sg takie same, wtedy jedna z klas jest
zbedna. Ogélnie, im réznica w prawdopodobienstwach warunkowych 6 dla odpowied-
nich zmiennych powieksza sie, tym podobienistwo miedzy klasami sie zmniejsza. Jako
miare podobienstwa przyjeto usredniona sume odlegtosci euklidesowej miedzy klasami
¢ i s. Dla ustalonej liczby zmiennych J miara podobienistwa ma postac:

PK

1 N N

., Z={(s;c)is>cANs,c=1,...,8}

Jesli Srednia warto$¢ podobienstwa miedzy klasami wynosi 0.1, wtedy podobienstwo
traktowane jest jako duze. Przy warto$ciach 0.15 i 0.2 podobienstwo jest odpowiednio
$rednie i1 mate (tab. 1).
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Tabela 1

Sktadowe eksperymentu

2 klasy

3 klasy

Préba (500, 1000)

Préba (1000, 2000)

Liczba zmiennych (5, 8)

Liczba zmiennych (6, 8)

Podobienstwo (0.1, 0.15, 0.2)

Podobienstwo (0.1, 0.15, 0.2)

Wielkos¢ klas (0.35, 0.35, 0.3), (0.7, 0.15, 0.15),

Wielkos¢ klas (0.5, 0.5), (0.8, 0.2)
(0.45, 0.4, 0.15)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Ostatnim, wyszczegbélnionym czynnikiem jest wielko$¢ klas. Jesli jest ona rézna,
to przy trzech klasach przyjeto dwie mozliwosci - jedna klasa wigksza i dwie klasy
mniejsze (0.7, 0.15, 0.15) lub dwie klasy wieksze i jedna mniejsza (0.45, 0.4, 0.15).
W wypadku modelu z dwoma klasami wielkosci sg nastepujace: 0.8 i 0.2.

Dla tak ustalonych sktadowych eksperymentu, na podstawie kazdego z 60 modeli
wzorcowych (24 i 36 dla dwéch i trzech klas odpowiednio), wygenerowano prawdo-
podobienstwa warunkowe z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,1). Procedure
powtérzono 50 razy. Aby przyblizy¢ ten etap eksperymentu, dla przyktadu, niech jego
sktadowe bedg nastepujgce (por. tab. 1): liczebno$¢ proby — 500 obserwacji, liczba
zmiennych - 5, podobienstwo miedzy klasami - 0.1, liczba klas — 2 oraz wielko$¢ kazdej
klasy — 0.5. Model jaki powstanie po wygenerowaniu prawdopodobiefistw warunkowych
na podstawie powyzszych informacji zostanie nazwany modelem wzorcowym - znana
jest jego liczba klas ukrytych.

Nastepny krok polega na oszacowaniu 2/ (w przyktadzie 25) liczebnosci w tabeli
kontyngencji przy znanych prawdopodobienstwach warunkowych, prawdopodobien-
stwach przynalezno$ci do klas oraz liczebno$ci proby. Ostatecznie tak otrzymane liczeb-
nosci staja sie podstawg estymacji parametréow — modelu wzorcowego (w przyktadzie
2 klasy) oraz modeli o jedna klase wiecej i jedng klase mniej w stosunku do tego
modelu - algorytmem EM (por. [14]).

Dla kazdego z 9000 modeli obliczono kryteria informacyjne, ktérych wartosci
poréwnano (dla odpowiednich modeli) miedzy klasami. Wybér dotyczacy liczby klas
dokonywany byt w oparciu o najmniejszg warto$¢ kryterium informacyjnego. Obliczenia
przeprowadzono wykorzystujgc Srodowisko do obliczen statystycznych R [26].

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze wybér modelu wzorcowego o 2 i 3 klasach
podyktowany byl wzgledami praktycznych zastosowan LCA. Wynika z nich, ze dos$¢
czesto nie potrzeba wigkszej liczby klas do opisania zwigzkéw w tabeli kontyngencji
(por. modele w [23]). Oczywiscie, nie zmienia to faktu, ze mozliwe jest rozszerzenie
(zaproponowanie) eksperymentu o modele wzorcowe posiadajgce wiecej niz 3 klasy.
Podobna uwaga dotyczy przebiegéw symulacyjnych, ktére mozna zwiekszy¢ i otrzymacé
wiekszg doktadno$é. Jednak dodatkowe badania autora pokazaly (nie przedstawiono
ich tutaj), ze zwiekszenie liczby przebiegéw do 100, nie wplyneto w istotny sposéb na
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otrzymane wyniki i p6Zniejsze wnioski. Z tego wzgledu redukcja do 50 przebiegéw
wydaje sie by¢ uzasadniona, gdyz znacznie skraca czas eksperymentu.

4. WYNIKI EKSPERYMENTU

W ujeciu sumarycznym, najgorzej sprawdzily sie kryteria klasyfikacyjne. Gdy model
wzorcowy posiadat 2 klasy, wtedy CLC i ICL BIC wskazaly na 27% poprawnych modeli,
a kryterium NEC o 1% wiecej (rys. 1). Gdy nalezalo wskaza¢ na model z 3 klasami,
owe kryteria wypadly jeszcze gorzej, gdyz odsetek poprawnych wskazan spadl odpo-
wiednio do 7%, 4% i 19% (rys. 2).

[J3 klasy [ 2 klasy 1 klasa
Aic
Aic3
Bic [ 249
CAic- [27%]
CLCH [ 70% |
ICL.Bic| [7a%]
ICOMP i
NECH [70%] [ |
Tie
0% 20% 40I% 60I% 80I% IOOI%

Rysunek 1. Ujecie procentowe wyboru modelu dla kazdego kryterium — model wzorcowy ma 2 klasy

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Zdecydowanie najlepiej wypadly kryteria informacyjne ze szkoty Akaike’a. Wsréd
nich kryterium najcze$ciej wykorzystywane przy poréwnaniach modeli - AIC, poprawnie
wskazato na 90% i 52% modeli (rys. 1 i 2). W konfrontacji z bayesowskim kryterium
BIC (réwnie czesto stosowanym), ktére odnotowato 76% i 18% skuteczno$ci, to raczej
kryterium Akaike powinno by¢ brane pod uwage przy wyborze modeli.

Okazato si¢ réwniez, ze bardziej ogdlne kryterium TIC wypadlo gorzej niz AIC.
Oznacza to, ze macierze informacji — o ktérych wspominano w punkcie 2 — nie sg
réwne.

Najwiecej zaufania wzbudza kryterium ICOMP, gdyz niezaleznie od liczby klas
modelu wzorcowego ma najwiekszg skuteczno$é osiggajac odpowiednio 93% i 60%
(por. rys. 1 i 2). Sprawdza sie tutaj koncepcja, ze im wieksza ztozono$¢ modelu,
mierzona trudno$cig estymacji odwrotnej macierzy Fishera, tym wickszg kare nalezy
natozy¢. W konsekwencji wykluczone zostajg modele, w ktérych parametry wykazujg
silng zalezno$¢, a bledy ich szacunku sg duze.
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04 klasy [ 3 klasy [O2 klasy
e )
Aic3 [59%]
Bic [82%] s
CAic— [ 86% | - =
CLCH [ 90% |
ICL.Bic [ 949 | 4%
ICOMP-] [36%] 4%
NECH [ 667 |
Tic [60% |
0% 20% 40% 60% 80% 100%

Rysunek 2. Ujecie procentowe wyboru modelu dla kazdego kryterium — model wzorcowy ma 3 klasy

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Analiza tabeli 2 i 3 pokazuje, ze pewne charakterystyki modeli przyczyniajg sie do
mniejszej poprawnosci wskazan modelu wzorcowego. Dla modelu z 2 klasami czynnik,
jakim jest wielko$¢ klasy, okazal si¢ nieistotnie wplywaé na przecietng poprawnos$é
wskazan w wypadku wszystkich kryteriéw!. Z kolei podobna analiza liczby zmiennych
pokazala, ze gorsze rezultaty, i to istotne statystycznie, osiggnieto dla 5 zmiennych.
Zauwazono réwniez, ze przy tak samo licznej prébie (1000), lepsze rezultaty pojawily
sie, gdy tych zmiennych bylo 8. Jednak tylko w wypadku wszystkich kryteriéw klasy-
fikacyjnych oraz kryterium TIC réznica ta okazala si¢ statystycznie istotna. To moze
zastanawiad, gdyz wydawatoby sie, ze jesli liczba obserwacji przypadajacych na jedng
zmienng ro$nie, wtedy poprawno$¢ wskazan nie powinna maleé. Postanowiono wiec
zweryfikowaé hipoteze, o korelacji miedzy liczbg obserwacji przypadajacych na jedng
zmienng a liczbg poprawnych wskazan. Poniewaz stworzona w tym celu zmienna jest
porzadkowa (ma 4 poziomy), wiec wykorzystano wspétczynnik korelacji p Spearmana.
Istotne korelacje na poziomie istotnosci 0.05 odnotowano dla kryteriéw: AIC - 0.49,
AIC3 - 0.51, ICOMP - 0.59. Okazuje si¢, ze wraz ze wzrostem obserwacji przypada-
jacych na jedng zmienng wzrasta rowniez liczba poprawnych wskazan — przynajmniej
dla niektérych kryteriéw.

Podobienstwo miedzy klasami wydaje sie waznym elementem decydujacym o sku-
tecznosci. Obliczony wspétczynnik korelacji p Spearmana potwierdzit to przypuszcze-
nie: wzrost podobienstwa miedzy klasami obniza trafno$¢ wyboru modelu z 2 klasami
(wzorcowego). Cho¢ odnotowane warto$ci nie dla wszystkich kryteriow okazaly sie
istotne statystycznie: AIC — -0.128 (0.55), AIC3 - -0.347 (0.097), BIC - -0.645 (0.001),
CAIC - -0.655 (0.001), CLC - -0.562, (0,004), ICLBIC - -0.546 (0,006), ICOMP -
-0.366 (0.078), NEC - -0.571 (0.004), TIC - 0.352 (0.091), gdzie w nawiasach podano
p-value.

I' W tym celu przeprowadzono test ¢-Studenta. Tutaj, jak i w kolejnych testach za poziom istotnosci
przyjeto wartos¢ 0.1.
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Dla modelu wzorcowego z 3 klasami zmienna dotyczaca wielkosci klas okazata
sie nieistotnie wplywa¢ na przecietng trafno$¢ wynikéw2. Z kolei podobiefistwo miedzy
klasami jest silnie skorelowane z liczbg poprawnych wskazan (p-value): AIC — -0.787
(0.000), AIC3 - -0.766 (0.000), BIC - -0.693 (0.000), CAIC - -0.642 (0.000), CLC
- 0.366 (0.028), ICLBIC - -0.481 (0.003), ICOMP - -0.849 (0.000), NEC - 0.133
(0.439), TIC — -0.726 (0.000). W najwiekszym stopniu ta zalezno$¢ widoczna jest dla
kryteriéw ze szkoly Akaike, ze szczegélnym wskazaniem na ICOMP. Kryteria klasy-
fikacyjne wykazujg stabg lub nawet nieistotng zalezno$¢ w odwrotnym kierunku: im
wicksze podobienstwo miedzy klasami, tym wieksza liczba poprawnych wskazan. Taki
wniosek z oczywistych wzgledéw jest btedny i poddaje w watpliwo$¢ uzytecznosc tej
grupy kryteriéw.

Ostatnig z rozwazanych sktadowych eksperymentu zdefiniowano jako liczbe obser-
wacji przypadajacych na zmienng. Takie ujecie, podobnie jak w modelu wzorcowym
z 2 klasami, pozwolito na obliczenie wspoétczynnika korelacji miedzy tg zmienng a liczbg
poprawnych wskazan (p-value): AIC - 0.244 (0.151), AIC3 - 0.211 (0.217), BIC - 0.279
(0.099), CAIC - 0.308 (0.067), CLC — -0.431 (0.009), ICLBIC - -0.331 (0.049), ICOMP
- 0.226 (0.184), NEC - -0.424 (0.01), TIC - -0.045 (0.792). Tylko dla niektérych kry-
teriéw korelacje okazaly sie istotne statystycznie. Wérdd nich sg kryteria (BIC, CAIC),
dla ktérych wzrost obserwacji w przeliczeniu na jedng zmienng skutkuje nieznacznym
wzrostem poprawnych wskazan — jednak warto$ci wspétczynnikow korelacji sg raczej
niskie. Z kolei dla wszystkich kryteriéw klasyfikacyjnych korelacje okazaly sie istotne,
przy czym kierunek zaleznosci budzi watpliwosci.

Wspétczynniki korelacji, choé¢ uzyteczne, opisujg site zwiazku liniowego. Z tego
wzgledu, warto opisa¢ zalezno$¢ (dowolng) miedzy rozwazanymi czynnikami ekspery-
mentu a szansg na wybor modelu wzorcowego z 3 klasami3. W tym celu wykorzystano
koncepcje uogdlnionych modeli liniowych, zgodnie z ktérg przyjeto, ze zmienna zalezna
ma rozktad dwumianowy, a funkcja wigzgca ma posta¢ kanoniczng (logitowa). Dla
tak zdefiniowanego modelu znany jest w literaturze przedmiotu problem nadmiernego
rozproszenia (overdispersion), ktéry objawia sie tym, ze w rzeczywisto$ci wariancja jest
znacznie wigksza niz wynika ona z modelu. W wypadku zgromadzonych danych taka
sytuacja miata miejsce, wiec jako remedium wykorzystano estymacje oparta na quasi
wiarygodnosci [1]. Do estymacji parametru skali uzyto skorygowanej, o liczbe stopni
swobody, warto$ci statystyki y2 Pearsona. Obliczenia przeprowadzono dla kazdego
kryterium (estymacja punktowa i przedzialowa — 95% przedzial ufnosci) i zestawiono
je w tabeli 4. Dla ulatwienia interpretacji warto$ci oszacowanych parametréw pod-
dano transformacji za pomoca funkcji ekspotencjalnej. Poniewaz kryteria klasyfikacyjne
odznaczaja si¢ bardzo mata skutecznoscia, dlatego pominieto je przy oméwieniu wyni-
kow, ktore zestawiono w tabeli 4.

2 Wykorzystano analize wariancji. Poniewaz dla niektérych kryteriéw nie mozna byto utrzymaé zato-
zenia o réwno$ci wariancji, dlatego dodatkowo uzyto tzw. mocnego testu Welsha.

3 Z poglebionej analizy dla modelu wzorcowego z 2 klasami zrezygnowano, gdyz zmiany w liczbie
poprawnych wskazan sg relatywnie niewielkie, co z kolei objawiato si¢ wystepowaniem osobliwej macierzy
hessianu.



Robert Kapton

78

T [€ [9% | TT | #T|ST| T[T |9 | T |9 |TF 6 | L€ 0 |0S 0 [0S v |9 I [ 9€ | ST°0 [ ST'O | L0 | ST'0O| 9 | 0001 | 8T
€ |0F | Le Tl (€l (S| 9 |Tc|¢cc| T[S [P 9 |1y 0 [0S 0 |0S v |9 0C [ 0¢ | ST°O [ STO| L0 | SI'0O| 9 | 00S L1
9 |0 ¥ [9 [OF|¥E| O [OF [OF [ O |O | OS ¢ | 8F 0 |0S 0 [0S 0 |0S 0 [0S |[STO[SIO|L0 |T0 8 | 000 | 91
€[S | T |91 | 8T |91 |0 |€ [Lh | O [9 | Vb 6 | 0¥ 0 [0S 0 |0S 0 | 0S 0 [0S [STO[SIO|L0 |T0 8 | 0001 | ST
voLSETe | vT 0T |91 [ T [S (¥ | 9 [€|I€ ST | 8¢ 0 |0S 0 |0S I |6 ¥ |97 [ SO [SIO| L0 |10 9 | 0001 | ¥I
€ [T | SE[OT |91 | ¥T | ¥ |9F |0E | T [S |¢€F 8 | 6¢ | 4 1 |6 S | Sy ST | €€ | ST0O|STO|L0 |T0 9 | 00§ €l
0 (L7 (€ [0 |OF |OF | O [OS|O 0 [0 [0S 0 |0 SV | S Ly | € 0S| 0 0S [0 [ €0 [SE0|SE0|T0 8 | 000C | TI
0 |Lh € [T | L [T¥ |0 |OS|O 0 [0 |o0S 0 | 0S LT | €T Se | ST 8% | T 6 [ 1 | €0 | SE€0|SE0| 0 8 | 0001 | TT
Tjer (L [T |9 |h| T [Ly|] 0 [0 [0S 0 |0 Se | ST 6¢ | 11 87 | 1 Ly [0 | €0 [SE0|SE0|T0 9 | 0001 | OI
9 |TE | €T |[S [8 |LE| S |C|€ 0 [0 [o0S ¢ |8 vl | 9¢ 61 | T€ & | S v [T [ €0 |SE0|SE0|T0 9 | 00S 6
0 [CC(8C|T |0 |6V |0 [8FC 0 [0 [0S 0 |0 S | Sy IT | 6¢ 6¢ | 11 €& | L | €0 | SE0| S0 | S0 8 | 000 | 8
T [E€r (9 |T |S |€v |0 [LF|€ 0 [0 [o0S 0 | 0 0 |0S T |6 0z | 0¢ I€ [ 61 [ €0 [SE0 | SE0|ST0| 8 | 000T | L
T{8 [T | € 9% | C[8 [0F]| 0[O0 [0S I | 6v I |6 C |8 0C | 6T LE [ O | €0 [SE0 | SE0 | SI0| 9 | 0001 |9
T [6 [0 |91 |OF |¥T | 9 [LT LT | O [T |38 9 | 0 |0S 0 [0S ¢l | 9¢ 9C | ST | €0 | SE0|SE0|ST0| 9 | 00S S
0 [0 [0S |S |C |€ |0 [€[LI| O [0 [0S 0 |0 0 |0S 0 [0S 0 | 0S L [€ | €0 [SE0|SE0|T0 8 | 000C | ¥
T[T (8 | €T |S [C€| 0 [TC|[6C]| 0 [0 [0S T | 6v 0 |0S 0 [0S I |6 I [6F [ €0 |SE0|SE0|T0 8 | 0001 | €
€ | TR 9€ | LT [9F [ LT | T |9F|¢€E| S [ S [OF L | 9¢ 0 [0S 0 [0S € | Ly OF [OF | €0 [ SE0 | SE0|T0 9 | 0001 | ¢
volSETE | €T | ®T | €T TT [ ®I [ST| O [S |SP 8 |1y 0 |0S 0 [0S 8 | ST | €€ | €0 | SE0|SsE0 |10 9 | 00S 1
vlejc|vjelc|v|e|lc|v|e|C €| ¢ L 4 €1 ¢ €| ¢ €1 ¢| ¢ [4 I W _mL ..% W

- s g |

OIL OdN dINODI 14 101 J710 JIVD J1d [30)44 JIV BSE[Y 2

¢ e[oqey

Iwesepy ¢ Z 089M0210ZM N[OPOU B[P NIUIWAIIASYd IIUAM




79

Kryteria wyboru liczby skupiefi w binarnym modelu klas ukrytych...

‘dusepm druemodeldo (0ppoiz

9 | € (T |0 (2 [8| 0 [0S |0 0 [0 |o0S 0 | 0s 8¢ | TI 0r | 01 0S [0 [0 [0S |0 [SIO|[¥0 [SFO|TO 8 | 000 | 9¢
0 (w7 (9 [T |#F|SE| T [LF [T 0 [0 [o0S 0 | 0s 1T | 67 SC | ST 9% | ¥ [0 |87 |C |SI0O|¥0 |[SFO|TO 8 | 0001 | s¢
LofIe|a e [T |Sv| v |Te|S 0 [0 [o0S 0 | 0s €C | LT ST | ST v | S [L [W|C [STO|V0O [ SO |TO 9 | 0001 | v¢
9 |vC|0C |8 [8 |¥E| L |8E|S 0 [T |[6F € | LY v |9 8 | 9¢ | C1 [ cl | SE| € | SI0O|¥0 |[SHO|TO 9 | 00S €¢
T [€r (9 |C |9 [T | O |OF[OT| O[O [0S 0 |0 | 4 ¢ |8y 8C | TC |0 | SE|ST|STO|¥0O [SPO|STO| 8 | 000 | C€
€ |C |Sh|¢€ [T [Sy| O |IE|6l | 0 [0 [0S 0 |0 0 |0S 0 [0S 0T | Ov [ O | FC|6C|SI0|¥0 [SPO|SI0O| 8 | 0001 | I€
T |€ |SP S [8 |LE| € [€C VT[T |T |8F I |8y 0 |0S 0 [0S 0T | 6€ | € |9 | 1T |ST0|¥0 [SPO|STO| 9 | 000T | O
€ | TF|9¢ |6 (6l (cc| S |8 |Lt| O [# |9 6 | 6¢ 0 [0S 0 [0S L ey | € |0C|LT|SI0O|¥0 [SFO[SIO| 9 | 00S 6T
9 | T |€v ¥ [9 |OF | O [€T|LE| O |0 |OS 0 | 0s 0 |0S 0 [0S I [6F |0 | T |6V |ST0O|#0 | SO |T0 8 | 000 | 8C
¢ |0 |8y [ST[OF|SC| 0 (|# (9| C|C |% ¢ |9 0 [0S 0 [0S 0 |0S [0 |O [0S |SI0O|¥0 [SHO|T0 8 | 0001 | LT
ol wE [ Ce | TT|ST | vI | € [l [SE| € [9 |[TI¥ 8 | 9¢ 0 |0S T |6 S | SP [T [O9T [€E|[STO|[¥0 |SPO|TO 9 | 0001 | 9T
€ |whce | Tc(Of (61| S |wE|TE| S |# [V S | 9¢ 0 [0S 0 [0S 0 | 6€ [ S | ®E | 1€ | STO|¥0 |[SHO|T0 9 | 00S 174
€ |6E (8 |0 |6 [Iv |0 |8 |C 0 [0 [O0S |4 1T | 6 8C | T Ly | € [0 |8 |C |SI'0O|SIO|LO [TO 8 | 000 | ¥T
¢ || L |¥v [JE|SE| T |Lb|C 0 [T |[6F S | S | Sy IT | 6¢ P |9 [0 |LP | € | ST0O|SI0|L0 [TO 8 | 000T | €T
T [€[9C|S |6 |9 | ¥ [LE |6 0¥ |9 9 | ¢F IT | 6¢ 81 | ¢ 9¢ | €1 |9 |OF | ¥ | SI'0O|STO|LO [TO 9 | 0001 | T
OF [ 9T [T [ €T | 9F | TC | ¥ [OF |9 [N AN lad cl | e 0 [0S € | Lt €€ (9T [S |6E (9 |STO|STO|L0 |T0 9 | 008 |14
¢ |9 | |0 [T |8 | 0 [8E(CI |0 |0O |OS 0 | 0s 0 |0S 0 [0S €L | LE |0 [T€[6] [SIO|SI0O|L0 |SI'0O| 8 | 000C | 0T
T |€ [Sh|T [6 |6€| 0 [8C|TC| O[T |6F ¢ | LY | 4 1 |6 I |6y |0 [TF|6E|SI0O[SI0O|L0 |SI'O| 8 | 000I | 61
vlejc|vljelc|v|e|lT|v|E|C €| €| C €1 ¢ L I I 2 O A I ) [4 ! M W W. sﬂ
Z & g |
JIL JdN dINOJI JI4d 131 10 JIVD o1d £IIV oIV esery 2

€ 119qe1 "pd




Robert Kapton

80

.OEmNTS OMENBOUN.HQO ”OMHVO.HN
‘Twesepy Azpdrur omisuaiqopod :0M1SUAIqopod ((0€°0 ‘SE°0 ‘S€70)-D
(ST°0 “0F°0 “St"0)-d ‘(ST°0 “ST°0 ‘0L°0)-H Sy PSON[PIM ‘(£€°€8-d ‘STI-D ‘£9°991-d ‘0SZ-V) buusrwz eu yokoklepedizid 1foemiasqo eqzol| :ouusiwz/eqold

S9°L €e'¢E 00Tt LT'1l €01 S0'6 ey Jnourereq
. . . . . . . . 01°0
we | 150 886 |89¢ LT'T | 000 99°'1 €00 ¥8°L | 201 866 |10°C ST°0
66°9¢ | vI'L ry9 | SI8I €088 | ¢9°¢ 8L'¢€6 | €6'G Clse| 8eee 6S°L0T| 08¢l 070
0M]SULIqOPOJ
Se'l | 870 LS0 [4%0) 9¢'1l 1o ST |00 6¢1 | ST0 d
10°T | 0C0 8¥°0 ’ [4%Y) v9'1 1o LET [ LT0 85l |6C0 q
Se[y 0PI
vi'e | 8¥°0 vse | L0'T ¥88¢ | LSO G8°0C | 690 LE0 0l'c |0¢£0 )
88'C | ¥¥°0 0r'c | ¥9°0 e9s | 160 €TLT | €60 LE0 Y0'€ | €¥0 q
98¢ | 190 v8L | 1CC 6'9¢e | 1€°6 6£'661 | S9°S e w6 | LTI v
QUUAIIZ/q01J
S0 | 800 L0 |20 000 1’0 000 SE0 | €00 01°0 elel1s
d T d T T d 1 d 1 T
JIL dINOJI JIVD a1d €01V J1v

wesepy ¢ z 080m0010zMm N[opow eruezeysm suezs [omoyerzpazid 1 [omopyund 1foewflse yIusp

v e[oqeL




Kryteria wyboru liczby skupiert w binarnym modelu klas ukrytych... 81

Najwiekszy wzrost szans wskazania prawidlowego modelu odnotowano dla zmien-
nej podobienstwo. Przykladowo, dla kryterium AIC3 sg one ponad 68 razy wieksze dla
podobienstwa na poziomie 0.20 niz 0.10. Przy poréwnaniu podobienistwa 0.15 i 0.10
ten iloraz szans jest zdecydowanie mniejszy i wynosi 2.72. Ze wzgledu na dos¢ wysoka
warto$é parametru skali — co sugeruje duzy rozrzut wynikéw — przedzial ufnosci jest
szeroki. A wiec mamy 95% zaufanie co do tego, ze najmniejsze wartoSci, jakie moze
ten iloraz przyja¢, wynosza odpowiednio 22.28 i 1.02. W wypadku podobienstwa na
poziomie 0.15 warto$¢ ta jest bliska 1 i tym samym zbliza sie¢ do poziomu, ktéry
pozwala traktowaé oszacowany parametr jako nieistotny statystycznie.

Dla kryterium ICOMP szanse wskazania modelu wzorcowego sg 33 razy wieksze
dla podobienistwa 0.20 i prawie 6 razy wicksze dla podobienstwa 0.15 w poréwnaniu
z podobienstwem 0.10. Warto odnotowaé, ze ze wzgledu na prawie 3-krotnie nizsza
warto$¢ parametru skali dolna granica przedzialu ufnosci dla podobienstwa 0.20 wynosi
18.15 i jest zblizona do wartosci dla kryterium AIC3. W wypadku pozostatych kryteriow
oszacowane ilorazy szans sg statystycznie istotne dla podobiefistwa 0.20, a tylko dla
kryterium AIC istotno$¢ odnotowano dla podobienstwa 0.15.

Potwierdzaja sie wnioski z przeprowadzonej analizy wariancji, a dotyczacej wielko-
$ci klas i jej wptywu na poprawno$é¢ wskazan, z jednym wyjatkiem. Otéz dla kryterium
ICOMP szanse wskazania modelu wzorcowego malejg ponad trzykrotnie jesli klasy
bedg réznity sie pod wzgledem wielko$ci. Innymi stowy, szanse wskazania modelu
wzorcowego sg ponad trzykrotnie wigksze dla zblizonych co do wielkosci klas (poziom
G) w poréwnaniu z modelami o klasach réznych wielko$ci (poziom E i F).

Wezesniejsza analiza sktadowej eksperymentu wyrazajacej liczbe obserwacji przy-
padajacych na jedng zmienng pokazala, ze wystepuje nieduza, ale statystycznie istotna
korelacja miedzy ta zmienng a liczbg poprawnych wskazan dla kryteriéw BIC i CAIC.
Okazuje si¢ jednak, ze jesli rozwaza si¢ szans¢ na wskazanie modelu wzorcowego,
wtedy jest ona dodatkowo istotna dla kryteriow AIC, AIC3, ICOMP - szanse wyboru
modelu wzorcowego sa odpowiednio o ponad 3, 6 i 4 razy wieksze dla duzej liczby
obserwacji (poziom A) niz dla matej (poziom D). W wypadku pozostatych pozioméw
zmiennej (B i C) szanse te w poréwnaniu z poziomem D nieistotnie r6znig si¢ od 1.

5. PODSUMOWANIE

Badania symulacyjne przeprowadzone przez Celeux i Soromenho [13], a dotyczace
kryterium klasyfikacyjnego NEC, byly bardzo obiecujace. We wnioskach stwierdzono, ze
to kryterium nie ma tendencji do przeszacowywania liczby klas jak AIC, jak i réwniez
nie jest tak bardzo konserwatywne jak BIC. Co wiecej, poprawno$é¢ wskazai modelu
opartego na mieszaninie rozkladéw normalnych byla zblizona do kryterium ICOMP.
Niestety, wyniki eksperymentu przedstawione w niniejszym opracowaniu pokazuja, ze
NEC jak i pozostate kryteria klasyfikacyjne (CLC, ICLBIC) odznaczaja si¢ bardzo niska
skutecznoscia we wskazaniu wlasciwego modelu opartego na analizie klas ukrytych
(LCA). Mozna by przypuszczad, ze to specyfika modelu LCA jest przyczyna tych rozbiez-
nosci. Jednak poglebione symulacje przeprowadzone przez Biernacki i Govaert [6] dla
modelu opartego na mieszaninie wielowymiarowych rozktadéw normalnych sktaniajg
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do tego samego wniosku. Wydaje sie wiec, ze przez wzglad na niskg skutecznos$é,
nie powinno si¢ rekomendowaé kryteriéw klasyfikacyjnych jako kryteriéw wyboru.
Przemawia za tym jeszcze jeden argument, a mianowicie zachowanie sie tych kryteriéw
w odniesieniu do sktadowych eksperymentu. Eksperyment dla modelu wzorcowego
z 3 klasami pokazal, ze zalezno$¢ miedzy liczbg poprawnych wskazan a podobienstwem
miedzy klasami i liczbg obserwacji przypadajacych na jedng zmienng ma charakter
odwrotny niz w wypadku pozostatych kryteriow.

Kryteria AIC oraz BIC sg najczeSciej wykorzystywane i poréwnywane ze soba.
Z tego wzgledu warto zaznaczyé, ze wiecksza skuteczno$é, niezaleznie od liczby klas
modelu wzorcowego, ma kryterium Akaike. Jest ono réwniez bardziej wiarygodne od
kryterium ogélniejszego — TIC. Najlepsze jednak wyniki odnotowano dla kryterium
ICOMP. Z tego wzgledu wtasnie to kryterium powinno by¢ rekomendowane przy wybo-
rze liczby klas modelu LCA.

Warty podsumowania jest wplyw sktadowych eksperymentu na wyniki, szczegélnie
dla modelu wzorcowego z 3 klasami. Okazalo sie, ze wzrost podobienistwa miedzy kla-
sami obniza skuteczno$¢ kryteriéw. Podobnie dzieje sie w sytuacji, gdy liczba obserwacji
przypadajacych na zmienng spada. Z kolei wielko$¢ klas nie miata istotnego wptywu,
z wyjatkiem kryterium ICOMP. Dla niego szanse na wskazanie modelu wzorcowego
wzrastaja, jesli wielkosci klas bedg zblizone.

Politechnika Wroctawska, Instytut Organizacji i Zarzqdzania
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Praca wplyneta do redakcji w listopadzie 2009 r.

KRYTERIA WYBORU LICZBY SKUPIEN W BINARNYM MODELU KLAS UKRYTYCH
- ANALIZA SYMULACYJNA

Wykorzystanie analizy klas ukrytych (LCA) wymaga przyjecia a priori liczby klas. W celu rozstrzygniecia,

ile ma ich by¢, mozna wykorzysta¢ kryteria informacyjne. Procedura selekcji sprowadza si¢ do: szacowania
kilku modeli o réznej liczbie klas, obliczenia wartosci kryterium informacyjnego oraz wyboru modelu, dla
ktérego odnotowano najmniejszg warto$¢ tego kryterium. Poniewaz istnieje wiele kryteriow informacyjnych,
wigc nalezy zadecydowad, ktére powinno rozstrzygaé. Niestety, nie mozna jednoznacznie wskazaé¢ na kon-
kretne kryterium, gdyz w zalezno$ci od klasy modelu, zmienia si¢ ich wiarygodno$¢. Taki wniosek wynika
z badan symulacyjnych. Biorac pod uwage fakt, ze najczesciej badania takie dotyczyly mieszanek rozktadow
normalnych, dlatego celem niniejszego opracowania jest rozszerzenie tych badan o analize klas ukrytych.

Stowa kluczowe: analiza klas ukrytych, liczba skupien, kryteria informacyjne, analiza symulacyjna



84 Robert Kapton

CRITERIA FOR CHOOSING THE NUMBER OF CLUSTERS OF THE BINARY LATENT CLASS MODEL
— SIMULATION ANALYSIS

When using latent class analysis the number of clusters need to be known in advance. In order to
decide on this, one can use information criteria. In such a case selection procedure is as follows: estimating
a few models with different number of classes, computing information criteria and choosing a model for
which a criterion takes the smallest value. Because there are many information criteria one need to deter-
mine which of them ought to be decisive. Unfortunately, by virtue of the differences among these criteria,
their reliability alter depending on model class. Simulations confirm it as well. Taking into account the
fact that simulations mainly concern finite mixtures of normal density functions, therefore in this paper
we broaden research to latent class analysis.

Key words: latent class analysis, the number of clusters, information criteria, simulations
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PROFESOR ROMAN KULCZYCKI
(1923-2010)

22 stycznia br. zmarl Roman Kulczycki, wieloletni profe-
sor Szkoly Gtéwnej Planowania i Statystyki w Warszawie
(obecnie — Szkoly Gtéwnej Handlowej). Cate zycie zawo-
dowe i naukowe Profesora zwigzane bylo z Katedra (obec-
nie — Instytutem) Statystyki i Demografii tej uczelni.

Roman Kulczycki urodzit sie 15 marca 1923 r. w Gru-
dzigdzu w rodzinie inteligenckiej. W 1928 r. rodzice Jego
(matka — Maria z Czajkowskich, ojciec — Jézef) przeniesli
sie do Warszawy. Bylo to zwigzane gltéwnie z zaintere-
sowaniami zawodowymi ojca, ktéry podjal prace lekarza
weterynarii w klinice chirurgicznej. P6Zniej przeszedl do
pracy na Uniwersytecie Warszawskim, a po wojnie — po
powrocie z emigracji — zostal wybitnym profesorem Wydziatu Weterynarii SGGW.

Mtodemu Romanowi udato sie przed wybuchem wojny skonczy¢ w 1939 r. gim-
nazjum ogdlnoksztalcagce im. M. Reja w Warszawie (tzw. wowczas ,mata matura”).
Dziatania wojenne i brak ojca, ktéry znalazt sie na emigracji sprawity, ze musiat zajaé
sie pracg zarobkowa. W okresie okupacji pracowat jako furman w firmie transporto-
wej. Bral udzial w powstaniu warszawskim. Jako czlonek AK byt Zotnierzem kompanii
szturmowej batalionu ,Kilifski” (pseudonim ,Hust”). Uczestniczyt m.in. w zdobyciu
,PAST-y”. Po upadku powstania znalazl si¢ w niemieckim obozie jenieckim, skad
powrdcit w lipcu 1945 r.

Nie majgc mozliwosci funkcjonowania w zniszczonej Warszawie, podjal epizo-
dyczng prace w Spétdzielni Rolniczo-Handlowej w Opocznie. Jednakze juz w 1946 r.
znalazl sie z powrotem w Warszawie i rozpoczal prace w sekcji matematycznej ZUS-u.
Pracowal tu réwniez krétko, gdyz myslat o podjeciu studiéw i w roku akademickim
1946/1947 odbyt tzw. kurs wstepny na SGH. Po jego pozytywnym zaliczeniu w 1947 r.
rozpoczal studia na tejze uczelni, ktére ukonczyt w 1950 r. juz w ramach upanstwowio-
nej i przeorganizowanej Szkoly Gtéwnej Planowania i Statystyki. Ukonczyl éwczesny
Wydziat Planowania Handlu, specjalizujgc sie w zakresie statystyki gospodarczej. Tytut
zawodowy magistra nauk ekonomicznych uzyskal we wrze$niu 1952 r. za prace pt.
JJematyka statystyki ptac robotnikéw przemystu panstwowego”.

W czasie studiéw R. Kulczycki spotkat si¢ z wieloma wybitnymi postaciami tamtego
okresu. Prace magisterskg napisal na seminarium éwczesnego doktora K. Romaniuka,
pO6zniejszego rektora SGPIS i wieloletniego kierownika Katedry Statystyki i Demografii.
Nawigzana wéwczas miedzy nimi wspélpraca trwata przez kilka dziesiecioleci. W arkana
teorii statystyki a takze demografii wprowadzat R. Kulczyckiego prof. Stefan Szulc,
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wiedze ekonomiczng pobieral od wybitnych profesoréw A. Wakara i E. Lipinskiego.
Rektorem uczelni byt wéwczas prof. Oskar Lange, ktéry miat duzy wktad m.in. w roz-
woj statystyki i ekonometrii. W studenckim indeksie R. Kulczyckiego figurujg réwniez
nazwiska takich profesoréw, jak: S. Berezowski (geografia), K. Boczar i L. Kozminski
(ekonomika handlu), S. Skrzywan (ksiegowos¢), A. Grodek (historia), czy tez J. Loth
(geografia).

Jeszcze w koncowej fazie studiow w marcu 1950 r. R. Kulczycki rozpoczat prace
asystenta w Katedrze Statystyki i Demografii SGPiS, w ktérej funkcjonowatl bez zad-
nych przerw az do przejScia na emeryture w 1993 r. Aby uzyskac pelne uprawnienia
i przygotowanie do pracy na uczelni odbyt dodatkowe obowigzujgce woéwcezas studia
(tzw. aspirantura) w latach 1953-1955.

Prace dydaktyczng i naukowa na uczelni R. Kulczycki taczyt z praktyka statystyczng
w Gléwnym Urzedzie Statystycznym, gdzie podjat prace tuz po ukonczeniu studiéw
1 wrze$nia 1950 r. Przez kilka miesiecy pracowal w Departamencie Zatrudnienia i Plac,
po czym 6 grudnia tegoz roku 6éwczesny wiceprezes GUS dr K. Romaniuk powierzyt
mu obowigzki naczelnika Wydzialu Programéw i Metodologii w Biurze Koordynacji
Badan Statystycznych. Etatowy zwigzek z GUS zostal przerwany na dwa lata ze wzgledu
na wspomniane wyzej studia aspiranckie. Po ich zakoniczeniu wznowit prace w GUS,
tym razem na pot etatu w Departamencie Statystyki Przemystu, najpierw w Wydziale
Analiz (1955-1958) a nastepnie Bilanséw Gospodarki Narodowej. Zajmowal sie tym
razem metodologig badan dynamiki produkcji przemyslowej, a w szczegélnosci kon-
strukcjg indekséw fizycznych rozmiaréw produkcji w wieloletnich szeregach czasowych.
(z uwzglednieniem poréwnan z okresem miedzywojennym).

31 stycznia 1959 r. R. Kulczycki przestal pracowaé na etacie w Gtéwnym Urzedzie
Statystycznym i przeszedl na pét etatu do Instytutu Handlu Wewnetrznego, gdzie
przez 3 lata (1959-1962) byt kierownikiem pracowni statystycznej. Zmiana ta zwigzana
byla z podjeciem prac badawczych nad przemianami w spozyciu débr i ustug. Nigdy
jednak R. Kulczycki nie zerwal kontaktéw w Giéwnym Urzedem Statystycznym. Byt
czlonkiem Sekcji Statystyki Gospodarczej oraz Sekcji Ekonometrycznej Statystycznej
Rady Naukowej GUS. Bywal wielokrotnie konsultantem zwlaszcza w problematyce
indekséw ekonomicznych. Z ramienia uczelni koordynowal réwniez wspétprace mie-
dzy SGPiS i GUS.

Scisty kontakt z praktyka Gléwnego Urzedu Statystycznego przyniost efekty w po-
staci pracy doktorskiej pt. ,Zréznicowanie wydajnosci pracy w zaleznoSci od wielkosci
przedsiebiorstw w przemysle wielkim i $rednim w roku 1956”. Praca ta napisana pod
kierunkiem naukowym prof. K. Romaniuka obroniona zostata w 1961 r. Recenzentami
pracy byli profesorowie W. Sadowski (SGPiS), J. Kordaszewski (Uniwersytet Warszawski)
i M.J. Ziomek z Katowic.

Z kolei owocem wspoétpracy z Instytutem Handlu Wewnetrznego byta praca habili-
tacyjna pt. ,Statystyczne metody badania przemian w strukturze spozycia” przedlozona
Radzie Wydziatu w styczniu 1967 r. Kolokwium habilitacyjne odbyto sie doktadnie dwa
lata p6zniej i przyjete zostalo jednoglosnie, co nie czesto sie zdarza. Bardzo pozytywne
recenzje opracowali profesorowie K. Romaniuk, W. Sadowski i E. Vielrose. Podkreslono
w szczeg6lnosci praktyczng uzyteczno$é zaprezentowanych w pracy rozwigzan meto-
dologicznych. Jeszcze przed odbytym kolokwium, bo w 1968 r. R. Kulczycki zostat
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zatrudniony na etacie docenta. Jego praca naukowo-badawcza zostala uwienczona
w 1978 r. powotaniem na profesora nadzwyczajnego.

Praktycznie niemal przez caly okres pracy na uczelni R. Kulczycki petnil rézno-
rodne funkcje zwigzane z jej funkcjonowaniem, poczgwszy np. od opickuna Doméw
Studenckich na Jelonkach. Nie sposéb ich wszystkich wymieni¢ w krétkim opracowaniu.
Najwazniejszy byt jednak Jego wieloletni udzial w pracy wladz Wydziatu Finanséw
i Statystyki oraz we wladzach uczelni. W dwa lata po habilitacji w 1971 r. zostal po raz
pierwszy prodziekanem Wydziatu pod koniec kadencji, zastepujgc na tym stanowisku
doc. R. Chelinskiego, ktory zrezygnowat z funkcji ze wzgledu na nowe obowiagzki poza-
uczelniane. Nastepnie petnit obowigzki prodziekana przez trzy kolejne pelne kadencje
az do 1981 r. Zajmowat si¢ gtéwnie procesem dydaktycznym, majac dobry kontakt ze
studentami, cieszac sie ich duzym uznaniem.

Po trzyletniej przerwie w kadencji 1981-1984 zostal wybrany w 1984 r. przez
Rade Wydzialu na dziekana i powotany na to stanowisko przez 6wczesnego rektora
prof. Z. Bosiakowskiego. Dobra ocena Jego pracy dziekanskiej sprawita, ze w trzy
lata p6Zniej na kadencje 1987-1990 zostal powolany na stanowisko prorektora uczelni.
Podobnie jak przez wiele lat w dziekanacie tak i tu zajmowat sie koordynacja procesu
dydaktycznego, tym razem w ramach catej uczelni.

Na dorobek naukowy Profesora, oprécz wymienionych wyzej prac doktorskiej
i habilitacyjnej, sktada sie ponad 50 monografii, podrecznikéw i artykutéw. Do naj-
wazniejszych zaliczy¢é mozna nastepujace pozycje:

— Statystyczne metody badania wydajnosSci pracy w przemysle, PWG, Warszawa
1957,

— Teoria i praktyka badania statystycznego, Seria ,Statystyka w praktyce”, PWE,
Warszawa 1971,

— Statystyka spozycia, SGPiS, Warszawa 1973,

- Statystyka spoleczno-gospodarcza, Wspoétautor, Polgos, Warszawa, 1954,

— Statystyka, WAP, Warszawa 1968,

- Statystyka, Wspétautor, SGPiS, Warszawa 1970,

- Statystyczne metody badania przemian w strukturze spozycia, SGPiS, Warszawa
1969,

- Rachunek indeksowy, PWE, Warszawa 1983,

— Analiza popytu na migso oraz wybrane artykuly spozywcze w Polsce w latach
1957-1959, ,Roczniki THW”, zeszyt 5/1960,

- Podstawowe problemy analizy zréznicowania wydajnos$ci pracy w handluy,
JWiadomosci Statystyczne” nr 4/1961,

- Operowanie zmiennymi decyzyjnymi w analizie powigzan miedzygaleziowych,
,Wiadomosci Statystyczne” nr 2/1967,

— Schemat przemian strukturalnych spozycia, ,Przeglad Statystyczny” nr 3/1967,

- O czasopi$mie Przeglad Statystyczny, ,Ekonomista” nr 4/1955.

Bedac wiernym swej macierzystej uczelni SGPiS (SGH) Profesor R. Kulczycki
wspieral czestokro¢ proces dydaktyczny w zakresie statystyki w wielu innych o$rodkach
akademickich, pracujac na czesci etatu lub umowe o dzieto. Chyba najdtuzej, bo przez
okoto 15 lat, poczawszy od 1976 r., nauczat statystyki w filii Uniwersytetu Warszawskiego
w Bialymstoku. Przez kilka lat kierowal nawet praca tamtejszej Katedry Statystyki.
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Ponadto w latach 1962-1966 Profesor wyktadal statystyke w Wyzszej Szkole Nauk
Spotecznych w Warszawie, funkcjonujacej przy KC PZPR. Pézniej w latach 1966-1970
byl kierownikiem Zaktadu Statystyki i Ekonometrii w Wojskowej Akademii Politycznej
(na Wydziale Ekonomiczno-Wojskowym). Okazjonalnie prowadzil réwniez wyklady
w innych osrodkach, jak np. na studium doktoranckim Akademii Medycznej, na réz-
norodnych kursach organizowanych przez GUS, Spoétdzielczosé Pracy, Stowarzyszenie
Gléwnych Ksiegowych.

Za swg dziatalno$¢ Profesor Roman Kulczycki otrzymal wiele nagréd i odznaczen.
W 1970 r. przyznano Profesorowi Srebrny, a trzy lata pézniej Ztoty Krzyz Zastugi.
W 1979 r. Profesor otrzymal Krzyz Kawalerski Orderu Odrodzenia Polski, a w 1982 r.
— Warszawski Krzyz Powstanczy. Ponadto uhonorowany zostal wieloma wyréznieniami
uczelnianymi, resortowymi i regionalnymi.

W tej krétkiej charakterystyce dziatalnosci Profesora Romana Kulczyckiego nalezy
podkresli¢, ze byl On w $rodowisku akademickim postacig bardzo nietypowsg. Jego
niezwykle przyjazny stosunek do wspétpracownikéw, optymistyczna postawa wobec
zycia i rozwigzywanych nierzadko trudnych probleméw, czesto goszczacy pogodny
uSmiech na twarzy wplywaly bardzo pozytywnie na ksztaltowanie stosunkéw miedzy-
ludzkich. W naszej pamieci pozostanie na zawsze jako Cztowiek niezwykle pogodny,
bezposredni w codziennych kontaktach i chetny do wszelkiej pomocy.

Franciszek Stokowski

PS. W latach 1968-1973 Profesor R. Kulczycki byl sekretarzem naukowym
,Przegladu Statystycznego”.
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STANISEAW MARCIN ULAM
(1909-1984)

W roku 2009 mineta setna rocznica urodzin i dwudziesta
piata rocznica $mierci wybitnego polskiego matematyka
Stanistawa Marcina Ulama. Postaram si¢ przyblizy¢ syl-
wetke tego niezwyklego Uczonego.

Stanistaw Marcin Ulam urodzit sie 13 kwietnia 1909 r.
we Lwowie i tam zdobyt wyksztalcenie. Jego ojciec, J6zef
Ulam, byt adwokatem, a matka Anna z domu Auerbach,
byta cérkg przemystowca. Byla to zamozna, spolonizo-
wana rodzina zydowska przybyla z Wenecji trzy pokolenia
wczesniej. Po wybuchu I wojny $wiatowej rodzina Ulaméw
przeniosta sie do Wiednia. W czasie wojny, ojciec Ulama
byt oficerem sztabowym armii austriackiej i w zwigzku
z tym jego rodzina czesto podrézowata. Przez jaki§ czas mieszkali w Ostrawie, gdzie
Stanistaw chodzit do szkoly. Potem miat juz wytacznie nauczycieli prywatnych — podré-
zowali zbyt wiele, by méglt regularnie uczeszcza¢ do szkoty. W 1918 r. Ulamowie
powrdécili do Lwowa. W 1919 r. w wieku dziesieciu lat, Stanistaw zdal egzaminy
wstepne do VII Gimnazjum KoSciuszki we Lwowie. Byla to szkola $rednia, w ktérej
nauka trwata osiem lat. W 1927 zdal egzaminy maturalne i jesienig tego roku rozpo-
czal studia na Wydziale Ogélnym Politechniki Lwowskiej, gdzie studiowal w grupie
matematycznej. Na wyktadach z teorii mnogosci, zetknal sie z mlodym, niedawno
przybylem z Warszawy profesorem Kazimierzem Kuratowskim, uczniem Sierpifiskiego,
Mazurkiewicza i Janiszewskiego. Od poczatku Ulam uczestniczyt w prowadzonych
przez Kuratowskiego dyskusjach aktywniej niz jego koledzy. Kuratowski szybko zaczat
uwazac go za jednego z lepszych studentéw, i czesto rozmawial z nim po wyktadach.
W ten sposéb, dzieki zachecie ze strony Kuratowskiego, rozpoczeta sie jego kariera
matematyka. Pomiedzy wyktadami siedzial na ogét w pokoju ktéregos z wyktadow-
c6w matematyki. W jednym z tych pokoi spotkal po raz pierwszy Stanistawa Mazura,
mlodego asystenta na uniwersytecie, ktéry przyszed! tam, aby pracowaé¢ z Orliczem,
Nikliborcem i Kaczmarzem, ktérzy byli pare lat od niego starsi. Dzieki rozmowom
z Mazurem, Ulam zaczal poznawaé zagadnienia analizy funkcjonalnej, rozwijane przez
Banacha. Na poczatku drugiego semestru pierwszego roku studiéw Kuratowski powie-
dzial Ulamowi o pewnym zagadnieniu z teorii mnogosci, dotyczacym przeksztalcen
zbioréw. Ulamowi udalo sie rozwigza¢ ten problem i praca Ulama ukazala sie w 1929
roku w ,Fundamenta Mathematicae”, wiodgcym polskim czasopi$émie matematycznym,
ktérego redaktorem byl Kuratowski. Przed koncem pierwszego roku studiéw Ulam
napisal swojg drugg prace, ktérag zamiescil rowniez w ,Fundamenta Mathematicae”.
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W bardzo dlugiej pracy, ktéra ukazata si¢ rok poézniej, Alfred Tarski otrzymat ten
sam rezultat. Gdy Kuratowski zwrécit mu uwage, ze wynika on z twierdzenia Ulama,
Tarski wspomnial o tym w przypisie. O zdarzeniu tym Ulam (1996, s. 61) napisal tak:
,Z mojego mlodzienczego punktu widzenia bylo to matym zwyciestwem - uznaniem
mojej matematycznej obecnosci”.

W roku 1932 zostal poproszony o wygloszenie referatu na miedzynarodowym
kongresie matematycznym w Zurychu. Po zakonczeniu kongresu wybrat sie wraz z Ku-
ratowskim i Knastrem na krétki wypad do Montreux, a nastepnie wrécit do Polski,
aby zdac¢ zalegle egzaminy i napisaé prace magisterska. Ulam (1996, s. 76) wspomina:
»2Miatem wrecz patologiczng awersje do egzaminéw. Przez ponad dwa lata nie przy-
stepowalem do egzaminéw, ktérych zdanie bylo konieczne do przejScia na wyzszy
rok studiéw. Moi profesorowie byli tolerancyjni wiedzac, ze pisze prace naukowe. Na
koniec musialem je zda¢ - wszystkie naraz”. Ostatnim rokiem akademickim cztero-
letnich regularnych studiéw Ulama byt rok 1930/1931, ale ostatnie cztery egzaminy
kursowe zdat dopiero w listopadzie i grudniu 1932 roku. Aby uzyskaé¢ dyplom, nalezato
oprocz ztozenia wymaganych egzaminéw kursowych, przedtozy¢ prace dyplomowg oraz
przej$é przez egzamin pisemny i ustny. Do podania Ulama skierowanym do Komisji
Egzaminéw Dyplomowych na Wydziale Ogélnym Politechniki Lwowskiej dotaczona
byla lista 12 jego prac, z ktérych 9 juz sie wéwczas ukazalo drukiem. Praca dyplo-
mowa Ulama nosita tytut ,Z teorii produktéw kombinatorycznych”. Jej opiekun, prof.
Kazimierz Kuratowski tak ja ocenil: ,Praca stanowi studium nad mato dotychczas
zbadanym, a odgrywajacym coraz wazniejsza w matematyce role, dzialaniem ,pro-
duktowania”. Autor analizuje to pojecie na tle zagadnien teorii mnogosci, teorii grup,
topologii, geometrii przestrzeni metrycznych, kombinatoryki, teorii miary w zwigzku
z rachunkiem prawdopodobienistwa. Ze wzgledu na to, ze autor wykazal catkowite
opanowanie tematu, nalezytg znajomos$¢ odno$nej literatury, ze ponadto praca zawiera
szereg wlasnych rezultatéw, ze wreszcie autor stawia w tej pracy wiele interesuja-
cych problematéw - uznaje niniejsza prace dyplomowg za celujaca” (w oryginale
stowo celujaca zostalo podkreslone). Na temat swej pracy magisterskiej Ulam (1996,
s. 76) wspomina: ,(...) napisalem prace magisterskg na temat, ktéry sam wymyslitem.
Pracowatem nad nim kilka tygodni, a potem spisalem wszystko w ciggu jednej nocy,
od okoto dziesigtej wieczorem do czwartej nad ranem, na dlugich arkuszach papieru
kancelaryjnego mojego ojca. Wciaz jeszcze mam ten rekopis”.

Ostateczny egzamin dyplomowy ustny ztozyt Ulam 15 grudnia 1932 r. z wynikiem
celujacym przed Komisjg w sktadzie Wiodzimierz Stozek (przewodniczacy), Antoni
Lomnicki i Kazimierz Kuratowski (cztonkowie). Na tej podstawie Rada Wydzialu
Ogdlnego PL nadata mu akademicki stopieni magistra.

W roku 1933 Ulam obronit rozprawe doktorska pt. ,0 teorii miary w ogélnej
teorii mnogo$ci” opublikowang przez Ossolineum we Lwowie w tym samym roku.
Autor polaczyl w niej kilka wczesniejszych swoich prac, twierdzen i uogélnien z teo-
rii miary. Najwazniejsze wyniki tej rozprawy zostaly opublikowane przez Ulama juz
wroku 1930 w Fundamenta Mathematicae. Byt to pierwszy doktorat nadany przez
nowy Wydziat Ogdélny, utworzony w 1927 r. na Politechnice Lwowskiej - jedyny wydziat,
na ktérym przyznawano tytuly magisterskie i doktorskie; na pozostatych nadawano
tytuly inzynierskie.



Sylwetka naukowa Profesora Stanistawa Marcina Ulama 91

Okolicznosci powstania rozprawy doktorskiej Ulama tak wspomina Kazimierz
Kuratowski (1981, s. 95): ,Wracajac jeszcze do sylwetki naukowej Ulama, warto moze
wspomnie¢ o jego pracy doktorskiej, byla ona bowiem typowym efektem atmosfery
panujacej we lwowskim $rodowisku matematycznym. Jak sobie przypominam, gdzie$
w roku 1928/29 w czasie jednej z moich licznych rozméw z Banachem w Kawiarni
Szkockiej zainteresowali$my si¢ tak zwanym problemem miary postawionym przez
Hausdorffa wiele lat wcze$niej i wéwczas jeszcze nie rozwigzanym. W czasie kilku-
godzinnej rozmowy probowali$my réznych sposobéw zaatakowania tego zagadnienia.
Bezskutecznie. Okolo pétnocy wrécitem do domu. Nie moglem jednak zasnaé, poki nie
znalazlem rozwigzania (ku mej wielkiej radosci). Nazajutrz rano spotykam Banacha.
Wiesz, Stefek, rozwigzatem problem Hausdorffa”. ,A ja tez” — méwi Banach. Co
wiecej, okazuje sie, ze metoda rozumowania Banacha i moja byla niemal identyczna:
byla w istocie kontynuacja naszej rozmowy w kawiarni. Rzecz prosta: postanowiliSmy
opublikowa¢ nasz wynik w postaci wspoélnej pracy (w ,Fundamentach”). W pracy tej
postawiliSmy pewien problem nie rozwigzany (i nie prébowaliSmy zresztg go rozwigzac).
Poinformowalem o tym Ulama. Po jakim$ czasie Ulam przyszedl do mnie z gotowym
rozwigzaniem. Bylo to dla mnie, oczywiscie, duzg satysfakcja, a ze wynik ten uwazatem
za bardzo cenny, zachecitem Ulama, azeby z tego zrobit swa prace doktorska. Jak si¢
okazato, teza doktorska Ulama wzbudzita duze zainteresowanie w $wiecie naukowym
i do dzi$ zachowata swg aktualno$é, a ja zdobylem sobie pierwszego ,mojego” doktora”.
W tych samych wspomnieniach, na s. 93, Kuratowski napisatl: ,Stanistaw Ulam - to
najwybitniejszy z moich uczniéw. Mégtbym powiedzie¢ o nim jak Steinhaus o Banachu:
Ulam to moje wielkie odkrycie naukowe”.

Matematyka przestonita cate zycie Ulama. Stanistaw Mazur, Kazimierz Kuratowski
i Stefan Banach wprowadzili go w tajniki matematycznego mys$lenia i procesu
odkrywczego. Ulam wspomina dlugie godziny spedzane z nimi w lwowskiej Kawiarni
»Szkockiej” nad kartkg z wypisanym jednym symbolem lub funkcja. Wpatrywali sie w nia,
wymieniali mysli i sugestie. Byta to dla nich krysztalowa kula, utatwiajaca koncentracje
na jakim$ problemie. Te spotkania w ,Szkockiej” byly inicjatywg Banacha. Ulam byt
najmtodszym z ich uczestnikéw. Juz w czasach studenckich, wraz z jego przyjacielem
Jézefem Schreierem, dostapili zaszczytu przebywania w niej wéréd matematycznych
geniuszy. Profesor Andrzej Alexiewicz twierdzil, ze zaproszenie do Kawiarni Szkockiej
bylo traktowane jak pasowanie na rycerza. Banach uwazal niektore podejscia Ulama
do probleméw i dowodéw matematycznych za dziwne, ale przyznawat, ze prowadzily
one do poprawnych wynikéw. Byt to ogromny komplement dla Ulama - uwazat on
(i stusznie) Banacha za prawdziwego samorodnego geniusza, ktéry miat podSwiadomg
zdolno$¢ odkrywania ,ukrytych $ciezek”. Hugo Steinhaus (1961, s. 257) tak wspomina
atmosfere Kawiarni Szkockiej: ,Banach z Mazurem i Ulamem to byl najwazniejszy stolik
w Kawiarni Szkockiej we Lwowie. A byla nawet taka sesja, ktéra trwata 17 godzin
— jej rezultatem byl dowdd pewnego waznego twierdzenia z przestrzeni Banacha — ale
nikt go nie zapisatl i nikt juz dzi$ nie zdota go odtworzy¢. Prawdopodobnie blat stolika
pokryty $ladami chemicznego otéwka zostal po owej sesji, jak zwykle, zmyty przez
sprzataczke kawiarni. Totez wielkg zastuga pani Lucji Banachowej — ktéra spoczywa
dzi$ na wroctawskim cmentarzu — byto zakupienie grubego zeszytu o twardych oktad-
kach i powierzenie go platniczemu Kawiarni Szkockiej — tam zapisywano zagadnienia,
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na pierwszych stronicach kolejnych kart, tak zeby ewentualne odpowiedzi mogty by¢
kiedy$ wpisane na wolnych stronicach obok tekstu pytan. Oryginalna ,ksigzka szko-
cka” byta do dyspozycji kazdego matematyka, ktéry jej zazadal w kawiarni; niektore
problematy oglaszano tam z obietnicg nagrody za rozwigzanie — nagrody wahaly sie
od malej czarnej do zywej gesi”.

Zeszyt kupiony przez panig Lucje, zone Stefana Banacha, stal sie szybko znany
jako Ksiega Szkocka i przez caly okres swego kilkuletniego istnienia odgrywat duzg role
w zyciu Iwowskich matematykéw. Pierwszy problem do Ksiegi wpisal Stefan Banach
pod datg 17 lipca 1935 roku, a ostatni Hugo Steinhaus pod datg 31 maja 1941 roku.
Lacznie wpisano 198 probleméw. Rekordzistg pod wzgledem liczby wpisanych prob-
lemoéw byt Stanistaw Ulam, ktéry samodzielnie wpisat 40 i ponadto 22 wspdlnie m.in.
ze Stefanem Banachem (5), J6zefem Schreierem (6) i Stanistawem Mazurem (7).

Po wojnie i po $mierci meza, pani Lucja Banach przywiozta Ksiege do Wroctawia,
a tam prof. Hugo Steinhaus przepisat ja recznie (dokladnie stowo po stowie) i w 1956
roku wystat te kopie do Los Alamos, do Stanistawa Ulama. Ten Ksiege przettumaczyt
na angielski, po czym skopiowal w 300 egzemplarzach (na wtasny koszt) i te kopie
rozestal do przyjaciét oraz rozmaitych uniwersytetow w réznych krajach. Ksiega stata
sie stynng i wielu matematykéw prosito Ulama o dalsze kopie. Présb tych byto w ciggu
kolejnych lat tak wiele, ze w Los Alamos zdecydowano o nastepnym wydaniu (z uwzgled-
nieniem rozmaitych poprawek) juz nie na koszt Ulama, co doszlo do skutku w 1977 r.
W maju 1979 w North Texas State University miata miejsce ,Scotish Book Conference”
(wéréd uczestnikéw byli m.in. Ulam, Kac, Zygmund), po czym z uaktualnionymi infor-
macjami na temat rozwigzan problemoéw, i zagadnien pokrewnych z tymi problemami
zwigzanych, Ksiega (uzupelniona kilkoma referatami z konferencji, w szczegélnosci
wspomnieniami) zostala w 1981 r. opublikowana przez wydawnictwo Birkhauser (pod
redakcjg R. Daniela Mauldina).

Wspétczesnie oryginat Ksiegi Szkockiej znajduje sie w posiadaniu rodziny Banacha,
a kopia oryginalu — w Bibliotece Instytutu Matematycznego PAN w Warszawie.

W roku 1934, nie majgc wiekszych szans na podjecie pracy dydaktycznej, podrézo-
wal (na koszt ojca) do Wiednia, Zurychu, Paryza i Cambridge, aby stuchac i wygtasza¢
wyktady matematyczne. Ulam wspominal, iz podréze te byty préba zrobienia w Swie-
cie wrazenia jego matematycznymi wynikami. Nie bez powodu. Sytuacja w Europie
zmienila si¢ dramatycznie po dojsciu Hitlera do wladzy i prorokowata jak nagorzej,
w szczegélnosci dla Zydéw. W Polsce, przez tagodna analogie pojawil sie agresywny
antysemityzm. Stryj Ulama, Michal Ulam, namawial go na karier¢ za granica. Pod
koniec 1934 r. Ulam nawigzal korespondencje z Johnem von Neumannem, bardzo
mlodym profesorem w Institute for Advanced Studies w Princeton. Napisal do niego
o kilku problemach z teorii miary. W odpowiedzi zaprosil Ulama na kilka miesiecy do
Princeton. Na jesieni 1935 r. Ulam poznal von Neumanna osobi$cie w Warszawie. Von
Neumann, wracajac z konferencji topologicznej w Moskwie, na kilka dni zatrzymat
sie w Warszawie i wyglosil wyktad w oddziale warszawskim Polskiego Towarzystwa
Matematycznego. W grudniu 1935 r., z francuskiego portu Le Havr, na angielskim
statku Aquitania, Ulam wyplynal w swéj pierwszy rejs do Nowego Jorku. W Princeton
Ulam poznatl m.in. Bochnera, Birkhoffa i Weyla. Jednakze najwiekszym autorytetem
i wzorem dla wigkszosci uczonych byt Albert Einstein. Ulam (1996, s. 101) tak wspo-
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mina nastepujace zdarzenie: ,Mniej wiecej dwa miesigce po moim przybyciu do Stanéw
jeden z moich kuzynéw, bankier, Andrzej Ulam, przyjechal w interesach do Nowego
Jorku, wiec zaprositem go, by odwiedzit mnie w Princeton. Tak sie zlozylo, ze miatem
wlasnie wyglosi¢ wyklad na jednym z seminariéw i moje nazwisko pojawito sie na
tej samej stronie biuletynu instytutu, co ogloszenie o stalym, cotygodniowym semi-
narium Einsteina. Zrobilo to na moim kuzynie ogromne wrazenie; wspomnial o tym
w licie do rodziny i tak moi krewni oraz przyjaciele w Polsce zaczeli uwaza¢ mnie
za wybitnego uczonego”.

Zdjecie paszportowe, 1935

Wobec pogarszajacej sie sytuacji w Europie, wzrastajacego zagrozenia Polski i wo-
bec swojej zydowskosci, Ulam szukal sposobéw pozostania w Stanach Zjednoczonych.
Dzieki poparciu George’'a Davida Birkhoffa, Ulam uzyskal nominacje na stanowisko
junior fellow na Harvardzie, na trzy lata od jesieni 1936 roku. Warunki byly nie-
zwykle atrakcyjne: pottora tysigca dolaréw rocznie plus mieszkanie i wyzywienie
oraz pewne sumy na podréze. W tych czasach wydawalo sie to krolewska oferta.
Rozpoczat wspétprace z Johnem Oxtoby, ktéra w roku 1941 zaowocowala ich publi-
kacja w mechanice statystycznej; Ulam uwazal jg potem za jedng z najwazniejszych
w swojej karierze matematyka. Wyktadat w Harvard University oraz w Brown University
w Providence, Rhode Island. Miedzy rokiem 1936 a 1939, kazde trzy letnie miesigce
spedzatl w Polsce z rodzing. W 1937 roku, wraz z Banachem goscit von Neumanna we
Lwowie. W nastepnym roku Ulam rewizytowal von Neumanna w Budapeszcie. W 1938
roku zmarla na raka matka Ulama, a on sam uzyskal w konsulacie amerykanskim
w Warszawie imigracyjng wize amerykanska. W kilka miesiecy p6zniej byloby to juz
prawie niemozliwe.

W sierpniu 1939 roku, ojciec Jozef i stryj Szymon, odprowadzili Ulama i jego
17-letniego brata Adama, na nabrzeze pasazerskie w Gdyni. Bracia Ulamowie odplyneli
,Batorym” do Ameryki. Adam, mltodszy od Stanistawa o 13 lat, ktéremu ten pomagat
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przez wiele lat studiéw w Brown University, stal sie p6zniej znanym historykiem, auto-
rem jednej z pierwszych na Zachodzie ksiazek o Stalinie, dyrektorem Center for Russian
Studies w Harvard University. Nie zobaczyli juz swojej rodziny nigdy. Cala rodzina
Ulama, wlaczajac siostre Stefanie (poza dwoma kuzynami), zgineta w czasie wojny.

W 1939 roku trzyletni kontrakt Ulama w Society of Fellows wygasat i nie mozna go
bylo przedtuzyé¢, poniewaz Ulam przekroczyl gorng granice wieku. Dzigki Birkhoffowi,
owczesnemu ,guru” matematyki amerykanskiej, otrzymat pozwolenie na roczne pozo-
stanie na Harvardzie w charakterze wyktadowcy na Wydziale Matematyki, a nastepnie
w roku 1940 otrzymat posade wyktadowcy w Uniwersytecie Stanu Wisconsin w Madi-
son. Tutaj zaprzyjaznil sie z Corneliusem Everettem. Napisal z nim wiele wspélnych
prac z teorii grup i algebr rzutowych.

Stanistaw i Francoise

W roku 1941 Ulam otrzymat obywatelstwo amerykanskie i prébowal zaciggnaé
sie na ochotnika do Sit Powietrznych, ale odrzucono jego wniosek z powodu wady
wzroku. W roku 1942 ozenit sie w Madison z francuskg studentkg Francoise Aron,
ktéra wczedniej poznal w Cambridge, MA. W 1944 r. urodzita sie ich jedyna corka
Claire. Mata Claire, odpowiadajgc na pytanie kolezanki, dlaczego jej ojciec nie gra
z nig w pitke, powiedziata: ,M¢j tato tylko mysli, mysli, mysli! Nic tylko mysli”.
Myslenie bylo gléwnym zajeciem Ulama. PéZng wiosng 1943 roku napisat list do von
Neumanna z pytaniem o mozliwo$¢ pracy na rzecz armii. Na $wiecie szalala wojna.
Ulam chcial wnie$¢ swéj udzial w wysilek wojenny. Wezesng jesienia 1943 nadeszta
odpowiedz z propozycjg spotkania sie na Union Station w Chicago podczas podrézy
von Neumanna z Princeton na zachéd. Wezesng jesienig 1943 r. doszlo do spotkania
Ulama z von Neumannem (w towarzystwie obstawy) na Union Station w Chicago. Von
Neumann poinformowat go o istnieniu tajnego, waznego projektu wojennego. Wkrotce
po tej rozmowie, Ulam otrzymal oficjalne zaproszenie z Los Alamos, lezacego okoto
sze$¢dziesieciu kilometréw na pétnocny wschéd od Santa Fe w Nowym Meksyku, do
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przytaczenia sie do nieokreslonego projektu wojennego, podpisane przez stynnego
fizyka Hansa Bethego (niedtugo pézniej wspottworey wzoru Bethego-Feynmana, pod-
stawowego dla obliczen wydajnosci reakcji rozszczepienia). Stanistaw Ulam z ciezarng
zong znalazl sie w tajnym laboratorium w Los Alamos. Tam zostal przydzielony do
grupy Edwarda Tellera, pracujacej nad projektem ,superbomby”. Byla to pierwsza
préba skonstruowania bomby wodorowej (termojgdrowej). Oprécz matego zespotu
Tellera wszyscy naukowcy w Los Alamos pracowali nad projektem bomby atomowej,
wykorzystujgcej energie uwolniong przy rozszczepieniu jader uranu lub plutonu. Nad
projektem tym pracowalo wielu wybitnych uczonych: John von Neumann, Enrico
Fermie, Hans Bethe, Niels Bohr, Richard Feynman, Edward Teller, Robert Oppenheimer,
Otto Frisch, Victor Weisskopf, Emilio Segre. Intelektualny potencjat grupy tak wielu
ciekawych ludzi byl wyjatkowy. W calej historii nauki nie znajdziemy niczego, co
przypominatoby choéby w wielkim przyblizeniu takie skupisko. Ulam zetknat si¢ tu
po raz pierwszy z praktycznymi problemami fizyki, ktore taczyly si¢ wprost z danymi
eksperymentalnymi. Pewnego razu zazartowal do fizyka Otto Frischa: ,(...) jestem czy-
stym matematykiem, ktéry upadt tak nisko, iz jego prace zawieraja prawdziwe liczby
z doktadnos$cig do kilku dziesietnych miejsc”. Pierwsze zadanie jakie Teller wyznaczyt
Ulamowi po jego przyjezdzie, polegato na zbadaniu wymiany energii pomiedzy swo-
bodnymi elektronami i promieniowaniem w skrajnie goragcym gazie, ktéry - jak sie
spodziewano — powinien tworzy¢ sie podczas wybuchéw bomb termojadrowych. Jak
na ironie, wlasnie ten pierwszy problem, jaki polecono rozwigza¢ Ulamowi w 1943 r.,
stal sie pézniej gléwnym tematem jego prac prowadzonych wspdlnie z Corneliusem
Everettem, ktére udowodnily, ze realizacja projektu ,superbomby” sporzadzonego przez
Tellera jest niemozliwa.

Wktad Ulama w prace nad skonstruowaniem bomby atomowej polegal na prze-
prowadzeniu statystycznych badan rozgaleziania i powielania neutronéw. Efektem
tego procesu jest podtrzymywanie reakcji tancuchowej i uwalnianie energii z uranu
lub plutonu. Dokladniej, w roku 1944 Stanistaw Ulam i David Hawkins interesowali
sie czysto modelowym problemem drzewa ,genealogicznego” neutronu, ktéry moze
wyprodukowaé zero (zostaje pochtoniety i koniczy zywot), jeden (czyli po prostu ist-
nieje nadal) lub dwa, trzy, cztery neutrony (to znaczy pojawiajg sie nowe), przy czym
kazde z tych zdarzen zachodzi z okreslonym prawdopodobiefistwem. Zadanie polega
na przesledzeniu ewolucji ukladu i faficucha mozliwych zdarzen przez wiele kolejnych
pokolen. Ulam i Hawkins szybko odkryli sposéb, ktéry pomogt bada¢ matematycznie
takie rozgatezione tancuchy. Funkcje charakterystyczne wymySlone przez Laplace’a
i pozyteczne przy badaniu rozkladéw sum zmiennych losowych niezaleznych, okazaly
sie idealnym narzedziem do badania proceséw multiplikatywnych, p6Zniej nazwanych
galagzkowymi. Teoria takich proceséw zostata opisana przez Ulama i Hawkinsa w roku
1944 w raporcie Laboratorium. Dokonali tego wczes$niej niz Andrzej Kotmogorow
iinni Rosjanie.

Z poczatkiem roku 1944, w dtugiej dyskusji Ulama z von Neumannem wyplyneta
konieczno$¢ doktadniejszego, niz przyblizonym sposobem proponowanym przez von
Neumanna, obliczenia hydrodynamicznego przebiegu implozji, niezbednej do zaptonu
bomby jadrowej. Trzeba bylo zastosowaé ,brutalng site”, czyli masowe obliczenia nume-
ryczne. Bylo to jednak niemozliwe przy uzyciu istniejacych mechanicznych urzadzen
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obliczeniowych. Niezbednos¢ tych wtasnie doktadnych obliczen zapoczatkowata rozwdj
elektronicznych, wowczas jeszcze lampowych, komputeréw. Powstaly z potgczenia
osiggnie¢ naukowych i technologicznych, w analogii z operacjami mézgu. W roku
1952 pojawit sie w Los Alamos MANIAC, drugi egzemplarz po Princeton, pierw-
szego zmienno-programowalnego komputera. Idee programowania wymyslit John von
Neumann, wychodzac z logiki matematyczne;j.

16 lipca 1945 r. dokonano pierwszej prébnej eksplozji bomby atomowej. Potem
przyszta Hiroszima i zwyciestwo nad Japonig. Wojna sie skoniczyla, a Swiat odradzat
sie z popiotéw. Wielu ludzi opus$cito Los Alamos, czy to wracajac na swoje uniwersy-
tety, czy to obejmujac nowe posady akademickie.

Ulam na kawatku swego gruntu w poblizu Santa Fe, 1947 rok

Jesienig 1945 r. Ulamowie przenie$li sie do Los Angeles, gdzie Ulam zostat profeso-
rem na University of Southern California. W styczniu 1946 przeszedt bardzo ciezka cho-
robe zapalenia mézgu. Przezyl dzieki otwarciu czaszki i spryskaniu mézgu penicyling.
Byly to pierwsze dni penicyliny, ktora stosowano bez ograniczen. Pierwsza po chorobie
publikacjg napisang przez Ulama byl artykul poSwiecony pamieci Stefana Banacha,
ktéry zmart 31 sierpnia 1945 r. we Lwowie na raka pluc, majgc zaledwie 53 lata.
Artykut ten ukazal sie w Biuletynie Amerykanskiego Towarzystwa Matematycznego
w numerze 52 (1946), 600-603.

W polowie 1946 r. Ulam powrdécit do Los Alamos National Laboratory. Krétko po
powrocie Ulam wyglosil na seminarium dwa wyktady, ktére zawieraty dobre, udane
pomysly. Dalszy rozwdj tych koncepcji doprowadzit do wielu sukceséw. Jedna z nich
dotyczyta metody, nazwanej pézniej Monte Carlo, a druga pewnych nowych metod
obliczen w hydrodynamice. Oba wyktady stanowily fundament bardzo konkretnych
zastosowan rachunku prawdopodobienistwa i mechaniki o$rodkéw ciagltych. W tym
miejscu przytocze wypowiedZ Ulama (1996, s. 225) na temat metody Monte Carlo:
,Pomyst ten, nazwany p6zniej metodg Monte Carlo, wpadt mi do gtowy, kiedy podczas
choroby stawialem pasjanse. Zauwazytem, ze znacznie praktyczniejszym sposobem
oceniania prawdopodobienstwa ultozenia pasjansa jest wykladanie kart, czyli ekspery-
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mentowanie z tym procesem i po prostu zapisywanie procentu wygranych, niz préba
obliczenia wszystkich mozliwosci kombinatorycznych, ktorych liczba rosnie wyktad-
niczo i jest tak wielka, Ze pomingwszy najprostsze przypadki, jej oszacowanie jest
niemozliwe. Jest to zaskakujace z intelektualnego punktu widzenia, i choé¢ moze nie
catkiem upokarzajace, to jednak zmusza do skromnosci i pokazuje granice tradycyjnego,
racjonalnego rozumowania. Jes$li problem jest wystarczajgco ztozony, prébowanie jest
lepszym sposobem niz badanie wszystkich tancuchéw mozliwosci. (...) Metoda Monte
Carlo przybrata konkretne ksztalty i uzyskata odpowiednie podstawy teoretyczne po tym,
jak w jednej z naszych rozméw w 1946 r. opowiedzialem Johnny'emu o mozliwosci
stosowania schematéw tego typu w probabilistyce. Byla to wyjatkowa dtuga dyskusja,
prowadzona w rzgdowym samochodzie podczas jazdy z Los Alamos do Lamy. (...) Po
tej rozmowie wspOlnie opracowali§my matematyczng strone tej metody. Wydaje mi sie,
ze nazwa ,Monte Carlo” bardzo przyczynita sie¢ do jej popularyzacji. Metoda zostata
tak nazwana z powodu roli przypadku: generowania liczb losowych, ktére decyduja

o przebiegu gry”.
i
iy gl
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Spotkanie z prezydentem Kennedym, Los Alamos 1962

Najbardziej jednak godnym uwagi dokonaniem Ulama w Los Alamos byt jego wktad
w powojenne prace nad bombag wodorows. Wpierw, wspdlnie z Everttem wykazat,
ze koncepcja Tellera konstrukcji bomby wodorowej jest niemozliwa do zrealizowania,
a nastepnie w lutym 1951 r. zaproponowal nowg metode polegajgca na wykorzystaniu
rozchodzenia si¢ mechanicznej fali uderzeniowej, spowodowanej eksplozjg atomows,
do wywolania silnego sprezenia paliwa termojadrowego, co mialo w ostatecznosci
doprowadzi¢ do gwaltownego wybuchu. Kiedy Ulam powiedziatl Tellerowi o swoim
pomysle zastosowania bomby atomowej do sprezania deuteru tuz przed zaptonem, Teller
natychmiast pojat jego warto$¢. Zasugerowat jednak, ze zamiast wykorzystywaé do tego
celu mechaniczng fale uderzeniowg - jak to proponowat Ulam — mozna by osiggnac
implozje w lepszy sposdb: za pomocg promieniowania, przez tak zwang implozje radia-
cyjna. Nowy projekt bomby wodorowej, znanej pod nazwg ,urzadzenie Tellera-Ulama”,
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zostal szybko zaakceptowany przez naukowcoéw z Los Alamos i urzednikéw rzadowych.
Od tego czasu mechanizm dziatania wszystkich bomb termojadrowych opieral sie na
wykorzystaniu eksplozji atomowej do wywolania wtérnego wybuchu termojadrowego
wskutek implozji.

1 listopada 1952 r. miata miejsce proba nowej broni. Broni, przy ktérej wybuchy
atomowych glowic z fadunkami rozszczepialnymi wydawaé by sie mogly strzalami z
pistoletu przy armatniej salwie.

Po zakonczeniu teoretycznej pracy nad bombg wodorowsg, Ulam uznat, ze wykonat
swoje zadanie, i postanowit na jaki§ czas zmieni¢ otoczenie. Wzigt urlop naukowy
i zimowy semestr w roku akademickim 1951/1952 spedzil na Harvardzie. Kolejny urlop
naukowy uzyskal w roku akademickim 1956/1957 i podjgt prace w Massachusetts
Institute of Technology jako visiting professor. Po powrocie do Los Alamos objatl stano-
wisko doradcy naukowego dyrektora Laboratorium. W 1965 r. Ulam rozpoczat regularne
wizyty na dynamicznie rozwijajacym sie University of Colorado w Boulder. W 1967 r.
przeszedl na emeryture w Los Alamos, pozostajgc konsultantem Laboratorium za jed-
nego dolara rocznie. W tym samym roku przeniést sie do Boulder na stale, gdzie
zostal profesorem i dziekanem Wydziatu Matematyki. W latach 1968-1975 byt réwniez
profesorem biomatematyki w Colorado Medical School. W 1975 r. Ulam przeszedt
na emeryture z University of Colorado i wrécit do Santa Fe, w poblizu Los Alamos.
Pracowal tam nadal, korzystat z komputeréw i biblioteki Laboratorium. Prowadzit kil-
kumiesieczne wyktady na Harvard University i w Massachusetts Institute of Technology,
wyjezdzal do Paryza, University of California w San Diego i Davis. Ponadto kazdego
roku miedzy 1974 a 1984 przebywal po 2 miesigce na Uniwersytecie Florydzkim
w Gainesville.

Stanistaw Ulam byl czlonkiem National Academy of Sciences w Waszyngtonie,
American Academy of Arts and Sciences, American Philosophical Society, American
Mathematical Society, Polskiego Towarzystwa Matematycznego i kilku innych towa-
rzystw. Byt czlonkiem Rady Fundacji Jurzykowskich w Nowym Jorku. Mial doktoraty
honorowe z uniwersytetow w New Mexico, Wisconsin Pittsburgu. Otrzymatl polski
matematyczny Medal Sierpinskiego. W roku 1973 odwiedzit na krétko Warszawe jako
wyktadowca w Centrum Banacha. Od roku 1950, coroczne wakacje spedzali Ulamowie
we Francji, gdzie mieszkal brat jego Zony.

Stanistaw Ulam zmart nagle 13 maja 1984 r. w Santa Fe na atak serca, po powro-
cie z Anglii, gdzie odwiedzal polskiego matematyka Zbigniewa Lomnickiego. Francoise
Ulam pochowala jego prochy na Cmentarzu Montrmartre w Paryzu.

Stanistaw Ulam byl cztowiekiem obdarzonym niezwykle plodna wyobraznig i twér-
czym, niemal wizjonerskim talentem. Napisat ponad 150 prac i trzy ksigzki. Jego prace
zaowocowaly powstaniem wielu nowych kierunkéw badan naukowych.

S. Ulam sam siebie $wietnie opisat w poczytnej ksigzce , Adventures of a Mathemati-
cian”, Charles Scribner’s Sons, New York 1976. Posiadam te ksigzke z nastepujaca dedy-
kacja Autora: ,Panu Mirostawowi KrzysSko z najlepszymi zyczeniami. Stanistaw Ulam.
Gainesville, 3, XI1,1980”. Jej polski przektad ukazat sie w roku 1996 w Wydawnictwie
Proszynski i S-ka.

Mirostaw Krzysko
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RECENZJE

JERZY WITOLD WISNIEWSKI

MIKROEKONOMETRIA
WYDAWNICTWO NAUKOWE UNIWERSYTETU MIKOLAJA KOPERNIKA W TORUNIU,
TORUN 2009, S. 247 (WYDANIE PIERWSZE)

Wyktadowcy prowadzacy zajecia z ekonometrii na kierunkach studiéw ekonomicznych z racji umiej-
scowienia tego przedmiotu zazwyczaj na trzecim semestrze studiow pierwszego stopnia, bezposrednio po
przedmiotach ksztaltujacych sposéb postrzegania przez studentéw gospodarki, a przed przedmiotami, ktérych
zadaniem jest integracja wiedzy szczegotowej odnosnie do jej czesci sktadowych i ich wzajemnych interakcji,
staja przed wyborem materiatu obrazujacego poszczegélne etapy budowy modelu ekonometrycznego — narze-
dzia pomiarowego wspoélczesnego ekonomisty. Ograniczeni wiedzg studentéw pierwszego roku zmuszeni sa
przekazywac im tre$ci programowe ilustrujac je badz to skonstruowanymi przez siebie przykladami funk-
cjonowania sztucznych uktadéw gospodarczych, ktérych wlasciwosci — choé¢ mato realistyczne - nie kt6ca
si¢ w sposdb drastyczny z zalozeniami czynionymi w klasycznym modelu regresji liniowej i jego prostych
modyfikacjach, badz tez ilustrujac je przyktadami z literatury, np. makroekonomiczng funkcja konsumpcji
lub produkcji. Jesli w pozniejszym okresie studiéw integracja wiedzy szczegélowej nie zostanie wzmocniona
odpowiednio dobranymi i wlasciwie przekazanymi treSciami z zakresu ekonometrii stosowanej, trudno
bedzie im zrozumieé¢ funkcjonowanie wspotczesnej gospodarki i przekonaé si¢ do korzySci ptynacych ze
stosowania ekonometrii. Ksigzka prof. dr. hab. Jerzego Witolda Wisniewskiego, doswiadczonego dydaktyka
i wieloletniego praktyka gospodarczego-przedsigbiorcy, moze im ulatwi¢ obie rzeczy.

Adresatem Mikroekonometrii sg dociekliwi studenci ostatniego roku studiéw ekonomicznych (poza kie-
runkiem informatyka i ekonometria) lub ich absolwenci, ktérzy chcg poznanym w trakcie studiéw teoriom
nada¢ konkretny wymiar empiryczny, w szczegélnosci za$ ci, ktérzy z réznych wzgledéw interesuja si¢
funkcjonowaniem matego przedsi¢biorstwa. Ksigzka prof. Wisniewskiego ukazuje im je jako system wzajem-
nie ze sobag powigzanych elementéw spietych zachodzacymi w nim procesami, odzwierciedlony w postaci
ukladu o réwnaniach wspélzaleznych. Uklad skonstruowany jest pod potrzeby informacyjne wlasciciela,
ujawniajgce si¢ w zarzadzaniu operacyjnym. W kolejnych rozdziatach i podrozdziatach podrecznika Autor
przedstawia oszacowania poszczeg6lnych réwnan na podstawie danych pochodzacych z realnie istniejacego
malego przedsigbiorstwa oraz przeprowadza ich dyskusj¢. Réwnania opisuja takie kategorie, jak: wplywy
pieni¢zne, przychody ze sprzedazy, produkcja gotowa, fundusz ptac, placa przecigtna, zatrudnienie czy tez
majatek trwaly, z uwzglednieniem cykliczno$ci wszedzie tam, gdzie jest to niezbedne. Analizie poddawany
jest zaréwno popyt na wyroby przedsigbiorstwa, koszty jednostkowe oraz rentowno$¢ produkeji, jak i indy-
widualna oraz zespotowa wydajnos$¢ pracy. Wyznaczany jest prég rentownosci produkeji. Cze¢$¢ empiryczng
konicza analizy i prognozy plynnosci finansowej w ujeciu miesigcznym i kwartalnym, ktérych trafnosé
warunkuje osiggni¢cie przewagi konkurencyjnej (przetrwanie) na rynku. Dwa rozdzialy koncowe zawierajg
tre$ci przypominajace studentom procedur¢ budowy, szacowania i weryfikacji jedno- i wieloréwnaniowych
modeli ekonometrycznych oraz prognozowania na ich podstawie.

Zaleta tekstu jest zamierzona dydaktycznie symplifikacja ekspozycji zaréwno w czgsci dotyczacej
mikroekonomicznych podstaw funkcjonowania przedsigbiorstwa, jak i metodyki budowy jego modelu eko-
nometrycznego. Pury$ci moga zzymac sie na niektére niedoskonatosci lub niekonsekwencje (np. zbyt waskie
definiowanie przedmiotu i zakresu mikroekonometrii, domyslne osadzenie rozwazan nad funkcjonowaniem
przedsiebiorstwa w teorii przedsiebiorstwa maksymalizujacego zysk), niemniej podejscie takie czyni tekst
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zrozumiatlym nawet dla $rednio zaawansowanego czytelnika. Dgzenie do precyzji opisu dziatalno$ci przedsie-
biorstwa nie prowadzi do nadmiernej komplikacji uzywanego przez nich narzg¢dzia, uniemozliwiajacej jego
praktyczne zastosowanie. Ksigzka napisana jest jezykiem prostym i zrozumialym; zwraca uwage staranna
redakcja tekstu. Reasumujac mozna stwierdzié, ze studiujacy Mikroekonometrie mocno stapaja po ziemi.

Pawet Mitobedzki
Uniwersytet Gdanski
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