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PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LVII - ZESZYT 4 - 2010

ARTUR PREDKI

ESTYMACJA ZBIORU MOZLIWOSCI PRODUKCYJNYCH W RAMACH
FORMALNEGO MODELU STATYSTYCZNEGO!

1. WSTEP

Niniejsze opracowanie stanowi kontynuacje badan opisanych w pracach [14],
[16], ktorych celem byto przedstawienie mozliwych rozszerzeni metod FDH i DEA?2
w ujeciu stochastycznym. Jednym z przedmiotéw analizy jest tu zbiér mozliwosci
produkcyjnych, ktéry wyraza technologie n jednostek produkcyjnych, produkujgcych
z p nakladéw q produktéw. W zaleznos$ci od przyjetych o nim zalozen, proponowano
rézne jego postacie o charakterze deterministycznym (zob. np. [5], [15]). Wspomniane
zatozenia mialy charakter nieparametryczny, co wyrazato sie brakiem analitycznej
specyfikacji granicy produkcyjnej3. Powodem byla niecheé do arbitralnego okreélania
jej parametrycznej postaci oraz powazne trudnoSci w modelowaniu dla przypadku
wielu produktow.

Bledy w zebranych danych, niepelny zbiér danych, nieuwzglednienie waznych
informacji o badanym procesie produkcyjnym czy niejednorodno$é¢ technologiczna
obiektow, stanowiag potencjalne Zrédta niepewnosci dotyczacej rzeczywistej postaci
zbioru mozliwo$ci produkcyjnych. Dopiero w latach 90. pojawily sie prace [1], [10],
[11], w ktérych przyjeto, ze jest on nieznany i jako taki moze by¢ przedmiotem esty-
macji. Aby jednak stal sie on przedmiotem wnioskowania statystycznego na podstawie
proby nalezato zdefiniowaé odpowiedni model statystyczny. Ze wzgledu na nieparame-
tryczny charakter obu metod zrezygnowano z modeli parametrycznych, ktére wymagaja
jawnej specyfikacji analitycznej postaci granicy produkcyjnej. Wykorzystano natomiast
modele nieparametryczne, uzywane juz od lat 60. ubiegtego wieku do estymacji zbio-
row i funkcji (zob. [3], [17], [18]).

Celem opracowania jest przedstawienie propozycji modelowania zbioru produk-
cyjnego na podstawie prac [10], [11], [12]. Odbedzie sie to wedlug nastepujacego
schematu. Na poczatek (w czesci drugiej) zostanie wprowadzony ogélny model staty-
styczny. W czedci tej przedstawimy tez kryterium optymalnosci estymatoréw oparte na
pojeciu asymptotycznego ryzyka minimaksowego. W czeSci trzeciej zostanie skonstruo-
wany wariant szczegélowy modelu, stuzacy jako podstawa estymacji zbioru mozliwo-

1 Praca wykonana w ramach badan statutowych finansowanych przez Uniwersytet Ekonomiczny
w Krakowie.

2 FDH z ang. Free Disposal Hull, DEA z ang. Data Envelopment Analysis.

3 Zwanej funkcja produkcji (jeden produkt) lub transformata produkcji (wiele produktéw).
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$ci produkcyjnych. Przedstawimy tam tez definicje odpowiednich estymatoréw. Czesé
czwarta pracy zawiera ilustracje i wlasnos$ci statystyczne wprowadzonych estymatoréw.
W zakoniczeniu wyniki z niniejszej pracy zostang krotko zestawione z innymi rezulta-
tami w zakresie estymacji zbioréw o podobnym charakterze. Wskazano réwniez inne
potencjalne zastosowania ogdlnego modelu statystycznego wprowadzonego w czesci
drugiej pracy.

2. OGOLNY MODEL STATYSTYCZNY

Za pomocy kolejnych zatozen okreslimy ogblny model statystyczny, ktory zostanie
uszczegblowiony dla naszych potrzeb w podrozdziale trzecim. Zacznijmy od okreslenia
przedmiotu naszego wnioskowania, czyli przestrzeni parametrow.

Zalozenie 1. Pare (®, d (-,")) nazywamy przestrzenig parametréw z pseudometrykg
d(,), ¢ € ® jest wiec nieznanym parametrem podlegajacym estymacji.

UWAGA: W praktyce bedziemy czesto wyodrebnia¢ podzbioér X przestrzeni para-
metréw wyrazajacy pewne dodatkowe informacje o parametrze bedacym przedmiotem
estymacji. Ze wzgledu na to, ze parametrem mogg by¢ obiekty typu zbiér czy funkcja
wprowadzono ogdlniejszy sposéb pomiaru odlegloéci za pomoca pseudometryki.

Kolejne zalozenie definiuje pojecie wektora obserwacji.

Zalozenie 2. Wektor obserwacji (préba statystyczna) X, jest elementem pewnej
przestrzeni mierzalnej (X, 0,,) zwanej przestrzenia préby, gdzie n - liczba obserwacji.

Zalozenie trzecie okresla ogdlnie mechanizm generowania wektora obserwacji.

Zalozenie 3. Dana jest rodzina rozktadéw prawdopodobienistwa {P“, pEXC d)}
na przestrzeni proby (X, o,). Zakladamy, Zze jeden z jej elementéw (odpowiadajacy
rzeczywiste] warto$ci parametru) jest odpowiedzialny za sposéb generowania obser-
wagji.

UWAGA: Istnieje obiekt losowy &,: (X, ox, P) = (X,, 0,) zwany préba losowa,
ktorego rozktad jest przedmiotem zainteresowania®. Jego realizacja to wlasnie wektor
obserwacji Xj,.

Zalozenie czwarte zapewnia istnienie rodziny gesto$ci odpowiadajacej, wprowa-
dzonej w poprzednim zalozeniu, rodzinie rozkladéw prawdopodobienstwa.

Zalozenie 4. Istnieje o-skonczona miara v, na przestrzeni (X,,, o,) taka, ze miary
P¢ sa w stosunku do niej absolutnie ciagte.

UWAGA: Przy tym zalozeniu, z twierdzenia Radona-Nikodyma wynika, ze:

Vo € X c ®3f(X,.06,) - [0,%0) mierzalna VA € 6,:P1(A) = [ fldy,.
A

W tym przypadku funkcja f7, jest nazywana gestoscia rozkladu prawdopodobieri-
stwa P! .
¢

4 Spelnia ona, podobnie jak metryka, warunek symetrii i ,tréjkata”. Dopuszcza jednak nieidentycznosé
obiektow, ktorych odleglosé jest zerowa.

5 Méwi o tym odpowiednie twierdzenie (zob. np. [13], s. 31). Dla (X, o) = (R1, B(R1)) odwzorowanie
mierzalne &, nazywamy wektorem losowym. Dodatkowo, przy n = 1, méwimy o zmiennej losowej.
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Wprowadzimy teraz pojecie estymatora parametru bedacego przedmiotem wnio-
skowania.

Definicja 2.1. Dowolne, mierzalne odwzorowanie ¢,: (X,, op) = (@, d(:,)) nazy-
wamy estymatorem (parametru ).

UWAGA: W kwestii mierzalnosci ¢, warto zaznaczy¢, ze pseudometryka zadaje
w przestrzeni parametréw topologie. Tak wiec za o-algebre przyjeto tu rodzine zbioréw
borelowskich® B(®).

Przejdziemy teraz do problemu zdefiniowania tzw. funkcji ryzyka (z ang. risk
function) bedacej podstawg, sformutowanego w dalszym ciggu pracy, kryterium opty-
malnosci estymatoréw zwanego minimaksowym. Na gruncie statystyki parametrycznej
funkcja ryzyka jest zwykle postaci?

R(®, @) = EL[W(op @) = [ w(®,0 0)dPL,
X”
gdzie:
w (+,") — dowolna nieujemna funkcja zwana funkcja straty® (z ang. loss function);
Ej — warto$¢ oczekiwana wzglgdem rozktadu Py (zaktadamy jej istnienie).

Skonczona parametryzacja modelu gwarantuje m.in. istnienie naturalnej odlegtosci
euklidesowej mierzacej doktadno$¢ estymacji. Dla naszego modelu ogdlnego, role tej
odleglosci bedzie pelni¢ pseudometryka d (:,°).

Definicja 2.2. Funkcja ryzyka nazywamy odwzorowanie R (:,) okreslone nastepu-
jaco:

(5, ©) = E3[W(d(0, )]

Po wprowadzeniu dostepnej nam informacji o przestrzeni parametréw ® w postaci
jej podzbioru X, definiujemy:

Definicja 2.3. Maksymalnym ryzykiem estymatora ¢ , na zbiorze X nazywamy
liczbe:

1(@,) = @SlelpZR(% ®).

Przedmiotem naszego zainteresowania bedzie estymator, dla ktérego to maksymalne
ryzyko bedzie najmniejsze.

6 Rodzina zbioréw borelowskich jest to najmniejsza o-algebra zawierajaca wszystkie zbiory otwarte
w przestrzeni (®, d (-,")).

7 Zob. np. [8], s. 16.

8 Jest to subiektywny miernik straty, jaka ponosimy na skutek odstepstwa estymatora od nieznanej
wartosci parametru. Czesto przyjmuje si¢ jeszcze pewne, dodatkowe wlasnosci tej funkeji (zob. np. [10],
s. 478).
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Definicja 2.4. Liczbg infr(¢,) nazywamy ryzykiem minimaksowym.
b,

0 ile ryzyko minimaksowe istnieje zawsze, o tyle estymator, ktérego maksymalne
ryzyko byloby najmniejsze wsréd wszystkich mozliwych estymatoréw wcale nie musi
istnie¢? (tzw. estymator optymalny w sensie ryzyka minimaksowego). Stad zwykle
ogranicza sie klase rozwazanych estymatoréw!0 lub bada te wtasnosé asymptotycznie.
W naszym przypadku przedstawimy drugie podejscie, ze wzgledu na asymptotyczny
charakter rezultatéw uzyskanych w modelu szczegétowym.

Definicja 2.5. Granice nlim inf r((Z)n) nazywamy asymptotycznym ryzykiem mini-
— 0o én

maksowym.
Jesli istnieje ta granicall i estymator ¢ takie, ze:

lim infr(¢,) = limr(%,),

n — co én n— oo
to méwimy, iz jest on optymalny w sensie asymptotycznego ryzyka minimaksowego.

Wprowadzmy teraz definicje zwigzane z kolejnymi wlasno$ciami estymatoréw
o charakterze asymptotycznym.

Definicja 2.6. Estymator ¢, nazywamy asymptotycznie nieobcigzonym, gdy:

Definicja 2.7. Estymator ¢, nazywamy zgodnym (slabo zbieznym, zbieznym wg
rozktadu), gdy:

YVe> O:nlewP$ (d(gbn, ¢) < e) = lim P n{Xn S Xn:d(gbn()(n),qa) < e} =1.

n— o

Stosuje si¢ oznaczenia: ¢, RN ¢ lub d(fpn, ¢) = op(1). Zwréémy uwage, ze
pseudometryka d (-,") pelni tu ponownie role odlegtoséci euklidesowej w ,zwyklej” defi-
nicji zgodnosci dla modeli parametrycznych!2.

Innym warunkiem jest tzw. ograniczono$¢ wg rozktadu (z ang. bounded in pro-

bability).

9 Zob. np. praca [8], s. 4. Supremum oraz infimum dla zbioru liczbowego zawsze istnieje, cho¢ nie
zawsze nalezy do tego zbioru.

10 Na przyklad rozwaza si¢ tylko estymatory asymptotycznie normalne albo nieobciazone parametru,
zob. [8], s. 41 17.

11 Przyktad zaimplementowania tej idei, przy pewnych dodatkowych warunkach narzuconych na funkcje
straty, w pracy [10], s. 478-479.

12 Te koncepcje rozszerzenia definicji wiasnosci asymptotycznych mozna znalezé np. w pracy [20],
s. 16.
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Definicja 2.8. Estymator ¢, nazywamy ograniczonym wg rozkladu, gdy!3:
Ve>03B,3n, Vn = nEPg(d(qbn, Q) = B8> > 11—

Stosuje sie oznaczeniel4: d(Pps @) = 0p(1).
Warunek zgodnosci jest tu najsilniejszy, o czym moéwi ponizsze twierdzenie!S.

Twierdzenie 2.1. Jesli ¢, jest estymatorem o skoniczonej wartosci oczekiwanej,
zbieznym wg rozkladu, to jest réwniez ograniczony wg rozktadu oraz asymptotycznie
nieobcigzony.

Warto zastanowi¢ sie nad rolg powyzszego, stabszego warunku w dalszej anali-
zie. Czy jego wprowadzenie oznacza, ze nie mogac dowie$é¢ zbieznoSci wg rozktadu,
bedziemy stara¢ si¢ dowie$¢ choéby ograniczono$¢ wg rozktadu? Zdecydowanie nie,
jego rola jest tu ,bardziej pozytywna” i wigze sie SciSle z pojeciem tempa zbiezno$ci
(z ang. rate of convergence).

Definicja 2.9. Tempem zbieznosci nazywamy dowolny, dodatni, zbiezny do zera
ciag liczb rzeczywistych y,.

Pojecie to stluzy do okreslenia ,szybkosci” zachodzenia réznego typu wiasnosci
asymptotycznych (np. zbieznoSci wg rozktadu, ale réwniez optymalnosci w sensie
ryzyka minimaksowego).

Wprowadzmy to pojecie do uzytku w kontekscie dwéch zdefiniowanych powyzej
rodzajow zbieznoSci.

Definicja 2.10. Estymator ¢, jest zbiezny (ograniczony) wg prawdopodobienstwa
w tempie 1, gdy:
dfgld((bn, (P) =o0p(1) [d;;ld(gbn, (p)) = Op(l)].

Stosuje si¢, odpowiednio, oznaczenie: d(¢,, ¢) = 0p (V) oraz d(¢,, ¢)= Op (V).
Zwr6¢my uwagg, ze ze zbieznosci ciagu Y ! do nieskoficzonosci, wynika odpo-

wiednio zbieznos¢ (ograniczonos¢) wg rozktadu ciggu zmiennych losowych d(,, ¢).
Ponadto zachodzg nastepujgce zaleznoSci.

Twierdzenie 2.2. Jesli d(qbn, Q)= OP(llrn), to d(fon, ¢) = op().

13 Definicja za pracg [21], s. 437-438. Zapis skrécony (por. def. 2.7).

14 Oznaczenia ,0-duze” i ,0-mate” stosuje si¢ rowniez w analizie matematycznej dla okreslenia szyb-
kosci zbieznosci ciggéw czy funkcji rzeczywistych.

15 Zob. np. [20], s. 60-61. W pracy tej opisano réwniez inne zwigzki pomiedzy réznymi rodzajami
zbieznosci zmiennych losowych.
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Dowdéd: Implikacja zachodzi na mocy wprowadzonych definicji oraz faktu, ze:
Ve>0VB,>0:B. U, — 0.

Twierdzenie 2.3. Jesli d(¢,, ¢)=0p(¥,) i Vne Ny, =14,%, -0, to
d(gbn’ (P) = OP(&n)

Dowdd: Twierdzenie wynika wprost z odpowiednich definicji oraz faktu, ze:
Vn e N, ' < gt

Z powyzszych twierdzen wynika, iz wlasno$¢ ograniczonosci wg prawdopodobien-
stwa moze stuzy¢ wykazaniu zgodnoSci innego ciggu zmiennych losowych. Ponadto,
dany cigg zmiennych losowych moze mie¢ wiele réznych temp zbieznosci. Byloby
interesujgcym wykazanie, ze wsrdd nich istnieje tempo optymalne w jakim$ sensie.
W celu znalezienia owego kryterium optymalno$ci wykorzystamy kryterium minimak-
sowe. Tym razem jednak definicje bedg ukierunkowane na poszukiwanie optymalnego
tempa zbieznoSci.

Definicja 2.11. Funkcja ryzyka R (:,,") w tempiel® 1{, nazywamy odwzorowanie
okreslone nastepujaco:

R(Pp @ ¥y) = EG[w(ly! - d(&, 9))]-

Definicja 2.12. Maksymalnym ryzykiem estymatora ¢, w tempie v, na zbiorze
3 nazywamy liczbe:

(@ Uy) = sup R(P,, @, U,).

pelX

Poniewaz wprowadziliSmy pojecie tempa zbieznosci to w naturalny sposéb inte-
resuje nas raczej asymptotyczne ryzyko minimaksowe (w tempie yp):

lim infr(¢,, d!n).

n— oo g
Pn

Granica ta jednak, ze wzgledu na wystepowanie tempa, wcale nie musi istnieé
w danym modelu szczegétowym. Zastapimy ja wiec pojeciami limes inferior i limes
superior, ktére zawsze istnieja i zazadamy od optymalnego tempa spetnienia stabszego
warunku ograniczono$ci ciggéw liminf oraz limsup ryzyk minimaksowych!7.

16 Nazwa wlasna Autora. W zrédiowej pracy [12] pomija sie stowa ,w tempie y,". Wydaje sie jednak
wlasciwie zaznaczenie w nazwie w jakim kontekScie funkcjonuje tutaj podejécie minimaksowe.
17 Zob. tez uwagi w pracy [8], na s. 4-5.
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Definicja 2.13. Ciag dodatni ¢, jest nazywany nizszym tempem zbieznosci (z ang.
lower rate of convergence) dla zbioru ¥ w pseudometryce d (:,7), gdy:

3¢, > 0: Hnrri'ggf ipfr(gbn, 1Lrn) > C,.

n

Wiasno$é ta, jesli zachodzi, ma charakter negatywny. Oznacza bowiem, ze estyma-
tory parametru ¢ nie zbiegaja do niego zbyt szybko (w sensie wyzej opisanego asymp-
totycznego ryzyka minimaksowego). Zwré¢émy tez uwage, ze nizsze tempo zbieznoSci
nie musi by¢ zdefiniowane jednoznacznie, moze istnie¢ wiele ciggéw v, spetniajgcych
powyzszy warunek (zob. [12], s. 48).

Definicja 2.14. Ciag dodatni 1 jest nazywany minimaksowym tempem zbieznosci
dla zbioru £ w pseudometryce d (-,-), gdy jest nizszym tempem zbieznosci oraz:

3¢, 3C, > 0:lim supr(gb;“, 1er1) <C,.

n— o

Estymator spetniajgcy te wlasno$¢ rowniez jest nazywamy optymalnym w sensie
asymptotycznego ryzyka minimaksowego (por. def. 2.5). Niestety, minimaksowe tempo
zbieznosci rowniez nie musi by¢ wyznaczone jednoznacznie, lecz z doktadnoscig do
statej!8.

Dla wyjasnienia znaczenia owej optymalno$ci rozwazmy cigg nieréwnosci:

0<C, < lim inf ipfr((bn, 1!;;) < lim sup ipfr(fan, df:) < lim supr(fafl, l!f:) <C,.
noee g, @

n— oo n — oo

Sa one prawdziwe wprost z definicji odpowiednich wielkoSci. Przy zalozeniu ist-
nienia asymptotycznego ryzyka estymatora ¢’ oraz ryzyka minimaksowego otrzymu-
jemy:

0<C, = nlimm igfr((ﬁ,,, lﬁ:) = nlinéo r(@:, ﬁ) < C,.

Widac wiec, Ze granice zostaly tu zastgpione limes inferior i superior, a odpowiednie
ciagi sg przynajmniej ograniczone, skoro nie wiadomo czy powyzsze granice istnieja.
W szczegélnosci asymptotyczne ryzyko estymatora ¢, jest ograniczone. Zauwazmy
tez, ze granice te (jesli istniejg) nie sg réwne zero dla optymalnego tempa zbieznosci.
Mozna jednak wykazaé (przy odpowiednich zalozeniach odno$nie do funkcji straty),
ze dla tempa ,wolniejszego” granica ta wynosi zero, natomiast dla tempa ,szybszego”
zmierza do nieskonczono$ci. W tym wiasnie sensie tempo minimaksowe jest optymalne.
W ramach modelu szczegétowego wyjasnimy co oznacza pojecie tempa ,wolniejszego”
lub ,szybszego”.

18 Oznacza to, ze istnieja funkcje straty takie, ze ciag ¥, = L7, gdzie L > 0 réwniez spetia to
kryterium optymalnosci (dla potegowej i wskaznikowej funkcji straty zob. [12], s. 49).
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3. SZCZEGOLOWY MODEL STATYSTYCZNY

Przypomnijmy (zob. wstep), ze przedmiotem naszej analizy jest zbiér mozliwosci
produkcyjnych!® postaci:

T= {(x, y) € RP} %z x mozna wyprodukowac y}.

Element tego zbioru bedziemy nazywac¢ wykonalnym planem produkcyjnym i utoz-
samia¢ z jednostkg produkcyjng lub obiektem gospodarczym, ktéry go zrealizowat.
Pomocniczo zdefiniujemy jeszcze granice produkcyjng20 zbioru T:

0T ={(x,y) € T:VO € (0,1)(0x,y) &€ T, VO > 1:(x, Oy) & T}.

Zbiér T jest nieznany i w zwigzku z tym moze by¢ potraktowany jako parametr
podlegajacy estymacji pod warunkiem zdefiniowania odpowiedniego modelu staty-
stycznego.

Sktada sie on z szeregu zalozen i jest szczeg6lnym przypadkiem ogélnego schematu
modelowania oméwionego wczesnie;j.

Zalozenie 1’ Zbior2! P(R%q), z okreslong pseudometryka miary Lebesgue’'a
symetrycznej réznicy zbioréw:

VAB € P(RUIVEA(AAB) = A(A\B) U (B\A)),

jest przestrzenig parametréw.

Pseudometryka ta bedzie mierzy¢ jak blisko nieznanego zbioru T (parametru) jest
warto$¢ jego estymatora. OczywiScie istniejg inne pseudometryki, ktére mozna by w tym
celu wykorzysta¢ (zob. zakoniczenie oraz praca [10], s. 478). Wybdr tej wlasnie jest
podyktowany rezultatami teoretycznymi, ktére beda omawiane w niniejszej pracy.

Kolejne zatozenie bedzie stuzyé wyodrebnieniu podzbioru P(R%q)) wyrazajacego
naszg informacje o nieznanym parametrze T.

Zalozenie 2" T jest podrodzing P(R5(9)), ktorej elementy sa:

a. zbiorami zwartymi;
b. spetniajg warunek tzw. swobodnej dyslokacji naktadéw i produktéw??2 tzn.:

Vx=xy=y[(xy) € T=(xy) €T}

19 RP 19 to iloczyn kartezjanski p + q przedzialéw postaci [0,).

20 Za pracg [21], s. 421. Zob. tez przypis 3. Zbiér ten opisywany jest tez jako cze$é wspélna zbio-
ruT i domknigcia jego dopelnienia (w sensie topologicznym nie nalezy wiec myli¢ go z pojeciem brzegu
zbioru).

21 Jest to rodzina wszystkich podzbioréw danego zbioru zwana zbiorem potegowym.

22 Nieréwnoéci miedzy wektorami rozumiane ,po wspéirzednych”.
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c. w przypadku braku naktadéw nie mozna niczego wyprodukowaé?3:
x=0,y+#0=(x,y) €T

W razie potrzeby bedziemy tez zaktadaé, ze:
d. T jest wypukly tzn.:

Vx,y € TVa € [0,1}ax+ (1 —a)y € T.

O tym, w jaki sposéb generowane sg obserwacje méwi nastepne zalozenie mode-
lowe (jest to potaczenie zal. 3 i 4 z ogdlniejszego schematu):

Zalozenie 3’ Proba statystyczna & = ((Xi, yi) € RPTLi=1,..., n) €
((R%q)n; B(R‘fgﬂ“) jest realizacja ciggu niezaleznych wektoréw losowych (X;, Y;)
o tym samym rozkladzie, kazdy o gestosci (wzgledem miary Lebesgue’a):
fr(x, y):R259 = R, ciaglej na nosniku?4 T.

UWAGA: Z niezalezno$ci wektoréw losowych wynika, ze gesto$¢ tgczna wyraza
si¢ wzorem:

1 (/\’n) = ﬁfT(xi, vi)-

i=1

Dla wigkszej czytelno$ci, w literaturze przedmiotu pomija sie indeks n przy ozna-
czeniach gestosci, rozkladu prawdopodobiefistwa oraz miary Lebesgue’a, ktéra petni
tu role miary v, z zal. 4 ogdlniejszego schematu modelowania.

Zalozenie 3’ implikuje w szczegdlnosci, ze:

V(x,y) € dT:fp(x,y)>0 iciagla w tym punkcie w kierunku wnetrza2> T,
Pr((xpy;) € T)=1, dla dowolnego i = 1, ..., n.

Jest to warunek wystarczajacy zgodno$ci estymatoréw rozwazanych w dalszej czeSci
pracy. Oznaczajacy niezerowg szanse zaobserwowania obiektu w dowolnym otoczeniu
zbioru dT. Z punktu widzenia teorii mikroekonomicznej rynkéw konkurencyjnych jest
to rozsadne zalozenie, gdyz oznacza, ze w dlugim okresie firmy nieefektywne bedg
opuszczaé rynek (za pracg [21], s. 427). Zakladamy ponadto, iz realizacje wektoréow
jako obserwowalne sg planami wykonalnymi.

23 Zapis y # 0 oznacza, iz przynajmniej jedna wspoétrzedna wektora y jest rézna od zera.

24 Nosnik gestosci to zbiér argumentéw, na ktérym przyjmuje ona wartoéci dodatnie.

25 Wnetrze zbioru T ozn. intT to najwiekszy (w sensie inkluzji) zbiér otwarty zawarty w T. Pojecie
cigglosci w kierunku wnetrza za$ oznacza spetnienie warunku:

Ve >0V {x, y:k € N} € intT:(x,, y,) > (x, y) Ik, Vk = kg‘f(xk, vi) — f(x y)‘< e
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Mamy okreslong rodzing gestosci {f.(+)}, _, na przestrzeni (R%q)n. Para
((RR5Y)" {f+()}; . ¢) Jest wigc modelem statystycznym (przestrzenia statystyczna).

Warto tez podkreslié, ze jest to model nieparametryczny, poniewaz nie istnieje skon-
czenie wymiarowa parametryzacja T.

W celu przeprowadzenia uzytecznego wnioskowania statystycznego w oparciu
o ten model ponownie okreslimy co rozumiemy pod pojeciem estymatora zbioru T
(por. def. 2.1 ogdlniejszego schematu).

Definicja 3.1. Estymatorem zbioru T nazywamy dowolne odwzorowanie mierzalne
T:(RH9)" = P(RA9).

Zwr6émy uwage, ze warto$é estymatora nie musi by¢ zbiorem z rodziny T, do
ktérej nalezy nieznany parametr. W powyzszych przestrzeniach mierzalnych przyjmu-
jemy o-algebry zbioréw borelowskich.

Uszczegdtowimy teraz pojecie funkcji ryzyka (por. def. 2.11) bedace podstawa
omoOwionego juz kryterium minimaksowego optymalnoSci estymatoréw i tempa zbiez-
nosci.

Funkcjg ryzyka R (-,,,7) w tempie n-* nazywamy odwzorowanie

R(T, T,n"%) = E;[n®- MTAT))],

gdzie6:

Et - warto$¢ oczekiwana rozktadu o gestosci fr(x, y) (zaktadamy, ze istnieje),

n, dla a > 0 - przyjmujemy szczegdlng postaé ciggéw opisujacych tempo zbieznosci.
Wraz ze wzrostem o, bedziemy méwié, iz tempo zbieznoSci rosnie (jest szybsze).

Odpowiednie definicje, zwigzane z funkcja ryzyka, zostaly juz wprowadzone przy
okazji omawiania modelu ogélniejszego. Przystgpimy wiec do przedstawienia dwéch
wybranych propozycji27 estymatoréw zbioru mozliwosci produkcyjnych T na podstawie
préby Xi,.

Definicja 3.2. Estymatorem FDH zbioru T jest:
Tepy (Xn) = {(X, y) € RRF:Ji e {l,...,nkx = x;,y < yi}‘

Przypomnijmy, ze warto$¢ tego estymatora nie musi naleze¢ do T. Jednak dal-
sze rezultaty, dotyczace wlasnosci tego estymatora, uzyskano przy zalozeniu, ze
Teph (X)) € T. Zbior ten jest najmniejszym zbiorem zawierajgcym obserwacje i spet-
niajgcym zal. 2’b o swobodnej dyslokacji (z ang. free disposal, stad jego nazwa). Zostat
wprowadzony do literatury przedmiotu w roku 1984 (praca [5]). Jest to zbiér domkniety,
ograniczony ze wzgledu na produkty, jednak formalnie nieograniczony ze wzgledu

26 Za funkcje straty przyjeto warto$é bezwzgledna, stad wobec nieujemnosci pseudometryki, nie wyste-
puje ona explicite w definicji funkcji ryzyka.

27 Istniejg inne propozycje (zob. zakonczenie) nie sg one jednak zwigzane bezposrednio z metodami
DEA i FDH.
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na naktady. Nie spetnia wiec w pelni zal. 2’a. Mozna jednak zalozyé, iz poszczegdlne
naklady nie moga rosnaé nieograniczenie, czyli przyjaé, ze:

IM > 0:Tppy (X)) © {(x, y) € [O,M]PT%: i € {1,....,n}x = x;, y < yi}.
Wtedy Trpg (Xy), jako podzbiér domkniety zbioru zwartego?$, spetnia zat. 2'a.
Twierdzenie 3.1. Zbiér Tgpy (X,,) spelnia zat. 2’c.

Dowdd: Zatézmy nie wprost, ze zal. 2'c nie jest spelnione, wtedy:
Jie{l,...,nk0 =x,y <y, orazy # 0.

Wobec kierunkéw nieréwnos$ci i nieujemnosci wielkosci naktadéw oznaczatoby
to, iz:

Ji € {l,....,nkx; =0,y,  0(%).
Z drugiej strony, zal. 3'implikuje:
P((xi, yi) S T) =1,
gdzie zbiér T spelnia zal. 2’c. Stoi to w sprzecznosci z (*). c.b.d.o.

Latwo réwniez wykazaé, ze w wiekszoSci praktycznych sytuacji zbiér ten nie jest
wypukly, czyli nie spetnia zal. 2’d (zob. ilustracja). Przypomnijmy jednak, iz zal. 2’d
zostal wprowadzony opcjonalnie. Oznacza to, ze w sytuacji gdy podejrzewamy, iz zbiér
mozliwosci produkcyjnych moze nie by¢ wypukly (np. niepodzielne jednostki naktadéw
i produktéw, czy wystepowanie globalnie rosngcego efektu skali) warto zastosowaé
ten estymator.

Przyjmujac, ze zbiér mozliwosci produkcyjnych spetnia zal. 2’d (wypuklosé, czyli
wykonalno$¢ ,posrednich” planéw produkcyjnych) istnieje potrzeba uzycia innego
estymatora.

Definicja 3.3. Estymatorem DEAZ29 zbioru T jest:

i=1 i=1 i=1

Topa (X,) = {(x, y) € RREE AN = 0y < DNy, X = DA x;, A = 1}.

28 Twierdzenie to mozna znalezé np. w pracy [9], s. 164.

29 Te wersje estymatora DEA wprowadzono, w kontekscie miar efektywnosci Farrella, w 1984 roku
w pracy [2]. Istniejg inne wersje, ktére pojawily sie zaréwno wcze$niej, jak i pézniej (zob. np. [15],
s. 57-58).
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Przy zalozeniu wypuklosci T, estymator ten ma nieco lepsze wlasnosci niz Tppy (Xp).
Jednak uzycie estymatora Tpga (Xy), gdy zal. 2’d nie jest spelnione, prowadzi do braku
jego zgodnosci (zob. tw. 4.1d). Ponownie przyjmuje sie, ze:

1N

AM > 0:Tpp, (X)) © {(X, y) € [O,M]PFE TN = 0y < z%i YL X = 237\41 X, N = }
i=1 i=1 i=1

4. ILUSTRACJA I WEASNOSCI WPROWADZONYCH ESTYMATOROW

Zalézmy przyktadowo, iz mamy w prébie pie¢ obiektéw, ktore z jednego naktadu
wytwarzaja jeden produkt30. Odpowiednie dane, dotyczace wartosci naktadu i produktu
dla poszczegolnych jednostek, zebrano w tabeli 1.

Tabela 1
Dane dotyczace obiektéw z préby

i 1 2 3 4 5

Xi 1 3 4 5 6

Vi 2 1 3 5 4

Zrédlo: opracowanie wlasne.
8 -
7 a
6 -
5 ¢ —e— FDH
4 A A —u— DEA
3 4 e~ A L e T
2 a
L .
0 T T T T ' X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rysunek 1. Ilustracja dotyczaca konstrukcji rozwazanych estymatoréw

Zrédlo: opracowanie wlasne.

30 Umozliwi to ich ilustracje na pltaszczyznie w kartezjafiskim uktadzie wspoétrzednych. Niewielka
licznosé¢ préby (mimo asymptotycznych wlasnosci rozwazanych estymatoréw) nie zmniejsza ogélnosci przed-
stawionej ilustracji graficznej.
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Zgodnie z zapisem, wprowadzonym na poczatku czesSci trzeciej pracy, obiekty sg
przedstawiane za pomocg wektora warto$ci naktadu i produktu. Prébe mozna wiec
zapisa¢ w nastepujacy sposob: X5 = {(1,2); (3,1); (4,3); (5,5); (6,4)}. Wszystkie jednostki
produkcyjne naleza do nieznanego zbioru mozliwosci produkcyjnych T, ktéry podlega
estymacji (obszar ograniczony od géry drobng linig przerywang na rysunku 1). Obszary,
na rysunku 1, ograniczone od goéry szarg oraz czarng linig tamang to odpowiednio
zbiory Tpga (X5) i Tppy (Xs5). Sa to realizacje estymatoréw zbioru T uzyskane dla
naszej proby.

Zauwazmy, ze spelnione sg inkluzje: Tppg (X5) € Tpra X5) & T. Jest to ogblna
prawidtowos$¢ wynikajaca wprost z odpowiednich definicji, do ktérej powrécimy przy
okazji omawiania wlasnosci estymatoréw. Zwr6émy ponadto uwage na prostote wyzna-
czania realizacji estymatoréw zbioru mozliwosci produkcyjnych na podstawie proby.

W pracy [11] (s. 7) dowiedziono twierdzenie, ktére potwierdza optymalno$é¢ wpro-
wadzonych estymatoré6w. Wnioskiem z tego twierdzenia sg wlasnosci estymatoréw
zebrane ponizej.

Twierdzenie 4.1. Dla (p = 1 oraz q = 1) lub(q = 1 orazp = 1)
a. (p =2 1, g =1) MTppu(Xy) AT) = Op(n-1/pt1),

A (Tpga (Xy) AT) = Op(n2/p+2), gdy T jest zbiorem wypuklym.
b. (@ = 1, p = 1) M(Tppu (Xn) AT) = Op(n-l/at+l),

A (Tpga (Xy) AT) = Op(n2/a+2), gdy T jest zbiorem wypuklym.

c. Tepu (Xn), Tpea(Xpn) sa estymatorami zgodnymi, gdy T jest zbiorem wypu-
ktym.

d. Tepy (Xy) jest estymatorem zgodnym i Tpga (X;) jest estymatorem niezgodnym,
gdy T nie jest zbiorem wypuktym.

e. Tpga (Xp) ma szybsze3! tempo zbieznosci niz Tgpy (Xp), gdy T jest zbiorem
wypuktym.

f. Im wigksza jest liczba odpowiednio produktéw lub naktadéw, tym wolniejsza
jest zbiezno$¢ obu estymatoréw (tzw. przeklenstwo wymiarowosci, z ang. curse of
dimensionality).

g. Jesli zbior T jest wypukly, to Tpga (Xp,) jest estymatorem optymalnym w sensie
(asymptotycznego) ryzyka minimaksowego. Jego tempo zbiezno$ci z punktéw a i b
jest wtedy minimaksowym tempem zbiezno$ci.

h. Jesli zbiér T nie jest wypukty, to Trpy (X,,) jest estymatorem optymalnym w sensie
(asymptotycznego) ryzyka minimaksowego. Jego tempo zbieznosci z punktéw a i b jest
wtedy minimaksowym tempem zbieznoSci.

31 Przykladowo 2/(p + 2) > 1/(p + 1) (zob. tw. 4.1a). Wtedy tempo n-2/(P*+2) nazywa sie szybszym od
n-1/p+1),
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Z tw. 4.1c oraz tw. 2.1 wynika ponadto, ze rozwazane estymatory zbioréw sg
asymptotycznie nieobcigzone, przy zalozeniu wypuklosci zbioru T. Skoro zachodza
inkluzje Tppyg (X)) € Tpga(Xy) S T estymatory te nazywa sie, w skonczonej probie,
obciazonymi do wewnatrz (z ang. inward biased). Widaé tez, ze estymator DEA jest
,blizszy” w sensie inkluzji nieznanemu zbiorowi T, stad jego szybsze tempo zbieznoSci
(zob. tw. 4.1e). Zwré6¢my uwage, ze nie uzyskano zadnych rezultatéw dla przypadku
ogblnego, gdy p, q = 1. W dowodzie wspomnianego twierdzenia z pracy [11] korzy-
stano z faktu, ze dla p = 1 lub q = 1 granice zbioru mozliwosci produkcyjnych mozna
wyrazi¢ jako funkcje o odpowiednich wlasnosciach (wynikajacych z wlasnosci zbioru T
ujetych w zat. 2’).

5. ZAKONCZENIE

Niniejsze opracowanie ma charakter teoretyczny i stuzy jako podstawa badan o cha-
rakterze symulacyjnym i empirycznym. Ogélny schemat modelu, przedstawiony w czesci
drugiej, ma wiele réznych szczegélowych wariantéw, stuzgcych réznym zastosowaniom
(przeglad mozna znalez¢é w pracy [12]). Przedmiotem dalszych badan autora bedzie
m.in. préba estymacji gestoSci tacznej rozktadu wprowadzonego w zatozeniu 3'.

Szczegétowy model statystyczny oraz dwie propozycje estymatoréw zbioru mozli-
wosci produkcyjnych, przedstawione w pracy, ukierunkowane sg na cel gtéwny badan
autora. Jest nim, jak wspomniano we wstepie, rozszerzenie deterministycznych metod
FDH i DEA w kierunku stochastycznym. Przy zastosowaniu podej$cia probabilistycz-
nego nie tracimy bowiem informacji uzyskanych za pomoca wersji deterministycznej,
a zyskujemy mozliwo$¢ opisu niepewno$ci zwigzanej z estymacjg3?. Nawet w tym ogra-
niczonym zakresie istniejg jeszcze inne rezultaty i propozycje modelowe. Przyktadowo,
w pracy [10] wprowadzono w przestrzeni parametrow pseudometryke zwang dystansem
Hausdorffa oraz natozono dodatkowe warunki na funkcje straty. Rozwazano jedynie
estymator FDH (nie zakladano warunku wypukloséci). Uzyskano podobne wtasnosci,
lecz inng posta¢ optymalnego tempa zbieznosci33. Owa posta¢ tempa jest charaktery-
styczna dla rozwazanej pseudometryki réwniez pod katem wcze$niejszych rezultatéw
uzyskanych dla zbioréw wypuklych (zob. [7], [19]). Ponadto, w ogdélnym przypadku
(przy braku zalozenia wypuktosci), proponuje sie rowniez inng posta¢ estymatora zbioru
zwang estymatorem Devroye-Wise'a34 (zob. [6]). Szeroki przeglad literatury dotyczacej
estymacji zbior6w mozna znalezé np. w pracy [4].

Autor wykorzystatl przedstawiony powyzej schemat wnioskowania statystycznego
w swoich dwoch wezesniejszych pracach (uszczegétowiony pod katem estymacji miar
efektywnosci technicznej Farrella). Wazne bytoby réwniez wykorzystanie go w celu
estymacji gestoSci tacznej rozkladu wprowadzonej w zal. 3’. Problem ten wigze sie

32 Dotyczy to nie tylko zbioru mozliwosci produkcyjnych, lecz przede wszystkim estymacji miary
efektywnosci technicznej Farrella, ktéra stanowi gléwne zastosowanie obu metod (uzyskujemy miary roz-
proszenia i przedzialy ufnosci dla warto$ci wspomnianej miary).

33 Tempo postaci | = [(logn)/n]”(s“), gdzies =p(dlag=1)Ilubs =q(dlap = 1).

34 Jest to odpowiednik tzw. estymatoréw jadrowych stuzacych do estymaciji gestosci prawdopodobien-
stwa.
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$cile z estymacjg nieznanych stalych w asymptotycznych rozktadach prébkowych esty-
matoréw miar efektywnosci technicznej (zob. prace [14], [16]).

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

(1]
[2]
(3]
(4]

(3]

)
[7]
(8]

[9]
[10]

[11]
[12]

[13]
[14]

[15]
[16]
[17]
[18]
[19]

[20]
[21]

LITERATURA

Banker R.D., [1993], Maximum Likelihood, Consistency and Data Envelopment Analysis: A Statistical
Foundation, Management Science, Vol. 39 (No. 10), s. 1265-1273.

Banker R.D., Charnes A., Cooper W.W., [1984], Some models for estimating technical and scale ineffi-
ciencies in DEA, Management Science, Vol. 30 (No. 9), s. 1078-1091.

Chevalier J., [1976], Estimation du support et du contenu du support d'une loi de probabilité, Annals
Inst. H. Poincaré Sec. B Vol. 12, s. 339-364.

Cuevas A., Rodriguez-Casal A., [2003], Set estimation: an overview and some recent developments,
in ,Recent Advances and Trends in Nonparametric Statistics” (red. Akritas, Politis), s. 251-264
North-Holland, Amsterdam.

Deprins D., Simar L., Tulkens H., [1984], Measuring labor efficiency in post offices, in ,The Performance
of Public Enterprises: Concepts and Measurements” (red. Marchand, Pestieau, Tulkens), s. 243-267,
Amsterdam, North-Holland.

Devroye L., Wise L.G., [1980], Detection of abnormal behavior via nonparametric estimation of the
support, SIAM J.Appl. Math. Vol. 38, s. 480-488.

Diimbgen L., Walther G., [1996], Rates of convergence for random approximations of convex sets, Adv.
Appl. Prob. Vol. 28, s. 384-393.

Ibragimov I.A., Khasminskii R.Z., [1981], Statistical Estimation: Asymptotic Theory, Springer-Verlag,
New York.

Kleiner W., [1986], Analiza matematyczna, tom I, PWN Warszawa.

Korostelev A.P, Simar L., Tsybakov A.B., [1995], Efficient estimation of monotone boundaries, The
Annals of Statistics Vol. 23, s. 476-489.

Korostelev A.P, Simar L., Tsybakov A.B., [1995], On estimation of monotone and convex boundaries,
Publications de I'Institut de Statistique des Universités de Paris XXXIX Vol. 1, s. 3-18.

Korostelev A.P, Tsybakov A.B., [1993], Minimax Theory of Image Reconstruction, Springer-Verlag, New
York.

Ombach J., [1993], Wstep do rachunku prawdopodobieristwa, Wyd. UJ, Krakow.

Pajor A., Predki A., [2009], Nieparametryczna estymacja miernika efektywnosci technicznej w ramach
metody DEA, Przeglad Statystyczny Vol. 56 (No. 3-4), s. 5-25.

Predki A., [2006], Definiowanie globalnego i lokalnego efektu skali w ramach badania efektywnosci
metodq DEA, Przeglad Statystyczny Vol. 53 (No. 3), s. 57-72.

Predki A., Propozycja opisu niepewnosci w ramach metod DEA i FDH, wystane do druku w Wyd.
Uniwersytetu Wroctawskiego.

Rényi A., Sulanke R., [1963], Uber die konvexe Hiille von n zufillig gewdihlten Punkten, Z. Wahrschei
nlichkeitstheorie Verw. Gebiete Vol. 2, s. 75-84.

Rényi A., Sulanke R., [1964], Uber die konvexe Hiille von n zufillig gewdihlten Punktem II, Z. Wahrsc
heinlichkeitstheorie Verw. Gebiete Vol. 3, s. 138-147.

Schneider R., [1988], Random approximation of convex sets, J. Microscopy Vol. 151, s. 211-227.
Serfling R.J., [1991], Bvierdzenia graniczne statystyki matematycznej, PWN Warszawa.

Simar L., Wilson W., [2008], Statistical Inference in Nonparametric Frontier Models: Recent Developments
and Perspectives, in “The Measurement of Productive Efficiency and Productivity Growth” (red. Fried,
Lovell, Schmidt), Oxford University Press.

Praca wplynela do redakeji w czerwcu 2010 r.



18 Artur Predki

ESTYMACJA ZBIORU MOZLIWOSCI PRODUKCYJNYCH
W RAMACH FORMALNEGO MODELU STATYSTYCZNEGO

Streszczenie

W artykule przedstawiono ogélny model statystyczny oraz jedna, z jego szczegélowych wersji, stu-
zaca jako podstawa formalna estymacji zbioru mozliwosci produkcyjnych w ramach metod DEA i FDH.
Przedstawiono wlasnosci estymatoréw FDH i DEA oraz zilustrowano ich realizacj¢ w skonczonej probie.
Wprowadzono elementy podej$cia minimaksowego oraz wykorzystano pojecie tempa zbieznosci dla okre-
$lenia definicji optymalno$ci estymatora.

Slowa kluczowe: nieparametryczny model statystyczny, podej$cie minimaksowe, tempo zbieznosci,
zbiér mozliwosci produkeyjnych, estymacja zbioréw, metoda FDH, metoda DEA.

ESTIMATION OF PRODUCTION SET BASED ON FORMAL STATISTICAL MODEL
Summary

In the paper some general statistical model is presented and one of its particular version is exploited
to formal estimate of the production set within the DEA and FDH methods. Properties of the FDH and
DEA estimators are presented and their realizations for a finite sample are illustrated. Elements of the
minimax approach are introduced and the rate of convergence is exploited to express the definition of
asymptotic optimality of the estimators.

Key words: nonparametric statistical model, minimax approach, rate of convergence, production set,
set estimation, FDH method, DEA method.
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UWAGI O TESTACH JARQUE’A-BERA

1. MIARY SKOSNOSCI I KURTOZY

W literaturze statystycznej prezentuje sie wiele miar sko$nosci i splaszczenia
(kurtozy). Wystepuja rézne podzialy tych miar, czesto jako kryterium uwzglednia sie
wielko$¢ wplywu na ich warto$é¢ pojedynczych obserwacji nietypowych. Miary te cze-
sto sg stosowane do budowy statystyk testowych weryfikujacych hipoteze o sko$nosci
rozktadéw (por. Domanski [4] i [5]).

Przypu$émy, ze mamy n niezaleznych obserwacji xq, x7, ..., x,, zmiennej loso-
wej X.
Dla n-elementowej proby okreSlamy moment centralny k-tego rzedu:
_1lxy N
mk—ﬁZ(xi—x),k—2,3,... (1)
i=1
ms my

Statystyki /b, =

ib, =4 @)
Jmd T m3

sa nieobcigzonymi estymatorami parametréw

VB =S3ip =1t (3)

Jesli zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach u i o, to wiadomo,
ze uz =0, uy = 304, stad /B, =0i B, = 3.
W artykule zostang przedstawione wlasnosci testéw weryfikujacych hipotezy o skos-

nosci rozkladéw zaproponowanych przez Jarque'a-Berego [7] oraz ich modyfikacji
zaproponowanych przez Godfreya i Orme’a [6].

2. TESTY JARQUE’A-BEREGO I MODYFIKACJE

Test Jarque’a-Berego [7] oparty jest na miarach sko$nosci i splaszczenia (kurtozy)
rozktadu, czyli jest testem omnibus, poniewaz uwzglednia jednocze$nie odstepstwa od
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normalno$ci wywotane zaréwno przez sko$nosci i splaszczenia. Statystyka ta najczesciej
przedstawiona jest wzorem:

(V2.) (b= 3)

Statystyka (4) przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej H), ze rozklad badany
jest rozktadem normalnym, ma asymptotyczny rozktad y2 o dwéch stopniach swobody.
Wydzielajac pierwszy sktadnik, uwzgledniajacy jedynie sko$nos¢ rozktadu, dostajemy
postaé:

JB] =n 6 . (5)

Statystyka ta przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H:,/f, = 0 (wspélczynnik
sko$no$ci réwna sie zero) ma asymptotyczny rozktad y2 o jednym stopniu swobody.
Wyodrebniajac drugi sktadnik ze wzoru (4) otrzymujemy:

b, —3)?
B, = n%. (6)

Statystyka (6) przy zalozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej Hy: f» = 3 (wspol-
czynnik splaszczenia réwna sie 3) ma asymptotyczny rozktad y2 o jednym stopniu
swobody.

W wielu pracach wykazano, Ze test oparty na statystyce (5) nie rozréznia w spos6b
wiarygodny rozkladéw symetrycznych i asymetrycznych w przypadku wystepowania
wysokiej kurtozy. Istotng przyczyna wystepowania nieodpowiedniej wlasnosci tego testu
jest fakt, ze wzér na wariancje statystyki /b, zostal wyprowadzony przy zalozeniu
wystapienia niskiej kurtozy. Bera i John [2] wyraZnie stwierdzili, ze statystyki (5) i (6)
nie sg poprawnymi testami sko$nosci i kurtozy, poniewaz asymptotyczny rozktad tych
statystyk jest wyprowadzony przy zalozonej normalnosci.

W szczegblnoséci wzoér okresdlajacy asymptotyczng wariancje D? (\/ZT1 ) = 6/n wy-
korzystany we wzorze (5) bedzie niepoprawny. Na przyktad, przy duzej kurtozie bedziemy
mieli do czynienia z proporcjonalnie wiekszg liczbg obserwacji nietypowych, co czesto
wystepuje w praktyce przy badaniu rozktadéw stép zwrotu instrumentéw finansowych
(por. Piontek [9]). Pearson [8] wykazal, ze wychodzac od rozktadéw z krétkimi ogo-
nami i przesuwajac sie w kierunku rozktadéw o dlugich ogonach, momenty beda rosty
coraz szybciej ze wzgledu na ekstremalne wartosci pochodzace z ogonéw rozktadéw
prawdopodobienstwa. W konsekwencji wariancja statystyki (5) bedzie rosta i dla rozkta-

déw o grubych ogonach formuta D? (\/ZT1 ) = 6/n bedzie powodowala niedoszacowanie

wariancji. W przypadku duzej kurtozy, bedziemy odrzucaé hipoteze zerowg zaktadajac
symetrie zbyt czesto.
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Godfrey i Orme [6] zaproponowali odpowiednig modyfikacje poszerzajac zakres
zastosowan tego testu zwlaszcza do badania rozkladéw o grubych ogonach (por. takze
Bera, Premarante 2001).

Znalezienie formuly dla wariancji statystyk \/171 oraz by (por. (2)), ktére beda
poprawne w przypadku blednej specyfikacji modelu, umozliwia wykorzystanie rodziny
rozkladéw Pearsona oraz zastosowania modyfikacji White'a (1987).

Zmodyfikowana statystyka przyjmuje postaé:

RS=n <‘/b>1)2

= -3 _ )
9+ mgm; 6m,m;

(7

gdzie m; oznaczajg odpowiednie i-te momenty zwyklte rozktadu zmiennej losowej X.
Statystyka (7) przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy Hy ma réwniez asymptotyczny
rozktad 2 o jednym stopniu swobody.

3. POROWNANIE TESTOW OPARTYCH NA STATYSTYCE (y/b,)

W celu zbadania wtasnosci rozwazanych testéw opartych na statystykach (5) i (7)
wygenerowaliémy metodg Monte Carlo dane z rozkltadu normalnego (10000 powtérzen).
Uzyskali$my wynik $wiadczacy o tym, Ze rozmiar zmodyfikowanego testu opartego na
statystyce RS jest na ogét blizszy zatozonym poziomom istotnos$ci w szczegblnosci dla
a = 1% (por. tabl. 1).

W tabeli 1 przedstawione sg wyniki dotyczace rozmiaru testu dla rozktadu Studenta
(7) o 7 stopniach swobody. W tym przypadku standardowy test niedoszacowuje warian-
cje, prowadzac do blednego zbyt czestego odrzucania hipotezy HO:«/E = 0.

Warto$¢ wyrazenia (9 + ﬂ677£2 — 6,!147]2_2)/n = 104/n we wzorze (7) jest zdecydo-

wanie wieksza niz standardowa wielko$¢. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy
Hy dla testu zmodyfikowanego jest rowniez w tym przypadku bliskie nominalnym
poziomom 5% i 1%. Proces generujgcy dane z rozkladu beta (2,2), ma charakter pla-
tykuryczny f, < 3 oraz symetryczny. W tym przypadku standardowy test cechuje sie
znacznie bardzo malymi oszacowaniami warto$ciami rozmiaru. Zmodyfikowany test
tym razem réwniez ma rozmiar blizszy nominalnym poziomom 5% i 1%.

Dla rozktadu Laplace’a, ktory cechuje symetrie oraz leptokuroze (8, > 0) stan-
dardowy test odrzuca prawdziwg hipoteze zbyt czesto, podczas gdy zmodyfikowany
test utrzymuje swoj rozmiar.

Tabela 2 przedstawia rezultaty symulacji dotyczgce mocy rozwazanych testéw. Dla
dwéch pierwszych rozktadéw, ktére generujg dane z dodatnia asymetria (x3 oraz beta
1,2) zaréwno test standardowy, jak i zmodyfikowany cechuje sie bardzo wysokg moca,
przy czym dla rozktadu beta (1,2) wyzsza moc posiada test zmodyfikowany.

Analiza wynikéw prezentowanych w tablicy 1 i 2 potwierdza teze, ze standar-
dowy test oparty na statystyce okreslonej wzorem (5) daje btedne wyniki w przypadku
wystepowania duzej kurtozy. W konsekwencji powoduje to zbyt czeste, btedne odrzu-
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cenie prawdziwe] hipotezy zerowej méwiacej o symetrii. Test zmodyfikowany oparty
na statystyce (7) daje znacznie lepsze rezultaty. Ponadto cechuje si¢ bardzo dobrymi
wlasciwosciami odnoszacymi sie do jego rozmiaru i mocy.

Tabela 1

Oszacowania rozmiaréw testow sko$nosci (asymetrii) na podstawie 10000 powtorzen

Test
Wielkos$¢ proby standardowy (JB) zmodyfikowany (RS)
a=5% a=1% a = 5% a=1%
Rozktad N (0,1)
30 3,29 0,83 3,88 0,59
50 4,35 1,07 4,43 0,71
100 4,88 1,12 4,55 0,81
200 4,83 0,89 4,51 0,63
250 4,74 0,91 4,68 0,81
300 4,96 0,89 4,96 0,73
400 5,17 1,06 4,81 0,90
500 4,99 0,91 5,00 0,85
600 4,88 1,05 4,73 0,80
700 4,62 0,94 4,42 0,65
800 4,92 1,05 5,00 0,82
900 4,52 0,89 4,43 0,78
1000 5,18 0,87 4,98 0,88
Rozktad Studenta 7
30 15,36 7,71 3,08 0,39
50 20,93 11,99 2,66 0,35
100 27,85 17,45 3,02 0,27
200 33,48 22,27 3,44 0,31
250 34,72 23,29 2,81 0,20
300 36,79 24,98 3,28 0,39
400 37,72 26,16 3,45 0,34
500 39,91 27,27 3,50 0,36
600 39,65 28,12 3,38 0,37
700 41,44 29,09 3,67 0,43
800 41,72 29,94 3,50 0,30
900 43,05 30,91 3,65 0,33
1000 43,29 31,47 3,68 0,57




Uwagi o testach Jarque'a-Bera

23

cd. tabeli 1

Wielkos$¢ proby

Test

standardowy (JB)

zmodyfikowany (RS)

a=5% a=1% a = 5% a=1%
Rozklad Beta (2,2)
30 0,17 0,01 3,05 0,63
50 0,11 0,00 3,03 0,53
100 0,17 0,00 3,39 0,42
200 0,11 0,00 2,79 0,41
250 0,04 0,00 2,75 0,44
300 0,07 0,00 3,17 0,37
400 0,10 0,00 2,96 0,47
500 0,14 0,00 3,16 0,53
600 0,08 0,00 3,04 0,50
700 0,11 0,00 2,73 0,39
800 0,08 0,00 2,80 0,42
900 0,13 0,00 2,89 0,41
1000 0,06 0,00 2,98 0,45
Rozklad Laplace’a (1 = 2)
30 26,18 15,49 2,85 0,19
50 33,47 21,58 2,28 0,14
100 39,74 27,50 2,74 0,18
200 44,07 31,77 3,05 0,32
250 46,07 33,10 3,06 0,16
300 47,49 35,26 3,41 0,29
400 47,73 35,08 3,41 0,34
500 48,56 36,13 3,59 0,31
600 49,30 36,77 3,65 0,32
700 49,95 37,05 3,68 0,33
800 49,34 37,49 4,00 0,46
900 50,83 38,22 3,96 0,44
1000 50,65 38,76 4,07 0,52

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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Tabela 2

Oszacowania rozmiaréw testow sko$no$ci metodg Monte Carlo oparte na 10000 powtérzen

Test
Wielkos§¢ proby standardowy (JBj) zmodyfikowany (RS)
a = 5% a=1% a=5% a=1%
Rozktad x3
30 60,90 39,24 85,02 58,70
50 87,79 70,81 97,51 91,58
100 99,68 97,91 99,99 99,90
200 100 100 100 100
250 100 100 100 100
300 100 100 100 100
400 100 100 100 100
500 100 100 100 100
600 100 100 100 100
700 100 100 100 100
800 100 100 100 100
900 100 100 100 100
1000 100 100 100 100
Rozktad Beta (1,2)

30 11,97 2,36 49,93 21,04
50 27,33 6,70 73,39 49,87
100 66,90 31,92 96,21 88,18
200 97,98 84,17 99,96 96,97
250 99,57 95,09 100 100
300 99,95 98,43 100 100
400 100 99,93 100 100
500 100 100 100 100
600 100 100 100 100
700 100 100 100 100
800 100 100 100 100
900 100 100 100 100
1000 100 100 100 100
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cd. tabeli 2
Test
Wielkos$¢ proby standardowy (JB) zmodyfikowany (RS)
a=5% a=1% a = 5% a=1%
Rozklad Beta (2,1)
30 12,78 36,87 2,15 14,85
50 26,96 61,62 7,03 35,59
100 68,04 92,60 31,55 76,87
200 97,78 99,87 85,19 99,01
250 99,68 100 94,82 99,86
300 99,93 100 98,64 99,99
400 100 100 99,96 100
500 100 100 100 100
600 100 100 100 100
700 100 100 100 100
800 100 100 100 100
900 100 100 100 100
1000 100 100 100 100

Zrédlo: obliczenia wiasne.

4. UWAGI KONCOWE

Warto przesledzi¢ wlasnosci testu opartego na statystyce okre$lonej wzorem (6)

oraz jego modyfikacji postaci:

mym
gdzie: by i by dane sa wzorem (2), b, = ;14 =
2
przy czym m; (i = 1, 2, ..., 5) oznaczajg momenty zwykle zmiennej losowe;j.

Uniwersytet £6dzki
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UWAGI O TESTACH JARQUE’A-BERA
Streszczenie

W opracowaniu tym analizie symulacyjnej poddane zostaly rozmiary testéw sko$nosci i kurtozy
Jargue'a-Bera oraz ich modyfikacji. Eksperymenty symulacyjne dotyczg wybranych czterech rodzin rozkta-
déw prawdopodobienstwa i obejmuje 10000 powtérzen kazdy.

Slowa kluczowe: statystyczne testy sko$nosci i kurtozy, rozmiar testu, eksperymenty symylacyjne

SOME REMARKS ON JARQUE-BERA TESTS
Summary

The paper involves a description of simulation experiments aimed at determining the size of Jargue-Bera
tests for skewness and kurtosis, as well as selected modifications of those tests. All experiments refer to
four different families of probability distributions and consist of one thousand runs each.

Key words: statistical tests for skewness and kurtosis, the size of a test, simulation experiments.
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POLITYKA GOSPODARCZA W MODELU CEN I KURSU WALUTOWEGO

1. WPROWADZENIE

W ostatnim dwudziestoleciu nastapit w Europie i na $wiecie szybki wzrost poziomu
integracji gospodarczej, szczegblnie w odniesieniu do rynkéw finansowych. W pan-
stwach Unii Europejskiej (UE) ten proces stanowit fundament dla powstania Unii
Gospodarczej i Walutowej (UGW). Powstanie UGW oznaczalo zastapienie walut naro-
dowych wspélng walutg euro. Kompetencje narodowych bankéw centralnych w zakresie
polityki pienieznej przejatl Europejski Bank Centralny (ECB). Powstanie UGW przy-
czynilo sie m.in. do zwiekszenia skali obrotéw w handlu zagranicznym Polski, co ma
wplyw na szybszy wzrost gospodarczy.

Cztonkostwo w UE okresla obecng i przyszta polityke kursowa w Polsce.
Wprowadzenie systemu kurséw ptynnych w Polsce bylo wazne z dwéch powodéw.
Po pierwsze, mialo na celu umozliwienie prowadzenia przez Rade Polityki Pienieznej
polityki bezposredniego celu inflacyjnego!. Po drugie, mialo umozliwi¢ osiggniecie
przez zlotego poziomu réwnowagi dlugookresowej, ktéry bytby korzystny z punktu
widzenia p6zniejszego przystapienia do strefy euro.

Utrata autonomii w prowadzeniu polityki pieni¢znej przez niezalezny bank cen-
tralny na rzecz innej instytucji ponadnarodowej moze mie¢ znaczne konsekwencje
gospodarcze dla danego kraju. Sg one tym powazniejsze, im wieksze réznice — gospo-
darcze i kulturowe - obserwuje sie pomiedzy krajami, ktére zamierzaja przystapié
do unii walutowej. W tym konteks$cie wazne jest okreslenie zakresu oddzialywania
instrumentéw polityki gospodarczej — fiskalnej i pienieznej — na wzrost gospodarczy.
Jesli gospodarki nie majg solidnych podstaw w sferze realnej, to zalamania koniunktury
na $wiecie, w tym gwaltowne spadki popytu i fluktuacje rynku finansowego, szybko
pobudzaja deprecjacje walut tych krajow?.

Wybér wlasciwego rezimu walutowego stanowi jeden z gtéwnych probleméw poli-
tyki gospodarczej. W artykule zostanie omdwione zagadnienie efektywnosci rezimu
walutowego kurséw zmiennych. Przedstawione rozwazania mozna rozumie¢ w kontek-

* Uniwersytet Lodzki oraz Urzad Komisji Nadzoru Finansowego. Artykul wyraza osobiste poglady
autora i nie jest oficjalnym stanowiskiem UKNF. Autor pragnie podzickowaé¢ Recenzentowi za krytyczne
uwagi, ktére przyczynily si¢ do poprawy tresci artykutu.

1 Rézne aspekty polityki pienieznej przez pryzmat reguly Taylora sa przedstawione w pracy [2].

2 Zagadnienia ryzyka walutowego i modele kryzyséw walutowych zostaly przedstawione w pracach
[10], [11]. Por. réwniez [17], [9].
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$cie przyszlego cztonkostwa Polski w UGW. Oczekiwane czlonkostwo Polski w systemie
ERM2 oraz przystagpienie do UGW oznacza stopniowe usztywnianie kursu ztotego az
do calkowitego wprowadzenia wspélnej waluty. Tym samym system kurséw zmienia-
jacych sie plynnie mozna traktowaé jako ,system utraconych korzysci”.

W artykule dokonano préby teoretycznej analizy skutkéw funkcjonowania matej
gospodarki otwartej w systemie kursu zmiennego3. Podstawg wnioskowania jest model
gospodarki, zorientowany podazowo, funkcjonujacy w warunkach kursu zmiennego,
nalezgcy do nurtu ekonomii matematycznej. Model stanowi rozwiniecie standardowych
modeli wedlug Mundella-Fleminga-Dornbuscha. Jego konstrukcja pozwala na opisa-
nie najwazniejszych zaleznosSci ekonomicznych. Model mozna przedstawi¢ w postaci
dynamicznego uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu, ktérego rozwigzanie
analityczne umozliwia przeprowadzenie analiz symulacyjnych. Celem budowy modelu
jest ulatwienie zrozumienia konsekwencji prowadzenia polityki gospodarczej — pie-
nieznej, fiskalnej i ptacowej — w systemie zmiennego kursu walutowego (szerzej na
ten temat por. np. [20]).

Wéréd prac stanowigcych motywacje dla przedstawionego modelu nalezy wyréz-
ni¢ takie opracowania, jak: [7], [14], [3], [18], [13], [4], [1], [15], [21]. Przedmiotem
zainteresowania w wymienionych opracowaniach jest zagadnienie stabilno$ci makroe-
konomicznej matej gospodarki otwartej. Cze$¢ z nich dotyczy UGW i UE w kontekscie
optymalnych reziméw walutowych oraz wewnetrznych i zewnetrznych konsekwencji
utworzenia wspodlnego obszaru walutowego.

2. MODEL CEN I KURSU WALUTOWEGO

W teorii parytetu sity nabywczej (PPP) przyjmuje sie, ze kurs walutowy zalezy
w najwiekszym stopniu od cen towaréw podlegajacych wymianie handlowej (handlo-
wych), nie za$ od cen towardéw niepodlegajagcych wymianie handlowej (niehandlowych)
(por. np. [20]). Przedstawiona analiza dotyczy¢ bedzie modelu zorientowanego poda-
zowo, funkcjonujagcego w warunkach kursu zmiennego, w ktérym przyjeto podziat na
sektory towaréw handlowych i nichandlowych.

W artykule biezacy kurs walutowy oznaczono symbolem s, ktéry zostat zdefiniowany
jako krajowa cena waluty obcej, np. cena euro w zlotych. Konsekwencjg przyjecia
takiej definicji kursu jest terminologia dotyczaca wzrostu lub spadku tej ceny. Wzrost
kursu oznacza deprecjacje waluty krajowej wzgledem waluty obcej, spadek za$ kursu
odpowiednio aprecjacje. Ponadto nominalny kurs rynkowy wyzszy od umownie przy-
jetego kursu réwnowagi oznacza ,podwarto$ciowo$¢” waluty krajowej i konsekwentnie
,nadwarto$ciowo$¢” w przeciwnym przypadku.

Niech catkowity popyt# y4 na towary handlowe (7) jest funkcja krajowego docho-
du y, nominalnej stopy procentowej i, poziomu konkurencyjnosci gospodarki krajowe;j
wzgledem gospodarki $wiatowej (realnego kursu walutowego) ¢, relacji cen towaréw

3 Szersza dyskusje na temat zwigzkéw pomiedzy kursem walutowym, cenami i wzrostem gospodarczym
mozna znalez¢é np. w pracach [8], [19], [23], [12] i [22].
4 Matymi literami oznaczono logarytmy naturalne odpowiednich zmiennych.
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handlowych p7 i niehandlowych py oraz zmiennej ud = {g, y*}, ktéra stanowi ocene
zakl6cenia popytowego. Wérdéd zaklécenn mozna wyr6zni¢ zmiany polityki fiskalnej g
lub zmiany popytu zagranicznego y*. Niech krzywa IS ma postaé:

¥4 =0y —oi+ac—y(py—py)+u, (1)

gdzie: 0, 0, @, y — parametry modelu. Parametr ¢ odzwierciedla efekt mnoznikowy,
uwzgledniajacy konsumpcje prywatng, inwestycje i import. Nalezy zauwazyé, ze
kluczowe dla modelu sg wzajemne powigzania pomiedzy sektorami, pr-py
(por. [13]).

Niech funkcja podazy towaréw handlowych ma postac:

Yr =—§D(WT—.DT), ()

gdzie: wr — egzogeniczna placa przecietna w sektorze towaréw handlowych, natomiast
¢ — parametr predkosci dostosowan.

Niech funkcja catkowitego popytu na krajowe towary niehandlowe (N) ma
postac:

y%=6y—di+y(pT—pN)+ud. 3)
Podaz towaréw niehandlowych mozna opisa¢ wzorem:
YN :_(‘)(W/\/—p/\/)’ (4)

gdzie: wy — egzogeniczna placa przecietna w sektorze towaréw niehandlowych.

W réwnaniach (1)-(4) zaktada sie, ze wrazliwo$é¢ popytu i podazy w obu sektorach
na zmiany dochodu, stopy procentowej, relacji cen i ptac realnych jest jednakowa,
tzn. przyjmuje sie identyczne parametry.

Przyjeto réwniez, ze:

Wr = Wy = W. (5)

Warunek (5) oznacza, ze przepltyw sily roboczej pomiedzy sektorami prowadzi
do wyréwnania si¢ stawek ptac. Gdyby przyjaé, ze sektor towaréw handlowych jest
poddany warunkom konkurencji ze strony czynnikéw egzogenicznych, wynikajgcych
z miedzynarodowej swobody przeplywu pracy, natomiast sektor towaréw niehandlo-
wych dostosowuje sie do warunkéw sektora towaréw handlowych, to warunek (5)
przyjatby postaé:

wy =ow, 0<o< 1. (6)
Warunek (6) oznacza, ze wzrost wydajnosci pracy w sektorze towaréw handlowych

przenositby sie do sektora towaréw niehandlowych, jednak nie w sposéb proporcjo-
nalny.
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Roéwnowage na rynku pienieznym opisano za pomocg krzywej LM:
m*—p = ky— A, (7

gdzie mS — p oznacza realng podaz pienigdza, przy czym deflatorem jest zagregowany
indeks cen p. Po prawej stronie zwigzku (7) wystepuje funkcja popytu na pieniadz,
w tym popytu transakcyjnego, zwigzanego z poziomem dochodu y i spekulacyjnego,
zwigzanego z nominalng stopg procentowg i. Przyjeto, ze podaz pienigdza sklada sie
wylacznie z krajowego kredytu d dla gospodarki, stad ms = d.

Niech zagregowany indeks cen p stanowi wazong sume indekséw cen towaréw
handlowych p7 i niechandlowych py:

p=0p, +(1=0)p\,0<0<1, €))

gdzie: 6 — udzial towaréw handlowych w strukturze koszyka konsumpcji.
Dynamike indekséw cen dla towaréw handlowych i niehandlowych mozna wyrazié
za pomocg krzywych Phillipsa:

br=n(y¢—yr), ©)

by =n(y¢—yy) (10)

gdzie: n — predko$é¢ dostosowania cen w warunkach nieréwnowagi na rynkach towa-
row handlowych i niehandlowych, przy czym symbol kropki nad zmienng oznacza
pierwszg pochodng wzgledem czasu.

Parametr 5 odgrywa szczegdlng role. Odzwierciedla wszystkie te czynniki, ktére
tacznie wyznaczajg poziom elastycznos$ci cen w gospodarce, przy czym n = o« oznacza
warunki elastycznos$ci doskonate;j.

Ze wzgledu na przyjete w modelu ograniczenia w procesie dostosowania cen
(n = 0), zmienny kurs walutowy stanowi mechanizm dostosowawczy w sytuacji, gdy
gospodarka jest poddawana zakt6ceniom. Wowczas kurs zmienny odgrywa istotng
role w przywracaniu réwnowagi w gospodarce. W dilugim okresie nastepuje pelne
dostosowanie cen, dochéd narodowy powraca do dtugookresowego stanu réwnowagi
i pozostaje neutralny ze wzgledu na impulsy pieniezne lub fiskalne.

Przyjeto, ze oczekiwania wzgledem kursu walutowego ksztaltujg sie regresywnie
(por. [16]):

E(3) = (s — 5), (11)

gdzie:

s — nominalny kurs walutowy, § — dtugookresowy kurs walutowy, ¢ — parametr dostoso-
wan do stanu rownowagi, E — operator oczekiwan. Formula oczekiwan (11) moze by¢
zgodna z formulg przewidywania doskonalego, o ile poprawnie przyjmie sie warto$é
parametru y (por. [6]).
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Przyjeto réwniez, ze zachodzi ,niezabezpieczony” parytet stop procentowych:
E(3)=i-i" (12)

gdzie: i* — zagraniczna nominalna stopa procentowa (egzogeniczna), ktéra dla uta-
twienia réwna si¢ zeru.

Niech poziom konkurencyjnosci ¢ gospodarki krajowej wzgledem gospodarki $wia-
towej przedstawia odchylenie nominalnego kursu walutowego od jego dtugookresowego
stanu réwnowagi:

c=s—S5. (13)
W réwnaniu (13) przyjmuje sie, ze gospodarka krajowa uzyskuje przewage kon-
kurencyjna nad gospodarka $wiatowg wéwczas, gdy nominalny biezacy kurs walutowy

przewyzsza dtugookresowy kurs réwnowagi. Zgodnie z warunkami (11), (12) i (13),
konkurencyjno$¢ mozna opisaé zaleznoscia:

c= —ii. (14)
Przy warunku (14), réwnanie (1) mozna zapisaé w postaci:
Y4 =0y —pi —y(py—py)+u, (15)

. a
cpu=o+ 7
gdzie: = o ’

Biorgc pod uwage zalozenie, ze kurs dlugookresowy jest ksztaltowany przez ceny
towaréw handlowych, przyjmuje sie dla niego posta¢ warunku PPP:

S=pr—pp (16)
gdzie: p; - poziom cen zagranicznych (egzogenicznych), przyjety dla wygody obli-

czen jako réwny zeru. Woéwczas mozna wyrazi¢ kurs walutowy jako funkcje dynamiki
cen:

1.
s—pT=—$z. (17)
Ostatecznie przyjeto réwniez, ze:
y=yrtyy. (18)

Model mozna przedstawi¢ w postaci uktadu dwéch réwnan rézniczkowych pierw-
szego rzedu wzgledem cen, tj. X = Ax + b, gdzie X' =[p; py] Uklad ma postac:
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pr] _[an ap pT] bl]
T = +[
Py ay apnllpyl  |by (19)
gdzie:
ay, = n9(0 = 1) = g7 = " (px + 0), a, = 1(dp + 7) — (e = 0+ 1),
no

a,, =77(¢>6+7)—777G(¢/c+6),a22=77(@5—(0—7)— i (pr — 0+ 1),

b, = [%ﬂ + 791 - 26)]w + 2 d+ e,

b, = [%ﬂ + 79(1 — 26)]&1 + 772—0‘61 + nu,

gdzie: p = O‘+%. Przyjmuje sig, ze uklad (19) jest stabilny>. W stanie spoczynku
uktadu przyjmuje si¢, ze pr(0) = py(0) = p(0) = 0. Macierz A posiada dwie ujemne
wartos$ci wlasne. W tym przypadku warunkami stabilno$ci systemu (19) sg: dodatni
wyznacznik macierzy A i ujemny $lad tej macierzy.

Przyjeto nastepujace zalozenia dotyczace efektywnos$ci instrumentéw polityki
makroekonomiczne;j:

- deprecjacja waluty krajowej ma niewielki wptyw na wzrost eksportu i tym samym
na wzrost popytu na krajowg produkcje z uwagi na silng transmisje wzrostu kursu na
wzrost poziomu cen krajowych, stad parametr « jest niewielki, przy czym jego dodatnia
warto$§¢ oznacza, ze zachodzi warunek Marshalla-Lernera-Robinson;

- gospodarka jest silnie uzalezniona od importu, stad dochodowa elastyczno$é
popytu na import jest wysoka i tym samym efekt mnoznikowy w postaci parametru o
jest niewielki;

- ceny sg sztywne, co wyraza niska warto$¢ parametru z;

- catkowity popyt na produkcje jest wrazliwy na zmiany stopy procentowej i tym
samym na zmiany inwestycji, stad przyjmuje si¢ wysoka warto$¢ parametru o.

W tab. 1 podano skalibrowane warto$ci parametréw przyjetych w symulacjach.

Tabela 1
Warto$ci parametréw oraz poczatkowych stanéw zmiennych sterujacych modelu
Parametr 0 o a y ) 0 n K y Y ud d W
Wartos$¢ 0,2 1 0,1 0,1 0,1 0,5 0,2 1 1 0,1 0 0 0

Zrodlo: opracowanie wiasne.

5 Na temat zagadnien stabilnosci systemowej uktadéw dynamicznych por. [5].
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W podanym $rodowisku makroekonomicznym model jest stabilny. Przeprowadzona
analiza wrazliwos$ci, polegajaca na niewielkich zmianach parametréw, nie wykazata
duzych zmian w dynamice systemu i nie wplyneta na jego stabilno$é (por. réwniez [21]).
W nastepnym punkcie zostang przeprowadzone analizy symulacyjne.

3. SYMULACJA SKUTKOW POLITYKI GOSPODARCZEJ

W scenariuszach pokazano S$ciezke rozwoju, kolejno: krajowego indeksu cen
(p, pr, PN), kursu walutowego (c, s, §), nominalnej stopy procentowej (i). Na osi poziomej
przedstawiono czas ¢ wyrazony w kwartalach. Indeksy cen, kursy walutowe i stopa
procentowa sg wyrazone w logarytmach naturalnych. Dla tych zmiennych na osi pio-
nowej wartosci dodatnie (ujemne) odpowiadajg stanom wyzszym (nizszym) o okreslony
procent od stanu spoczynku uktadu.

Rozwigzanie analityczne modelu pozwala na przeprowadzenie szeregu analiz symu-
lacyjnych (wykonanych w pakiecie Mathematica). W dalszej czeSci zostang przedsta-
wione scenariusze symulacyjne dla ekspansywnej polityki pieni¢znej i fiskalnej oraz
scenariusz zmiany stawki ptac.

3.1. POLITYKA PIENIEZNA

Zaklécenie pieniezne polegalo na zaburzeniu zmiennej d = 0,01 (wzrost wolumenu
kredytu o 1%). Skutki polityki pienieznej przedstawia rys. 1.

p @ s(@)

0.010 _ s

0.008 _--_—.:-._..-. 0.08

0006 fy/ - - p0 0.06

0004 - T 0.04

0.002 o 00
t

i(7)

20 30 40 50"
-0.002
-0.004 — i
-0.006
-0.008
-0.010

Rysunek 1. Skutki ekspansywnej polityki pieni¢znej

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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W modelu ekspansywna polityka pieniezna prowadzi do natychmiastowej depre-
cjacji waluty krajowej, przy czym kurs wykazuje cechy ,przestrzelenia” na skutek
spadku stopy procentowej i krotkookresowej sztywnosci cen. W dyskusji nad zatozeniami
modelu pokazano bowiem, ze poziom konkurencyjnosci ¢ jest malejaca funkcja stopy
procentowej. Efekt ,przestrzelenia” rozpoznat i opisat R. Dornbusch. ,Przestrzelenie”
oznacza, ze w krotkim okresie wzrost kursu walutowego przewyzsza wzrost podazy
pienigdza. Te nadmierng deprecjacje nazywa sie ,przestrzeleniem” kursu walutowe-
go s ponad dlugookresowy kurs réwnowagi §. Efekt ,przestrzelenia” wynika z mniej-
szej elastyczno$ci cen na tle elastyczno$ci stopy procentowej i kursu walutowego.
Ponadto mozna zauwazy¢, ze w krétkim okresie realizuje sie wzrost cen i spadek
kursu walutowego. Oznacza to, ze o ile w dlugim okresie zachodzi parytet PPP, to
przejécie do tego polozenia rownowagi odbywa sie przy cenach i kursie zmieniajgcych
sie w przeciwnych kierunkach. Stad parytet PPP wystepuje w modelu jako zaleznosé
dtugookresowa z mozliwymi odchyleniami kursu nominalnego od parytetu w krétkim
okresie (por. [6]).

Jak widaé, poczatkowy wzrost konkurencyjnosci ¢ powoduje wzrost popytu na
rynku towaréw handlowych (T), przewyzszajacy wzrost popytu na rynku towaréw
niehandlowych (N). W konsekwencji obserwuje sie gwaltowniejszy wzrost poziomu
cen pr niz py. Biorac pod uwage, ze parytet PPP jest spelniony ze wzgledu na poziom
cen pr, natomiast kurs réwnowagi § = p7, to ich wyzszy poziom przynosi oslabienie
przewagi konkurencyjnej wobec warunkéw, w ktérych kurs § miatby sie dostosowaé do
poziomu cen py lub p. W konsekwencji nie wystgpity warunki podtrzymania popytu
na krajowa produkcje.

3.2. POLITYKA FISKALNA

Zaklécenie fiskalne polegalo na zaburzeniu zmiennej ud¢ = 0,01. Skutki polityki
fiskalnej przedstawia rys. 2.

Ekspansja fiskalna (dodatnie zakl6cenie popytowe) prowadzi do wzrostu stopy
procentowej i do aprecjacji waluty krajowej. Spadkowi poziomu konkurencyjnosci ¢
towarzyszy spadek popytu na rynku towaréw handlowych i kompensacyjny spadek
poziomu cen py. W konsekwencji, wobec wzrostu poziomu cen py, wywotanego impul-
sem popytowym, spadek cen pr ma wplyw na ograniczenie skali inflacji w gospodarce.
Widaé zatem wyraznie, ze wzrost stopy procentowej wptywa na ograniczenie inflacji,
gdyz nastepuje kompensacyjny spadek poziomu cen na rynku towaréw handlowych,
zwigzany z ograniczeniem popytu na tym rynku poprzez kanal stép procentowych
i kursu walutowego. Nalezy zauwazyé, ze im wyzszy parametr 6, tym wicksze ogra-
niczenie skali inflacji.
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Rysunek 2. Skutki ekspansywnej polityki fiskalnej

Zrédto: opracowanie wiasne.

3.3. POLITYKA PLACOWA

Zaklocenie ptacowe polegalo na zaburzeniu stawki ptac w = 0,01 (por. rys. 3).
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Rysunek 3. Wzrost nominalnej stawki plac

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Wzrost egzogenicznej stawki ptac prowadzi do spadku podazy towaréw na obydwu
rynkach (T, N) oraz w calej gospodarce. Skutkuje to spadkiem popytu na pieniadz
i konsekwentnym spadkiem stopy procentowej w celu przywrécenia réwnowagi na
rynku pienieznym. W wyniku zmiany popytu na krajowa produkcje, zostajg uruchomione
procesy inflacyjne. Spadkowi stopy procentowej towarzyszy poczatkowo nominalna
i realna deprecjacja walutowa z widocznym efektem ,przestrzelenia”. W okresie p6z-
niejszym, w konsekwencji stopniowego wygasania wzrostu zagregowanego poziomu cen
nastepuje spadek nominalnego kursu walutowego s oraz wzrost kursu rownowagi §,
zwigzany ze wzrostem poziomu cen py. W tych warunkach kurs nominalny s ustalit sie
ponizej kursu dtugookresowego § i dato sie zaobserwowaé spadek kursu realnego c.

Jesli zatem utozsamiaé wzrost egzogenicznej stawki ptac w ze wzrostem wydaj-
nosci pracy w obydwu sektorach, to mozna zauwazy¢, ze realny kurs walutowy c jest
malejaca funkcjg wydajnosci pracy, co jest zgodne z zalozeniami modelu Balassy-
-Samuelsona.

4. ZAKONCZENIE

W artykule przedstawiono dwusektorowy model cen i kursu walutowego, nalezacy
do nurtu ekonomii matematycznej, funkcjonujgcy w warunkach rezimu kursu zmien-
nego. Model zapisano w postaci uktadu dwoch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
wzgledem cen towaréw handlowych i niehandlowych. Za pomoca modelu pokazano
gléwne kanaly transmisji polityki gospodarczej — pienieznej, fiskalnej i ptacowej — na
ceny i realny kurs walutowy.

W szczegdblnosci, po pierwsze, ekspansywna polityka pieniezna prowadzita do
natychmiastowej deprecjacji waluty krajowej, kurs za§ wykazat cechy ,przestrzelenia”
na skutek poczatkowego spadku stopy procentowej i krotkookresowej sztywnosci cen.
Tym samym nie wystgpily warunki dla podtrzymania popytu na krajowg produkcje,
gdyz nastgpil szybszy wzrost cen towaréw handlowych niz niehandlowych. Po drugie,
ekspansja fiskalna prowadzita do wzrostu stopy procentowej i do aprecjacji waluty
krajowej, co powodowalo ograniczenie inflacji na skutek kompensacyjnego spadku
poziomu cen handlowych poprzez kanatl stép procentowych i kursu walutowego. Po
trzecie, wzrost wydajnosci pracy w dtugim okresie wigzal sie z realng aprecjacjg
waluty krajowe;j.

Uniwersytet £6dzki

LITERATURA

[1] Aarle B. van, [1996], Essays on Monetary and Fiscal Policy Interactions: Applications to EMU and
Eastern Europe, Center for Economic Research, Tilburg University, Tilburg.

[2] Baranowski P, [2008], Reguta Taylora i jej rozszerzenia, ,Gospodarka Narodowa” 7-8.

[3] Buiter W.H., Miller M., [1982], Real Exchange Rate Overshooting and the Output Cost of Bringing Down
Inflation, ,European Economic Review” 18(1), 85-123.



Polityka gospodarcza w modelu cen i kursu walutowego 37

[4]

(5]
(6]

(7]
(8]

(9]
[10]

[11]

[12]
[13]
[14]

[15]

[16]
[17]
(18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

Cardia E., [1991], The Dynamics of a Small Open Economy in Response to Monetary, Fiscal, and
Productivity Shocks, ,Journal of Monetary Economics” 28, 411-434.

Chiang A., [1984], Fundamental Methods of Mathematical Economics, McGraw-Hill, New York.
Dornbusch R., [1976], Expectations and Exchange Rate Dynamics, ,Journal of Political Economy”
84(6), 1161-1176.

Fleming J.M., [1962], Domestic Financial Policies under Fixed and under Floating Exchange Rates,
,IMF Staff Papers” 12, 369-380.

Karadeloglou P, Chobanov G., Delakorda A., Milo W., Wdowinski P, [2001], The Exchange Rate, Prices
and the Supply Response under Transition: A Simulation Study, [w:] Papazoglou C., Pentecost E.J.
(eds.), Exchange Rate Policies, Prices and Supply-Side Response. A Study of Transitional Economies,
Palgrave, New York.

Matlecki W., Stawinski A., Piasecki R., Zutawska U., [2001], Kryzysy walutowe, PWN, Warszawa.
Milo W., Kozera Z., [2003], Uwagi o pomiarze ryzyka walutowego, [w:] Preferencje a Ryzyko, Wydawnictwo
Akademii Ekonomicznej w Katowicach.

Milo W, Kozera Z., [2004], O ryzyku kryzysu walutowego, [w:] Milo W., Wdowinski P. (red.), Prognozowanie
rynkéw finansowych, ,Acta Universitatis Lodziensis. Folia Oeconomica” 177, Wydawnictwo Uniwersytetu
Lodzkiego, £6dz, 57-78.

Milo W., Malaczewski M., Szafranski G., Ulrichs M., Wosko Z., [2010], Stabilnos¢ rynkéw kapitatéw a
wzrost gospodarczy, PWN, Warszawa.

Montiel PJ., [1987], Output and Unanticipated Money in the Dependent Economy Model, ,IMF Staff
Papers” 34(2), 228-259.

Mundell R.A., [1963], Capital Mobility and Stabilization Policy under Fixed and Flexible Exchange Rates,
,Canadian Journal of Economics and Political Science” 29, 475-485.

Papazoglou C., Pentecost E.J., [2001], Output Dynamics in Transition Economies under Alternative
Exchange Rate Regimes, [w:] Papazoglou C., Pentecost E.J. (eds.), Exchange Rate Policies, Prices and
Supply-Side Response. A Study of Transitional Economies, Palgrave, New York, 11-23.

Pentecost E.J. [1993], Exchange Rate Dynamics: A Modern Analysis of Exchange Rate Theory and
Evidence, E. Elgar, Aldershot, Hants, England.

Stawinski A., [2000], Kryzysy walutowe a kierunki reformy migdzynarodowego systemu finansowego,
,Bank i Kredyt” 7-8, 90-102.

Turnovsky S.J., [1986], Monetary and Fiscal Policy under Perfect Foresight: A Symmetric Two-country
Analysis, ,Economica” 53, 139-157.

Wdowinski P, [2005], Financial Markets and Economic Growth in Poland: Simulations with an
Econometric Model, [w:] Milo W., Wdowinski P. (eds.), Issues in Modeling, Forecasting and Decision-
Making in Financial Markets, ,Acta Universitatis Lodziensis. Folia Oeconomica” 192, Wydawnictwo
Uniwersytetu Eodzkiego, £6dz, 27-53.

Wdowinski P, [2010], Modele kurséw walutowych, rozprawa habilitacyjna, Wydawnictwo Uniwersytetu
Lodzkiego, £6dz.

Wdowinski P, Aarle B. van, [2001], Economic Performance in Poland under Fixed and Flexible Exchange
Rate Regimes, [w:] Papazoglou C., Pentecost E.J. (eds.), Exchange Rate Policies, Prices and Supply-
Side Response. A Study of Transitional Economies, Palgrave, New York, 140-156.

Welfe W. (red.), [2010], Makroekonometryczny model gospodarki opartej na wiedzy, Wydawnictwo
Uniwersytetu Lodzkiego, £6dz.

Wosko Z., [2005], Zredukowany model rynku finansowego — symulacje, [w:] Milo W., Wdowinski P.
(red.), Wybrane zagadnienia ilo§ciowych analiz ekonomiczno-finansowych, Wydawnictwo Uniwersytetu
Lodzkiego, Lodz.

Praca wplynela do redakeji w pazdzierniku 2010 r.



38 Piotr Wdowiriski

POLITYKA GOSPODARCZA W MODELU CEN I KURSU WALUTOWEGO
Streszczenie

W artykule przedstawiono dwusektorowy model cen i kursu walutowego, nalezacy do nurtu ekonomii
matematycznej, funkcjonujacy w warunkach rezimu kursu zmiennego. Model zapisano w postaci uktadu
dwoch réownan rézniczkowych pierwszego rzedu wzgledem cen towaréw handlowych i niehandlowych. Za
pomoca modelu pokazano gtéwne kanaly transmisji polityki gospodarczej — pienigznej, fiskalnej i placowej
- na ceny i realny kurs walutowy w warunkach podziatu produkcji na towary handlowe i niehandlowe.

Stowa kluczowe: ceny, kurs walutowy, polityka pieni¢zna i fiskalna, polityka ptacowa

ECONOMIC POLICY IN THE MODEL OF PRICES AND EXCHANGE RATE
Summary

This paper presents a two-sector model of prices and exchange rate, belonging to the mainstream of
mathematical economics. The model operates under floating exchange rate regime. The model is given in the
system form of two first order differential equations with respect to prices of tradables and non-tradables.
Using the model we show the main transmission channels of economic policy — monetary, fiscal and wage - on
prices and real exchange rate in terms of production divided into tradables and non-tradables goods.

Key words: prices, exchange rate, monetary and fiscal policy, wage policy
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WYKORZYSTANIE ENTROPII SHANNONA I JEJ UOGOLNIEN
DO BADANIA ROZKEADU PRAWDOPODOBIENSTWA
ZMIENNEJ LOSOWEJ DYSKRETNEJ

1. WPROWADZENIE

Pojecie entropii, ktére wywodzi sie z termodynamiki znalazto zastosowanie w wielu
dziedzinach nauki, poczawszy od teorii informacji poprzez mechanike statystyczng,
teori¢ chaosu do sieci neuronowych, lingwistyki matematycznej czy tez taksonomii.
Mozliwo$¢ wykorzystania entropii do okreslania stopnia nieokre$lono$ci badanych sta-
néw czy tez rozktadéw zmiennych losowych dato przyczynek do okre$lania réznych
postaci entropii. Do teorii informacji pojecie entropii wprowadzit Shannon (1948), po
czym w drugiej polowie ubieglego wieku pojawito sie wiele uogélnien probabilistycznej
miary shannonowskiej entropii.

W artykule przedstawione zostalo pojecie entropii Shannona wraz z jej wybranymi
uogdlnieniami: entropig Rényiego (1965) oraz entropig Havrda-Charvat-Dar6czy-Tsallisa
(1970). Entropia Rényiego jest wynikiem uogdlnienia $redniej Kolmogorowa-Nagumo,
entropia Tsallisa jest natomiast pewng funkcjg entropii Rényiego.

Wlasnosci entropii rozktadu zmiennej losowej typu skokowego wskazujg na liczne
zwigzki miar koncentracji z entropig Shannona ([2], [3], [7], [9], [10], [16], [17], [23],
[24]). Dlatego tez w artykule zaproponowano wykorzystanie entropii Rényiego, bedacej
uogblnieniem entropii Shannona, do oceny stopnia nieréwnomiernosci dyskretnego
rozktadu prawdopodobienstwa.

Celem teoretycznym artykutu jest przedstawienie poje¢ 1 wlasnosci entropii zmien-
nej losowej dyskretnej umozliwiajace zastosowanie jej w badaniu wlasnosci dyskret-
nych rozktadéw zmiennych losowych. Celem aplikacyjnym natomiast jest wskazanie na
mozliwo$¢ wykorzystania miar entropii do okreslania stopnia koncentracji dyskretnego
rozktadu prawdopodobienstwa.

2. ENTROPIA SHANNONA

Niech X bedzie zmienng losowa dyskretng o rozkladzie prawdopodobienstwa
{p(x)), P(xy), ---» P(x,)} z prawdopodobiefistwami {p(x;)} spelniajacymi warunek

n
0=p(x)=1, >, p(x;) = 1. W teorii informacji zdefiniowanie entropii poprzedzone
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zostato sformulowaniem nastepujacych postulatéw, jakie powinna spetnia¢ poszukiwana
funkcja entropii Hy(X) = H, (P(x)) P(X3)s -+ P(X,)) (41,[12D:

P1. Funkcja Hg(p(x,), p(X;),--» P(%,)) powinna by¢ ciagla wzgledem wszystkich
argumentéw p (x;) (i = 1, 2, ..., n), co oznacza, ze niewielkim zmianom prawdopodo-
bienstw powinna odpowiada¢ niewielka zmiana entropii.

P2. Jezeli wszystkie n zdarzen zmiennej losowej X sg jednakowo prawdopodobne, to
funkcja H (P(%x1), P(X3)s -+, P(x,)) powinna rosng¢ monotonicznie wraz ze wzrostem #,

gdzie p(x,)=p(x;)= ... =p(x,) = %

P3. Funkcja Hg(p(x,), p(X;)---» P(%,)) powinna by¢ symetryczna, co oznacza,
ze warto$¢ funkcji entropii jest niezmiennikiem permutacji prawdopodobienstw
p(xl), p(x2), ey p(xn).

P4. Funkcja Hg (p(x;), p(x;)---» P(%,)) powinna by¢ koherentna, co oznacza w tym

przypadku, ze jezeli realizacja zdarzen odbywa sie w dwéch kolejno nastepujacych po
sobie etapach, to entropia poczgtkowa powinna by¢ sumag wazong entropii poszcze-
gblnych etapow.

Istnieje doktadnie jedna, z doktadnoscia do stalej k [4], funkcja
Hg(p(x,), p(X;),--+» P(x,)) n-zmiennych spetniajaca powyzsze warunki i jest ona
okreslona wzorem:

n

Hy(X) = Hg (p(X)), P(%y), -oes P(X,)) = k Zp(xi)logﬁ. (1)

i=1 i
Dowdd tego twierdzenia przedstawiono miedzy innymi w pracach ([4], [12]).

Stata k we wzorze (1) stanowi wybér jednostki entropii. Jezeli k = @ jednostka

entropii jest bit, a funkcja zapisana wzorem (1) przyjmuje postac:

Hy00 = Hy(p(30) P52 o P(31)) = 300051083 @

Entropia Shannona Hg zmiennej losowej X, ktérej warto$ci wystepuja z prawdo-
podobienstwami {P(x)), P(xy)s -+ P(X,)} jest okreslona wzorem (2) i jest traktowana
jako miara niepewnosci zwigzanej z rozktadem dyskretnym o prawdopodobienistwach
{p(x1), P(x2)s - P(%,)} [25].

Okreslenie shannonowskiej entropii pozwala ustali¢ szereg jej istotnych wlasnosci,
przedstawionych miedzy innymi w pracy [20]:

1) Entropia Shannona jest wielkoscig nieujemna, Vp(x;) € [0,1]1 Ho(X) = 0.

2) Entropia Hg przyjmuje warto$¢ 0, gdy p (x;) = 1 dla pewnego i (i = 1, 2, ..., n).

3) Entropia Hg przyjmuje warto$¢ najwieksza réwna Hs (X) = log, n, gdy wszystkie
prawdopodobienstwa p (x;) sg sobie réwne dlai = 1, 2, ..., n.

4) Entropia Hg jest wklesta.
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5) Entropia Shannona spelnia wtasno$¢ addytywnosci dla dyskretnych zmiennych
losowych niezaleznych.

Wiasno$é 5 dotyczy pary zmiennych losowych niezaleznych. Jesli zmienne losowe
dyskretne X i Y o rozkladach prawdopodobiefistwa odpowiednio {p(x;)} oraz {q(y;)}
dlai=1,2,.., norazj =1, 2, ..., m sa niezalezne, to rozklad prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, Y) zadany jest iloczynem {p(x;)q(y;)},

n m
gdzie D, >, p(x;)q(y;) = 1. Wtedy entropia Shannona spetnia wlasnos¢ addytywnosci,
i=1j=1
a zatem prawdziwa jest réwno$¢ H,(X,Y)= H¢(X)+ Hg(Y). Prawdziwo$¢ podanej

rownosci wynika z wtasno$ci funkcji logarytmicznych [20].

3. ENTROPIA RENYIEGO

Wegierski matematyk Alfred Rényi wsréd swoich licznych osiggnieé¢ z dziedziny
teorii prawdopodobiefistwa zaproponowal uogdlnienie pojecia entropii Shannona.
Wyprowadzenie uogélnionej postaci entropii wymaga zastosowania S$redniej
Kolmogorowa-Nagumo (KN) [15].

Niech ¢ (x;) bedzie funkcja ciagla i $cisle monotoniczng. Srednia Kotmogorowa-
-Nagumo zwigzana z funkcjg ¢ (x;) zmiennej losowej dyskretnej X przyjmujacej warto$ci
{x1, x2, ..., x,}, definiowana jest nastepujaco [13]:

(X), =9 ( Zn}p(x,.)qo(x,.)>. (3)

i=1

Srednia arytmetyczna jest $redniag Kolmogorowa-Nagumo zwiazang z funkcja
liniowa ¢ (x;) = x;, uwzgledniajac bowiem w formule (3) zamiast ¢ (x;) warto$¢ x;
uzyskana zostanie znana posta¢ wartoSci oczekiwane;j.

Srednie Kolmogorowa-Nagumo sg niezmiennicze ze wzgledu na transformacje

afiniczne @(x;) = 7(x;) = ag(x;)+ b, gdzie a, b sg liczbami. Stad funkcja odwrotng

X;—

do ¢ (x;) jest y~! (x;)= ! < 7 ), a $rednia KN zwigzana w funkcjg ¢ (x;) zmiennej

losowej X, czyli (X), réwna jest Sredniej KN (X), zwiazanej z funkcja y (x;).
Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe dyskretne X i Y o rozkladach praw-
dopodobiefistwa odpowiednio {p(x;)} oraz {q(y;)} dlai =1, 2, ..., n. Poszukiwanie
funkcji ¢ (x;) spetniajacej wtasnos¢ addytywnosci $rednich (X + Y), = (X),, + (Y),, daje,
oprécz funkeji typu ax; + b, jedynie funkcje postaci ¢(x;) = au™i+ b, gdzie a, b sa
liczbami rzeczywistymi. Warunek addytywnosci spetniajg jedynie Srednie KN zwigzane
z dwiema funkcjami, pierwsza z nich to funkcja liniowa ¢ (x;) = x;, druga to funkcja
wykladnicza ¢(x;) = au™i + b [15]. Rozpatrzmy dalej funkcje ¢(x;) = #™i(a = 1,b = 0),
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przyjmujac u = 2, v = 1 —a. Wtedy funkcja ¢ (x;) przyjmuje posta¢ 2(' =%, a funkcja
odwrotna ¢~ ! (x;) = 1 7108,

Srednia ilo$¢ informacji w sensie Kolmogorowa-Nagumo zwigzana z funkcja
P(x;) = 2(1=a); § rozkladem prawdopodobienstwa {p(x;)} zmiennej losowej X jest
entropig Rényiego. W teorii informacji ilo§¢ informacji dostarczang przez wiado-
mo$¢ o przyjeciu przez dyskretng zmiennag losowag X warto$ci x; wyraza sie miarg
I(x;) =—log,p(x;) [25]. Stad uwzgledniajac przyjete powyzej zalozenia, jawng postac
entropii Rényiego otrzymuje sie¢ droga ponizszych przeksztatcen ([5], [13]):

Heo (X = 7! ( zn:l’(xi)‘/)(f (xz')))

i=1

(ZP o(—log,p(x )))

i=1

(4)

Uwzgledniwszy, ze przyjeto powyzej funkcje ¢ (x;) postaci 2(1 =% wraz z funkcja

do niej odwrotng ¢! (%) =7 _1 7 log,x;, wyrazenie (4) mozna wyrazi¢ nastgpujgco:

1 n o

1—a10g2(§1p(xi) .01 a)logﬂ,(xi)>
1 n -

= ﬂlogz (Zp(xl) . 2]Og2p(x[)( 1))

n 5)
1_alog2<2 al))

= ﬁlogz <§)1p(xl.)a).

Postac 1 7 log, < Z p(x ) powyzszej formuly jest podawana najczeSciej w litera-

turze jako definicja entropn Rényiego, a jej zwigzek ze Srednig Kotmogorowa-Nagumo
jest mniej znany. Zwracajg na to uwage Czachor i Naudts w pracy [5] oraz Lavenda [13].
Entropia Hpg, (X) okreSlona wzorem (5) nazywana jest najczeSciej entropig Rényiego
stopnia ¢ lub a-entropig Rényiego dla ¢ > 0, a # 1.

Entropia Rényiego stopnia a dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie prawdo-

podobiefistwa {p(x;)} (0 =px) =1, Zp (x;) = ) spelnia nastepujace wilasnosci:

i=1
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I. Jest wielko$cig nieujemng Va € (0,1) U (1, + o), Hp (X) = 0.

II. Jest wklesta Va € (0,1) [8].

III. Jest wklesta lub wypukta dla ¢ > 1 [8].

IV. Przyjmuje warto$¢ 0, gdy p (x;) = 1 dla pewnego i (i = 1, 2, ..., n).

V. Przyjmuje warto$¢ najwiekszg rowng Hg, (X) = logy n, gdy wszystkie prawdo-
podobienstwa p (x;) sg sobie réwne dlai = 1, 2, ..., n.

VI. Entropia Rényiego spetnia wlasno$é¢ addytywnosci dla zmiennych losowych
niezaleznych.

VII. Entropie

HRH] > Hg = HRa2 jezeli 0 <ay < 1 oraz ay > 1 [19].

Shannona Hg oraz Rényiego Hp, spelniaja relacje

VIII. Entropia Shannona Hg jest granicg entropii Rényiego Hpg, dla a -1,

i=1

) 1 n n
Jim T log (le(x»“) == 2ip(x;)log,p(x,):
i=
Z wlasnosci V wynika, ze dla zmiennej losowej o rozktadzie réwnomiernym
(p(x,) = p(x;) = ... = p(x,)) warto$¢ najwigksza entropii Rényiego réwna jest entro-
pii Shannona dla tego rozkladu. Zatem w nieréwnosci H,, = H, = Hj, podanej
1 2

we wlasno$ci VII zachodzi réwnos$é dla rozktadu réwnomiernego. Wartosci entro-
pii Rényiego rosng monotonicznie wraz ze wzrostem n, co jest spelnieniem jednego
z postulatow stawianych funkcji entropii przez Shannona.

TN
/NN O\
/S NN\
gl // / NN
Sl /) oo NN\
gl / \\
* lll/ \
ll/ \|
L \
N4 A\

Rysunek 1. Entropia Rényiego zmiennej losowej o rozkladzie prawdopodobienstwa {p, (1 - p)}

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Wtasno$é VI dotyczy pary zmiennych losowych niezaleznych. Jes$li zmienne
losowe dyskretne X i Y o rozktadach prawdopodobiefistwa odpowiednio {p(x;)} oraz
{q(y;)} dlai=1,2,..,n oraz j= 1,2, ..., m sa niezalezne, prawdziwa jest rowno$¢

Hy,(X,Y) = Hy,(X) + Hp, (Y). Prawdziwos$¢ podanej réwnosci wynika, podobnie jak

w przypadku réwnosci dla entropii Shannona, z wtasnos$ci funkcji logarytmicznych.

Entropia Rényiego dla zmiennej losowej o dwumianowym rozkltadzie prawdo-
podobienstwa {p,(1 —p)} przyjmuje warto$¢ najwigkszg réwng jeden dla p = 1 -p,
czyli dla rozkladu o prawdopodobieistwach {0,5; 0,5}. Na rysunku 1 przedstawiono
wykres entropii Rényiego dla wybranych wartosci stopnia ¢ rozktadu o prawdopo-
dobienstwach {p,(1 —p)}. Dla a = 0,99 wykres entropii Rényiego jest przyblizony do
wykresu entropii Shannona.

4. ENTROPIA TSALLISA

Entropi¢ okreslang mianem ,entropii typu ” zaproponowali niezaleznie w swoich
pracach z roku 1970 Havrda i Charvét oraz Dardczy, a nastepnie Tsallis w roku 1988
przy okazji tzw. termodynamiki nieekstensywnej [5]. Stad czesto w literaturze pojawia
sie okreslenie entropia Havrda-Charvat-Dar6czy-Tsallis (HCDT) lub w pracach z zakresu
fizyki, entropia Tsallisa. Entropia HCDT zostata zaproponowana jako pierwsza nie-
logarytmiczna posta¢ entropii.

Do wyprowadzenia ogélnej postaci entropii HCDT wykorzystane zostang
ponownie wiasnosci $redniej Kolmogorowa-Nagumo dotyczace niezmienniczosci ze

wzgledu na transformacje afiniczne ¢(x;) = 7(x;) = ag(x;) + b. Z rodziny funkcji typu

1 _20-om—
l-a” l1-a >

@(x;) = api + b wybrana zostanie funkcja P(x;) = - 2(1-ay

gdzie @ € (0,1) U (1, + o).
Posta¢ entropii HCDT uzyskana jest drogg modyfikacji $redniej Kotmogorowa-

1
1) :
e

-Nagumo zwigzanej z funkcja @(x;) =

Hg, = ¢! ( ip(x,)co(—logzp(xf)))

i=1

N n 2(1—[1) —log p(x)) — 1
= Zpe G
i=1

(6)

1 l-a
n 210g2<m> —1
-1
=9 Z:p(xi) -« :

1
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Wykorzystujac wlasnosci funkcji wyktadniczych i logarytmicznych wyrazenie
l-a
2@2(%) . . . . 1 \l-@ .
i mozna wyrazi¢ w prostszej postaci ED) . Stad wyrazenie (6)

przyjmuje postac:

(el )
%

1—a )
Zn:P(xi)”—l
=¢ ! 1211—01 :

Wyrazenie uzyskane w drodze przeksztalcen prowadzacych do otrzymania entropii
Hp, (X) postaci:

H,,(X) == (8)

nosi miano entropii Tsallisa lub entropii Havrda-Charvat-Dar6czy-Tsallisa.
Entropia Tsallisa typu a dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie prawdopodo-
n
biefistwa {p(x;)} <O =p(x) =1, ZP(X,') = 1> spelnia nastgpujace wlasnosci:

i=1

a) Jest wielkoscig nieujemng Vo € (0,1) U (1, + o), Hp, (X) = 0.

b) Jest wklesta Va € (0,1) U (1, +)

¢) Przyjmuje warto$¢ 0, gdy p (x;) = 1 dla pewnego i (i = 1, 2, ..., n).

d) Przyjmuje warto$¢ najwieksza, gdy wszystkie prawdopodobienstwa p (x;) sg
sobie rtéwne dla i = 1, 2, ..., n.

e) Dla Va,, a, € (0,1) U (1, + =) jezeli oy < a zachodzirelacja Hy, (X) > Hy, (X).

f) Tloczyn entropii Shannona Hg i In 2 jest granica entropii Tsallisa Hyp, dla
a->1;

-

p(x[)a -1 n
nm’lﬁ =—In2 X p(x;)logp(x;) = In2H(X).

=l i=1

g) Spelnia tzw. wlasno$é¢ pseudo-addytywnosci (subaddytywnosci) dla zmiennych
losowych niezaleznych [13]:

HTa(X’Y) = HTa(X) + HTa/(Y) + (1 - CE’)HTQ(X)HTQ(Y).
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Z wlasnosci pseudo-addytywno$ci wynika, ze dla @ € (0,1) entropia Hy, (X, Y)
jest wieksza od sumy Hy, (X) + Hp, (Y), natomiast dla a € (1, + ) zachodzi relacja
Hrp, (X, Y) < Hp, (X) + Hy, (Y). Wlasno$é pseudo-addytywnos$ci w fizyce nazywana jest
czesto nieekstensywnos$cig. Whasnosé pseudo-addytywnosci odréznia entropie Tsallisa od
entropii Shannona i Rényiego, ktére spetniaty wtasnosé addytywnosci dla dyskretnych
zmiennych losowych niezaleznych X i Y.

Entropia HCDT przyjmuje warto$¢ najwieksza dla zmiennej losowej o rozktadzie
{p,(1 —p)} dlap = 0,5. Warto$¢ ta jest funkcjg stopnia ¢ oraz jest mniejsza dla kazdego
a €(0,1) U (1, +») od wartoSci maksymalnej entropii Shannona i Rényiego dla tego
rozktadu {0,5; 0,5}. Na rysunku 2 przedstawiono wykres entropii Tsallisa dla wybranych
warto$ci stopnia a rozkltadu o prawdopodobiefistwach {p, (1 -p)}.

0,1

0,9
0,8

( 5 )
0,7

| DN
0.6 / \
11/ \
N/ A\
| N
0,2

/ 1 \
0,1
0 0,1 0,2 03 04 05 0,6 07 08 09 1

prawdopodobiefistwo

entropia Tsallisa

Rysunek 2. Entropia Tsallisa zmiennej losowej o rozktadzie prawdopodobienstwa {p, (1 - p)}

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Entropia Tsallisa osigga warto$¢ najwieksza dla réwnomiernego rozktadu praw-
dopodobiefistwa (p(x;) = p(x,) = ... = p(x,)). Warto$¢ najwigksza entropii HCDT jest
funkcjg nie tylko wartosci n, jak to bylo w przypadku entropii Shannona oraz Rényiego,

ale i stopnia a. Wraz ze wzrostem n ro$nie warto$¢ entropii Hy, dla danego stopnia
a. WartoSci najwieksze omawianych w artykule entropii zamieszczono w tabeli 1.
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Tabela 1
Warto$ci entropii rozktadu réwnomiernego zmiennej losowej dyskretnej
Entropia

n Rényiego Tsallisa
shamona | g < o u e [T 01 | «=05 | a=2 a =10
2 1,00000 1,00000 0,96230 0,82843 0,50000 0,11089
4 2,00000 2,00000 2,75800 2,00000 0,75000 011111
5 2,32193 2,32193 3,61856 2,47214 0,80000 0,11111
10 3,32193 3,32193 7,71476 4,32456 0,90000 0,11111
50 5,64386 5,64386 36,45796 12,14214 0,98000 0,11111
100 6,64386 6,64386 68,99526 18,00000 0,99000 0,11111
200 7,64386 7,64386 129,71200 26,28427 0,99500 0,11111

Zrédto: opracowanie wiasne.

5. MIARY KONCENTRACJI BAZUJACE NA ENTROPII

Zwiagzek pomiedzy miarami koncentracji, czy tez miarami dekoncentracji, a entro-
pia wydaje sie by¢ oczywisty. Entropia jest bowiem miarg nieokreslonosSci i niejed-
norodnosci rozktadu dyskretnej zmiennej losowej X o rozkladzie prawdopodobien-
stwa {p(x,), p(%;), .-, p(x,)} z prawdopodobienistwami {p(x;)} spelniajagcymi warunek

n
0=px)=1 > p(x;) = 1. Jednym z przyktadéw zwigzku miar koncentracji z entro-
i=1
pia jest indeks Giniego-Simpsona. Indeks ten jest miarg rownomiernos$ci dyskretnego
rozktadu prawdopodobienstwa i okreslony jest formutg [17]:

GS=1- 2ip(x)*. ©)

Miernik ten jest szczegélnym przypadkiem entropii Tsalisa Hy, (X). Jesli bowiem
w formule (8) uwzgledniony zostanie stopien @ réwny dwa, entropia HCDT przyjmie
nastepujaca postac:

H,y(X) = all[l — Y p(x) = Gs.

i=1
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Miernik ten nazywany jest takze w literaturze entropig kwadratowg Vajdy (zob. [16]).
n
Warto zauwazy¢, ze suma kwadratéow prawdopodobienstw Y, p(x;)* wystepujaca
i=1
w formule indeksu Giniego-Simpsona jest znanym w literaturze miernikiem koncen-
tracji, zwanym indeksem Herfindahla-Hirschmana (HHI).

Konstrukcja indeksu Herfindahla-Hirschmana wskazuje, ze wybér wyktadnika
potegi prawdopodobiefistw p (x;) implikuje relatywny wplyw na pomiar koncentracji
wartosci x;, zachodzacych odpowiednio z matymi badZ znacznymi prawdopodobien-
stwami. Doboér wyzszych wyktadnikéw potegi sprawia, ze wieksze znaczenie przypi-
sywane jest tym warto$ciom zmiennej losowej X, ktére wystepuja z duzym prawdopo-
dobienstwem. Stad w literaturze pojawily sie modyfikacje i uogélnienia indeksu HHI.
Hannah i Kay zaproponowali w 1977 roku swobodny dobér wyktadnika, podajac
nastepujacag formule miernika koncentracji [2]:

1

n
Z p(x;)*
HKI,, = {li=1

dlaag>0,a +1

(10)

n

exp[ Z x;)Inp(x

dlaag =1

Indeks Hannah-Kaya dla a = 1 (HKI(y)) jest granicg indeksu HKI(,) dla a - 1, za$
w przypadku przyjecia w formule (10) @ = 2 indeks Hannah-Kaya staje sie indeksem
Herfindahla-Hirschmana. Zwigzki indeksu Hannah-Kaya z miarami entropii okreslajg
Bajo i Salas (2002) w pracy [2].

Odrebng klase miernikéw koncentracji stanowig miary wykorzystujace definicje
entropii Shannona. Entropia Shannona Hg(X) zdefiniowana formutg (2) jest odwrot-
noscig stopnia koncentracji prawdopodobienstw p (x;) w rozktadzie prawdopodobien-
stwa {p(x,), p(x,), --» P(%,)}. Entropia Hg(X) réwna jest bowiem zeru, gdy jedna
z wartosci x; (i = 1, 2, ..., n) osiggana jest z prawdopodobienstwem réwnym jednoSci.
W przypadku gdy wszystkie n wartosci dyskretnej zmiennej losowej X zachodza z jed-
nakowymi prawdopodobienstwami, entropia Hg(X) osigga warto$¢ najwieksza rowng
HP*™(X) = log,n. W wielu pracach entropia Shannona wykorzystywana jest bezposred-
nio do oceny stopnia niejednorodnosci rozktadu badanej cechy [3] badZ do analizy
stopnia dywersyfikacji dzialalnoSci przedsiebiorstw na poziomie korporacyjnym (zob.
[9], [10]) czy tez na poziomie regionalnym (zob. [1], [7]).

Znacznie bardziej popularne w naukach ekonomicznych sg mierniki bedace funk-
cja wystandaryzowanej postaci entropii. Mierniki te stanowig miare koncentracji, tak
jak miara

Hy(X)

h=1—m (11)
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przedstawiona przez Roeske-Stomka (1994) w pracy [21] badZ tez miare dekoncen-
tracji postaci:

H(X)

e = m (12)

proponowang miedzy innymi w pracach ([17], [23], [24]).

Z konstrukcji miary (11) wynika, ze w pomiarze stopnia koncentracji dyskretnego
rozkladu prawdopodobienistwa najwiekszy wplyw na otrzymane wyniki maja wartosci
zmiennej losowej X realizowane z duzym prawdopodobiefistwem. Powoduje to sytu-
acje, ze zdecydowana wiekszosci obszaru zmienno$ci miary h przeznaczona jest dla
rozkladéw bliskich pelnej koncentracji.

W niniejszym artykule skonstruowana zostanie miara koncentracji dyskretnego
rozkladu prawdopodobiefistwa {p(x,), p(x,), ..., p(%,)} bazujaca na entropii Rényiego
Hpg,(X). Proponowana miara jest jednocze$nie uogélnieniem miary (11) i zdefiniowana
zostanie nastepujaca formula:

log2<l2p(xi)“>
1—W,dlaa>0iafi 1
HRI(X) = \ 82 1 (13)
iglp(xi)logz p(x;) _
1 - Tog;n dlaa=1

Wida¢é, ze proponowang miare mozna nastepujaco wyrazié¢ jako funkcje entropii
Rényiego:

H
1—%,dlaa>0iai 1
HRI(X) = 1??( X) (14)
- m, dlaa =1

Wilasnosci entropii Rényiego determinuja wlasnos$ci miary HRI,. Miara koncen-
tracji HRI, jest symetryczna, to oznacza, ze jest niezalezna od permutacji prawdo-
podobienstw p(x;) (i =1,2,...,n) w dyskretnym rozktadzie prawdopodobienstwa
{p(x)) P(X3), «oes P(%,)}- Spetnia takze kryterium unormowania w przedziale [0,1]
ijest jednoznacznie okre$lona dla krancowych sytuacji. W przypadku réwnomiernego
rozktadu prawdopodobienstw p (x;) miernik HRI, przyjmuje warto$¢ zero, natomiast
w sytuacji pelnej koncentracji osigga warto$¢ jeden. Uogdlnienie miary (11) bazujacej
na entropii Shannona daje mozliwo$¢ swobodnego wyboru potegi prawdopodobienistw
p (x;). Dobér stopnia a entropii Rényiego Hg,(X) umozliwia relatywny wplyw na ocene
stopnia koncentracji warto$ci x; zmiennej losowej X wystepujacych z odpowiednio
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niskimi badz wysokimi prawdopodobienistwami. Dla a € (0,1] zdecydowanie wigksza
cze$¢ przedzialu zmienno$ci miary HRI, przeznaczona jest dla rozkltadéw prawdo-
podobienstw bliskich petnej koncentracji. Wystepuje znikoma reakcja miernika przy

odbieganiu rozktadu {p(x,), p(x,), ..., p(x,)} od rozkladu réwnomiernego o prawdo-
podobiefistwach p(x,)=p(x,) = ... = p(x,) = % Dla rozktadéw bliskich petnej kon-

centracji miernik HRI, przyjmuje wartosci z dolnego kranca przedziatu [0,1]. Zatem
omawiany miernik dla stopnia a z przedziatu (0,1] charakteryzuje si¢ niewielkg awersjg
do niejednorodnego rozktadu prawdopodobienstwa.

Proponowana miara HRI,, jest wypukta dla kazdego stopnia a € (0,1]. Na rysunku 3
przedstawiono warto$ci miary HRI,, dla rozktadu o prawdopodobienstwach {p, (1 - p)},
przyjmujac wybrane warto$ci stopnia a.

0,9\

I /]
ik Al
NN /]
SN /]
NN T
RN~
\\ /S

N \ L

0 0,1 062 03 04 05 06 07 08 09 1

prawdopodobiefistwo

wspdtczynnik HRI

Rysunek 3. Warto$ci miary HRI,, dla zmiennej losowej o rozktadzie prawdopodobienistwa {p, (1 -p)}

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Miara koncentracji HRI,, dla ¢ wiekszego od jednosci jest wypukta badZ wklesta.
Charakteryzuje sie wiekszg wrazliwoscig (bezwzgledng i wzgledng) na zmiany w roz-
ktadzie prawdopodobiefistwa {p(x,), p(x,), ..., p(x,)}. Wraz ze wzrostem a zwigksza

sie awersja miernika do nieréwnomiernego rozkladu prawdopodobienstw, z jakim
zachodzg wartosSci x; dyskretnej zmiennej losowej X.
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6. PODSUMOWANIE

Mozliwo$¢ wykorzystania entropii do okre$lania stopnia nieokreslonosci badanych
stanéw czy tez rozkladéw prawdopodobienistw przyczynito sie do okreslania réznych
postaci entropii. Zastosowanie pojecia entropii w teorii informacji przez Shannona
dato poczatek licznym uogélnieniom miary entropii. W artykule wskazano jedynie
wybrane uogélnienia entropii Shannona, mianowicie entropie Rényiego oraz Tsallisa.
Entropia Rényiego stopnia a doczekata sie kolejnych uogélnien, czego przyktadem jest
chociazby entropia stopni (¢, §) zaproponowana przez Kapura (1967). Inne probabili-
styczne miary entropii proponujg miedzy innymi Lavenda [14], Sharma i Taneja [22],
Chakrabarti [4], Garbaczewski [6], Nanda i Paul [18], Kumar i in. [11].

Entropia Shannona jest granicg entropii Rényiego oraz Tsallisa dla stopnia « daza-
cego do jednosci. Entropie Shannona i Rényiego maja postaé funkcji logarytmicznych,
natomiast entropia Tsallisa jest pierwszg proponowang w literaturze nie-logarytmiczng
entropig. Warto podkresli¢, Zze entropie Shannona i Rényiego sg addytywne dla dys-
kretnych zmiennych losowych X i Y, natomiast entropia Tsallisa nie spelnia wlasnosci
addytywnosci, a jedynie tzw. wlasno$¢ pseudo-addytywnosci.

Wartos$ci entropii Shannona, Rényiego oraz Tsallisa zalezg jedynie od prawdopo-
dobienstw, jakie towarzysza realizacji wartosci {x1, x3,..., x,,} dyskretnej zmiennej loso-
wej X, a nie od tych warto$ci. Warto$¢ najwieksza kazda ze wskazanych entropii osigga
dla rozktadu réwnomiernego o prawdopodobiefistwach p(x,) = p(x,) = ... = p(x,) = %,
przy czym monotoniczny wzrost entropii wraz ze wzrostem n. Entropia jest odwrot-
nos$cig stopnia koncentracji prawdopodobienstw p (x;) w dyskretnym rozktadzie praw-
dopodobiefistwa {p(x,), p(x,), .-, P(%,)}. Stad znajomo$¢ entropii moze by¢ przydatna
do rozpoznania stopnia koncentracji rozkladu prawdopodobienistwa zmiennej losowej
dyskretnej. W artykule zaproponowano miare umozliwiajaca ocene stopnia koncentracji
dyskretnego rozktadu prawdopodobienstwa bedacg funkcjg entropii Rényiego. Istotng
zaleta proponowanej miary jest swobodny dobor potegi prawdopodobienistw p (x;).
Dobér stopnia @ umozliwia bowiem relatywny wplyw na ocene stopnia koncentracji
rozkltadu wartos$ci x; zmiennej losowej X wystepujgcych z odpowiednio niskimi badz
wysokimi prawdopodobienstwami.
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WYKORZYSTANIE ENTROPIT SHANNONA I JEJ UOGOLNIEN
DO BADANIA ROZKEADU PRAWDOPODOBIENSTWA ZMIENNEJ LOSOWEJ DYSKRETNEJ

Streszczenie

O entropii mozna méwié¢ wszedzie tam, gdzie istnieje potrzeba rozpoznania i zmierzenia nieokre-

$lono$ci badanych rozkltadéw zmiennych losowych. Potrzeba zmierzenia stopnia koncentracji wystepuje
w badaniu wielu systeméw, proceséw czy zjawisk, w szczegélnosci w badaniu zjawisk spoleczno-ekono-
micznych. Wiasnie dlatego w badaniu tychze zjawisk coraz cze$ciej wykorzystuje si¢ miary zdefiniowane
na gruncie teorii informacji. W artykule zaprezentowano pojecia i wlasno$ci entropii zmiennej losowej
dyskretnej. Wykorzystano entropie Shannona wraz z jej uogélnieniami (entropig Rényiego i Tsallisa) do
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badania wtasnosci rozktadéw prawdopodobienistw dyskretnych zmiennych losowych. Wskazano ponadto
na liczne zwigzki miar koncentracji dyskretnego rozkladu prawdopodobienstwa z entropig. W artykule
zaproponowano miar¢ umozliwiajaca ocene stopnia koncentracji dyskretnego rozktadu prawdopodobienstwa
bedaca funkcjg entropii Rényiego.

Stowa kluczowe: entropia Shannona, entropia Rényiego, entropia Havrda-Charvat-Daréczy-Tsallisa,
miary koncentarcji

APPLICATION OF SHANNON'S ENTROPY AND ITS GENERALIZATIONS FOR STUDIES
ON THE DISCRETE RANDOM VARIABLE PROBABILITY DISTRIBUTION

Summary

Everywhere where there is need for identification and measurement of indeterminacy of the distributions
studied we can talk about entropy. The need to measure the degree of diversity occurs in studies on numerous
systems, processes and phenomena, in particular in studies on socioeconomic phenomena. That is why in
studies on those phenomena the measures or models defined on grounds of the information theory are
used increasingly often. The paper presents categorization of notions and characteristics of the entropy of
a discrete random variable. In addition to Shannon’s entropy, the Rényi’s and Tsallis entropies were applied
for studies on the properties of distributions in case of probabilities of the random variables. The notion of
entropy stemming from thermodynamics found application in many fields of sciences. Shannon’s entropy
was defined on the grounds of the information theory, the Rényi’'s entropy is the result of generalization
of the Kolmogorov-Nagumo average while the Tsallis entropy is a certain function of Rényi’s entropy. The
present paper unifies these approaches by presenting one general model of concentration measure that
applies Rényi’s entropy.

Key words: Shannon’s entropy, Rényi’s entropy, Tsallis entropy, concentration measure
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ROWNOWAGI NA RYNKACH Z DWUSTRONNYMI PREFERENCJAMI

1. WSTEP

W 1962 roku Gale i Shapley w pracy [5] przedstawili pewien prosty model rekru-
tacji kandydatéw do szk6t. W modelu tym poszukuje sie tzw. skojarzen stabilnych tzn.
przydziatéw! kandydatéw do szkoét takich, ze zadna para (kandydat, szkota) nie ma
motywacji do zmiany istniejacego przydziatu (zob. def. 3.1). Skojarzenia stabilne moga
by¢ zdefiniowane w tym modelu dzieki przyjeciu zalozenia o dwustronnych preferen-
cjach w uktadzie kandydaci-szkoly, tzn. zalozenia, ze kazdy kandydat posiada preferencje
w zbiorze szkét (na przyktad umie uporzadkowaé wszystkie szkoly w kolejnosci od
najlepszej do najgorszej), a kazda szkota posiada preferencje w zbiorze kandydatdw.

Model Gale’a-Shapleya moze by¢ traktowany jako pewien model rynku, na ktérym
kandydaci wystepujg w roli ,kupujacych”, szkoty — w roli ,sprzedajacych”, a dobra
ktérymi sie ,handluje”, to miejsca w szkotach. W literaturze ekonomicznej opisano
wiele innych rynkéw, ktére majg strukture podobna do struktury wyzej opisanego rynku
,szkolnego” (zob. [9]). Sa to tzw. rynki z dwustronnymi preferencjami, a jako szczegélnie
wazny przyktad moze by¢ tutaj wymieniony rynek pracy (zob. [3], [6]). Badania takich
rynkéw nie ograniczaly si¢ jedynie do badan teoretycznych. Przeprowadzono wiele
badan empirycznych dotyczacych funkcjonujgcych w praktyce systeméw kojarzenia
(np. systeméw rekrutacji stazystéw i lekarzy do szpitali w USA i Wielkiej Brytanii, zob.
[8]). Prowadzi si¢ réwniez intensywne badania eksperymentalne zwigzane z zachowa-
niem sie uczestnikéw takich systeméw — na przyktad ze sposobem, w jaki okreslajg
oni swoje preferencje (zob. np. [2], [7]).

W badaniu rynkéw z dwustronnymi preferencjami, opisywanych za pomocg modelu
Gale’a-Shapleya, wykorzystuje sie gtéwnie pojecie skojarzenia stabilnego, ktére moze
by¢ traktowane jako pewien rodzaj stanu réwnowagi na takim rynku (zob. komentarze
po def. 3.1). Ze wzgledu na brak wyraznie okreslonych cen débr oferowanych na takim
rynku, nie korzysta si¢ natomiast tutaj z klasycznego pojecia réwnowagi rynkowej.
Zauwazmy jednak, ze (na przyktad) na rynku ,szkolnym” role cen moglyby odgrywaé
minimalne liczby punktéw niezbedne do dostania si¢ do danej szkoly. Przypusémy, ze
szkota wyzsza okre§la minimalna liczbe punktéow z kilku przedmiotéw maturalnych,
gwarantujacg dostanie sie na dany kierunek. Wowczas kandydat, ktéry posiada odpo-
wiednig liczbe punktéw, sktadajac podanie do tej szkoly, jak gdyby ,ptaci” ta liczba

1 Gale i Shapley w [5] uzyli terminu assignment, ktéry tradycyjnie w polskiej literaturze optymaliza-
cyjnej ttumaczy sie jako przydziat.
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punktéw za miejsce na tym kierunku, a szkola, przyjmujac go, ,sprzedaje” mu to
miejsce.

W rzeczywistosci systemy rekrutacji funkcjonujg inaczej, gdyz dopiero po przyje-
ciu kandydatéw mozemy okresli¢ tg minimalng liczbe punktéw (jako liczbe punktow,
ktéra posiadal najgorszy z przyjetych kandydatow, przy zatozeniu, ze wszystkie miejsca
zostaly ,obsadzone”). Podana wyzej interpretacja pokazuje jednak, ze mozliwe jest
okreslenie pewnej liczby, ktéra odpowiada cenie dobra na tradycyjnym rynku. Mozliwe
jest, w zwigzku z tym, okreSlenie rownowagi rynkowej dla rynku ,szkolnego” i innych
podobnych rynkéw (zob. def. 4.3), a wiec mozna zastanawiaé sie¢ nad zwigzkiem tak
okreslonej réwnowagi z pojeciem skojarzenia stabilnego.

Warto zwrdci¢ uwage, ze w ostatnich latach pojawilo sie wiele prac (np. [1],
[10]), ktérych autorzy badajg zwiazki miedzy skojarzeniami stabilnymi, a réwnowa-
gami rynkowymi w tzw. modelach Shapleya-Shubika (jest to pewien dyskretny model
kojarzenia rézny od modelu Gale’a-Shapleya). W modelach tych (w przeciwienstwie do
modeli typu Gale’a-Shapleya) przyjmuje sie, ze preferencje kupujacych zalezg od cen
towaréw oferowanych przez sprzedajacych. Nie ma natomiast opracowan, w ktérych
zalezno$ci miedzy skojarzeniami stabilnymi, a réwnowagami rynkowymi bytyby badane
dla modeli typu Gale’'a-Shapleya.

Celem artykutu jest wprowadzenie precyzyjnej, formalnej definicji stanu rownowagi
rynkowej w modelu Gale’a-Shapleya (ogélnie: na rynku z dwustronnymi preferencjami)
oraz podanie zwigzkéw miedzy tak okreslong réwnowaga rynkows, a skojarzeniem
stabilnym. Réwnowaga rynkowa zostanie zdefiniowana w sposéb mozliwie ogélny, za
pomocg pewnego uktadu warunkéw, ktérych spetnienie gwarantuje kupujgcym otrzyma-
nie towaréw oferowanych przez sprzedajacych (zob. rozdz. 4). Takie ogdlne podejscie
umozliwia wprowadzenie pojecia réwnowagi nawet w sytuacji, gdy na danym rynku nie
da si¢ w naturalny sposéb wprowadzi¢ wielkosci, ktére moglyby spetniaé role cen.

Zawarto$¢ poszczegblnych rozdzialéw, gtéwne tezy oraz Zrédia pracy sg nastepu-
jace.W rozdziale 2 zostal przedstawiony klasyczny model rynku wzorowany na modelu
Gale’a-Shapleya ([5], [9]) oraz zostaly opisane dwa uproszczone modele rynkéw stuzace
jako ilustracja przedstawionej teorii (model w przykladzie 2.1 jest znanym modelem
Gale’a-Shapleya [5], model w przyktadzie 2.2 jest oryginalny). W rozdziale 3 zostata
wprowadzona klasyczna definicja stabilnosci [S]. W rozdziale 4 zostalo wprowadzone
ogblne pojecie rownowagi w modelu G-S zaczerpnigte z pracy [12]. W rozdziale 5
zostaly zdefiniowane tzw. rozszerzenia poprawiajace oraz sformulowano twierdzenie
(zaczerpniete z [12]) o wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci miedzy skojarzeniami
stabilnymi, a tzw. réwnowagami stabilnymi. Rozdzialy 6 i 7 zawieraja niepublikowang
dotad teori¢ tzw. réwnowag porzadkowych, a w szczegdlnosci twierdzenie 7.1 o wza-
jemnie jednoznacznej odpowiednio$ci miedzy skojarzeniami stabilnymi, a tzw. réwno-
wagami brzegowymi. Rozdzial 8 zawiera przyktady ilustrujace omawiang teorie.

2. MODEL RYNKU Z DWUSTRONNYMI PREFERENCJAMI

Bedziemy postugiwali sie bardzo uproszczonym modelem rynku, w ktérym wyste-
puja skoniczone zbiory kupujgcych i sprzedajacych, skonczona liczba niepodzielnych
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towardw, a takze preferencje kupujacych i sprzedajacych (kupujacy maja preferencje
w zbiorze sprzedajgcych, a sprzedajacy - preferencje w zbiorze kupujacych). W przy-
ktadach 2.1 i 2.2 nieco konkretyzujemy ten model, chociaz, ze wzgledu na cel pracy,
nie bedziemy zajmowali sie szczegétowym opisem faktycznie funkcjonujacych rynkéw
(ani rynku ,szkolnego”, ani rynku nieruchomosci). Opisy i modele réznych rynkéw
tego rodzaju znajdujg sie np. w [8] i [9].

Zalézmy, ze dany jest skoniczony zbiér kupujacych, oznaczony przez K i skonczony
zbiér sprzedajacych, oznaczony przez S. Kazdy sprzedajacy s € S posiada g4 (g5 = 1)
niepodzielnych jednostek pewnego towaru, ktére moze sprzedaé¢ kupujacym (rézni
sprzedajacy posiadajg rézne towary, natomiast kazdy konkretny sprzedajacy posiada
qs identycznych egzemplarzy dokladnie jednego towaru). Kazdy kupujacy chece kupié
doktadnie jedng jednostke ktérego$ z towardéw, a kazdy sprzedajacy chciatby sprzedaé
wszystkie g, jednostek swojego towaru (moze sie oczywiscie zdarzy¢, ze dany kupujacy
ostatecznie nic nie kupi, a dany sprzedajacy nie wszystko sprzeda).

Zaktadamy tez, ze kazdy kupujacy k € K ma preferencje w zbiorze S okreslone za
pomocg pewnego liniowego porzadku >;. Innymi stowy, kupujacy k jest w stanie ustawié
wszystkich sprzedajacych (czyli tym samym towary, ktére oni posiadajg) w kolejnosci
od najbardziej mu odpowiadajgcego do najmniej mu odpowiadajacego. Ciag sprzeda-
jacych ustawionych w takiej kolejnosci bedzie nazywany listg preferencji kupujacego k.
Jesli na przyktad S = {s, ¢, u}, to zapis k: tsu oznacza, ze kupujagcemu k najbardziej
odpowiada towar, ktérym dysponuje sprzedajacy ¢, nastepnie towar sprzedajacego s,
a najmniej mu odpowiada towar sprzedajgcego u (inaczej t >; s > u). Ciag tsu jest
w tym przypadku listg preferencji kupujacego k. Przyjmujemy, dla uproszczenia, ze
réwnowazno$ci sg niedopuszczalne, to znaczy dla dowolnych dwoch sprzedajacych
(towaréw) sy i s, albo k woli s; od s;, albo woli s od sq 1 inne sytuacje sg niemoz-
liwe. Symbol s; = s, bedzie oznaczal, ze s; > sy lub s1 = s5.

Analogicznie okre§lamy preferencje sprzedajacych w zbiorze K. Zakladamy, Ze
kazdy sprzedajacy jest w stanie ustawi¢ kupujgcych w kolejnosci od najbardziej mu
odpowiadajacego do najmniej mu odpowiadajacego i utworzyé w ten sposéb swojg
liste preferencji zawierajaca wszystkich kupujacych (nie dopuszczamy réwnowaznosci).
Bedziemy uzywali symboli >, i =, ktére maja podobne znaczenie jak poprzednio
(tzn. oznaczajg preferencje sprzedajacego s € S). OczywiScie zalozenie o preferen-
cjach sprzedajacych w stosunku do kupujacych jest mniej naturalne niz zatozenie
o preferencjach kupujagcych w stosunku do sprzedajacych, ale w podanych nizej przy-
ktadach opisane sg sytuacje, w ktérych przyjecie tego zalozenia jest jak najbardziej
usprawiedliwione.

PRZYKEAD 2.1. (rynek ,szkolny”)

Modelem rynku jest w tym przyktadzie model rekrutacji kandydatéw do szkét zapro-
ponowany w 1962 roku przez Gale’a i Shapleya [5]. Model Gale’a-Shapleya stanowit
inspiracje do prowadzenia wielu badan (zaréwno teoretycznych, jak i empirycznych)
dotyczacych réznego rodzaju rynkéw pracy czy rynkéw aukcyjnych ([8], [9]). W bada-
niach tych uwzgledniano rézne szczegélowe aspekty funkcjonowania takich rynkéw.
Przedstawiony ponizej model jest tylko najprostsza wersja modelu Gale’a-Shapleya,
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bedaca uproszczonym opisem dobrze znanych i dzialajacych w praktyce (réwniez
w Polsce) systeméw rekrutacji do szkét (np. wyzszych), zob. [11], [13].

W modelu tym zbiorem K jest zbiér kandydatéw do szkot. Kazdy z kandydatéw
chcialby otrzymaé (,kupic¢”) jedno miejsce w ktérejs ze szkét ze zbioru S. Kandydaci
majg preferencje w zbiorze S (tzn. kazdy kandydat ma szkoly bardziej lub mniej mu
odpowiadajgce i jest w stanie umiesci¢ na swojej liScie preferencji wszystkie szkoty
w kolejnosci od najlepszej do najgorszej)2. Z kolei szkoly maja preferencje w zbiorze K
(szkoly punktujg kandydatéw za rézne osiagniecia — na przyktad uwzgledniajac oceny
maturalne — i w ten sposéb sg w stanie ustawi¢ wszystkich kandydatéw na swojej
liscie preferencji). Zaktadamy przy tym, ze wszyscy kandydaci oceniani przez dang
szkole maja rozne liczby punktéw3. Liczbe g, interpretujemy w tym przypadku jako
limit szkoly s € S, tzn. maksymalng liczbe kandydatéw, ktérg ta szkota jest w stanie
przyjac.

PRZYKEAD 2.2. (rynek nieruchomosci)

Waznym nurtem badan w teorii ekonomii jest analiza rynkéw débr niepodzielnych,
czesto o duzej warto$ci (domy, mieszkania, samochody, dzieta sztuki itp.). Modele mate-
matyczne takich rynkéow (w szczegdlnosci modele réwnowagi) sa czesto, wbrew pozo-
rom, bardziej skomplikowane od klasycznych modeli réwnowagi, w ktérych preferencje
modelowane sg za pomocg ciaglych funkcji uzyteczno$ci (zob. np. [14]). W naszych
rozwazaniach wystarczy postugiwanie sie jedynie bardzo prostym modelem, w ktérym
preferencje sprzedajacych sa wyznaczone za pomocg cen granicznych, ktére kupujacy
gotowi sg zaplaci¢ za towary oferowane przez sprzedajacych.

Przypusémy na przyklad, ze sprzedajacymi sa deweloperzy ze zbioru S, z kté-
rych kazdy (s € S) oferuje do sprzedazy pewng liczbe (g5) jednakowych mieszkan
(jesli mieszkania oferowane przez s réznilyby sie swoimi charakterystykami i miatyby
- w oczach kupujacych rézng warto$é, to moglibySmy zalozyé, ze kazde mieszkanie
oferuje inny sprzedawca). Kupujacymi sg klienci ze zbioru K, z ktérych kazdy zamierza
kupi¢ doktadnie jedno mieszkanie. Zaktadamy, ze kazdy kupujacy posiada preferencje
w zbiorze oferowanych mieszkan (réwnowaznie — w zbiorze S) okreslone za pomocg
pewnego liniowego porzadku. Preferencje te (podobnie jak w neoklasycznej teorii kon-
sumenta) nie zaleza od cen oferowanych mieszkan. Preferencje sprzedajacych w zbiorze
kupujacych okreslamy nastepujaco. Niech ay; oznacza maksymalng cene, ktérg kupujacy
k € K jest w stanie zaptaci¢ za mieszkanie sprzedawane przez sprzedajacego s € S.
Zaktadamy, ze jesli k # [, to ais # ajs. Relacja preferencji > dla sprzedajacego s jest
okreslona w zbiorze K nastepujgco:

2 W praktyce kandydaci maja preferencje w podzbiorach zbioru S (tzn. sa w stanie uporzadkowaé
tylko niektére szkoly ze zbioru S). Przedstawiong teori¢ mozna tatwo rozszerzy¢ réwniez na taki przypadek
(zob. [12]).

3 W praktyce kandydaci moga mie¢ te samg liczbe punktéw. Zaktadamy, ze w takiej sytuacji szkota
stosuje dodatkowe kryteria (np. uwzglednia punkty z dodatkowych przedmiotéw), ktére pozwalajg rozr6znié
kandydatéw. Jesli szkola nie jest w stanie rozrézni¢ kandydatéw na swojej liscie preferencji (tzn. niektérzy
kandydaci sg réwnowazni), to niezbedne byloby wprowadzenie do teorii tzw. migkkich limitéw (zob. [11]),
ale nie bedziemy si¢ tym zajmowali w tym artykule.
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k>l ars > a

(sprzedajacy woli klienta, ktéry gotowy jest zaptaci¢ wiecej od tego, ktéry gotowy jest
zaplaci¢ mniej).

3. SKOJARZENIA I SKOJARZENIA STABILNE

Symbol ks bedzie oznaczal pare nieuporzadkowang ztozong z elementéw k € K
is €S, czyli zbiér dwuelementowy {k, s}. Niech E (K, S) oznacza zbiér wszystkich
par nieuporzadkowanych ztozonych z elementéw zbioréw K i S, tzn.

EKK, S) = {ks: k € K, s € S}.

Zbiér wszystkich transakcji na rynku mozna przedstawic¢ jako pewien podzbior
zbioru E(K, S). Podzbiér taki bede nazywat skojarzeniem?. Jesli 4 C E (K, S) jest sko-
jarzeniem, to symbol u (k) bedzie oznaczat sprzedajgcego, z ktérym k zawart transakcje
(oczywiScie moze byé co najwyzej jeden taki sprzedajacy, jesli takiego sprzedajacego
nie ma to przyjmujemy u (k) = @&). Symbol u (s) bedzie natomiast oznaczal zbi6r
kupujacych, ktérzy zawarli transakcje z s (moze byé u (s) = &). Z podanych wczedniej
zatozen wynika, ze liczba elementéw zbioru u (s) nie przekracza q,;. Skojarzenie u
bedzie si¢ nazywalo skojarzeniem zupelnym, jesli liczba elementéw kazdego zbioru
u (s) jest réwna g;. Wszystkie skojarzenia w dalszej czeSci artykutu bedg skojarzeniami
zupelnymi. Warunkiem istnienia w zbiorze E (K, S) przynajmniej jednego skojarzenia
zupelnego jest nieréwnod¢ n = (s ¢ ) g5, gdzie n jest liczbg elementéw zbioru K.

Definicja 3.1. Skojarzenie u C E (K, S) nazywa sie skojarzeniem stabilnym, jesli
nie istnieje para ks (nazywana parg blokujacg dla u) taka, ze

1) k woli s od u (k),

2) s woli k od przynajmniej jednego [ € u(s)
(zaktadamy, ze warunek 1) jest automatycznie spetniony, jesli u (k) = &).

Zbior transakcji u jest wiec niestabilny, jesli istnieje para ks (blokujaca dla u) taka,
ze k i s woleliby zawrze¢ transakcje ze sobg niz ze swoimi aktualnymi partnerami
(tzn. s z jednym ze swoich aktualnych partneréw). W takiej sytuacji k i s beda mieli
tendencje do zmiany istniejacego uktadu (np. zerwania dotychczasowych uméw). Jesli
wiec chcemy, aby rynek byt stabilny, to powinni$my dazy¢ (lub zachecaé uczestnikéw
rynku) do tworzenia skojarzen stabilnych.

Pojecie skojarzenia stabilnego jest podstawg teorii kojarzenia zapoczatkowang
przez Gale’a i Shapleya ([5]) i rozwijang przez wielu ekonomistéw (zob. np. [9]).
Skojarzenie stabilne moze by¢ traktowane jako pewien rodzaj stanu réwnowagi na
rynku z dwustronnymi preferencjami (gdyz zadna para uczestnikow rynku nie ma

4 Uzywam terminu skojarzenie, ktéry odpowiada uzywanemu powszechnie w teorii rynkéw z dwustron-
nymi preferencjami terminowi matching. W teoriach réwnowagi ekonomicznej czgsto uzywany jest w tym
kontekscie termin alokacja.
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tendencji do zmiany istniejacego ukladu). Zauwazmy, ze gdybySmy wprowadzili na
takim rynku jaki$ ukltad cen, to moglibySmy zdefiniowaé¢ zwykla réwnowage rynkowa
(w sensie Walrasa). Interesujgce byloby wéwczas nastepujace pytanie: Jaki jest zwigzek
skojarzen stabilnych z réwnowagami rynkowymi wyznaczonymi przez pewien uktad
cen? W nastepnych punktach bede prébowal odpowiedzie¢ na to pytanie, przy czym
réwnowage rynkowa zdefiniuje w sposéb bardzo ogdlny, niekoniecznie odwotujacy sie
do okreslonego uktadu cen (réwnowaga cenowa bedzie szczegdlnym przypadkiem tak
ogoélnie okreslonej réwnowagi).

4. ROWNOWAGA NA RYNKU Z DWUSTRONNYMI PREFERENCIJAMI

Zalézmy, ze sprzedajacy okreslaja pewne warunki, ktérych spenienie przez kupu-
jacych gwarantuje im (kupujacym) otrzymanie débr posiadanych przez sprzedajacych.
Typowym warunkiem tego rodzaju jest warunek cenowy. Jesli mianowicie sprzedajacy s
okresla cene pg na swoje dobro, to oznacza to, ze stawia warunek: ,Jesli zaptacisz mi
kwote ps, to otrzymasz jedng jednostke posiadanego przeze mnie dobra”. Szkoly moga
okresli¢ pewne progi punktowe jako warunki dostania sie do danej szkoty. Warunek
taki mozna sformutowaé nastepujgco: ,Jesli wykazesz sie odpowiednig liczbg punktéw
z wyznaczonych przedmiotéw maturalnych, to zostaniesz przyjety do naszej szkoly”.
Szkoty, firmy lub inne instytucje (ogélnie: dysponenci pewnych débr) mogg stawiaé
bardzo rézne warunki, ktére gwarantuja ,kupujacym” otrzymanie danych débr.

Zalézmy wiec, ze w rozwazanym przez nas modelu kazdy sprzedajacy s € S wyzna-
czyt pewien warunek (warunki) taki, ze jesli kupujacy k € K spetnit ten warunek, to
moze otrzymac jedng jednostke dobra posiadanego przez s. Symbolem W (s) oznaczymy
zbiér kupujacych, ktérzy spetili warunek okreslony przez sprzedajacego s, tzn.

W(s) = {k € K : k spemit warunek wyznaczony przez s}.

W dalszych rozwazaniach (w szczegd6lnosci przy definiowaniu réwnowagi) istotne
beda jedynie zbiory W(s), a nie konkretny opis warunkéw wyznaczajacych te zbiory.
Warunki wyznaczone przez sprzedajacych mozemy wiec (ryzykujac pewnga niedoktad-
no$é, niemajacy jednak wpltywu na postaé prezentowanych dalej definicji i twierdzen)
utozsami¢ ze zbiorami W (s). Rodzine zbioréw W (s) C K indeksowang przez elementy
s € S bedziemy nazywali uktadem warunkéw na rynku z dwustronnymi preferencjami
(rynek DP). Wygodnie bedzie przedstawiac taka rodzing za pomoca funkcji W: S = P (K)
(P (K) jest rodzing wszystkich podzbioréw zbioru K). Przyjmujemy wiec nastepujaca
definicje.

Definicja 4.1. Ukladem warunkéw na rynku DP nazywamy dowolng funkcje
W:S - P(K).

To, ze dany jest uktad warunkéw W, oznacza ze okre$lone sg pewne podzbiory
W (s) zbioru wszystkich kupujacych K. Kazdy ze zbioréw W(s) wyznacza ogranicze-
nie, jakie stawia sprzedajgcy s kupujacym, tzn. tylko kupujgcy ze zbioru W(s) mogg
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zawrze¢ transakcje ze sprzedajacym s. O zbiorach W (s) w tej chwili nic nie zaktadamy,
tzn. przyjmujemy, ze kazdy sprzedajgcy moze w zupelnie dowolny sposoéb okresli¢
warunki ograniczajgce zbiér kupujacych, z ktérymi gotowy jest zawrzeé transakcje
(w szczegolnosci zakltadamy, ze mozliwy jest przypadek, gdy W(s) = @, tzn. warunki
mogg by¢ tak silne, ze zaden kupujacy nie jest w stanie ich spelnic).

W dalszej czeSci artykutu bedziemy badaé, jakie rodzaje warunkéw (tzn. jakie
rodziny zbioréw W(s)) wyznaczaja rownowage na rynku DP, oraz co trzeba zalozy¢
o zbiorach W(s), zeby réwnowadze tej odpowiadato skojarzenie stabilne.

Aby zdefiniowaé réwnowage na rynku DP, musimy okresli¢, przy danym ukladzie
warunkéw W, popyt na dobra oferowane przez sprzedajgcych. Popyt na dobro ofero-
wane przez sprzedajacego s tworzag mianowicie ci kupujacy, ktérzy spelniajg warunki
W (s) i dla ktérych s jest najlepszym sprzedawca sposréd tych, ktérych warunki dany
kupujacy spetnit.

Okreslimy wielko$¢ popytu w sposéb bardziej formalny. Niech

Dyk) = {s € S: ke W)}

bedzie zbiorem dobr (sprzedajacych) ,dopuszczalnych” dla kupujacego k przy warun-
kach W, tzn. zbiorem sprzedajacych, ktérych warunki k spetnit i ktérzy gotowi sg
w zwigzku z tym sprzeda¢ mu posiadane przez siebie dobro (nie wykluczamy sytuacji,
ze zbiér Dy (k) jest pusty, tzn. ze k nie spelnit warunkéw zadnego sprzedajacego).

Dla danego kupujacego k, dla ktérego Dy (k) # &, okreSlamy nastepnie najlep-
szego sprzedajacego jako

My (k) = max {s € S: s € Dy (k)}.

W podanym wzorze bierzemy maksimum ze wzgledu na relacje preferencji kupu-
jacego k w zbiorze Dy (k) (poniewaz relacja preferencji jest liniowym porzadkiem
w S, a wiec rowniez w Dy (k), wiec istnieje dla niej jednoznacznie okreslony element
maksymalny w zbiorze Dyy (k)).

Definicja 4.2. Méwimy, ze kupujacy k tworzy popyt na dobro oferowane przez
sprzedajacego s, jesli My (k) = s.

Innymi stowy, k tworzy popyt na dobro oferowane przez s, jesli s jest najlepszym
sprzedajacym wsréd wszystkich sprzedajacych dopuszczalnych dla k.

Zbiér wszystkich kupujacych, ktérzy tworza popyt na dobro oferowane przez s
oznaczymy symbolem ¢y (s). Mamy wiec

pw(s) = {k € K : My (k) = s}.
Wielko$¢ popytu na dobro s mozemy okresli¢ jako liczbe elementéw zbioru ¢y (s)

(bedziemy ja oznaczaé symbolem |py/(s)|). Poniewaz podaz dobra s jest réwna gs,
dochodzimy w oczywisty spos6b do pojecia réwnowagi.
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Definicja 4.3. Uktad warunkéw W tworzy réwnowage na rynku z dwustronnymi
preferencjami, jesli dla dowolnego s € S mamy

low ()| = gs.

W sytuacji rownowagi liczba kupujacych, ktérzy tworzg popyt na dobro oferowane
przez s jest wiec dokladnie réwna podazy dobra s (tzn. liczbie gj).

Zauwazmy, ze wprowadzone pojecie rownowagi jest analogiczne do pojecia row-
nowagi konkurencyjnej w klasycznych (cigglych) modelach rynku. Zbiér Dy, (k) moze
by¢ traktowany jako odpowiednik zbioru wiazek dopuszczalnych w teorii konsumenta,
natomiast element My (k) - jako odpowiednik pojecia wigzki optymalnej. Funkcja
(W, s) = |pw(s)| moze by¢ interpretowana jako funkcja popytu w rozwazanym przez
nas modelu.

5. SKOJARZENIA STABILNE A ROWNOWAGI

Okazuje sig, ze istnieje Scisly zwigzek miedzy skojarzeniami stabilnymi, a réwno-
wagami rynkowymi zdefiniowanymi za pomocg definicji 4.3. Aby okresli¢ ten zwigzek,
wprowadzimy dwa pojecia: réwnowagi podstawowej i rozszerzenia poprawiajgcego
dang réwnowage. Zauwazmy najpierw dwa proste fakty dotyczgce zbiorow ¢y (s):

(F1) Zbiory ¢y (s) sa rozlagczne (dla réznych s, przy ustalonym W),
(F2) oy (s) C W(s) dla dowolnego s € S.

Fakt (F1) wynika stad, ze dla kazdego k optymalny sprzedajacy Myy (k) jest jedno-
znacznie okre$lony, a fakt (F2) jest konsekwencja definicji @y (s), My (k) i Dy (k).

Definicja 5.1. Réwnowaga W jest réwnowaga podstawowg jesli dla dowolnego
s € S mamy

pw(s) = W(s).

Jesli warunki W tworza réwnowage podstawowa, to oznacza to, zZe:

1. Kazdy kupujacy, ktéry spetnia warunki W (s), tworzy popyt na dobro s (nie ma
kupujacych, ktérzy spetnialiby W (s) i chcieliby otrzymaé inne dobro niz s),

2. Kazdy kupujacy spetnia warunki tylko jednego sprzedajacego (bo zbiory W (s)
sg rozlaczne, co wynika z (F1) i definicji 5.1)

Mozna tez powiedzie¢, ze w warunkach réwnowagi podstawowej kazdy sprzedajacy
sprzedaje swéj towar wybranym kupujgcym, ktérzy sg z géry ustaleni (sprzedajacy s
sprzedaje swdj towar wszystkim ze zbioru W (s)).

Rownowagi podstawowe sg nieco sztucznym tworem (na przyktad na rynku szkol-
nym na og6l bedzie wielu kandydatéw spelniajacych warunki danej szkoty, ale nie
pragnacych uczyé sie w tej szkole), bedg jednak potrzebne w dalszych rozwazaniach,
gdyz kazdej takiej rownowadze odpowiada doktadnie jedno skojarzenie i na odwrot.
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Niech bowiem u C E (K, S) bedzie dowolnym skojarzeniem. Mozemy wdwczas
okresli¢ rownowage podstawowg wzorem:

Ww)(s) = u(s) ={k € K: ks € u}.

Okazuje sie, ze odwzorowanie u - W (u) jest wzajemnie jednoznaczng odpowied-
nio$cig miedzy zbiorem skojarzen (zupelnych), a zbiorem réwnowag podstawowych
(zob. [12)).

Interesujgca bytaby odpowiedZ na pytanie: jakie réwnowagi odpowiadaja przy
odwzorowaniu u - W (u) skojarzeniom stabilnym. OdpowiedZ na to pytanie jest zawarta
w ponizej podanym twierdzeniu 5.4. Przed sformutowaniem tego twierdzenia potrzebne
sa jeszcze dwie definicje.

Definicja 5.2. Niech W bedzie rownowagg podstawowa. Rozszerzeniem poprawia-
jacym réwnowage W nazywamy odwzorowanie V: S - P (K) takie, ze

1. W(s) C V(s) dla dowolnego s € S,

2. Dla dowolnego s € S, jesli k spelnia warunki V(s) i nie spetnia warunkéw
W(s), to istnieje [ € W(s) taki, ze k jest lepszy od [ dla sprzedajacego s.

Okreslenie rozszerzenia poprawiajgcego rownowage W oznacza, dla kazdego sprze-
dajacego, ostabienie warunkéw W, ale w taki sposéb, ze kazdy kupujacy spelniajacy
nowe warunki i niespelniajacy starych jest lepszy od przynajmniej jednego kupuja-
cego spelniajacego stare warunki. Inaczej méwiac, oznacza to, ze kazdy sprzedajacy
okresla nowe, mniej restrykcyjne warunki zakupu swoich towaréw, przy czym stara
sie to zrobi¢ w taki sposéb, aby kazdy kupujacy spetniajgcy te nowe warunki byt dla
tego sprzedajacego co najmniej tak dobry, jak najgorszy z dotychczasowych kupuja-
cych (na przykltad, zeby oferowal cene rowng co najmniej najnizszej z cen dotychczas
oferowanych). Rozszerzenie warunkéw nie powinno wiec by¢ takie, aby ktérykolwiek
ze sprzedajacych na tym stracit.

Nie kazde rozszerzenie poprawiajace dang réwnowage jest rownowaga (np. roz-
szerzenie g (v) w przykladzie 8.1). Réwnowagi, ktére maja te wlasnosé¢, ze kazde ich
rozszerzenie poprawiajace jest rownowagg, bede dalej nazywal réwnowagami stabil-
nymi. Mamy wiec nastepujaca definicje.

Definicja 5.3. Réwnowaga podstawowa nazywa si¢ réwnowagg stabilna, jesli
dowolne jej rozszerzenie poprawiajace jest rownowaga.

W tradycyjnym ujeciu réwnowagi (np. w fizyce lub w teorii rownowagi rynkowej)
stabilno$¢ réwnowagi oznacza w pewnym sensie trudno$¢ w wytrgceniu danego uktadu
ze stanu réwnowagi. W rozwazanym tutaj modelu dyskretnym oczywiscie trudno byloby
wprowadzi¢ formalnie analogiczne pojecie stabilno$ci. Wydaje sie jednak, ze powyzsza
definicja jest uprawniona i ma pewien element wspélny z klasyczng definicja, gdyz
moéwi o tym, ze jesli przejdziemy od danej réwnowagi do jej rozszerzenia poprawiaja-
cego (czyli dokonamy operacji, ktérg w pewnym sensie mozna nazwaé ,wytrgceniem
ze stanu réwnowagi”), to znowu znajdziemy sie w stanie réwnowagi.
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Okazuje sie, ze istnieje pewien prosty zwigzek miedzy tak zdefiniowanymi réwno-
wagami stabilnymi, a skojarzeniami stabilnymi w sensie Gale’a-Shapleya (zob. [12]).

Twierdzenie 5.4. Odwzorowanie u - W (1) okres$la wzajemnie jednoznaczng odpo-
wiednio$¢ miedzy zbiorem skojarzen stabilnych, a zbiorem réwnowag stabilnych.

Z twierdzenia 5.4. wynika, ze kazdemu skojarzeniu stabilnemu odpowiada doktad-
nie jedna réwnowaga stabilna, a kazdej réwnowadze stabilnej odpowiada doktadnie
jedno skojarzenie stabilne. Z twierdzenia tego mozemy tez otrzymac nastepujaca cha-
rakteryzacje skojarzen stabilnych:

Whniosek 5.5. Skojarzenie u jest stabilne wtedy, i tylko wtedy, gdy réwnowaga
W (1) jest stabilna.

6. ROWNOWAGI PORZADKOWE

Zdefiniujemy teraz tzw. réwnowagi porzadkowe, ktérych szczegélnym rodzajem sg
réwnowagi cenowe (tzn. rownowagi, dla ktérych warunki W (s) okreslone sg za pomocg
cen p, wyznaczonych przez sprzedajgcych, a preferencje sprzedajacych w zbiorze K
okreslone sg za pomocg maksymalnych cen aig oferowanych przez kupujacych — podob-
nie jak w przykladzie 2.2).

Rownowaga porzadkowa jest okreSlona za pomocg tzw. warunkéw porzadkowych,
tzn. warunkéw, ktére majg t¢ wlasnosé, ze jesli jaki$ kupujacy spelnia taki warunek, to
kazdy kupujacy lepszy od niego tez spetnia ten warunek. Jesli na przyktad sprzedajacy s
sprzedaje swdj towar za cene p; (co oznacza, ze zaplacenie ceny ps jest warunkiem
otrzymania przez kupujacego towaru oferowanego przez s), a pewien kupujacy k € K
jest sktonny zaptaci¢ cene aps = ps, to kazdy kupujacy [ € K, ktéry gotowy jest zapta-
ci¢ wiecej niz ags (np. a;; > ais) automatycznie spetnia warunek sprzedajacego s, bo
oczywiscie ajg > ps.

Definicja 6.1. Warunek W (s) nazywa sie warunkiem porzadkowym, jesli dla dowol-
nych k, [ € K zachodzi:

ke Ws)il >sk=>1¢€ W(s).
Jesli W(s) # &, to ,porzadkowos¢” W (s) oznacza, ze
W(s) = {k € K: k =23 min W(s)}.
(Jesli W (s) # @&, to min W (s) oznacza minimalny element zbioru W (s) ze wzgledu
na porzadek >). Innymi stowy, W (s) jest w tym przypadku przedzialem poczatkowym
w zbiorze liniowo uporzagdkowanym K. Przedziat ten sklada sie z pewnego ,granicz-

nego” kupujacego k = min W (s) i wszystkich kupujacych lepszych od niego (w sen-
sie relacji >g). Graniczny (tzn. najgorszy w zbiorze W(s)) kupujacy bedzie nazywany
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minimalnym kupujacym dla s ze wzgledu na warunki W (s) (minimalny kupujacy jest
okreslony tylko w przypadku, gdy W(s) # &).

Przyktadem warunku porzadkowego jest wlasnie przedstawiony powyzej warunek
cenowy, dla ktérego

W(s) = {k € K: ais = ps},

gdzie p; jest ceng okreslong przez sprzedajgcego s € S, a liczby ays sa interpretowane
tak jak w przykladzie 2.2.

Definicja 6.2. Rébwnowaga W nazywa si¢ réwnowaga porzadkowa, jesli wszystkie
warunki W(s), s € S, sag warunkami porzadkowymi.

Definicja 6.3. Rbwnowaga porzadkowa W nazywa sie réwnowaga brzegowa, jesli
kazdy minimalny kupujacy dla s € S, przy warunkach W(s), tworzy popyt na s, tzn.
jesli dla dowolnego k € K spelniony jest warunek:

k = min W(s) = s = My (k).

Innymi stowy, dla réwnowagi brzegowej zachodzi min W(s) = min ¢y (s)
(zauwazmy, ze W(s) # &, bo W jest rownowagg). Warunki W (s) dla réwnowagi brze-
gowej majg wiec te wlasno$é, ze jesli pewien kupujacy k jest najgorszy w zbiorze
wszystkich kupujacych spelniajgcych warunki W (s), to sprzedajacy s jest najlepszy
dla k w zbiorze wszystkich sprzedajacych, ktérych warunki kupujacy k spelnit.

7. ZWIAZEK ROWNOWAG PORZADKOWYCH ZE SKOJARZENIAMI STABILNYMI

Twierdzenie 5.4 pokazuje, ze istnieje Scisly zwiazek miedzy skojarzeniami stabilnymi
a réwnowagami stabilnymi (bedgcymi pewnym rodzajem réwnowag podstawowych).
Okazuje si¢, ze mozna ustanowi¢ réwniez podobny zwigzek (podany nizej w twier-
dzeniu 7.1) miedzy skojarzeniami stabilnymi a réwnowagami brzegowymi (bedgcymi
pewnym rodzajem réwnowag porzadkowych).

Zdefiniujemy najpierw pewne odwzorowanie ze zbioru skojarzen (zupelnych) do
zbioru funkcji S - P (K). Niech u bedzie dowolnym skojarzeniem. Definiujemy funkcje
gW):S = P(K) nastepujgco:

gw)(s) = {k € K: k =5 min u(s)}.

Poniewaz u jest zupelne, wiec zbiory u (s) sg niepuste, czyli odwzorowanie g jest
dobrze okreslone.

Twierdzenie 7.1. Odwzorowanie u - g (u) okreSla wzajemnie jednoznaczng odpo-
wiednio$¢ miedzy zbiorem skojarzen stabilnych a zbiorem réwnowag brzegowych.
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Dowdd. Okreslimy odwzorowanie h ze zbioru funkcji S - P(K) do zbioru
podzbioréw zbioru E (K, S). Niech V bedzie funkcja S = P(K). Definiujemy zbi6r
h (V) C E (K, S) nastepujgco:

h(V) ={ks € EK, S):s = My(k)} = {ks € E(K, S): k € py(s)}.

Latwo zauwazy¢, ze jesli V jest rownowaga, to h (V) jest skojarzeniem (zupelnym).
Aby udowodni¢ twierdzenie 7.1 wystarczy pokazaé, ze odwzorowanie g przeksztalca
skojarzenia stabilne na réwnowagi brzegowe, h przeksztalca réwnowagi brzegowe
na skojarzenia stabilne oraz, ze g i h s wzajemnie do siebie odwrotne. W tym celu
udowodnimy nastepujgce dwa lematy:

Lemat 7.2. Jesli u jest skojarzeniem stabilnym, to g (1) jest r6wnowagg brzegowsg

oraz h(g W) = u,

Lemat 7.3. Jesli V jest réwnowaga brzegowa, to h (V) jest skojarzeniem stabilnym
oraz g(h(V)) = V.

Dowéd lematu 7.2. Niech u bedzie dowolnym skojarzeniem stabilnym. Udowodnimy
po kolei nastepujgce fakty:

(1) g(u) jest r6wnowaga porzadkowa,

(2) u C hig),

() u = hig),

(4) g(u) jest rownowagg brzegowa.

Aby udowodnié (1), nalezy zauwazy¢, ze g (u) jest rozszerzeniem poprawiajacym
rownowagi podstawowej W (u) (bo W (u) jest wyznaczona za pomocg zbioréow u(s)),
a wiec na mocy wniosku 5.5 i definicji 5.3, uwzgledniajac zalozenie, Ze u jest stabilne,
otrzymujemy, ze g (u) jest r6wnowagg. Bezposrednio z definicji g (u) wynika tez, ze
g (u) jest rownowaga porzadkowa.

Przystepujemy do dowodu zawierania (2). Zat6zmy, ze ks € u. Stad k € u(s),
czyli k = min u (s), a wiec k € g(u)(s). Stad s € Dy () (k). Niech ¢t = Mg () (k) bedzie
elementem maksymalnym w zbiorze Dy, (k) ze wzglgdu na relacje > (taki element
istnieje, bo Dg(y) (k) # &). Udowodnimy, ze ¢ = s. Dowdd przeprowadzimy nie wprost.
Gdyby t # s, to t > s (bo ¢ jest maksymalny), a wiec, z jednoznacznosci u (k), kt & u,
czyli k & u (¢). Dalej, poniewaz t € Dy, (k), wigc k € g(u)(?), a stad k =, min u (2).
Poniewaz k & u (¢), wiec k >; min u (¢). Stad i z warunku ¢ > s wynika, ze para kt
spetnia warunki 1) i 2) z definicji 3.1 (dla skojarzenia u), a wiec skojarzenie u nie jest
stabilne, wbrew zalozeniu. Mamy wiec ¢ = s, czyli s = Mg () (k), a wiec ks € h (g (u)).
UdowodniliSmy w ten sposéb zawieranie u C % (g (u)).

Aby udowodnié (3), czyli rowno$¢ u = h (g (u)) wystarczy zauwazyé, ze zbiory u
oraz h(g(u)) sa réwnoliczne. Wynika to stad, ze g (u) jest rbwnowaga oraz stad, ze
dla dowolnej réwnowagi V, skojarzenie h (V) zawiera doktadnie Y, ¢, elementow, tzn.
tyle samo co skojarzenie u (bo u jest zupetne).
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Warunek (4) wynika teraz w prosty sposéb z réwnania (3). Mamy bowiem dla
dowolnego s € S:

u(s) = h@)s) = g (s).

Stad min g (u)(s) = min u(s) = min @g(,)(s), a wiec réwnowaga g (u) jest brze-
gowa.

Dowéd lematu 7.3. Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnej réwnowagi porzad-
kowej V, zbiér h (V) jest skojarzeniem stabilnym. Niech u = h (V). Z definicji h (V)
wynika, ze u jest skojarzeniem. Zalézmy, ze u jest niestabilne. Istnieje wigc para ks
taka, ze s > u(k) oraz k >; [ dla pewnego [ € u(s). Poniewaz [ € u(s) = h(V)(s)
= py(s) C V(s), a réwnowaga V jest porzadkowa, wiec k > [ implikuje k € V(s).
Stad s € Dy(k). Mamy wiec Dy (k) # & oraz u (k) = h(V)(k) = My(k) = s, a to jest
sprzeczne z przyjetym na poczatku warunkiem s > u (k). Wynika stad, ze skojarzenie
u = h(V) jest stabilne.

Udowodnimy teraz, ze jesli V jest réwnowagg brzegowa, to g (h (V)) = V. Korzystajac
z definicji 6.1 i 6.3 oraz z definicji funkcji g i &, dla dowolnego s € S mamy:

gh(V)s) = {k € K: k =25 min h(V)(s)} = {k € K: k =; min ¢y(s)}
=1{k € K: k 2, min V(s)} = V(s),

co koniczy dowdd lematu 7.3, a wiec réwniez twierdzenia 7.1.

8. PRZYKLADY

Podamy teraz dwa przyktady ilustrujgce przedstawiong teorie.
PRZYKEAD 8.1.

Niech K = {A, B, C, D, E} oraz S = {X, Y, Z} beda zbiorami kupujacych i sprze-
dajacych odpowiednio. Zat6zmy, ze limity dla sprzedajacych sg réowne: gx = 2, gy = 2,
qz =1, a preferencje kupujacych i sprzedajacych maja postaé¢ A: XYZ, B: YZX, C: YXZ,
D: ZYX, E: ZXY, X: CEBAD, Y: ACBED, Z: BECDA. Rozwazmy skojarzenie u = {AX,
BY, CY, DX, EZ}. Jest to skojarzenie stabilne, poniewaz kupujacy A, B, C, E nie moga
tworzy¢ par blokujacych (sa skojarzeni z najlepszymi sprzedajgcymi na swoich listach
preferencji), skad wynika, ze jedynymi parami blokujacymi moglyby by¢ pary DZ i DY.
Zauwazmy jednak, ze Z woli E (z ktérym jest skojarzony) od D, a Y woli C i B od
D. Stad DZ i DY nie sg parami blokujgcymi. Skojarzeniu u odpowiada réwnowaga
podstawowa

W = W) = {AD, CB, E}
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(powyzszy zapis oznacza, ze W(X) = {A, D}, W(Y) = {C, B}, W(Z) = {E}). Mamy
wiec tutaj przyklad odpowiedniosci 4 = W(w), tak jak w twierdzeniu 5.4. Na mocy
tego twierdzenia rownowaga W (u) jest stabilna, a wiec kazde jej rozszerzenie popra-
wiajace jest rownowaga.

Przyktadami réwnowag niepodstawowych sa:

U = {BAD, ACB, BE},

V = {CEBAD, ACB, BE},

T = {CEBAD, ACBE, BEC}.

Wszystkie te réwnowagi wyznaczaja to samo skojarzenie u, inaczej moéwiac,
h(U) = h(V) = h(T) = u. Réwnowagi U i V sg rozszerzeniami poprawiajgcymi réwno-
wage W (u) (a wiec s rownowagami na mocy twierdzenia 5.4 i definicji 5.3). Rownowaga
V jest brzegowa, przy czym g(u) = V. Mamy wi¢c odpowiednio$¢ u - gu) =V,
takg jak w twierdzeniu 7.1. Réwnowaga T jest réwnowagg porzadkowg, chociaz nie
jest brzegowa (np. kupujacy E jest kupujacym minimalnym dla sprzedajgcego Y, ale
nie tworzy popytu na Y). Réwnowaga T jest jednocze$nie przyktadem rozszerzenia
niepoprawiajacego dla W (u) (bo np. kupujacy E jest dla Y gorszy od wszystkich kupu-
jacych, ktorzy spetniajg warunek W (u) wyznaczony przez Y, tzn. od C i B).

Przyktadem skojarzenia niestabilnego dla podanego uktadu preferencji jest sko-
jarzenie

v = {AY, BY, CX, DZ, EX}.

Skojarzenie v jest niestabilne, gdyz np. para CY jest parg blokujaca (C woli ¥ od
X, a jednocze$nie Y woli C od B). Zauwazmy, ze funkcja

g () = {CE, ACB, BED}

nie jest w tym przypadku réwnowaga, gdyz ani C, ani E nie tworza popytu na X
(dla warunkéw g (v)). Tym bardziej wiec g (v) nie jest w tym przypadku réwnowaga
brzegowa.

PRZYKEAD 8.2.

W przyktadzie tym okreslone zostanie skojarzenie niestabilne v, dla ktérego g (v)
jest réwnowagg brzegowa.

Zalézmy, ze K = {A, B, C, D}, S = {X, Y} sa zbiorami kupujacych i sprzeda-
jacych, podaze sprzedajacych sg réwne gx = 2, gy = 2, a preferencje okreSlone sg
nastepujaco: A: YX, B: XY, C: YX, D: XY, X: DCBA, Y: CDAB. Rozwazmy skojarzenia:
u = {AY, BX, CY, DX}, v = {AY, BX, CX, DY}. Latwo sprawdzié, ze u jest stabilne,
a v niestabilne (np. para CY jest blokujgca dla v). Odpowiednie réwnowagi podstawowe
majg postac:

Wu) = {DB, CA},
W) = {CB, DA}.
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Rozszerzenia porzadkowe réwnowag W(u) i W(v) sa jednakowe i maja postac:
gw) = g) = {DCB, CDA}.

Sa to wiec réwnowagi brzegowe (bo u jest stabilne). Oczywiscie h(g(u)) =
= h(gWw) = u.

Moze sie wiec okazaé, ze rbwnowaga brzegowa jest obrazem, przy odwzorowaniu
g, jakiego$ skojarzenia niestabilnego (chociaz, oczywiscie, zawsze jest tez obrazem jed-
noznacznie okreslonego skojarzenia stabilnego, co wynika z twierdzenia 7.1). Wynika
stad, Ze nie da sie z twierdzenia 7.1 wyciagng¢ wniosku analogicznego do wniosku 5.5
(wynikajacego z twierdzenia 5.4), tzn. nie jest prawda, ze skojarzenie u jest stabilne
wtedy, i tylko wtedy, gdy g (u) jest rGwnowagg brzegowa.

9. PODSUMOWANIE

W pracy zostaly okre$lone zwiazki miedzy skojarzeniami stabilnymi w modelu
Gale’a-Shapleya a odpowiednio okreslonymi réwnowagami rynkowymi. Pojecie réw-
nowagi zostato zdefiniowane w bardzo ogdlny sposéb — za pomocg uktadu warunkéw,
ktére musza spetnia¢ kupujacy, jesli chca naby¢ dobra oferowane przez sprzedajacych.
Szczegbélnym rodzajem tego typu warunkéw sg warunki cenowe, wystepujace w kla-
sycznych modelach réwnowagi rynkowej. Uzyskane wyniki mogg stuzy¢ do badania
rownowag w dyskretnych modelach rynkéw za posrednictwem teorii skojarzen stabil-
nych. Pierwszy oczywisty wniosek jest taki, ze w przedstawionym modelu rynku istnieje
przynajmniej jedna réwnowaga brzegowa (a wiec réwniez cenowa) — bo w modelu
Gale’a-Shapleya zawsze istnieje co najmniej jedno skojarzenie stabilne. Jesli z kolei, przy
danym uktadzie preferencji, skojarzen stabilnych jest odpowiednio duzo (w niektorych
przypadkach liczba ta moze zaleze¢ nawet wyktadniczo od liczby uczestnikéw rynku
- zob. [4]), to mamy gwarancje¢ istnienia odpowiednio duzej liczby réwnowag brzego-
wych (czyli istotnie réznych, tzn. dajacych rézne skojarzenia, réwnowag cenowych).
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ROWNOWAGI NA RYNKACH Z DWUSTRONNYMI PREFERENCJAMI
Streszczenie

W artykule wprowadzono pojecie réwnowagi rynkowej w modelu rynku z dwustronnymi preferen-
cjami (model jest wzorowany na znanym modelu rekrutacji kandydatéw do szkél, pochodzacym od Gale’a
i Shapleya z 1962 roku). Zbadano zwigzki wprowadzonego pojecia réwnowagi z pojeciem skojarzenia
stabilnego zdefiniowanego przez Gale’a i Shapleya.

Stowa kluczowe: réwnowaga rynkowa, dwustronne preferencje, skojarzenie stabilne

EQUILIBRIA IN MARKETS WITH TWO-SIDED PREFERENCES
Summary

In the paper we have introduced a concept of market equilibrium in the model of market with two-
sided preferences (the model is based on the well-known Gale-Shapley model of college admissions from
1962). We have investigated relationships between our concept of equilibrium and the concept of stable
matching as defined by Gale and Shapley.

Key words: Market equilibrium, Two-sided preferences, Stable matching, College admissions, Gale-
Shapley model
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EWA DRABIK

WYKORZYSTANIE REGUL AUKCYJNYCH DO HANDLU ENERGIA W POLSCE

1. WSTEP

Rynek energii w Polsce nabrat charakteru konkurencyjnego w koncu lat 90. XX
wieku. Wéwczas to w wiekszosci krajéw europejskich uchwalono nowe prawo (w Polsce
w 1997 roku), ktére umozliwilo tworzenie wewnetrznych rynkéw energii elektrycznej.
Pod koniec 1999 roku powstata w Polsce Towarowa Gietda Energii Elektrycznej (TGE),
ktéra niemalze od poczatku swego istnienia spelniata m.in. role mechanizmu rynkowego
stuzacego do wyznaczania obiektywnej ceny energii. Dzigki poparciu i kontroli Komisji
Nadzoru Finansowego transakcje tam zawierane mozna uznaé za bezpieczne.

Jako pierwszy na TGE uruchomiony zostat rynek ,spot” (kasowy) energii elek-
trycznej, na ktérym ceny ustalane sg na zasadzie regut aukcji dwustronnej. Aukcja
dwustronna jest takg formg wymiany towaréw i pieniedzy, podczas ktérej oferty skta-
dane sg zar6wno przez kupujacych, jak i sprzedajgcych. W kazdej ofercie oprécz ceny
podawana jest ilo§¢ towaru, ktéry kontrahenci zamierzajg naby¢ lub sprzedad.

Badania oraz eksperymenty symulacyjne dotyczace funkcjonowania aukcji dwu-
stronnych prowadzone sg na szeroka skale. Zapoczatkowat je w latach 60. XX wieku,
p6zniejszy laureat Nagrody Nobla, Vernon L. Smith. Préby modelowania mechani-
zméw aukcji dwustronnej oraz zachowan jej uczestnikéw podejmowato wielu autoréw,
takich jak: Wilson (1987), Friedman (1991), Easley i Ledyard (1993), Gjestad i Dichaut
(1998), Sadierih (1998) oraz Xia, Stallaert, Whinston (2004). Celem pracy jest dopa-
sowanie jednego z istniejagcych modeli aukcji dwustronnej do opisu funkcjonowania
TGE. Do tego celu zostanie wykorzystany model Sadieriha, ktéry dobrze oddaje reguty
aukcyjne. Zostanie rowniez zaprezentowany algorytm wyznaczania ceny transakcji dla
aukcji dwustronnych (Drabik 1999), przy czym wyniki dziatania tego algorytmu zostang
poréwnane z rzeczywistymi cenami transakcji, ktére zostaly odnotowane na TGE.

Praca zorganizowana jest w nastepujacy sposéb. W rozdziale drugim zaprezen-
towane zostang zasady funkcjonowania TGE oraz sposoby zawierania transakcji na
rynku typu spot. W rozdziale trzecim omoéwiony zostanie jeden z modeli aukcji dwu-
stronnej i zostanie podjeta préba jego modyfikacji, a nastepnie dopasowania modelu
do regul obowigzujacych podczas handlu na TGE. Zostanie réwniez zaprezentowany
stochastyczny algorytm wyznaczania ceny transakcji dla aukcji dwustronnej autorstwa
E. Drabik (1999). Rozdzial czwarty poswiecony jest analizie danych empirycznych, pod
katem poréwnania cen transakcji obliczanych za pomocg algorytmu z rzeczywistymi
cenami transakcji notowanymi na TGE.
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2. REGULY FUNKCJONOWANIA TOWAROWEJ GIELDY ENERGII W WARSZAWIE

2.1. HISTORIA POWSTANIA I ZAKRES DZIALALNOSCI TGE W WARSZAWIE

Towarowa Gielda Energii zajmuje sie handlem energia elektryczna, paliwami cie-
ktymi i gazowymi, limitami wielkosci produkcji energii elektrycznej, limitami wielko-
$ci emisji zanieczyszczen, w szczegblnosci CO,, prawami majgtkowymi dotyczacymi
energii elektrycznej, paliw ciektych lub gazowych. Dziala ona od 7 grudnia 1999 roku,
a jej powstanie jest odpowiedzig na nowe prawo miedzynarodowe dotyczace handlu
energig obowigzujace od konca lat 90. XX wieku w wiekszosci krajow europejskich.
Jako pierwszy uruchomiony zostat rynek spot (kasowy) energii elektrycznej. Ceny trans-
akcji na tym rynku ustalane sg zgodnie z regutami aukcji dwustronnej, co jest gtow-
nym tematem rozwazan niniejszej pracy. W 2003 roku TGE uzyskala licencje Komisji
Nadzoru Finansowego na prowadzenie gietdy towarowej. W ten sposéb uregulowano
funkcjonowanie rynku, a takze podjeto prébe wyeliminowania ewentualnych patologii
spekulacyjnych. Uruchomiony zostat rynek praw majatkowych, w ktérym producenci
energii odnawialnej oraz podmioty zobowigzane do zakupu $wiadectw pochodzenia,
mogg handlowa¢ prawami majagtkowymi do tych $wiadectw. W 2006 roku TGE uru-
chomita réwniez rynek spot dla uprawnienn emisjg CO;, na ktérym uczestnicy mogg
handlowa¢ jednostkami EUA (European Union Allowance). Dwa lata p6Zniej, w 2008
roku TGE uruchomita terminowy rynek energii elektrycznej. Kontrakty terminowe na
dostawe energii elektrycznej, notowane na tym rynku, pozwalajg wyznaczy¢ cene energii
elektrycznej w dtuzszym horyzoncie czasowym, a to z kolei, umozliwia uczestnikom
optymalizacje¢ kosztéw sprzedazy/ zakupu energii elektrycznej. TGE spetnia takze role
mechanizmu rynkowego, ktéry pozwala na wyznaczanie obiektywnej rynkowej ceny
energii. Dzieje sie tak, poniewaz reguly obowigzujace podczas zawierania transakcji sg
Scisle okreslone i przejrzyste, za$ wszyscy uczestnicy rynku, niezaleznie od wielkoSci,
sg traktowani jednakowo. Wprowadzono takze bardzo nowatorskie, jak na polskie
warunki, rozwigzania w zakresie obrotu towarami gietdowymi. Przysztosciowo TGE
postawita sobie za cel wdrozenie nowoczesnej metody miedzynarodowego handlu ener-
gig elektryczng. W systemie tym zdolnosci przesylowe energii sg udostepniane poprzez
transakcje na wspétpracujacych ze sobg gietldach energii. TGE dazy réwniez do tego,
aby zwiekszy¢ interaktywno$¢ na rynku energii, a takze zwiekszy¢ swojg role w han-
dlu tzw. bialg energia, potocznie zwang energia odnawialng. Obecnie TGE prowadzi
nastepujace rynki: rynek dnia nastepnego (RDN), rynek gazu (RG), rynek terminowy
(RT), rynek praw majatkowych, rynek uprawnien do emisji CO,.

2.2. REGUEY ZAWIERANIA TRANSAKCJI NA TGE; SKEADANIE ZLECEN I SYSTEM NOTOWAN

W niniejszym punkcie zostang przedstawione niektére sposoby sktadania i reali-
zacji zlecen na TGE, a takze zaprezentowany zostanie sposob ustalania ceny energii.
Rozwazania dotycza tzw. rynku dnia nastepnego, na ktérym zlecenia zaréwno kupna,
jak 1 sprzedazy sktadane sg sekwencyjnie w okreSlonych przedzialach czasu, ktére
mozna traktowac jako kolejne cykle.
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Zlecenia na TGE przyjmowane sg zgodnie z regulaminem na kilka sposobow.
Moga by¢ one zbierane blokowo lub godzinowo. Przyktadowy sposéb sktadania zlecen
jest nastepujacy. W godzinach od 07:15 do 14:30, na dwa dni przed dniem dostawy,
przyjmowane sg zlecenia, ktére mozna, zgodnie z regulaminem, usuwa¢ i modyfikowac.
Do godz. 16:00, na dwa dni przed dniem dostawy, nastepuje rozliczenie warto$ciowe
transakcji zawartych na RDN. Na dzien przed dniem dostawy, w godzinach od 07:15
do 08:00 réwniez przyjmowane sg zlecenia. Po godzinie 8:00 okreSlane sg tzw. kursy
RND, czyli jednolita cena transakcji za 1 MWh energii elektrycznej w danej godzinie
dnia dostawy, po czym wyniki notowan podawane sg na niepublicznej stronie interneto-
wej. W godzinach 08:01 do 10:30 przyjmowane sg oferty kupna/ sprzedazy w systemie
notowan cigglych. Operacje przyjmowania zlecen i rozliczania transakcji odbywa si¢
za posrednictwem programu komputerowego, ktéry dziala na zasadach stworzonych
przez jedng z bardziej znanych firm obstugujacych gieldy towarowe i towarowo-pie-
ni¢zne w Ameryce i Europie.

Zlecenia sktadane sg przez tzw. czlonka gietdy, czyli podmiot, ktéry zawart z gietdg
umowe o cztonkostwo i zostal dopuszczony do ,dziatalnosci gietdowej”. Typowe zle-
cenie powinno zawiera¢ nastepujace informacje:

a) rodzaj zlecenia (kupno/ sprzedaz),

b) ilo$¢ energii bedacej przedmiotem zlecenia,

¢) limit ceny wyrazony w PLN/ MWh lub polecenie wykonania zlecenia bez limitu
ceny,

d) termin waznosci zlecenia,

e) warunki realizacji zlecenia:

— dzienne (ang. rest of day), ktére méwi, ze zlecenie powinno by¢ zrealizowane
do konica biezacego dnia;

- do konca okresu notowan (ang. good until expiry);

— zlecenie do dnia (ang. good until date);

- zlecenie czasowe (ang. time order);

— zlecenie tylko na aukcje (ang. call auction);

— zlecenie typu zrealizuj i anuluj (ang. fill and kill);

— zlecenie typu zrealizuj lub anulyj (ang. kill or fill);

f) numer, date i godzine wystawienia zlecenia.

Zlecenie dzienne jest wazne w dniu wystawienia i moze ono uczestniczy¢ w fazie
notowan cigglych i fazie notowan kursu jednolitego. Zlecenie typu: wazne do konca
notowan ,instrumentu” moze by¢ sktadane w dowolnej fazie aktualnej sesji. Moze
ono uczestniczy¢ zar6wno w fazie notowan ciaglych, jak i notowan kursu jednolitego.
Zlecenie typu: do dnia jest wazne do okre$lonej daty. Zlecenie czasowe jest wazne
w dniu przekazania na gielde do okreslonego czasu i moze uczestniczy¢é zaréwno
w fazie notowan cigglych, jak i w fazie kursu jednolitego. Zlecenie tylko na aukcje
moze uczestniczy¢ jedynie w fazie handlu opartej na ustalaniu kursu jednolitego i tylko
w jednej konkretnej aukcji. Oferty kupna i sprzedazy typu zrealizuj i anuluj uczestni-
czg w fazie notowan ciaglych i sg wazne do momentu zawarcia pierwszej transakcji
lub pierwszych transakcji, jezeli sg realizowane w kilku transakcjach réwnoczes$nie.
Oferty niezrealizowane sg anulowane. W tym przypadku nie jest konieczne podawanie
limitu ceny. Zlecenia typu zrealizuj lub anuluj uczestnicza tylko w systemie notowan
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ciaglych i sg wazne do momentu zawarcia pierwszych transakcji, przy czym nie musza
by¢ one realizowane w calosci. Zlecenia typu zrealizyj i/lub anuluj nie sg ujmowane
w tabeli zlecenn i w przypadku gdy transakcje nie zostang zawarte sg one usuwane.
Zlecenie takie moze zawiera¢ dodatkowg opcja aktywacji — tzw. funkcje Stop Loss,
ktéra zawiera warunek przy jakim poziomie kursu energii elektrycznej zlecenie pojawi
sie na rynku. Zlecenia mogg by¢ modyfikowane przez zmiane oferowanej ilosci energii
elektrycznej oraz limitu ceny. Jezeli podczas modyfikacji zmniejszany jest wolumen
nie ulega zmianie czas zlozenia zlecenia. W pozostatych przypadkach modyfikacji, tj.
zwigkszeniu wolumenu i zmianie ceny oferty, otrzymujg nowy czas zlecenia.

W zupetlnie inny sposéb okresla sie specyfikacje kontraktéw terminowych na ener-
gie elektryczng (zob. [11]).

Mechanizmy ustalania ceny transakcji na rynku dnia nastepnego oraz w systemie
notowan ciaglych realizowane sa w nastepujacy sposéb.

a) Maksymalizowany jest wolumen obrotu.

b) Minimalizowana jest réznica miedzy skumulowanym wolumenem energii elek-
trycznej w zleceniach kupna i sprzedazy mozliwych do zrealizowania po okre$lonym
kursie.

W przypadku braku mozliwosci jednoznacznego okreslenia kursu RDN stosowany
jest nastepujacy algorytm. Jezeli istnieje wiecej niz jedna cena ustalona za pomocg
powyzsze] metody oraz gdy réznica pomiedzy skumulowanym wolumenem kupna
i skumulowanym wolumenem sprzedazy wynosi zero, wyznaczana jest Srednia cena
miedzy skrajnymi cenami, tj. maksymalng ceng kupna i minimalng ceng sprzedazy.
Jezeli istniejg dwie takie ceny, kurs wyznaczany jest losowo sposrdd tych cen. Jezeli
réznica pomiedzy skumulowanym wolumenem kupna i skumulowanym wolumenem
sprzedazy ma te same znaki dla kazdej ceny, wyznaczany jest taki kurs, ktory jest
blizszy zmiany znaku tej réznicy. W przypadku natomiast gdy réznica pomiedzy sku-
mulowanym wolumenem kupna i skumulowanym wolumenem sprzedazy ma rézne
znaki dla kazdej ceny, kurs wyznaczany jest losowo z dwoch cen: najwyzszej ceny
z dodatnig réznicg i najnizszej ceny z ujemng réznicg (zob. [11], s. 9-10).

Zlecenia na rynku dnia nastepnego w systemie kursu jednolitego realizowane sg
wowczas, gdy cena sprzedazy okreSlona w ofercie z limitem ceny jest nizsza od ustalo-
nego kursu energii elektrycznej, za$ cena kupna okreslona z limitem ceny jest wyzsza
od ustalonego kursu energii elektrycznej. Zlecenie, w ktérym cena sprzedazy jest wyzsza
za$ cena kupna jest nizsza od kursu energii elektrycznej nie sg realizowane. Zlecenia
kupna i sprzedazy zlozone z limitem ceny réwnym kursowi energii elektrycznej moga
zostaé zrealizowane czeSciowo, w calo$ci lub moga nie zostaé zrealizowane. O kolej-
nosci realizacji zlecen ztozonych z limitem ceny réwnym kursowi energii elektrycznej
decyduje czas przyjecia zlecen do systemu informatycznego gieldy.

Transakcje w systemie notowan cigglych zawierane sg po kursie réwnym limitowi
ceny, jesli zostat podany w zleceniu oczekujgcym na realizacje. W pierwszej kolejnosci
realizowane sg zlecenia o najwyzszym limicie ceny w przypadku zlecen kupna i o naj-
nizszym limicie ceny w przypadku zlecen sprzedazy. W przypadku zlecenn z réwnymi
limitami ceny beda one realizowane wedlug czasu przyjecia zlecenia, tj. zlecenie przyjete
weczesniej zostanie zrealizowane w pierwszej kolejno$ci. Niektore zlecenia mogg by¢ rea-
lizowane czeéciowo, przy czym kazda transakcja dotyczy przynajmniej 1 MWh energii.
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Mozna zauwazy¢, ze reguly opisane powyzej sa tozsame z regulami aukcji dwu-
stronnej polegajacej na tym, ze oferty kupna i sprzedazy sktadane sg z dwéch stron
rynku. Dodatkowo widzimy, ze handel na TGE ma charakter cykliczny.

3. AUKCYJNY MODEL HANDLU NA TGE

3.1. AUKCJE I ICH RODZAJE

Aukcja jest jedng z najstarszych form wymiany towaréw i ma ona najczeSciej
charakter publicznej sprzedazy, w ktérej nabywca towaru jest kupujacy oferujacy naj-
wyzszg cene. Biorgc pod uwage rézne modele aukcji nabywca niekoniecznie placi
te najwyzszg cen¢. Przedmiotem handlu aukcyjnego sg specyficzne i na ogét niejed-
norodne i niestandardowe towary, ustugi oraz inne dobra. Unikalnymi towarami sa,
np. dzieta sztuki, antyki itp.; towary niejednorodne zwlaszcza pod wzgledem jakosci
to chociazby ryby, tyton, herbata itp. Istnieje kilka najbardziej rozpowszechnionych
metod organizowania aukcji i przetargéw. Najbardziej znang jest aukcja angielska
(ang. English auction), kojarzona zazwyczaj z licytacja, w ramach ktérej uczestnicy
zgtaszajg oferty ustne, przy czym kolejne zgloszenia opiewaja na coraz to wyzsze
kwoty. Ta forma sprzedazy polega na wzajemnym przebijaniu ofert przez licytujacych.
Konczy sie w chwili osiggniecia takiej ceny, ktérej zaden z uczestnikéw nie jest w stanie
podwyzszyé. Wygrywa ten kupujacy, ktérego oferta okazala sie najwyzsza. Jednakze
ten rodzaj aukcji spetnia swojg role jedynie wowczas, gdy kazdy uczestnik podwyzsza
swoje oferty co najwyzej do wysoko$ci wlasnej wyceny licytowanego towaru. Wyceng
jest maksymalna cena, ktérg za obiekt sklonny jest zaplaci¢ kupujacy. Przekroczenie
wyceny wlasnej grozi strata. W efekcie stosowania strategii licytacji towaru ponizej
wlasnej wyceny zwyci¢zca zaplaci ceneg zblizong do ceny rynkowe;.

Drugim, pod wzgledem znaczenia, rodzajem konkursu ofert jest przetarg pisemny
(ang. sealed-bid auction), w ramach ktérego potencjalni nabywcy sktadaja propozycje
ofert na pi$mie, na przyklad w zapieczetowanych kopertach. Sprzedajacy dokonuje
wyboru oferty najlepszej, a kupujacy ptaci cene, ktérg zaproponowat. Jest to, tak zwana,
aukcja pierwszej ceny (ang. first price sealed-bid auction). Zawarto$é¢ optymalnej oferty
sktadanej przez kupujacego zalezy od kilku elementéw. Najwazniejszym z nich jest
wtasciwa wycena dobra bedgcego przedmiotem przetargu. Wystawione na sprzedaz
dobro kupuje ten, kto ztozyl oferte najwyzszg i ptaci tyle ile zaoferowal. Problemem jest
zlozenie optymalnej oferty, a wiec takiej, ktéra nie przekroczy wyceny wystawionego
do sprzedazy obiektu. Przedstawienie optymalnej oferty zalezy od wielu czynnikéw,
przede wszystkim od natezenia konkurencji. Przygotowanie takiej oferty jest klasycznym
przyktadem podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci.

Inng formg przetargu pisemnego jest aukcja drugiej ceny (ang. second price sealed-
-bid auction), gdzie wybierana jest oferta najlepsza, ale cena ktéra ptaci kupujacy jest
druga w kolejnosci od najwyzszej. Ten rodzaj aukcji wymyslit w 1961 roku William
Vickrey i opisat w pracy [12]. Wspomniana praca jest jedng z pierwszych, w ktorej ana-
lizowane sg i inne teoretyczne modele aukcji, w tym model aukcji asymetrycznej.
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Kolejnym znanym rodzajem aukcji jest aukcja holenderka (ang. Dutch auction).
W tym przypadku cena wystawianego na sprzedaz towaru jest sukcesywnie obnizana,
az do momentu, gdy znajdzie sic nabywca. Zgodnie z regutami aukcji holenderskiej
handlujg, na przyktad komisy. Nazwa: aukcja holenderska, pochodzi stad, ze w taki
sposéb sprzedawane sa kwiaty w Holandii. Ten rodzaj alokacji débr wykorzystywany
jest, zwlaszcza podczas sprzedazy szybko psujacych sie towardw.

Istnieje wiele kryteriéw pozwalajgcych na grupowanie réznych typéw aukcji.
I tak, ze wzgledu na zasady dostepu aukcje mozna podzieli¢ na zamkniete i publiczne.
W aukcjach zamknietych (ang. non — public auctions) uczestniczy ograniczona liczba
0s6b zaproszonych. Aukcjach publiczne (ang. public auctions) sa, z kolei, otwarte dla
wszystkich zainteresowanych. Ze wzgledu na forme realizacji i zawierania transak-
cji wyréznia sie aukcje ustne (ang. oral auctions) oraz aukcje pisemne (ang. written
auctions). Podczas trwania aukcji ustnych oferty sg anonsowane publiczne. Tak jest,
np. w przypadku aukcji angielskiej lub holenderskiej. Aukcje pisemne zwane takze
niemym (ang. silent auctions) polegajg na tym, ze oferty sg przekazywane licytatorom
w formie pisemnej — aukcje pierwszej i drugiej ceny.

Teoria aukcji jest jedng z bardziej znanych dziedzin wspo6tczesnej teorii ekonomii.
Reguly aukcyjne sg w dalszym ciggu doskonalone i w zwigzku z tym mozna obecnie
wyr6zni¢ wiele innych rodzajéw aukcji. Oprocz wymienionych najbardziej znanymi sa:
aukcja udziatéw (ang. auction of shares), aukcja dwustronna (ang. double auction) oraz
aukcja wieloobiektowa (ang. multiple-object auctions). Aukcje wieloobiektowe stosuje
sie podczas sprzedazy wielu obiektow. Kazdy stara sie zmaksymalizowaé swojg funkcje
uzytecznosci poprzez doboér wlasciwych towaréw i trafne prognozowanie ich wycen.
Dotyczy to zar6wno sprzedajacych, jak i kupujacych. Uzyteczno$¢ ta jest funkcjg zalezng
od indywidualnych wycen (ang. private valuations) poszczegdlnych uczestnikéw aukcji.
W ofercie kupna, oprécz proponowanej ceny, kupujacy powinien uwzglednié¢ ilosé
towaru, ktérg jest sklonny nabyé. Oferty takie sg akceptowane badZ tez nie, zgodnie
z jasno okreslonymi procedurami. Jedna z takich przykladowych procedur polega na
tym, ze kazdy z kupujgcych bioracych udzial w aukcji wieloobiektowej ogtasza, kt6-
rym z wystawionych na sprzedaz obiektéw jest zainteresowany. Prowadzacy aukcje
sonduje zapotrzebowanie, po czym, jesli ocenia je zadowalajaco podwyzsza cene kaz-
dego z towaréw powiedzmy o jednostke. Ponownie sonduje popyt, na przyklad pytajac
kupcow czy w dalszym ciggu zainteresowani sg kupnem towaréw po aktualnej cenie.
Nastepnie ponownie oglasza, ktore z towaréw w dalszym ciggu beda licytowane. Znowu
podwyzsza ceng, po czym procedura sie powtarza. Czyni tak az do momentu, gdy nie
bedzie nikogo, kto bedzie w stanie zaptaci¢ wiecej. W przypadku ustalania ceny trans-
akcji zaréwno na gietdach towarowych, jak i towarowo-pienieznych wykorzystywane
sa reguly aukcji dwustronnych. Jest to rodzaj aukcji, ktéry w ostatnich latach znalazt
sie w kregu zainteresowan coraz wiekszej liczby badaczy. Warto dodaé, ze wielu z nich
uwaza, iz reguly aukcyjne sg tozsame z regutami gry, a zatem aukcje mozna traktowac
jako gre, za$ jej uczestnikéw jako graczy, ktérych celem jest najkorzystniejsze nabycie
(lub tez sprzedaz — w przypadku aukcji dwustronnej — okreslonego towaru).
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3.2. AUKCJE DWUSTRONNE

Aukcja dwustronna charakteryzuje sie tym, ze oferty sktadane sg z dwéch stron
rynku — zaréwno ze strony kupujacych, jak i sprzedajacych. W sensie teorii gier zaréwno
kupujacy, jak i sprzedajacy sg graczami. Ten sposéb handlu jest charakterystyczny dla
gield towarowych oraz niektérych rynkéw finansowych. Na podstawie sktadanych ofert
ustalane sg dwie funkcje: popytu i podazy. Ich ,przeciecie” wyznacza cene jednostkowg
towaru oraz jego ilo$¢ przeznaczong do alokacji. Przyktadem moze by¢ ustalanie, tak
zwanej, ceny otwarcia wielu waloréw na gieldach papieréw warto$ciowych i towa-
réw na podstawie biezgcych propozycji kupna i ofert sprzedazy. W tym przypadku
mamy do czynienia ze statyczng wersjg aukcji dwustronnej. Wymiana moze odbywaéd
sie cyklicznie, a transakcje mogg by¢ prowadzone w okre$lonych momentach czasu.
Cykle mogg sie powtarzac.

W praktyce jeszcze czeSciej wykorzystywana jest dynamiczna wersja aukcji dwu-
stronnej. Jej reguly sg stosowane wowczas, gdy oferty kupna i sprzedazy wplywajg
sekwencyjnie, a cena moze by¢ ustalana na biezaco pomiedzy poszczegblnymi kontra-
hentami. W tym przypadku, na ogél, potencjalni kupujacy i sprzedajacy reprezentowani
sg przez brokeréw, ktérzy licytujg si¢ wzajemnie w ich imieniu, w godzinach pracy
gietdy. Transakcje zawierane sa w momencie, gdy obie strony dogadaja sie.

Interesujgcym przykladem zastosowan aukcji dwustronnej jest rynek pracy.
W tym przypadku oferty sktadaja zaréwno pracodawcy, jak i potencjalni pracownicy.
Pracodawcy to kupujacy kandydaci na pracownikéw to odpowiednio sprzedajacy.
Z transakcja mamy oczywiscie do czynienia wéwczas, gdy obie strony dogadaja sie
i kandydat na pracownika zostanie przyjety na okre$lonych warunkach do firmy. Ceng
transakcji jest umowa oraz ewentualne bonusy wynikajace z jej zawarcia, a z drugiej
strony, zakres obowigzkéw wynikajacy z podjecia okreslonej pracy.

Badania nad modelem aukcji dwustronnej prowadzone sg od czterech dziesiecio-
leci. Badat je, miedzy innymi, laureat Nagrody Nobla z 2002 roku Vernon L. Smith.
Interesowaly go reakcje uczestnikéw wymiany, na zasadach aukcji dwustronnych, na
wszelkiego rodzaju bodzce zewnetrzne. Wraz ze wspétpracownikami przeprowadzat
symulacje transakcji rynkowych [9], [10]. Kolejnym wartym odnotowania badaczem
aukcji dwustronnych jest R. Wilson [14]. Podal warunki konieczne, ale niedostateczne,
na istnienie strategii w réwnowadze dla aukcji dwustronnej traktowanej jako pewien
rodzaj gry dynamicznej z niepelng informacjg. Idea osiagniecia réwnowagi zapro-
ponowana przez Wilsona polegala, mi¢gdzy innymi, na tym, ze wyceny kupujacych
i sprzedajacych ustawia sie w pewnym porzadku, po czym ,przyporzadkowuje” sie
kupcowi z najwyzsza wyceng sprzedajacego z najnizszym kosztem (wycena). Podobne
przyporzadkowanie czynione jest w stosunku do pozostatych handlowcéw: kupujacy,
ktéry ztozyt drugg w kolejnosci od najwyzszej oferte przyporzadkowany jest sprzeda-
jacemu o drugim w kolejnosci od najnizszych wycenie, itd. Tego typu uporzadkowanie
gwarantuje réwnowage. Wilson zauwazyl, ze wraz ze wzrostem liczby handlowcéw
ros$nie efektywnos$é aukcji, a ceny, w tym przypadku, daza do rzeczywistych cen ryn-
kowych. Nie okreslit on jednak w jednoznaczny sposéb strategii réwnowagi. Podat
jedynie w sposéb indukcyjny kilka krokéw algorytmu, ktéry mégtby byé pomocny przy
konstrukcji strategii licytacji.
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Inni badacze réwniez rozstrzygali problem ustalania ceny transakcji dla mechani-
zmu aukcji dwustronnej traktujgc ja jako gre z niekompletng informacja powtarzang
wielokrotnie. W 1998 roku Gjerstad i Dickhaut w pracy [1], doszli do wniosku, ze
w sytuacjach rzeczywistych cene réwnowagi najlepiej ustala rynek. W tym samym roku
ukazala sie ksigzka A. Sadrieha [8], w ktdrej autor zaprezentowal interesujacy model
aukcji dwustronnej rozumianej jako gra. Model ten zostanie wykorzystany w dalszych
rozwazaniach. Obecnie aukcje traktowane sg jako gry bayesowskiel [13].

3.3. TEORETYCZNY MODEL AUKCJI DWUSTRONNEJ ROZGRYWANEJ CYKLICZNIE

Przyjmuje sig, ze aukcja dwustronna jest pewng formg wymiany, w ktérej uczest-
niczy wielu kupujacych i sprzedajacych. Niech I = {1, ..., n} oznacza zbiér graczy
- uczestnikéw aukcji. Zbiér I dzielimy na dwa rozlaczne podzbiory: ng — elemen-
towy zbidr kupujacych Ig oraz ng — elementowy zbiér sprzedajacych Is (I = Ig U I§;
n =ng + ng). W przypadku TGE zaréwno kupujacy, jak i sprzedajacy powinni mieé
status czlonka gieldy albo by¢ reprezentowani przez brokeréw.

Przez i€lg (i=1,...,ng) oznaczmy i-tego kupujacego, przez jE€ Ig
(G=ng+1,..,ng jtego sprzedajgcego. Zalézmy, ze na aukcji handluje sie g > 0
towarami (mogg to by¢ réwniez jednostki okre$lonego towaru). Kazdy z kupujacych
jest sklonny zaptaci¢ maksymalnie v;; jednostek monetarnych za jednostke k-tego
towaru (k =1, ..., q). Innymi slowy, v, jest wyceng i-tego kupujacego za jednostke
towaru k. Kazdemu sprzedajagcemu przyporzadkowane sg koszty jednostkowe, odpo-
wiadajace kwotom, ktére chcg uzyskaé sprzedawcy za jednostke poszczegédlnych dobr
cjk j=np+1,..,ng). W dalszym ciggu wielkosci te bedziemy nazywali wycenami
sprzedawcéw. Wyceny kupujacych i sprzedajacych sg liczbami nieujemnymi.

Kupujacy i-ty (i = 1, ..., ng) chcac naby¢ towar k-ty (k = 1, ..., q) przedklada oferte
bj;, ktéra powinna by¢ nizsza od jego wyceny. Sprzedajacy j-ty (j = ng + 1, ..., ng) przed-
klada oferte sprzedazy aji. Zalézmy, ze kupujacy i sprzedajacy doszli do porozumienia
i zawarto transakcje uzgadniajac cene jednostki towaru na p. Wyplate kupujacego
wyrazamy za pomoca wzoru:

Ty = vik—p(iz Lo, ng k= 1,...,q), (D

gdzie:

7. jest wyplata i-tego kupujgcego nabywajacego towar (udzial) k-ty,

p oznacza ceng transakcji,

v, jest wycenag i-tego kupujacego odnoszaca sie do jednostki k-tego towaru.

1 Gry bayesowskie, podobnie jak gry w tradycyjnym tego slowa znaczeniu, w uproszczeniu sktadajg
si¢ z nastepujacych elementéw: graczy — w przypadku aukcji dwustronnych sa to kupujacy i sprzedajacy,
regul — sposoby licytacji — oraz wyplat. Gracze stosujg okre$lone, ale zgodne z regutami gry, strategie.
W przypadku aukcji sg to oferty. W odréznieniu od gier tradycyjnych gry bayesowskie charakteryzuja sie
tym, ze wyplaty zalezg nie tylko od strategii graczy, ale rowniez nieznanego parametru, ktéry mozna utoz-
samiaé ze stanem natury (zob. [3], s. 23 i odno$niki do literatury w cytowanej pracy). Gry takie rozwigzuje
si¢ w nieco odmienny sposéb niz tradycyjne. Definiuje si¢ typy graczy i dla tych typéw rozwigzuje sie gre
(okresla rownowage).
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Wyplata jest réwna réznicy pomiedzy wyceng i-tego kupujacego odnoszaca sie do
k-tego towaru, a ceng transakcji. Wyplata sprzedajacego jest réwna réznicy pomiedzy
ceng transakcji, a jego wyceng, co wyraza sie za pomocg wzoru:

Tp=p—cp(J=ng+1l..omk=1 .. q). 2)

W trakcie licytacji nie wszystkie oferty sg jednak brane pod uwage i w zwigzku
z tym nalezy jasno okresli¢ cechy tych, ktére mozemy uznaé za dobre.

Cechy dobrej oferty

1) Oferta nie powinna przynosic strat (ang. no-loss), co oznacza, ze wyplaty zaréwno
kupujacych, jak i sprzedajacych nie powinny by¢ ujemne; kupujacy sktadaja oferty
mniejsze lub réwne od ich wycen; sprzedajacy odwrotnie — wieksze lub réwne.

2) Oferta nie powinna stwarzaé¢ komplikacji (ang. no-crossing) — wyplaty powinny
by¢ wieksze od tych, ktére uczestnicy aukcji mogliby uzyska¢ na wolnym rynku bez
konieczno$ci brania udzialu w aukcji; oferta kupujacego powinna by¢é mniejsza lub
réowna od aktualnej rynkowej ceny sprzedazy; oferta sprzedajacego musi by¢ wicksza
réwna od aktualnej rynkowej ceny kupna.

3) Oferta powinna zmniejszaé rozpieto$¢ pomiedzy cenami kupna i sprzedazy (ang.
ask-bid-spread-reduction); oferty powinny by¢ sktadane ponizej ceny rynkowej.

Wykorzystujac opisany model zostat skonstruowany algorytm stochastyczny pozwa-
lajacy na prognozowanie ceny transakcji dla aukcji dwustronnej ([3], [4]).

4. ALGORYTM PROGNOZOWANIA CENY TRANSAKCJI DLA AUKCJI DWUSTRONNE]J

4.1. ALGORYTM I OBLICZENIA

Zakladamy, ze aukcja ma charakter cykliczny, a czas trwania cyklu jest zmienng
losowg. Zaktadamy, ze handlowcy przedkladajg swoje oferty dotyczace obiektu k
(k =1, ..., 9) w trakcie trwania pojedynczego cyklu z, przy czym 7, jest czasem trwania
tego cyklu. Tak wiec zgodnie z dotychczas przyjmowanymi oznaczeniami zaktadamy,
ze i-ty (i =1, ..., ng) kupujacy sktada oferte b;(p;) za$ j-ty (j =ng + 1, ..., ny) sprze-
dajacy oferte a;(p;), gdzie p; jest proponowang cena, b;, a, oznaczajg liczbe jednostek
towaru (jednostek energii), ktére zamierzajg naby¢ kupujacy lub sprzedaé sprzedajacy
w momencie ¢. Oferta oprocz ceny zawiera liczbe jednostek towaru, ktéry sprzedajacy
zamierza sprzedaé, kupujacy za$ nabyé. Ich oferty sa wazne jezeli spelniajg warunki
tzw. dobrej oferty opisane powyzej. Dla potrzeb algorytmu, w dalszych rozwazaniach
wykorzystane zostang nastepujace zalozenia.

Z1. Ceny p; oraz p; podane w ofercie spetniaja nastgpujacy warunek:
pia pJ < [Es ﬁ] (3)

gdzie p jest minimalng ceng akceptowang przez organizatoréw danej aukcji, p za$
maksymalng.
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Z2. Popyt przewyzsza podaz, co formalnie zapisujemy jako:

T, ng T,

2 b (P ey = 2 2 @ (P e ) “

t=1i=1 t=1j=ng+1

gdzie:

14 jest indykatorem zdarzenia,

pi jest cena jednostki towaru (jednostki energii) proponowang przez i-tego gracza
G=1,..,n),

b; jest liczba jednostek towaru, ktére i-ty kupujacy zamierza naby¢,

a; jest liczba jednostek towaru, ktére j-ty sprzedajacy zamierza sprzedac.

Stochastyczny algorytm wyznaczania ceny transakcji p*.

1) Sprawdzamy, czy spelnione sg warunki (3) i (4). Jezeli spelnione nie sg to
transakcja nie dochodzi do skutku.

2) Wybieramy maksymalng i minimalng ilo$¢ towaru, jakg zamierzajg kupié¢/sprze-
dac gracze

Coin = mm{bl, by @y e Oy an},

a

np
Conax = max{bl, vens b"B’ ng+ 10 o an3+ns—l’ an}’
TZ
b, = me b, =0,i=1,...,np
t=1
TZ
a; = Zajt’ a; =0,j=ng+1, .., (nB g 1)’ i
r=1

3) Wyznaczamy prostokat D C R2 (02 oznacza plaszczyzne), ktérego wierzchotkami
sg punkty (Cmin, l_’)r (cmins ), (Cmax P, (Cmaxs D)-

4) Za pomoca generatora liczb losowych generujemy losowa liczbe punktow
My (Mg < 10000) oraz liczbe iteracji k (k < 100). Punkty te powinny znajdowaé sie
wewnatrz prostokata D, to znaczy d,, (¢, p) € D (m = 1, ..., Mp).

Punkty numerujemy w kolejnosci losowania.

a) Na poczatek przyjmujemy, n: = 1. Dla kazdego punktu d,,(m =1, ..., M,,_1)
okreslamy ,obszar przyciggania”

U(dm’ 8n) = \/(ﬁ_ 2)2 + (Cmax - Cmin)2 : w (5)

Jezeli w obszarze przyciggania znajduje sie pewna liczba ofert kupna b; i sprze-
dazy aj, tj.
Ficy, by €Uy &,) (i= 1,0 np)
3 4 U@, e,) (J=ng+ 1 n)
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to punkty te bedg brane pod uwage przy ustalaniu prognozowanej ceny transakcji.
Zliczamy te punkty i przyjmujemy, ze ich liczba wynosi M,,. Pozostale punkty odrzu-
camy.

b) Przechodzimy do nastepnej iteracji n: = n + 1. Punkty d,,(cy, pi)
(m=1,..., M,_y) ,otaczamy” zbiorem U (d,,, ¢,)) 0 coraz mniejszym promieniu podobnie
jak to miato miejsce w punkcie 4a.

¢) Powtarzamy 4b do momentu gdy M,, = 0 jezeli n < k lub k razy jezeli okaze
si¢, ze M, > 0.

— Jezeli My, = 1 (n < k) to szukanym punktem jest ten ktéry pozostal: dy, (cy,. Py ).
za$ ceng transakcji bedzie druga wspétrzedna tego punktu p* =p M,

- Jezeli M,, > 1 oraz wykonaliSmy k- iteracji (k- krotnie zostal zmniejszony pro-
mien zbioru przyciggania) to spo$réd M,, pozostalych punktéw wybieramy ten, ktory
podczas pierwszej iteracji zawieral w obszarze przyciagania najwiekszg liczbe ofert
kupna i sprzedazy. Przyjmijmy, Ze jest to punkt Ay (Cmy Pmy)- W pierwsze; kolejnosci

pod uwage brane sg oferty, ktére w trakcie trwania cyklu, najwcze$niej zostaty przed-
tozone. Ceng réwnowagi bedzie druga wspoirzedna tego punktu p* = P,

Powyzszy algorytm nalezy do klasy algorytméw stochastycznych i jego zaletg jest
to, Ze nie wymaga on znajomos$ci wycen graczy, ani tez ich rozktadéw tychze wycen.
Jego idea opiera sie na identyfikacji punktu na ptaszczyznie, ktérego jedng ze wsp6t-
rzednych jest wiasnie cena transakcji.

W tabeli 1 zostaly pokazane wyniki przyktadowej aukcji z dnia 12.01.2010 dla
danych pochodzacych z TGE (rynek dnia nastepnego). Tabela 1 zawiera rzeczywistg
cene transakcji oraz ceny teoretyczne wyliczong za pomocg algorytmu oraz generatora
liczb losowych, a takze bledy obliczen.

Zaprezentowana metoda prognozowania dla aukcji dwustronnej rézni si¢ od kla-
sycznych metod prognozowania. Nie mozna bowiem powiedzieé, ze szereg czasowy
zlozony z cen wygenerowanych podczas licytacji jest dobrze opisany i mozna go wyko-
rzysta¢ do budowy modelu ekonometrycznego, stanowigcego podstawe sporzadzania
prognozy. Heurystyczne metody prognozowania rowniez zawodza, poniewaz licytacja
trwa na og6t krétko i bardzo czegsto ma charakter dynamiczny. Ze wzgledu na sto-
chastyczny charakter testowanego algorytmu do poréwnan zostata wybrana metoda
prognozowania ceny transakcji za pomocg generatora liczb losowych. Cena wybierana
jest losowo z przedziatu [p, pl, gdzie p jest cenag minimalng w konkretnym cyklu,
za$ p jest ceng maksymalng.

Procentowe bledy prognozowanych cen transakcji dla jednej doby notowan z TGE
przedstawiono w tabeli 1. Bledy liczone byly w nastepujacy sposéb

| Pi— P
P,

é

gdzie p; oznacza prognozowang ceng¢ transakcji,
pi jest ceng rzeczywistg (obie ceny dotyczg i-tego cyklu).
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Sredni procentowy blad prognozy w przypadku algorytmu wynosi: 2,26, w przy-
padku generatora liczb losowych: 5,18. Réznica migdzy wymienionymi warto$ciami
jest znaczaca.

W celu poréwnania poréwnanie jakosci dwéch regut prognozowania cen transak-
cji p; oraz p; majace na celu stwierdzenie ich réwnowaznosci, ewentualnie istotnych
r6znic miedzy nimi lub wskazanie lepszej ewentualnie gorszej, wymaga zastosowania
testu rownowaznosci procedur p; i p;”. Hipoteze zerowg o réwnowazno$ci procedur
p; 1 Py mozemy przedstawié w postaci

Hy:P(E,> &)= P(E, <€)= 05
Hipoteze Hy mozna testowaé przeciwko nieréwnowazno$ci procedur

H:P(é,> &)+ P(§,<&,).

Hipoteza alternatywna moze by¢ rowniez hipoteza H,:P(é, > ) < 0.5, ktéra méwi,
ze prognoza py jest lepsza od py, a takze H;:P(€,> &) > 0.5, ktéra méwi, ze prognoza
Py jest gorsza od p;. Do testowania powyzszych wariantéw hipotez stosuje sie test
znakéw, test Wilcoxona, test Walsha. W kazdym z wymienionych testéw zaklada sie,
ze pary bledow (&, &), (&,, &), ..., (€, §,) tworzg ciag niezaleznych zmiennych loso-
wych dwuwymiarowych o jednakowych rozkladach. Zaletg powyzszych testow jest to,
ze mozna je stosowaé do bardzo matych prob.

Przeprowadzony zostanie test Wilcoxona ([6], s. 123). Ponownie do badan zostang
uzyte dane zaprezentowane w tabeli 1. Poréwnane zostang obliczenia wynikajace ze
stosowania algorytmu (x) oraz generatora liczb losowych (y). W tym celu procentowe
btedy obliczeni dla obydwu metod zostaly ustawione w kolejnosci od najmniejszego
do najwiekszego:

0,38 1,07 1,08 1,15 1,15 1,23 1,28 14 1,43 1,47 154 156 1,64 175

X y X X X X X X X X X y X X
1,84 1,94 1,96 2,01 223 227 23 24 249 26 263 2,65 266 283
y X X X y X X X y X X y y y
2,95 3,18 335 3,62 3,73 407 408 463 468 532 561 588 62 745
X y y y x y X y y y y y y y
7,64 7,75 825 98 1128 18,16
y y y X y y

Statystyka testowa U wynosi 479 (zob. [6]). Autorzy pracy [6] podaja, Ze w przy-

1 nlnz(nl-i-nz-i-l
padku duzych licznosci U ma rozklad N\ 51, n,, W przy czym przy-
blizenie jest doktadne gdy licznosci préb ny i ny spetniajg ny, ny > 3 i ny + ny = 20.
W zwigzku z tym mozna przyjaé, ze N (288; 95,05). Na poziomie istotnosci a = 0,05
obszarem krytycznym jest: (0; 192,95) U (383,05; 576). Obliczona statystyka U = 479
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miesci sie w tym przedziale, a zatem procedury p; i p; nie sg rownowazne. Dodatkowo
mozna wysnu¢ wniosek, ze p; jest lepsza od p;, bo (€,) < (&), gdzie: () jest symbolem
$rednie;j.

4.2. WNIOSKI

Algorytm zaprezentowany w pracy jest algorytmem stochastycznym i jego nie-
watpliwg zaletg jest to, Zze nie wymaga on znajomo$ci wycen licytowanego towaru
dla poszczegblnych uczestnikéw aukcji ani tez rozktadéw tychze wycen. Jego idea
polega na identyfikacji punktu na ptaszczyznie, przy czym jedng ze wsp6trzednych jest
cena transakcji. W pracach [2], [3] oraz [7] byl on testowany dla danych z WGT S.A.
(Warszawska Gielda Towarowa). Rozwazane byly rézne obszary przyciggania. Wyniki
prezentowane we wszystkich cytowanych pracach, a takze w niniejszej potwierdzaja, ze
algorytm jest dobrym narzedziem stuzacym do identyfikacji ceny transakcji w przypadku
aukcji dwustronnej. Algorytm jest zbiorem krokéw, ktére kolejno wykonane prowadzg
do identyfikacji takiego obszaru przyciggania, o mozliwie najmniejszym promieniu,
ktéry zawiera jak najwiecej ofert i wyboru sposréd tychze ofert najlepszej. Badania
potwierdzity efektywnosé tego algorytmu.

Z drugiej strony zostalo pokazane, ze procedury handlu na TGE zostaty tak opra-
cowane, ze pasujg do regut aukcji dwustronnej. Reguly aukcji dwustronnych stanowig
bardzo interesujacy mechanizm stuzacy do alokacji réznorodnych débr i pieniedzy
posrod wielu kupujgceych i sprzedajacych. Mechanizm ten generuje bowiem w miare
ysprawiedliwg” alokacje débr i pieniedzy pomiedzy wszystkich uczestnikéw konkretnego
rynku. Reguly aukcji dwustronnych stosowane sg w praktyce coraz czesciej, gléwnie
dzieki zainteresowaniu rynkéw kapitatowych.

5. DODATEK

Fragment programu napisanego w Pascalu (Delphi) ilustrujacy obliczenia zwigzane
z tworzeniem obszardéw przyciagania, w ktérych zliczane bedg oferty kupna i sprzedazy
zostal zaprezentowany ponizej

begin

clrser;

ile_buy:=zpliku(buy_plik,buy_tab); }
ile_sell:=zpliku(sell_plik,sell_tab);

for i:=1 to ile_sell do

begin

writeln(‘ %i,": ‘,sell_tab[i,1]:2:0,’, ‘,sell_tabl[i,2]:2:2);
if i mod 23 = 0 then

end;

if (odp="n") OR (odp='N’) then war13exit;
clrser;
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suma_buy:=war13pocz(ile_buy,buy_tab);

suma_sell: =war13pocz(ile_sell,sell_tab);

{if suma_buy>suma_sell then warl3exit;}
ustaw_wierzcholki_prostokata;
max_dyst:=sqrt(sqr(p_max-p_0)+sqr(c_max-c_min));
for i:=1 to k do

begin

k_indeksy[i]:=exp((1+i/(i+1))*In(1/i));

end;
obszar_przyciagania[1]:=(In(k_indeksy[1]+1)/k_indeksy[1])*max_dyst;
for i:=2 to k do

begin

sumka:=0;

for j:=1 to i do sumka:=sumka+k_indeksy[j];
nawias:=(5/6-sumka/3);
obszar_przyciagania[i]:=max_dyst*(In(i+1)/(i+1));
end; {obszary przyciagania obliczone.}

Politechnika Warszawska
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Praca wplyne¢la do redakcji w czerwcu 2010 r.

WYKORZYSTANIE REGUL AUKCYJNYCH DO HANDLU ENERGIA W POLSCE
Streszczenie

Rynek energii w Polsce nabrat charakteru konkurencyjnego w koncu lat 90. XX wieku. Wéwczas to
w wigkszosci krajéw europejskich uchwalono nowe prawo (w Polsce w 1997 r.), ktére umozliwito tworzenie
wewnetrznych rynkéw energii elektrycznej. Pod koniec 1999 r. powstata w Polsce Towarowa Gietda Energii
Elektrycznej (TGE), ktéra niemalze od poczatku swego istnienia spetniata m.in. role mechanizmu rynkowego
stuzacego do wyznaczania obiektywnej ceny energii.

Jako pierwszy na TGE uruchomiony zostal rynek ,spot” (kasowy) energii elektrycznej, na ktérym ceny
ustalane sg na zasadzie regul aukcji dwustronnej. Aukcja dwustronna jest taka forma wymiany towaréw
i pieniedzy, podczas ktorej oferty sktadane sa zaréwno przez kupujacych, jak i sprzedajacych. W kazdej
ofercie oprocz ceny podawana jest ilos¢ towaru, ktérg kontrahenci zamierzajg naby¢ lub sprzedaé.

Badania oraz eksperymenty symulacyjne dotyczace funkcjonowania aukcji dwustronnych prowadzone
sa na szeroka skale. Zapoczatkowat je w latach 60. XX wieku, p6zniejszy laureat Nagrody Nobla, Vernon L.
Smith. Préby modelowania mechanizméw aukcji dwustronnej oraz zachowan jej uczestnikéw podejmowato
wielu autoréw, takich jak: Wilson (1987), Friedman (1991), Easley i Ledyard (1993), Gjestad i Dichaut (1998),
Sadierih (1998) oraz Xia, Stallaert, Whinston (2004). Celem pracy jest dopasowanie jednego z istniejacych
modeli aukcji dwustronnej do opisu funkcjonowania TGE. Do tego celu zostanie wykorzystany model
Sadieriha, ktéry dobrze oddaje reguly aukcyjne. Zostanie réwniez zaprezentowany algorytm wyznaczania
ceny transakeji dla aukcji dwustronnych (Drabik 1999), przy czym wyniki dziatania tego algorytmu zostana
poréwnane z rzeczywistymi cenami transakcji, ktére zostaly odnotowane na TGE.

Stowa kluczowe: aukcja dwustronna, prognozowanie ceny transakcji, rynek energii

APPLICATION OF AUCTION RULES ON THE POLISH POWER EXCHANGE
Summary

The Polish energy market gained its competitive character in late 1990s. At that time in majority of
European countries a new law was enacted (in Poland — in 1987), which enabled the creation of internal
energy markets. The Polish Power Exchange has been functioning since the end of 1999. However, from
the very onset it has constituted a vital component of under grounding liberalization of electricity market.
Since it was created the Polish Power Exchange has served as a market mechanism for setting objective
energy market price. Support and control of the Polish Financial Supervision Authority guarantee the
security of concluded transactions.

The spot energy market was created as the first one and has functioned according to the rule of the
double auction. Double auction are a form of money and goods exchange, during which the bids are made
by purchases as well as by sellers. Besides the price, each bid discloses the amount of ware which is to be
purchased by contracting parties. The rules of the double auctions, as well as of other auction types, are
comparable to the rules of a game. The double auction is one of the most common exchange institution,
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used extensively in stock markets, commodity markets an in markets for financial instruments, including
options and futures.

Searches and simulation experiments pertaining to the functioning of the double auctions have been
conducted on a wide scale. They were initiated in 60s in twenties centuries by the Vernon L. Smith. Many
authors such as: Wilson (1987), Friedman (1991), Gode and Sunder (1993), Gjerstad and Dickhaut (1998),
Sadrieh (1998), Xia, Stallaert, Whinston (2004) attempted to construe models of behavior of double auction
participants. Although these models have furthered understanding of the interaction of individual behavior
and institution in the double auction. The model of Sadrieh will be used for description of the auction
rules applied to the spot energy trade on the Polish Power Exchange. Furthermore, an algorithm on the
basis of which it is possible to forecast transaction prices is presented. The effectiveness of this algorithm
will be compared with other traditional methods of forecasting transaction prices.

Key words: double auction, to forecast transaction price, energy market
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ZASTOSOWANIE MODELU DRZEWA _TROJMIANOWEGO
DO WYCENY OPCJI MENEDZERSKICH

1. WSTEP

Rozwdj polskich przedsiebiorstw wymusza efektywne zarzadzanie kapitatem ludz-
kim. Znakomicie wyszkolona kadra menedzeréw i specjalistéw jest w tym procesie
rozwoju niezbedna. W celu zatrzymania oraz motywowania pracownikéw stosowane
sg bardzo wyrafinowane sposoby motywacji. Za jeden z tych sposobéw mozna uznac
programy menedzerskie oparte na opcjach. Rosngca popularnos$¢ tego typu programoéw
sktania do wnikliwej analizy instrumentéw finansowych, na ktérych sg oparte.

Najwazniejszymi zagadnieniami w przypadku opcji menedzerskich sg odpowied-
nia konstrukcja warunkéw oraz wilasciwa wycena skonstruowanego programu moty-
wacyjnego. Konstrukcja programu opcyjnego zwigzana jest z zastosowaniem wielu
warunkéw ograniczajacych, ktére majg niejako stanowié o skuteczno$ci stworzonego
systemu wynagradzania. Skutkiem tego jest wykorzystywanie w tego typu programach
opcji egzotycznych, ale réwniez konieczno$é modyfikowania standardowych modeli
wyceny stosowanych w przypadku opcji. Modyfikacje majg stuzy¢ mozliwosci uwzgled-
nienia charakteru warunkéw, na ktére mogg sktadaé sie okresy wylaczone z mozliwo-
$ci wykonania opcji, ekstrema osiggane przez instrument bazowy, a takze wskazniki
moéwigce o mozliwosci wezedniejszego wykonania opcji przez menedzera. Warunki te
muszg pozostawaé w zgodzie z Miedzynarodowym Standardem Sprawozdawczo$ci
Finansowej 2 [12]. Przedstawione w niniejszym artykule warunki w przekrojowy sposéb
pokazujg charakter programéw menedzerskich. Oczywiscie, jest stosunkowo swobodna
mozliwo$¢ ich modyfikowania.

Modelami wyceny, ktére stosowane sa w przypadku zlozonych opcji, sa modele
wykorzystujgce drzewa dwumianowe, tréjmianowe, czy oparte na metodzie réznic skon-
czonych. W artykule tym przedstawione jest podejscie oparte na drzewie tréjmianowym,
ktére stanowi modyfikacje rozwigzania zaproponowanego przez Hulla i White’a [8].
Na przyktadzie tego modelu mozna w przystepny sposéb przeprowadzi¢ analize opcji
menedzerskich i sposéb uwzgledniania poszczegélnych warunkéw w modelu wyceny.
Zaproponowane modyfikacje stanowig rozszerzenie rozwigzania zaproponowanego
przez Hulla i White'a polegajace na rozwinieciu modelu z drzewa dwumianowego, do
drzewa tréjmianowego. Kolejna modyfikacja dotyczy wynikéw badan przeprowadzonych
przez Huddarta i Langa [7] i polega na wprowadzeniu réznych wskaznikéw odejsé
dla okresu, w ktérym nabywane sg uprawnienia (kiedy wykonanie opcji jest niemoz-
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liwe) oraz dla okresu otwartego, kiedy przy spelnieniu dodatkowych warunkéw, opcja
moze zosta¢ wykonana. W opracowanych modyfikacjach rozwiniety zostal réwniez
sposéb obliczania wskaznika odej$¢é. Zamiast statej stopy tego wskaznika zapropono-
wana zostata posta¢ funkcyjna, zalezna od wartosci akcji oraz czasu. Konstrukcja tej
funkcji zostata oparta na rozwigzaniu zaproponowanym przez Musiele i Rutkowskiego
[13]. Kolejna istotna modyfikacja polega na uchyleniu zatozenia, z ktérego wychodzili
Hull i White, dotyczacego natychmiastowego wykonania opcji menedzerskiej w okre-
sie otwartym, kiedy jest ona in the money. Stosowanie tego zalozenia powodowalo
zawyzanie warto$ci opcji i byto sprzeczne z wynikami badan przeprowadzonych przez
Carpenter [3] oraz Huddarta i Langa [7].

Przedstawiony w artykule model wyceny jest zgodny z zalozeniami MSSF 2 i po-
zwala na uwzglednienie wielu warunkéw ograniczajgcych jednocze$nie. Zostanie to
zobrazowane zaréwno w przypadku przedstawiania samej postaci modelu, jak i w przy-
padku przyktadéw obliczeniowych.

2. KONSTRUKCJA OPCJI MENEDZERSKICH

Opcje menedzerskie, to opcje kupna wystawiane przez pracodawce na akcje spo6iki,
ktérej program dotyczy, a nabywane przez pracownika, ktéremu program jest propo-
nowany. Z uwagi na odmienny profil wyptaty od standardowych opcji kupna, bedacy
wynikiem uwzglednienia warunkéw, od ktérych moze by¢ uzaleznione wykonanie opcji,
podstawe konstrukcji opcji menedzerskich stanowig gtéwnie opcje egzotyczne. Zyskuje
sie dzieki temu mozliwo$¢ uwzglednienia w modelu wyceny ekstreméw instrumentu
bazowego, czy okresow wylaczonych z mozliwosci wykonania opcji.

Z uwagi na przedmiot niniejszego artykutu, interesujaca jest grupa opcji wyod-
rebniona w ksigzce pod redakcja Israela Nelkena przez Michaela Onga [16] - opcje
egzotyczne uwzgledniajace stopieni uwarunkowania ceny opcji od przebiegu ceny instru-
mentu bazowego (tzw. path-dependence).

Mozliwo$¢ wykonania opcji menedzerskich zalezy od czynnikéw, ktére mozna
podzieli¢ na warunki rynkowe oraz nierynkowe przyznania uprawnien, a takze warunki
$wiadczenia ustug. Warunki nabycia ustalone w dniu przyznania uprawnien (grant
date) muszg zostaé¢ spetnione, aby mozliwe bylo skorzystanie z programu przez osobe
uprawniona.

Warunki, ktére muszg zasta¢ spelnione, sg zwigzane z dziatalnoscig gospodarczg
jednostki, ale réwniez bezposrednio z osoba, ktérej program motywacyjny jest ofero-
wany. Warunki dotyczace osoby, nazywane sg warunkami $wiadczenia uslug i polegaja
na okresleniu czasu, przez ktéry pracownik musi $wiadczy¢ ustugi na rzecz pracodawcy.
Pozostate warunki dzielg si¢ na warunki rynkowe i warunki nierynkowe. Za rynkowe,
uwaza sie te warunki, ktére lezg poza bezposrednig kontrolg jednostki. Zalicza sie
do nich jeden z podstawowych warunkéw, czyli osiggniccie przez akcje okreslonej
ceny. Jak pokazujg badania Lakonishoka i Lee [11], Seyhuna [19], [20], Narayanana
i Seyhuna [14], pomimo interpretowania tych warunkéw jako lezacych poza bezpo-
$rednig kontrolg zainteresowanych programem oséb, dzieki dostepowi do informacji
niedostepnych dla wszystkich inwestoréw, kadra zarzadzajgca jest czesto w stanie
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przewidywaé przyszlte ruchy cen akcji. Co wiecej, w opracowaniu Herona i Liego [6],
przedstawione zostaly wyniki badan dotyczacych nadnaturalnie niskiego poziomu cen
akcji bezposrednio przed wykonaniem opcji i nadnaturalnie wysokiego poziomu cen
po ich wykonaniu. Wskazuje to jednoznacznie na mozliwo$¢ wptywania menedzeréw,
w ktérych interesie lezy wykonanie opcji menedzerskich, na ksztattowanie sie cen akcji,
szczegblnie w okresie wykonywania opcji. Problem ten, poruszony w pracy Herona
i Liego [6], wynika z nieuczciwej dziatalno$ci menedzeréw i tzw. kreatywnej ksiegowosci
zmierzajacej do zwiekszenia profitéw oséb objetych programem motywacyjnym. Poza
osiagnieciem okreslonej ceny akcji do warunkéw rynkowych nalezy takze osiagniecie
wewnetrznej wartosci opcji (np. w przypadku opcji barierowej z barierg wejscia w d6t
i ceng wykonania w gore).

Za warunki nierynkowe uwaza sie te, ktére moga by¢ kontrolowane bezposrednio
przez jednostke. Mozna do nich zaliczy¢ wszystkie sprawy zwigzane z wewnetrzng
dziatalno$cig firmy, a ich ustalenie moze mie¢ dowolny charakter. Przy wycenie, spel-
nienie tych warunkéw przyjmowaé bedzie postaé zmiennej binarnej i w ten sposéb
decydowaé, czy opcja moze zosta¢ wykonana. W opracowaniu Preussa i Slusarskiego
[17] wskazano takze na osiggniecie celéw indywidualnych, co w praktyce oznacza,
ze wszystko to, na co zainteresowana programem osoba ma wplyw, co nie jest poza
jej wyrazng kontrola, moze by¢ zaliczone do warunkéw nierynkowych nabywania
uprawnien.

Waznym elementem konstrukcyjnym opcji menedzerskich jest brak mozliwosci prze-
niesienia praw przystugujacych osobie uprawnionej na osoby trzecie oraz ograniczenie
mozliwo$ci wplywania menedzeréw na wynik finansowy poprzez wytgczenie mozliwosci
wykonania opcji w okresie przypadajacym na publikacje sprawozdan finansowych, co
prowadzi do modyfikacji okresu wykonania opcji. Specyfikacja opcji menedzerskich
powinna w swojej konstrukcji uwzgledniaé takze prowadzona przez przedsiebiorstwo
polityke dywidend, ktéra mogtaby prowadzi¢ do wykorzystywania spadku cen akcji do
osiagniecia dodatkowych zyskéw wynikajacych z programu motywacyjnego.

Programy menedzerskie, ze wzgledu na sposéb ich rozliczania, mozna podzieli¢
na rozliczane w $rodkach pienieznych [6] oraz rozliczane w instrumentach kapita-
fowych. Rozliczanie w instrumentach kapitalowych wiaze sie dla przedsiebiorstwa
z koniecznoScig emisji akcji badZz skupowaniem istniejgcych akcji. Zgodnie z MSSF 2
odmienny jest takze sposéb ujmowania tych programéw - jako zobowigzania, dtug lub
kapitat wlasny [9]. Ze wzgledu na obszerno$¢ dyrektywy nie zostanie ona omdwiona
szczegdtowo w niniejszym artykule. Warto jednak nadmienié, ze doktadna analiza
standardu rachunkowosci stanowi niepodwazalnie punkt wyjscia przy konstruowaniu
modeli wyceny.

Opcje menedzerskie rozliczane w instrumentach kapitalowych sg ujmowane natych-
miast, jezeli Zadne dodatkowe warunki nie muszg zosta¢ spelnione. W przypadku
wystepowania takich warunkéw, transakcja musi by¢ ujmowana w sprawozdawczo$ci
finansowej przez caly okres spetniania tych warunkéw. Wycena programu oparta jest
w takim przypadku na wartosci godziwej instrumentéw, na ktére opcje sg wystawione,
na dzien przyznania, co w obliczu koniecznosci uwzglednienia warunkéw rynkowych
i terminéw danego programu oraz braku mozliwosci zdobycia adekwatnych danych
rynkowych, prowadzi do wykorzystania teoretycznych modeli wyceny. Po ustaleniu war-
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tosci godziwej, wplyw na kontrakt majg juz tylko warunki nierynkowe, ktére wplywaja
na liczbe instrumentéw, ktérych dany program bedzie dotyczyl. Programy rozliczane
w Srodkach pienieznych ujmowane sg jako koszt i wyceniane na podstawie wartosci
godziwej zobowigzan na kazdy dzieni sprawozdawczy, wptywajac na wyniki sprawo-
zdawcze przedsiebiorstwa w danym okresie rozliczeniowym. Programy rozliczane
w $rodkach pienieznych posiadajg wiele cech wspélnych z programami Phantom Share
Plan, dajacych pracownikowi prawo otrzymania premii przy wzroscie ceny akcji.

Poszukiwanie modeli wyceny uwzgledniajacych charakterystyke opcji menedzer-
skich jest istotne ze wzgledu na fakt, ze standardowe modele wyceny opcji nie uwzgled-
niajg takich wtasciwosci opcji menedzerskich [8], jak: okres nabywania uprawnien,
utrata mozliwo$ci wykonania opcji w przypadku rezygnacji pracownika z zatrudnienia
w okresie nabywania uprawniefi, utrata mozliwo$ci wykonania opcji out-of-money,
faktu, ze pracownikowi nie wolno zbywaé opcji menedzerskich oraz wystepowanie
efektu rozmycia w przypadku emisji nowych akcji w celu rozliczenia programu mene-
dzerskiego. Poza tym, jak w swojej pracy dowodzi Rubinstein [18], wartosci otrzymy-
wane przy wykorzystaniu standardowych modeli wyceny prowadzg do przeszacowania
warto$ci opcji.

Wiasciwe okreSlenie wartosci godziwej opcji menedzerskich jest istotne nie tylko
z punktu widzenia wymogéw rachunkowosci, ale rowniez z punktu widzenia oczekiwan
pracownikéw i udziatowcéw. Rozbiezno$¢é miedzy warto$cig opcji dla przedsiebiorstwa
i otrzymujacego opcje wynika z faktu, ze pracownik jest pozbawiony mozliwosci zbycia
opcji lub jej zabezpieczenia, gdyz krétkie pozycje w opcjach firmy sg niedozwolone
[4]. Firma natomiast moze zby¢ swoje zobowigzanie lub zabezpieczy¢ swoja pozycje.
Warto$¢ opcji zalezy jednak w duzej mierze od polityki wykonywania opcji przez
menedzera, ktérego zachowanie, dzieki posiadaniu danych niedostepnych dla rynku,
moze roézni¢ sie od optymalnego zachowania inwestoréw.

Sposéb wyceny opcji menedzerskich w duzej mierze zalezy od warunkéw, kté-
rymi program menedzerski zostal obarczony. W my$l MSSF 2, przy wycenie war-
to$ci godziwej opcji menedzerskich nalezy uwzgledni¢ wszystkie warunki rynkowe,
ktére wzieltyby pod uwage dobrze poinformowane strony tej transakcji, a wycena
powinna by¢ prowadzona z punktu widzenia przedsiebiorstwa. Na warto$¢ godziwg
nie majg natomiast wptywu warunki nierynkowe, stad nie bierze sie ich pod uwage
przy wycenie (powodujg one jedynie korekte liczby instrumentéw objetych programem),
a w przypadku ich niespetnienia, odwraca sie rozpoznane koszty zwigzane z programem
motywacyjnym.

Jednym z czynnikéw, ktéry rézni opcje menedzerskie od innych opcji i stanowi
o konieczno$ci modyfikowania modeli wyceny, jest wskaznik odej$é. Jest to obser-
wowalna wielko$¢, bedaca stopg rezygnacji pracownikéw z zatrudnienia w danym
przedsiebiorstwie. Istotne jest zar6wno, kiedy dany pracownik objety programem
motywacyjnym rezygnuje z zatrudnienia (w okresie nabywania uprawnief, czy po
jego uplywie) oraz jakie stanowisko zajmuje. Jak w swoich badaniach przedstawili
Huddart i Lang [7], miejsce w pracowniczej hierarchii ma wplyw na wysokos$¢ wskaz-
nika odejs$¢. Pracownicy wyzszych szczebli dtuzej wstrzymuja sie od wykonania opcji,
co zwigzane jest z poziomem zamoznos$ci [7] oraz plynnoscig finansowg [9]. Zblizajac
warto$¢ opcji menedzerskich do rzeczywisto$ci mozna uznaé, ze wskaznik odejs$é jest
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zalezny od czasu pozostajacego do wygasniecia opcji oraz wartosci akcji, na ktérych
dany program zostal oparty [15], zastepujac tym samym stalg warto$¢ tego wskaznika
w czasie.

Na wycene programéw motywacyjnych istotny wplyw ma konstrukcja opcji zwig-
zana zaréwno z czasem jej zycia, jak i okresem nabywania uprawnien. Sredni czas
trwania programdéw motywacyjnych wynosi od o$miu do dziesieciu lat [7], [9] i jest
Scisle zwigzany z celem, ktéremu program motywacyjny ma stuzyé. Zbyt dtugi okres,
ze wzgledu na duzg niepewno$¢ zwigzang z ksztaltowaniem proceséw gospodarczych,
moze nie stanowi¢ odpowiedniej motywacji. Zdecydowana wigkszo$¢ programéw daje
mozliwo$¢ wykonania opcji przed terminem wygasniecia (po okresie nabywania upraw-
nien). Jak pokazujg badania Carpenter [3], menedzerowie korzystajg z tej mozliwosci,
gdyz Sredni czas wykonania opcji wynosi 5,83 roku, przy czym wszystkie badane firmy
okreslily czas trwania programéw na 10 lat, natomiast w przypadku badan Huddarta
i Langa [7] $redni czas wykonania opcji wynosit 3,4 roku. Z punktu widzenia zaréwno
motywacyjnego, jak i modeli wyceny, istotny jest réwniez okres nabywania uprawnien
(z badan Carpenter [3] — 1,96 roku). W okresie tym konieczne jest spelnienie wszyst-
kich ustalonych warunkéw, aby wykonanie opcji stato sie mozliwe w okresie otwartym
(do momentu zapadalnosci). Uwzglednienie okresu nabywania uprawnien w procesie
wyceny zbliza posta¢ opcji menedzerskich do opcji bermudzkich.

Mozliwos$¢ wczesniejszego wykonania opcji menedzerskich prowadzi do upodab-
niania ich do opcji barierowych [8]. Wysoko$¢ bariery moze zostaé¢ narzucona przez
wystawiajacego opcje lub obliczona na podstawie historycznych danych dotyczgcych
$redniej ceny akcji w momencie wczesniejszego wykonywania opcji przez menedze-
réow. Historyczne dane powinny by¢ dobrane do grupy pracownikéw, ktérych program
dotyczy i nie powinny obejmowac okresu bezposrednio po okresie nabywania upraw-
nien. W swoich badaniach nad wielkoscig tego wskaznika, Huddart i Lang [7], rozpa-
trzyli przypadki pieédziesieciu tysiecy pracownikéw z o$miu firm w latach 1982-1994
i otrzymali wysoko$¢ bariery (wskaznika wielokrotnos$ci) na poziomie 2,2 razy wyzszym
od ceny wykonania. Natomiast w badaniach Carpenter [3] dotyczacych najwyzszych
rangg menedzeréw z czterdziestu firm w latach 1979-1994, obliczono ten wskaznik
na poziomie 2,8. W przypadku kiedy ograniczenie nie zostalo narzucone przez emi-
tenta, oszacowanie wielkosci wspoélczynnika wielokrotnosci, jest niejako informacijg dla
przedsiebiorstwa, o polityce wykonywania opcji przez menedzeréw.

Czynnikiem, ktérego wlasciwe oszacowanie ma znaczacy wplyw na wycene wszyst-
kich opcji, w tym takze opcji menedzerskich, jest wspétczynnik zmiennosci. Szacowanie
zmienno$ci jest bardzo szerokim zagadnieniem, wobec czego, ze wzgledu na charakter
niniejszego opracowania nie zostanie przedstawione. Szacujgc wspdtczynniki zmien-
nosci na potrzeby badan wykorzystano modele z rodziny GARCH.

Przy wycenie programéw menedzerskich warto zastanowi¢ sie nad efektem rozmy-
cia, ktérego wplyw zostat w przedstawianym modelu wyceny zignorowany, na podstawie
tezy wysunietej przez Hulla i White'a [8], méwiacej, ze wielko$¢ emisji nowych akcji
jest mata w stosunku do wszystkich wyemitowanych przez spotke akcji.
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3. MODEL WYKORZYSTUJACY DRZEWO TROJMIANOWE

Zadanie stworzenia modelu wyceny opcji menedzerskich pozwalajacego na jedno-
czesne uwzglednienie zar6wno wskaznika odej$é, jak i okreséw wylaczonych z moz-
liwosci wykonania opcji, sprowadza problem do wyceny opcji bermudzkiej uwzgled-
niajacej w swojej konstrukeji bariere. Do wyceny opcji barierowych oraz bermudzkich
wygodnym narzedziem jest model drzewa tréjmianowego. Jest on znacznie prostszy
w implementacji od modelu réznic skonczonych, a przedstawienie jego konstrukcji
pozwala na wyréznienie poszczegdlnych modyfikacji wynikajacych z uwzglednianych
w wycenie warunk6w programu w przystepny sposéb.

Model wyceny opcji menedzerskich zaproponowany przez Hulla i White’a oparty
zostal na modelu wyceny za pomocg drzewa dwumianowego. Jak jednak zaznaczajg
sami autorzy, do wyceny opcji (w tym opcji barierowych, do ktérych w tym punkcie
sprowadzg si¢ opcje menedzerskie) znacznie efektywniejsze jest wykorzystanie drzewa
tréjmianowego. Dzieki zageszczeniu poszczegblnych gatezi drzewa otrzymujemy wezly,
w ktérych wartosci akcji odpowiadaja okreslonym barierom. Dlatego zmodyfikowane
zostato podejscie Hulla i White’a, poprzez zastosowanie modelu drzewa tréjmiano-
wego.

Model omawiany w tym punkcie w przejrzysty sposéb bierze pod uwage mozli-
wo$¢ oraz polityke weze$niejszego wykonania opcji (po okresie nabywania uprawnien)
przez menedzera. Wezesniejsze wykonanie opcji wykorzystuje oszacowang w punkcie
dotyczacym konstrukcji wskaznika odej$¢ wielko$¢ zaréwno dla okresu nabywania
uprawnien, jak i dla okresu otwartego. Posta¢ jaka przyjmuje przedstawia wzor:

e=In(1 + w), (1.1)

gdzie:
e — wskaznik odej$¢ stosowany w modelu,
u — wskaznik odej$¢ oszacowany na podstawie badan empirycznych.

W prezentowanym w artykule modelu zdecydowano sie na modyfikacje zatozen
poczynionych przez Hulla i White'a zaktadajacych wielko$¢ wskaznika e na poziomie 0
w okresie nabywania uprawnien. Powodem wprowadzenia dwéch réznych wartosci
wskaznika odej$¢ sg wyniki badan przeprowadzonych przez Huddarta i Langa [7]
moéwigce o odmiennym zachowaniu pracownikéw w okresie otwartym i zamknigtym.
Poza tym, zgodnie z opracowaniem Noreena i Wolfsona [15], zmienno$¢ wskaznika
odej$¢ w czasie, sktania do przedstawienia go za pomocg funkcji czasu i wartosci akcji,
zamiast, jak mialo to miejsce w modelu Hulla i White’a, za pomocg stalej wartosci.

Polityka wcze$niejszego wykonywania opcji jest zwigzana z wcze$niej omawia-
nym wspdétczynnikiem wielokrotno$ci, oznaczonym w przypadku tego opracowania
przez M. Wspélczynnik ten ogranicza mozliwo$¢ wykonania opcji przez ich posiadaczy
(gdy zostala narzucona przez emitenta np. w postaci bariery) w okresie otwartym
do momentu wygasniecia opcji (jednak nie w samym momencie wygasania opcji).
Stanowi on dodatkowe zabezpieczenie przed wykonaniem opcji, przez co zwieksza
skuteczno$¢ przywigzania menedzera do pracodawcy w okresie trwania programu
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motywacyjnego. Z perspektywy analizy, istotny jest wptyw tego czynnika na sam sposéb
wyceny opcji menedzerskich, dlatego sposéb oszacowania wartosci tego parametru
nie zostanie przedstawiony. Ot6z, wprowadzenie go do moich rozwazan przybliza
posta¢ opcji menedzerskiej do opcji barierowej. Niezaleznie od tego, czy bariera zostata
okreslona przez emitujgcego opcje, czy pozostaje tylko obserwacjg polityki wykonan
opcji stosowang przez menedzeréw, warto wzigé pod uwage wplyw tego parametru
na warto$¢ opcji.

Wykorzystanie wskaznika wielokrotno$ci powoduje takze ominiecie nieprawidto-
wosci wyceny za pomocg modeli, w ktérych za dane wejSciowe nalezy uznaé maksy-
malny okres, jaki moze mingé od daty przyznania do terminu wygasniecia (okreslone
w standardzie MSSF 2 jako oczekiwany czas zycia opcji). Jest to zwigzane z okresleniem
o ile warto$¢ ceny akcji musi przekracza¢ cene wykonania, aby mozliwe bylo wczes-
niejsze wykonanie opcji [8]. Dzieki wykorzystaniu wskaznika wielokrotnosci ominigta
zostaje konieczno$¢ oszacowania oczekiwanej dtugosci zycia opcji (w mys$l standardu
MSSF 2).

4. POSTAC MODELU

Zmodyfikowanie oryginalnego modelu do postaci drzewa tréjmianowego spo-
wodowato konieczno$¢ zmiany wszystkich formut wykorzystywanych w modelu wyj-
Sciowym. Ciekawym rozwigzaniem byloby oparcie modelu na implikowanym drzewie
tréjmianowym zaproponowanym przez Dermana i Kaniego [5], jednak ze wzgledu na
ograniczong dostepno$¢ danych zwigzanych z cenami opcji menedzerskich, niniejszy
artykut zostanie oparty na drzewie tréjmianowym.

Zasady wyznaczania warto$ci opcji w kazdym wezle [8] okreslaja mozliwosé
wykonania opcji tylko po okresie nabywania uprawnien i tylko w przypadku, jezeli
cena akcji przekracza cene wykonania M razy (gdzie M > 0). Poza tym istnieje praw-
dopodobienstwo, Ze opcja zostanie utracona w czasie okresu nabywania uprawnien
ijest ono réwne edt dla kazdego krétkiego okresu pomiedzy poszczegdlnymi weztami
w drzewie (gdzie: e = In(1 + u), natomiast 0 oznacza odstep czasowy miedzy kolej-
nymi wezlami) oraz istnieje prawdopodobienstwo, ze opcja zostanie utracona w kazdym
malym czasie 0t i wynosi ono edt.

Zgodnie z zalozeniami oryginalnego modelu, jezeli opcja ma zostaé utracona po
okresie nabywania uprawnien, to jezeli jest out of the money, to faktycznie zostaje utra-
cona, natomiast jezeli jest in the money, to zostaje natychmiast wykonana. W przypadku
przedstawionych badan postanowiono zmodyfikowa¢ to podejscie. Dlatego kiedy opcja
jest in the money oraz jesteSmy w fazie okresu otwartego, to pomimo mozliwosci
wykonania opcji, nie jest to konieczne. Dlatego zaproponowany przez Hulla i White'a
zostal zmodyfikowany. Modyfikacja polegata na zdyskontowaniu warto$ci otrzymywa-
nych ze wzoru 1.6.

Wartos$ci akcji sa w kazdym nastepnym wezle drzewa:

- w przypadku wzrostu ceny akcji w nastepnym wezle réwne S,,, gdzie S, = Spu,

/
u=eo 25t’
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- w przypadku spadku ceny warto$é¢ akcji w wezle réwne Sy, gdzie Sy = Sod,
d=e Y 261,

- w przypadku pozostania ceny na dotychczasowym poziomie réwne S,,, gdzie
S, = Som, m = 1,
gdzie przez Sy oznaczytem warto$¢ akcji w wezle wyjSciowym.

Prawdopodobiefistwo zmiany ceny opcji w kazdym wezle wynosi:

- prawdopodobiefistwo, ze cena opcji wzro$nie, wynosi w kazdym wezle:

o012 _ p—0/2 \?
by = QoY o2 _ p—avou2 | (1.2)

- prawdopodobiefistwo, ze cena opcji spadnie, wynosi w kazdym wezle:

Jot12 o2 \2
e’ —e
pd = < ) k) (1'3)

e/ 012 _ - o/ otl2

- prawdopodobiefistwo, Zze cena pozostanie na niezmienionym poziomie wynosi:
Pm =1—-py = pa (1.4)
gdzie:
0 — wspdlczynnik zmiennosci ceny akcji,
r — stopa wolna od ryzyka,

ot — dtugosé kroku czasowego (odstep czasowy miedzy weztami).

Proces budowania tréjmianowego drzewa dla ceny akcji obrazuje rysunek 1.1:

SU
b,
pnY
SO Sm
by
S

d

Rysunek 1.1 Schematyczne przedstawienie drzewa tréjmianowego ceny akcji

Konstrukcja drzewa tréjmianowego dla ceny opcji, w przypadku gdy rozwazamy
N krokéw o dtugosci ot kazdy, wyglada przy wykorzystaniu indukcji wstecznej dla kon-
strukcji opartej na drzewie dwumianowym (na podstawie artykutu Hulla i White'a [8])
nastepujgco (z wprowadzonymi odpowiednimi zmianami (wzory 1.6-1.9).
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Warto$¢ opcji w weztach koncowych:
fN,j = max (SN,]' — K, 0), (15)
gdzie:
fnj — warto$¢ opcji w ostatnim wezle drzewa,
Sn,j — warto$¢ akcji w ostatnim wezle drzewa (odpowiadajacym wezlowi opcji),
K - cena wykonania opcji.
W przedziale czasowym od momentu przyznania opcji do przedostatniego wezta

0 <i =< N-1 warto$¢ opcji wynosi:
- w przypadku kiedy mingt okres nabywania uprawnien:

dla iot > v i S;; = KM opcja przyjmuje warto$¢:
dla iot > v i S;; < KM opcja przyjmuje warto$¢:

_ —ré
Ly =(L=edt)e ™ [pfivi o1 T Puliv1jtPafivij-1]t

+e§tmax(5i!j—K,0) ’ (1.7)
- w przypadku kiedy okres nabywania uprawnien nie minat:
i0t < v opcja przyjmuje warto$¢:
fiy=(1- edt)e™ ! [Pufivijer T PulivijtPafiv1j—1) (1.8)
— warto$¢ opcji w wezle poczatkowym drzewa:
foo- (1.9)

gdzie:

i — numer kroku czasowego,

v — okres nabywania uprawnien,

ot — dtugosé kroku czasowego,

S;; — warto$¢ akcji w wezle i,

K - cena wykonania opcji,

M - wskaznik wielokrotnosci,

fij — warto$¢ opcji w wezle i,j,

fi+1, — warto$¢ opcji w wezle i + 1, dla wartodci ceny opcji na niezmienionym
poziomie,

fit1, j+1 — warto$¢ opcji w wezle i + 1, dla wartoSci ceny opcji w przypadku wzrostu,
fi+1j-1 — warto$¢ opcji w wezle i + 1, dla wartosci ceny opcji w przypadku
spadku.
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Istotng w tym momencie jest wprowadzona modyfikacja wzoru (1.6). Otéz postaé
zaproponowana przez Hulla i White’a nie uwzglednia dyskontowania warto$ci ze
wzoru (1.6), co w mojej ocenie prowadzi do zawyzania wartoSci opcji. Jako, ze kazdy
wezet drzewa niejako dyskontuje warto$ci pobierane z poprzedniego wezla, dlatego
w niniejszym opracowaniu zdecydowano sie na wprowadzenie do wzoru (1.6) czlonu
nastgpujacej postaci e~"0"m, przez ktéry wartoéé (1.6) jest w kazdym wezle przemno-
zona. W czlonie tym wystepuje warto$¢ m, ktéra wskazuje przez ile okreséw dana
warto$¢ powinna zostaé¢ przemnozona (czyli o ile okreséw od ostatniego wezta drzewa
powinna dana wielkos$¢ zostaé¢ zdyskontowana). Dla wezta N warto$é m wynosi 0, dla
wezta N—1 warto$¢ ta wynosi 1, dla wezta N—2 warto$¢ ta wynosi 2, itd. W ten spo-
s6b dyskontowane sg wszystkie wartosci opcji w weztach, w ktérych wykonanie opcji
jest mozliwe (czego moim zdaniem, w modelu wyjSciowym niestusznie brakowato).
Uwzglednienie czlonéw tej postaci (e~"9r"7) wynika z mozliwosci wykonania opcji
w danym momencie (okres otwarty, cena akcji wyzsza od ceny wykonania przemnozo-
nej przez wskaznik odejécia), jednak pracownik w zaleznosSci od swojej decyzji, moze
nie rezygnowa¢ z programu. W takim wypadku wezel ten nie bedzie ostatnim weztem
wyceny i stad za zasadne uwazam zdyskontowanie wystepujgcej w nim warto$ci opcji.
Przez wprowadzong modyfikacje uchylone zostalo zatozenie modelu wyj$ciowego pole-
gajace na konieczno$ci natychmiastowego wykonania opcji, kiedy jest to mozliwe.

Proces budowania tréjmianowego drzewa dla wartosci opcji obrazuje rysunek 1.2:

fN,,+1

fN—l,] fN,y

f Nj-1

Rysunek 1.2 Schematyczne przedstawienie tworzenia drzewa tréjmianowego ceny opcji

Rozszerzenie modelu zaproponowanego przez Hulla i White'a o metode opartg na
drzewie tréjmianowym pozwala na zageszczenie ilosci weztéw, co w efekcie prowa-
dzi do wzrostu prawdopodobienistwa trafienia na cene akcji odpowiadajaca ustalonej
w programie barierze.

5. KONSTRUKCJA WSKAZNIKA ODEJSC

Konstrukcja wskaznika odej$¢ oparta zostata na publikacji Musieli i Rutkowskiego
[13]. Funkcja A (S, ?) interpretowana jest jako roczna stopa wskaznika odej$é¢ spo-
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wodowanych przedterminowym (przed terminem wygasniecia, po okresie nabywania
uprawnien) wykonaniem opcji, ktére w momencie wykonywania sg in the money.
Parametr ten, jak zauwaza Graeme West [21], moze zosta¢ oszacowany na podsta-
wie danych historycznych dotyczacych danego przedsiebiorstwa. Jednak w przypadku
przeprowadzonego badania, mozliwo$¢ pozyskania takich danych okazata sie bardzo
ograniczona. Poza tym celem niniejszego artykutu bylo przedstawienie powyzszego
parametru za pomocg funkcji kilku zmiennych. Stad na podstawie opracowan Ayache
[1], [2] czynniki A przedstawione zostang jako funkcje zalezne od wartosSci akcji oraz
czasu.

Wiasnosci funkcji A (S, 1) [21]:

-A(S, 1) =0, dlaS < K oraz jezeli jest to okres zamkniety,

- A (S, t) ro$nie wraz ze wzrostem ceny akcji S oraz czasu ¢ oraz spadkiem wspét-
czynnika zmiennosci o,

- w okresach w ktorych funkcja 1 (S, 1) = 0, funkcja v(S, ) # 0, co pozwala
stwierdzié, ze sg to funkcje wzajemnie komplementarne.

W celu oszacowania funkcji A (S, 7) wykorzystana zostanie publikacja Musieli
i Rutkowskiego [13]. Autorzy zaproponowali, aby prawdopodobienstwo wcze$niejszego
wykonania opcji, ktére w mojej pracy bedzie interpretowane jako wskaznik odejscia,
szacowac¢ na podstawie opcji barierowej. Bariera jest przy tym ustalana na podstawie
danych historycznych dotyczgcych odej$é — jest to warto$é opisywana w badaniach
Carpenter [3] oraz Huddarta i Langa [7], a takze wspomniany przy okazji omawia-
nia modelu Hulla i White’a wspétczynnik wielokrotnosci. Wzér zaproponowany przez
Musiele i Rutkowskiego (1.10) odnosi sie do okresu otwartego, w ktérym cena akcji
jest wyzsza od ceny wykonania opcji (S > K), czyli opcja jest in the money i mozliwe
jest jej wykonanie.

(—lng-i-(r—q _%52>(T_ [)>

P(S,t)=N -

- oV/T—1t , (1.10)
X 2<"“;2")N(—1nl§+ 21n§+(r—q —%02>(T— f))

_<S) ovVT—t

gdzie:

B — oznacza gérna bariere, ktéra musi zosta¢ przekroczona, aby wykonanie opcji bylo
mozliwe (badz jezeli taka bariera nie zostala w programie ustalona, oznacza wyso-
kos¢ ceny akcji jaka byta osiggana w momencie wykonania opcji przez pracownikéw
o podobnej pozycji w hierarchii przedsiebiorstwa w przesztosci), warto$¢ ta ustalana
jest na podstawie danych historycznych.

Jednak w celu oszacowania wskaznika odej$¢, w badaniach wykorzystywane zosta-
nie pewne przeksztalcenie tej funkcji. Wzor (1.10) P (S, ¢) jest funkcjg okreslajaca
stope wczesnego wykonania opcji, natomiast w moich badaniach bedzie potrzebne
oszacowanie funkcji 4 (S, 7). W tym celu wykorzystany zostanie wzér (1.11) [21].
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e~ ABNT=1 = | - P(5,1) (1.11)

W celu oszacowania funkcji A (S, ) potrzebne jest przeksztalcenie wzoru (1.11).
Wz6r po przeksztalceniu przedstawiony jest jako wzor (1.12).

AS.)T —1) = ln<$(s’t)) (1.12)

Tak opracowana funkcja A (S, ) wykorzystana zostanie w badaniach. Przy two-
rzeniu funkcji prawdopodobienstwa uzyto parametru B, ktéry pozwolitl na wigczenie
do rozwazan bariery ograniczajacej mozliwo$¢ wykonania opcji. Potrzebne jest jednak
wprowadzenie do modelu wskaznika odejs¢, obliczonego na podstawie funkcji praw-
dopodobienstwa zaproponowanej w publikacji Musieli i Rutkowskiego [13]. Poniewaz
funkcja 4 (S,¢) przyjmuje duze wartosci, dlatego zdecydowano si¢ na normalizacje tej
zmiennej wzgledem maksimum, poprzez podzielenie wszystkich otrzymanych war-
tosci przez maksymalng otrzymang warto$¢ tego wskaznika. Wykres funkcji 1 (S, ©)
opracowany dla danych z badanego przeze mnie programu dla spétki ComArch S.A.
przedstawiony zostal na wykresie 1.3.
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Rysunek 1.3 Znormalizowane wartosci funkcji 4 (S, 1)

6. PRZYKLAD

Praktyczne wykorzystanie zaprezentowanego modelu wyceny opcji menedzerskich
sporzadzone zostato dla akcji sp6tki ComArch S.A. Skonstruowany program menedzer-
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ski trwa od 11.02.2004 roku do 11.02.2010 roku. Okres nabywania uprawnienn wynosi
3 lata. Wskaznik wielokrotno$ci z uwagi na stosunkowo wysoka zmienno$¢ ceny akcji
przy cenie wykonania opcji (62,5 z1) oraz cenie akcji w 2004 roku (46,8 zt) ustalono na
poziomie 2,2 ceny wykonania opcji zgodnie z badaniami Huddarta i Langa [7], gdyz
program z zalozenia obejmuje pracownikéw, a nie tylko najwyzszych ranga mene-
dzeréw. Cene wykonania ustalono na podstawie obserwacji ksztaltowania sie ceny
akcji spétki ComArch S.A. w okresie od 10.03.1999 roku do 11.02.2004 roku. Stopa
wolna od ryzyka na podstawie oprocentowania 52-tygodniowych bonéw skarbowych
wynosi w prezentowanych modelach 3,85%. Stope odejscia w okresie otwartym usta-
lono na poziomie 5%. Jako stope odej$cia w okresie otwartym wykorzystano funkcyjng
posta¢ wskaznika odej$¢ (ktéra jest w poszczegdlnych punktach przeksztatcana zgod-
nie ze wzorem 1.1). Najwazniejsze parametry obliczone w przypadku konstruowania
drzewa tréjmianowego przyjely nast¢pujace wartosci: p,, = 0,210664, p; = 0,292701,
Pm = 0,496635.

Na podstawie modelu drzewa tréjmianowego i przedstawionych danych wejscio-
wych obliczono cene opcji w momencie przyznania na poziomie 22,1877 zl (przy
cenie akcji spotki ComArch S.A. wynoszacej 11.02.2004 roku 46,8 zt). Wykorzystujac
jawng metode réznic skoniczonych (stworzong na podstawie artykulu Westa [21]) dla
doktadnie takich samych danych wej$ciowych oraz warunkéw programu, otrzymana
warto$¢ jest rowna tej z modelu drzewa tréjmianowego. Stanowi to o poprawno$ci
i duzej doktadnos$ci zaprezentowanego modelu.

Na wykresie 1.4 przedstawione zostaly badania symulacyjne ceny opcji menedzer-
skiej dla spétki ComArch S.A. 0§ czasu przedstawia liczbe lat do wygasniecia opcji.
Charakterystyczne zalamanie powierzchni spowodowane jest uwzglednieniem wskaz-
nika odej$¢ w okresie otwartym (miedzy 3 a 6 rokiem trwania programu motywacyj-
nego) dla ceny akcji umozliwiajacej jej wykonanie w zwigzku z ustalonym wskaznikiem
wielokrotnosci (2,2).

Rysunek 1.4 Symulacja wartosci opcji dla spotki ComArch S.A.
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Drugi przyktad obliczeniowy przedstawia stworzony dla spétki PKN Orlen S.A.
program motywacyjny przeznaczony dla najwyzszych rangg menedzeréw. Program
obejmuje okres od 29.11.2002 roku do 28.11.2008 roku. Okres nabywania uprawnien
ustalony zostal jako 3 lata, natomiast wskaznik wielokrotnosci, zgodnie z badaniami
Carpenter wynosi 2,8 (z uwagi na fakt objecia programem tylko najwyzszych ranga
menedzeréw). Cena akcji w momencie przyznania wynosi 17,15 zl, natomiast cena
wykonania - 25 zl. Parametry wykorzystywane przy tworzeniu drzewa tréjmianowego
przyjely wartosci: p,, = 0,239137, p; = 0,261104, p,, = 0,499759.

Wykorzystujac zaprezentowany model drzewa tréjmianowego dla skonstruowanego
na podstawie powyzszych danych programu menedzerskiego dla sp6tki PKN Orlen
S.A. obliczono cene¢ opcji w momencie przyznania na poziomie 4,0122 zt (przy cenie
akcji w tym momencie wynoszacej 17,15 z1). Rysunek 1.5 przedstawia znormalizowane
wartosci funkcji A (S, 1), czyli postaci funkcyjnej wskaznika odej$¢ dla analizowanego
programu spéotki PKN Orlen S.A.

Rysunek 1.5 Znormalizowane wartosci funkcji 4 (S, #) dla programu sp6tki PKN Orlen S.A.

Badania symulacyjne wartosci opcji dla programu menedzerskiego dla sp6tki PKN
Orlen S.A. przedstawione zostaly na rysunku 1.6. W przypadku tego programu widoczne
zalamanie wartosci opcji spowodowane jest rowniez uwzglednieniem w okresie otwar-
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tym dla odpowiedniej wartosci akcji wskaznika odejs¢. W przypadku przedstawionego
na rysunku 1.6 wykresu, mozna zauwazy¢, wyrazniej niz w przypadku programu dla
spotki ComArch S.A., zwiekszenie warto$ci opcji juz na poczatku okresu otwartego,
co stanowi dla menedzera premie za zwiekszone ryzyko niewykonania opcji.

Rysunek 1.6 Symulacja wartosci opcji dla spétki PKN Orlen S.A.

7. PODSUMOWANIE

Z programami menedzerskimi zwigzanych jest wiele probleméw. Pierwsza grupa
probleméw stanowig zagadnienia zwigzane z odpowiednig konstrukcja samych progra-
moéw. Z jednej strony program menedzerski ma spelniac¢ oczekiwania wystawiajacego je
przedsiebiorstwa, z drugiej jednak ma stanowi¢ wynagrodzenie dla menedzera za osiag-
nigte wyniki. Najwazniejszym zadaniem na etapie konstruowania programu jest zatem
takie zdefiniowanie warunkéw, aby mozliwe byto ich spelnienie, ale réwnoczes$nie taka
konstrukcja samego programu, aby niemozliwe bylo oméwione wczesniej nieuczciwe
wplywanie zainteresowanych oséb na ksztaltowanie zysku z opcji menedzerskich.

Drugg grupe probleméw zwigzanych z programami menedzerskimi stanowi obszar
zwigzany z ich odpowiednig wyceng. W przedstawionym modelu starano sie pokazac
jak uwzgledni¢ konkretne warunki rynkowe w procesie wyceny. Oczywiscie mozliwosci
zwigzanych ze swobodnym ksztaltowaniem warunkéw jest tyle, ze niemozliwym staje
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sie przedstawienie w jednym artykule wszystkich warunkéw, jednak postepujac analo-
gicznie do zaprezentowanych rozwigzan, z pewnosciag mozna poradzi¢ sobie z bardzo
egzotycznymi wymaganiami postawionymi menedzerom. Kolejnym problemem zwigza-
nym z odpowiednig wyceng programéw menedzerskich jest dostosowanie modeli do
wymagan Miedzynarodowego Standardu Sprawozdawczosci Finansowej 2. Zrozumienie
standardu stanowi absolutng podstawe przy konstruowaniu modeli wyceny. Jednak
zakres niniejszego artykulu nie pozwala na szersze oméwienie kwestii poruszonych
w MSSF 2 ze wzgledu na szczegélowosé catego standardu i zwigzang z tym obszernoSc.
Przedstawiony model jest zmodyfikowany pod katem tegoz standardu.

Niniejszy artykul miat na celu przekrojowe przedstawienie zagadnienia progra-
moéw opcji menedzerskich od momentu konstrukcji programu do jego wyceny. Kazdy
z punktow méglby zosta¢ znacznie obszerniej potraktowany, jednak brak zbiorczych
opracowan dotyczacych opcji menedzerskich w polskiej literaturze sktania do przed-
stawienia przekroju calej tematyki bardziej niz szczegélowego zajecia sie wycinkiem
tej problematyki. Przedstawiony model wyceny jest bardzo elastyczny w odniesieniu do
uwzglednianych w programie warunkéw, a konkretne formy modelu zaprezentowane
w tym artykule, mialy postuzy¢ przyktadowemu przedstawieniu mozliwosci modelu.
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ZASTOSOWANIE MODELU DRZEWA TROJMIANOWEGO DO WYCENY OPCJI MENEDZERSKICH
Streszczenie

W artykule oméwiono konstrukcje oraz wyceng programéw opcji menedzerskich. Przedstawione zostaty
warunki rynkowe oraz nierynkowe wykorzystywane w przypadku konstruowania programéw opcyjnych.
Wykorzystana metoda wyceny zostata oparta na drzewie tréjmianowym, ktére zostato zmodyfikowane umoz-
liwiajac wiaczenie do wyceny zaprezentowanych warunkéw nabycia uprawnien oraz dostosowujac model
wyceny do wymagan Miedzynarodowego Standardu Sprawozdawczosci Finansowej 2.

Stowa kluczowe: opcje menedzerskie, wskaznik odejs¢, wskaznik wielokrotnosci

PRICING OF EMPLOYEE STOCK OPTIONS USING TRINOMIAL TREE
Summary

The article discusses the construction and pricing of Employee Stock Options Plans. There were
presented performance conditions and market conditions that should be taken into account constructing
ESOPs. The presented valuation method is based on a trinomial tree, which was modified making it
possible to include presented vesting conditions in the pricing model and adapting it to the requirements
of International Financial Reporting Standard 2.

Key words: Employee Stock Options, employee exit rate, multiple rate
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REALIZED VOLATILITY VERSUS GARCH AND STOCHASTIC
VOLATILITY MODELS. THE EVIDENCE FROM THE WIG20 INDEX
AND THE EUR/PLN FOREIGN EXCHANGE MARKET

1. INTRODUCTION

Volatility is an unobservable feature of each financial market. While we can
directly observe the prices of instruments and their movement, we cannot observe
their volatility. Volatility is a measure associated with risk and uncertainty connected
with unexpected changes of an instrument price. This makes financial time series
unpredictable. Since we cannot observe volatility, we only approximate it with the
help of statistical models. The simplest and most naive measure of volatility of a given
instrument is the standard deviation (or variance) of its price. However, the measure
is static while the volatility of an instrument changes on day-to-day basis. That is why
dynamic measures of volatility have gained more and more popularity.

Dynamic modelling of volatility can be divided into three groups [9]:

- taking advantage of volatility models such as the (Generalised) Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity models ((G)ARCH) and the Stochastic Volatility models
(8V),

- implied volatility models, deriving volatility from the market option prices,

- realized volatility (RV), based upon the high-frequency data.

The aim of the article is to compare the estimates of volatility obtained from the
parametric volatility models, namely the GARCH and the SV, with realized volatility
RV as a non-parametric measure. We consider RV measures obtained from data of
different frequencies and calculated within two approaches: with and without night
returns. We take into account the Polish stock exchange market and the foreign exchange
one: our sample consist of the WIG20 index and the EUR/PLN exchange rate and
covers a hectic crisis period.

The remainder of the paper is organized as follows. Section 2 describes GARCH
and SV models. The different types of calculating realized volatility are presented
in Section 3. Section 4 presents the data and empirical results of estimation of the
GARCH and the SV models. The comparison of realized volatility measures and in-
sample estimated conditional volatility are shown in Section 5. Section 6 presents

1 The work is supported by MNiS through the Project NN 111 1256 33. We are very thankful to
anonymous referee for helpful suggestions and remarks. All remaining errors are ours.
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accuracy of forecasts obtained from the models in comparison to realized volatility.
Section 7 concludes.

2. PARAMETRIC ESTIMATES OF VOLATILITY: GARCH AND SV MODELS

Although the financial time series are unpredictable, they display both temporal
dependency in their second order moments and heavy-picked and tailed distributions.
This phenomenon has been known since the work of Mandelbrot [17], but only
after the introduction of the autoregressive conditionally heteroskedastic models the
econometricians started modelling the dynamics of volatility.

The first model from the group of autoregressive models was the Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity (ARCH) model, proposed by Engle [11]. Let us
define:

rp = 100 - In(S;/Si-1), (1)

where 7, denotes the logarithmic return, and S; the price of the instrument at time ¢.
Next, let:

yr = 1 — E(r|Frp), ()

where E (r;| F;_1) denotes the expected conditional value of the instrument price (usually
modelled with ARMA models). The assumption of the ARCH(g) model is that the time
series {y;} is not correlated, but the variables are dependent and this dependence can
be described with the help of a function whose arguments are the squared values of
the lagged variables y;:

Y= 0.8
of=aytayl +..tayl
Where: {¢;} ~ iid (0,1) - independent random variables of the same distribution,
ag > 0,a =0, fori > 0 and o‘f denotes the unobserved volatility (i.e. conditional
variance).
A generalisation of the ARCH model was proposed by Bollerslev [4]. Again, it is

assumed that the average of the logarithmic returns can be described with the help
of the ARMA model. The GARCH(p, ¢g) model takes the following form:

Y, = 0,8,

p q
2 _ 2 2
o;=a,+ Azlaiyf*i + .Zl/a’jo‘l,j,

o =

where: {¢} ~ iid (0,1), a; = 0, Bi=0,i=1,.,pj=1..,4q.
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The advantage of the GARCH model over the ARCH is that the latter is often
overparametrized, whereas in the practice the most common is plain vanilla
GARCH(1,1).

Since the first GARCH(p, ¢) model was introduced, there have emerged lots of its
modifications, which take into account many additional features of time series (such
as leverage effect, long memory, different error distributions, see in: [5], [23]).

In many financial series the conditional variance estimated through GARCH(p, g)
reveal strong persistence, characterized by:

In this case we estimate IGARCH model, which can be written as:
p q
o2 =ay+ Dayi + Z(l - a/i)atz_j.
i=1 j=1

Under the IGARCH(1,1) the unconditional variance of y; is not defined.

2.1. GARCH MODELS WITH NORMAL AND STUDENT DISTRIBUTIONS
For the standard normal distribution, and if we express the conditional mean
equation as in Equation (2) and y; = o;¢;, the log-likelihood function is given by:
1 &
__ 1 2 2
Lo = =7 22 [In(27) + In(0}) + &7 ]

t=1

with T denoting the number of observation.

Due to the existence of fat tails in financial time-series, the use of a Student
distribution in combination with GARCH models is suggested. In case of a Student
distribution, the log-likelihood function is given by:

L sudgen: = T{lnF<U—5 1>_ 1HF<%) - %h’l 7Z'(U - 2)]}

1 2
_72
r=1

>

In(o?)+(1 +U)ln<1 + Ui 2)

where v denotes the degrees of freedom (2 < v < ) is estimated together with other
parameters in the model and T'() is the gamma function.
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2.2. GARCH MODELS WITH LEVERAGE EFFECT

This effect was first described by Black [3] and it takes into account the fact that
high negative returns are accompanied by higher volatility than the positive returns
of the same magnitude. A volatility model commonly used in the case of leverage
effect is the threshold GARCH, presented in Glosten, Jagannathan and Runkle [12].
The conditional variance equation takes the following form:

» q
0% =ay+ D (a;+ 7N, )yr+ Zlﬁjgtzﬁ"
i=

i=1

where N;_; is a dummy variable indicating the sign of innovations:

—1

1if y, ;<0
N, -—{ol'fy”zo

The parameter y is interpreted as a leverage effect and it counts for any asymmetry
on the volatility response to negative and positive shocks. If y is positive, the past negative
shocks have a larger impact on conditional variance than the positive shocks.

2.3. UNIVARIATE STOCHASTIC VOLATILITY MODELS

In the ARCH-type models volatility is made dependent on the variability of the
past observations. It means, that volatility at the moment ¢ is determined by the
variables, the values of which are known up to time ¢ — 1. An alternative approach
was proposed by Clark [7] and Taylor [25]. In Stochastic Volatility models volatility
is driven by additional, unobserved components (see e.g. [18]).

2.3.1. THE BASIC STOCHASTIC VOLATILITY MODEL

Let h? denote the latent volatility on the day ¢, while ¢ € (-1;1) be a correlation
coefficient. The basic SV model can be written in the following form:

v, = exp(gh Ju, u, ~ iid N(0,1)
h, =« +¢3(h[71 — )+, v, ~ iid N(0,7%),

where hy ~ N(«, 7%).
The parameter ¢ is usually interpreted as so called volatility persistence parameter,
while 72 is interpreted as volatility of log-volatility (see e.g. [15], [27]).
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2.3.2. STOCHASTIC VOLATILITY MODEL WITH THE STUDENT DISTRIBUTION

The basic model can be changed into more sophisticated ones. One can incorporate
into it the knowledge about the data characteristics, e.g. non-normality of distribution.
In the SV model with the Student distribution it is assumed that the price of the
instrument follows the Student distribution with v degrees of freedom:

v, = exp(gh Jup u, ~ iid 1,
hy= +$(h,_, — <)+ v, v, ~ iid N(0,72).

2.3.3. STOCHASTIC VOLATILITY MODEL WITH LEVERAGE EFFECT

The model can be made even more sophisticated if one wishes to include the
leverage effect into it.
The model takes the following form:

Y, = em(%h,)ut, t=1,..., N,
ht+1_a+¢(; )+TVt+1,l‘=1,...,N—1,

(ot )~ MG} (5 )]

Then, (h;) and returns (y,) have the following distributions:
Ropy|hp <o b, T~ N(x +d(h,— ), T2,
Vi ‘ Ry hy <, @, =0~ N(%eh’/z (hz+1 -« _¢’(hz -« ))7 el (1 - 02)>~

If p < 0, this means that the leverage effect exists and volatility tends to increase
more when large negative returns are present in the market. The parameter ¢ denotes
so called persistence of the volatility, which is said to be high if it the absolute value
of this parameter is close to 1.

The model presented above is the one proposed in [13] and is an alternative to
the model presented in [14]. The comparison of the models can be found in [26]. For
more examples of univariate Stochastic Volatility Models and their implementations
in WinBugs we refer the Reader to [27].

3. REALIZED VOLATILITY

Realized volatility is a non-parametric measure proposed by Andersen and Bollerslev
[2] as a proxy for non-observable integrated volatility. Let us introduce the basic concept
of integrated volatility (the whole section is based mainly on [16]).
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We consider the following diffusion process for the logarithmic price InS;:
dInS(t) = t)dt + o () dW (1), t = 0,

where, as previously:
S (t) — asset price at time ¢,
dInS (¢t) — continuously compounded return,
W (¢) - standard Brownian motion process,
u (t) — drift,
o (1) - volatility.
For very small time intervals, A, we obtain:

F(LA)Y=SO-S(t—A)xx(t—A)A +o(t— A)AW(®),

where AW () is normally distributed with zero mean and standard deviation equal
to A.
When daily one-period return is considered:

t

t
n=S0-St-D= [«sds+ [ol)aws).

1—1 =1
Additionally, conditionally on the sample path of the drift and the spot volatility,

t t
r,~N foi(s)ds, o2(s)ds |,

t—1 r—1

1

where f 0%(s)ds is so-called integrated volatility (integrated variance).
-1

However, integrated volatility is not observed in practice. Realized volatility
provides a consistent non-parametric estimate of a financial instrument prices variability
over a given time interval and therefore is often treated as a proxy for integrated
volatility.

The realized volatility is denoted RV;(A) and defined as:

N
RV.(A) = Zr?,,»

i=1

where:

A - is a number of equally spaced intervals within a day,

t;; — is a logarithmic return on day ¢ at time interval i; with i = 1, ..., N and
t=1,..,T
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In the present work realized volatility is calculated in two ways both with and
without night return (RV1 and RV2 respectively).

As a non-parametric and easy to obtain estimate, realized volatility is very commonly
used in assessing the quality of conditional variance forecasts from the GARCH and
the SV models within Mincer-Zarnowitz regression [19], which is in the form of ex-
post volatility regression:

ol=a,+a0*+a,
where:
0? is ex-post volatility (e.g. realized volatility) at time ¢,

0? is estimated (in-sample) or forecasted (out-of sample) volatility at time ¢,

a; — independent and identically distributed; a; ~ N (0,1).
agp and a; are parameters to be estimated.

If the model for conditional variance is well specified, and if E(o‘fz) =02 we

should have: ag = 0, a; = 1 [2]. According to specific features of financial data series
the value of R? is usually low (even less than 5%).

Our approach is to use realized volatility for two purposes. First, we check if
realized volatility is close to in-sample parametric estimates of volatility from GARCH
and SV models. Having in-sample estimates we are able to compare two different
measures of realized volatility, one of which includes night return and the other does
not. In this case ¢? is the realized volatility and 7 is the estimated conditional
variance from the GARCH or the SV models.

Second, we use GARCH and SV models forecasts to examine which realized
volatility, including night return or not, from lower or higher frequencies, is closer
to forecasts obtained from these models. In this case 67 stands for the forecast of

conditional variance from the GARCH or the SV models.

4. DATA DESCRIPTION AND EMPIRICAL RESULTS

4.1. DATA

Our data set consists of daily and intradaily prices of the WIG20 index and the
EUR/PLN exchange rate over the period 2006-01-02 to 2009-11-06. We transform them
into percentage logarithmic returns. The data are taken from www.stooq.pl. We estimate
conditional variance from both the GARCH model (starting at 2006-01-10) and the
SV model (starting at 2008-01-03) and introduce them into the Mincer-Zarnowitz in-
sample regression together with the realized volatility from 2008-01-02 to 2009-07-31.
Finally, Mincer-Zarnowitz regression is performed on the forecasts of the conditional
variance from the GARCH and the SV models - there are 70 forecast from 2009-08-01
to 2009-11-06.
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All calculations were done using OxMetrics 6.0 [10] and WinBugs 1.4. In case
of WinBugs we took advantage of the models written by Yu [26, 27] and available at
his webpage.

4.2. ESTIMATION OF GARCH MODELS

The GARCH model was chosen by taking into account information criteria. Four
models were compared: the most popular GARCH(1,1) with the normal and the Student
distributions and the GJR-GARCH model [12] with normal and Student distributions.
Here we present values of the Schwarz Information Criterion. Other considered criteria
(Akaike and Hannan-Quinn) give the same indication.

Table 1

Comparison of GARCH models estimated for the WIG20 index

Model GARCH(1,1) GARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1)
distribution normal Student-¢ normal Student-¢
SIC 4,075 4,071 4,067 4,065

The GJR model with the Student distribution occurred to be the best. In Table
2 the parameters estimated for GARCH(1,1) and GJR-GARCH(1,1) (both with the

Student distribution) are presented.

Table 2
Estimates for GARCH(1,1) and GJR-GARCH(1,1) for returns of the WIG20 index
o aq ﬂl v v LL

0,050 0,054 0,933 11,037 -1789,23
GARCH(1,1)

(0,025) (0,014) (0,016)

0,051 0,005 0,945 0,071 12,316 -1796,60
GJR-GARCH(1,1)

(0,026) (0,011) (0,019) (0,023)

For the GARCH(1,1) we obtain statistically significant estimates of the parameters.
In the GJR-GARCH(1,1) model we obtain statistically significant parameter of the
leverage effect and statistically insignificant parameter of the past squared shocks.
Introducing leverage effect into conditional variance equation also resulted in increasing
the degrees of freedom in the Student distribution.
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Table 3

Comparison of GARCH models estimated for the EUR/PLN exchange rate

Model GARCH(1,1) GARCH(1,1) IGARCH(1,1) IGARCH(1,1)
distribution normal Student-¢ normal Student-¢
SIC 1,639 1,622 1,632 1,615
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In the case of the EUR/PLN exchange rate the IGARCH model with the Student
distribution occurred to be the best. The estimates are presented in Table 4 together
with the standard GARCH(1,1) model.

Table 4
Estimates of GARCH(1,1) and IGARCH(1,1) for the EUR/PLN exchange rate
ao aq ﬁl v LL

0,02 0,08 0,92 7,75 -709,67
GARCH(1,1)

(0,01) (0,02) (0,02)

0,02 0,08 0,92 7,51 -709,73
IGARCH(1,1)

(0,01) (0,02)

4.3 ESTIMATION OF STOCHASTIC VOLATILITY MODELS

As an alternative to GARCH we estimated the Stochastic Volatility model. We
compared three models: the basic Stochastic Volatility model, the model with leverage
effect and the model with the Student distribution.

Since in case of SV models, distribution of the time series at moment ¢ is unknown
conditional upon the observations up to the moment ¢ - 1, estimation of the models’
parameters with the help of the standard methods based upon the maximum-likelihood
is not possible. Broto and Ruiz [6] provide a survey of methods of the SV models
estimations, while Kim et al. analyze the efficiency of their estimation [15]. From the
various methods mentioned in the papers we chose Bayesian method based upon the
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) algorithm [27]. An example of the application of
the Bayesian methodology to the estimation of stochastic volatility processes in analysis
of the financial time series can be found e.g. in: [8], [21] and [22].

For each of the series we estimated three mentioned models and compared them
with the help of DIC (Deviance Information Criterion). The criterion was first introduced
by Spiegelhalter [24] as a measure of model comparison and adequacy. It is given by
the following expression:

DIC(m) = 2D(8,,, m)— D(8,,, m) = 2D(0,,, m)+2p,,
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where:
D(HTn, m) = —2logf(y 10, m)

and D(Hm, m) is the posterior mean of the deviance measure D(?m, m) The value
Pm can be interpreted as the number of “effective” parameters of the model m:
P, = D(0,, m)—D(0,, m). Eventually, 0, is the posterior mean of parameters involved
in the model m [20]. The criterion is considered as a generalization of the Akaike
Information Criterion (AIC) [1]. The minimum value of the criterion indicates the
model which offers the best short-term predictions. Since we are interested especially
in the prediction power of the models, we report here the values of DIC and use the
criterion to select the best model. For the Reader’s information we report also the
values of the Bayes Information Criterion (BIC) which is based upon the Schwarz
criterion [9]. The BIC for the model m is defined as:

BIC(m) = D(0),, m)+d,, log(n),
where 6,,, are the maximum likelihood estimates of parameters 6,,, of model # and d,,, is

the dimension of 6,,. As previously, D (8,,,, m) is the deviance measure of model .
The tables below present the results of models comparison:

Table 5

Comparison of SV models estimated for the WIG20 index

Model basic SV t-SV leverage SV

BIC 1768.108 1777.850 1465.22

DIC 1756.880 1760.980 1678.030

Table 6
Comparison of SV models estimated for the EUR/PLN exchange rate

Model basic SV t-SV leverage SV

BIC 916.610 959.512 755.830

DIC 913.312 982.680 860.019

What is interesting, in both cases the basic SV model performed better than the
model with the Student distribution. DIC criterion reached its minimum for the models
with the leverage effect. Thus, we further present the results only from this model.

Since the estimation was performed using the WinBUGS software for Bayesian
modeling, we treat each parameter of the model as a random variable and present
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the obtained mean, median, standard deviation and 95% confidence interval for each
of them. The MC error reported in each table denotes the so called Monte Carlo error
which measures the variability of each estimate due to the simulation (see e.g.: [20]).
We also present the obtained posterior densities of each parameter. In the case of
stochastic volatility we present the 95% confidence interval of the estimated values.

= \WIG 20 volatility ~ «cceee- 2.50% ceeeees 97.50%

0 T T T T T
2007/11/142008/02/222008/06/012008/09/092008/12/182009/03/282009/07/062009/10/14

Figure 1. 95% confidence intervals obtained for volatility of WIG20 (leverage SV model)

Table 7

Descriptive statistics and 95% confidence interval for parameters of the WIG20 index volatility

Parameter Mean Star}dz}rd MC error 2.5% Median 97.5%
deviation

T 0.132 0.025 0.002 0.089 0.129 0.196

P -0.582 0.154 0.012 -0.814 -0.606 -0.193

@ 0.982 0.010 0.001 0.956 0.983 0.996

a 0.024 0.016 0.001 0.003 0.021 0.065

o 1.252 0.301 0.020 0.612 1.272 1.806

To estimate the parameters of the model we took advantage of the programs
written by Yu [26, 27]. In case of the three SV models the parameters: 7, ¢ and «
have the following prior distributions: 7 — the inverse Gamma, « - the Normal, while
¢* = (¢ + 1)/2 - the Beta distribution. The additional parameter p, present in the
leverage SV model is uniformly distributed: p ~ U (-1, 1).
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Based upon the results displayed in Table 7 we can state that the leverage effect
is present in the volatility of the WIG20 index. The parameter p is negative and both
ends of the 95% confidence interval are negative. At the same time we can observe
that the value of the parameter ¢ is close to 1, which is a sign of a high persistence of
volatility. Figures 2 to 6 present the obtained posterior densities of each parameter.

4.0l 6.0
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nop T oo — S
A0 08 b0 ' 08 0.0 0no7s 1.0
Figure 2. Density of parameter p Figure 3. Density of parameter ¢
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Figure 4. Density of parameter u Figure 5. Density of parameter «
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Figure 6. Density of parameter 7

Figure 7 presents the 95% confidence interval obtained for the volatility of the
EUR/PLN. Similarly to the case of the WIG20, there is a pick at the end of 2008
and at the beginning of 2009. However, in the case of the WIG20, where the second
pick is smaller, in the case of the EUR/PLN both of them reach approximately the
same value.
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Figure 7. 95% confidence intervals obtained for volatility of the EUR/PLN exchange rat
(leverage SV model)

In the case of the EUR/PLN exchange rate we do not observe the leverage effect,
since the posterior mean of % takes positive value of 0.425. Also, if we take a look
at its estimated density (Figure 8), we can observe that it is very unlikely that it will
take a negative value. However, the value taken by the parameter ¢ indicates again
the high persistence of volatility. Figures 8 to 12 present the densities obtained for

each parameter, while their descriptive statistics are presented in Table 8.

Table 8
Descriptive statistics and 95% confidence interval for parameters
of the EUR/PLN foreign exchange volatility
Parameter Mean Séi?i?;g MC error 2.5% Median 97.5%
T 0.162 0.041 0.004 0.099 0.156 0.257
p 0.425 0.187 0.015 0.016 0.434 0.749
] 0.988 0.008 0.001 0.968 0.990 0.999
a -0.014 0.008 0.000 -0.033 -0.013 -0.002
o -1.381 0.487 0.035 -2.331 -1.376 -0.467
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5. REALIZED VOLATILITY MEASURES AND CONDITIONAL VARIANCES
FROM GARCH AND SV MODELS

5.1. REALIZED VOLATILITY IN DIFFERENT FREQUENCIES

In Figure 13 two kinds of realized volatility (with and without night return) and
from different frequencies are presented, together with the estimated conditional
variance from the GJR-GARCH and the SV models.
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Figure 13. Realized volatility based on 5-, 10- and 30-minute returns with (RV1) and without (RV2)
night return and square of daily returns (RV_lday) compared to estimates of conditional variance
from the GJR-GARCH(1,1) and the SV models.

In Figure 13 realized volatility with night return (RV1) takes significantly higher
values than realized volatility without night return (RV2). In other words, the realized
volatility without night returns is much more smoothed. Such spectacular differences
are not recognizable, however, if we compare realized volatility with night returns
but from different frequencies — based on 5- and 10-minute returns (e.g. RV1 5m and
RV1 _10m). Eventually, if one would like to compare conditional variance from the
GJR-GARCH and the SV models, the estimates of volatility are quite close to each
other and the direction of changes (increase or decrease) in volatility is similar to
that obtained within realized volatility.

5.2. COMPARISON OF REALIZED AND CONDITIONAL VARIANCE IN-SAMPLE
(MINCER-ZARNOWITZ REGRESSION)

We compare the realized volatility measures among themselves. Because we do
not know which approach, parametric or nonparametric, gives us the best estimates of
unobserved volatility, we use the Mincer-Zarnowitz regression to our estimates. If the
estimated parameters in this regression are as expected, it means a close to 0, a1 close
to 1 and R2 is not lower than 30%, this will indicate that the differences between the
compared estimates are not huge and if so, both of them are good estimates of variance.
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Table 9
Mincer-Zarnowitz in-sample regression for the WIG20 volatility
RV, =a,+ 6% +u,
RV1 RV2 RV
ag ay R? ap ay R? ap ay R?
5 minutes 5 minutes 1 day

-0,817 | 1,267 0,342 0,010 0,655 0,360 0,857 0,899 0,094
GJR-GARCH(1,1)

(0,573) | (0,089) (0,285) | (0,044) (0,907) | (0,140)
-2,246 | 1,503 0,425 | -0,602 | 0,771 0,440 | -1,351 1,282 0,170
SV (0,567) | (0,088) (0,282) | (0,044) (0,920) | (0,143)
10 minutes 10 minutes 30 minutes

-0,969 | 1,301 0,323 | -0,174 | 0,693 0,356 | -0,953 | 0,527 0,350
GJR-GARCH(1,1)

(0,613) | (0,095) (0,304) | (0,047) (1,188) [(0,0816)

-0,425 1,177 0,591 | -0,218 | 0,838 0,723 | -2,418 1,433 0,449

SV
(0,179) | (0,033) (0,095) | (0,017) (0,514) | (0,078)

RV1 stands for realized volatility calculated with night returns and RV2 is calculated without night returns.
5, 10, and 30 minutes denote the frequencies of returns. RV 1 day stands for square of daily returns.

Parameters of the Mincer-Zarnowitz regression presented in Table 9 imply that the
realized volatility is a better measure of unobserved volatility than the commonly used
squares of returns (R?2 values are the lowest). When we compare realized volatility from
different frequencies, in both cases: RV1 and RV2, estimates of conditional variance
form the GJR-GARCH models are closer to realized volatility based on 5-minute returns,
while estimates of conditional variance from the SV models are significantly closer to
realized volatility based on 10-minute returns (and not 30-minute returns). When we
compare two types of realized volatility, with (RV1) and without night return (RV2),
the realized volatility without night return seems to perform better, especially for RV
measure based on 10-minute returns.

In Table 10 the results of the Mincer-Zarnowitz in-sample regression for the EUR/
PLN exchange rate are presented.
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Table 10
Mincer-Zarnowitz regression in-sample for the EUR/PLN exchange rate volatility
RV1 RV2 RV
ao ay R? ao ap R? ao ap R?
10 minutes 10 minutes 1 day
0,120 1,083 0,453 0,061 0,948 0,508 0,163 0,858 0,148
IGARCH
(0,084) | (0,060) (0,065) | (0,046) (0,145) | (0,103)
-0,102 | 1,347 0,618 | 0,105 | 1,151 0,661 | -0,161 1,222 | 0,2657
SV
(0,071) | (0,053) (0,056) | (0,042) (0,1369) | (0,102)
20 minutes 20 minutes 30 minutes
0,104 1,099 0,451 0,085 1,056 0,454 0,105 1,125 0,448
IGARCH
(0,086) | (0,061) (0,082) | (0,059) (0,088) | (0,062)
-0,113 | 1,357 0,606 | -0,119 | 1,303 0,606 | -0,125 | 1,399 0,612
SV
(0,074) | (0,055) (0,071) | (0,053) (0,075) | (0,056)

The realized volatility of any frequency in intraday data is a better estimate of
volatility than squares of daily returns (R? value is the lowest for the latter one). Similar
to the WIG20 case, estimates of conditional variance from stochastic volatility models
are closer to realized volatility than that from IGARCH model. When comparing realized
volatility with and without night return, the latter is slightly closer to conditional
variance estimates from parametric models. Moreover, in the case of the model
for foreign exchange EUR/PLN the parameters estimated in the Mincer-Zarnowitz
regression are as expected: ¢ is not statistically significantly different from zero and
ay is very close to one.

6. THE ACCURACY OF GARCH AND SV FORECASTS
— COMPARISON TO REALIZED VOLATILITY MEASURES

As a next step we computed 70 one-step ahead forecasts of the conditional variance
within the GJR-GARCH (WIG20), the IGARCH (EUR/PLN) and the SV models (WIG20
and EUR/PLN). Next we compare them to different measures of realized volatility.
In this section we answer the question: which frequency or approach of calculating
realized volatility gives the non-parametric estimates of variance which are the closest
to the variance forecast from the GARCH and the SV models. We take into account
the following forecast error measures:
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T 2
1 o; — RV,
MAPE = Tt; 7|
T 2
1 o; — RV,
AMAPE = Tt; Py

Forecast error measures from Mincer-Zarnowitz out-of-sample regression for
WIG20 volatility are presented in Table 11.

Table 11

Forecasts error measures for differently calculated realized volatility of the WIG20 index

MAE RMSE MAPE AMAPE
GJ R(??)RCH sV GJ R(IGAI\)RCH sV GJ R(?;\)RCH SV GJ R(??)RCH sV
RVI_5m 1.542 1.321 2.562 2.358 0.450 0.376 0.180 0.152
RV2_5m 1.355 1.152 1.602 1.326 0.376 0.336 0.239 0.215
RV1_10m 1.575 1.352 2.308 2.089 0.459 0.386 0.194 0.166
RV2_10m 1.531 1.347 1.793 1.521 0.429 0.393 0.277 0.257
RV1_30m 1.813 1.602 2.543 2.312 0.526 0.460 0.256 0.231
RV_l1day 3.879 3.795 5.509 5.442 1.118 1.095 0.535 0.530

MAE stands for Mean Absolute Error, RMSE - Root Mean Squared Error, MAPE — Mean Absolute Percentage
Error, AMAPE - Adjusted Mean Absolute Percentage Error.

We compare conditional variance forecasts to realized volatility calculated in
different frequency (5, 10 and 30 minutes) and in a different way (with or without
night returns). Generally, we conclude that the realized volatility from the highest
examined frequency performs better than from the lower. It is in agreement with the
results of Doman [10], where realized volatility from the highest frequency performs
the best when forecast error measures are taken into account. However, in our study
when comparing 5-minute realized volatility calculated with and without night return
we do not have clear answer which of these two measures of realized volatility is
better.
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Figure 14. Conditional variance forecasts from GARCH and SV models with realized volatility
of the WIG20 index

In Figure 14 we show conditional variance forecasts from the GJR-GARCH and
SV models with realized volatility from different frequencies. The realized volatility
with night return is generally higher than variance forecast, while realized volatility
without night return is generally lower. When we look at the squared returns (realized
volatility based on 1-day return), this measure is definitely the least adequate.

Table 12

Forecasts error measures for differently calculated realized volatility of the EUR/PLN exchange rate

MAE RMSE MAPE AMAPE
IGARCH(1,1)| SV |IGARCH(1,1)| SV [IGARCH(l,1)| SV [|IGARCH(1,1)| SV
RVI_5m 0.253 0.281 0.325 0.381 0.435 0.810 0.206 0.254
RV2_5m 0.227 0.212 0.289 0.298 0.377 0.611 0.204 0.213
RV1_10m 0.284 0.299 0.379 0.437 0.491 0.864 0.229 0.259
RV2_10m 0.280 0.275 0.371 0.413 0.477 0.793 0.233 0.245
RV1_30m 0.739 0.922 1.136 1.292 1.305 2.630 0.335 0.488
RV_l1day 0.464 0.416 0.625 0.634 0.800 1.191 0.479 0.491
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We calculate forecast error measures having 70 one-step ahead forecasts from
IGARCH model for the EUR/PLN exchange rate. The error measures presented in
Table 12 show that the lowest values of the errors are — again — obtained for the
highest frequency, which is 10-minutes in this case. The conditional variance from
the IGARCH and SV models together with differently calculated realized volatility are
presented in Figure 15.
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Figure 15. Conditional variance forecasts and realized volatility of the EUR/PLN exchange rate
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7. CONCLUSIONS

The aim of the paper was to compare three types of volatility estimates: GARCH,
SV and RYV for the given instruments on the Polish financial markets: the stock exchange
and the foreign currency ones. Based upon our samples: the WIG20 index and the
EUR/PLN foreign exchange rate, both covering the crisis period, we computed the
mentioned measures of volatility and compared them using the simplest and most
commonly applied technique: the Minzer-Zarnowitz regression. Contrary to most
commonly applied procedure, we used not only the estimates of RV to compare SV
and GARCH models, but we also compared the RV measures among themselves. Since
volatility is not observable, we cannot decide estimates of which models are the best
measures of volatility of a financial instrument. Thus, we assume that two measures
of volatility are equally good if the R2 coefficient of the regression is quite high, the
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parameter « is close to 0 and «¢; to 1. This assumption allowed us to compare the
RV measures obtained from the data of different frequencies.

In the case of the WIG20 index and the EUR/PLN exchange rate it emerged
that the square of daily returns is the worst estimate of volatility from all applied
RV models. In both cases RV computed based upon 10-minute returns without the
night return performed the best (according to R? measure). Moreover, in the case of
the WIG20 index the conditional variance from GJR-GARCH model was closer to the
RV computed based upon 5-minute returns, while the Leverage-SV model - to the
one computed based upon the 10-minute returns. However, in case of the EUR/PLN
exchange rate both the SV and the IGARCH models were close to the RV computed
based upon 10-minute returns.

Eventually, we compared the RV estimates with conditional variance from the
GARCH and the SV models estimated for the WIG20 index and the EUR/PLN foreign
exchange. In general, it seems that RV computed from data of higher frequency
performed better than others. The same conclusion can be drawn in the case of the
EUR/PLN exchange rate, although here the preferred model was the one without the
night return (in the case of the WIG20 index the results were ambiguous).

Poznan University of Economics

REFERENCES

[1]1 Akaike H., [1973], Information theory and an extension of the maximum likelihood principle, [in:]
B. Petrov, F. Csaki, (eds.), Proceedings of 2nd International Symposium on Information Theory, Academia
Kiado, Budapest, 267-281.

[2] Andersen T, Bollerslev T, Diebold E, [2003], Parametric and nonparametric volatility measurement, [in:]
L.P. Hansen, Y. Ait-Sahalia (eds.), Handbook of Financial Econometrics, Amsterdam, North-Holland.

[3] Black E, [1976], Studies of Stock Price Volatility Changes, Proceedings of the 1976 Meeting of the
American Statistical Association, 177-181.

[4] Bollerslev T, [1986], Generalized autoregressive conditional heteroscedasticity, ,Journal of Econometrics”
31, 307-327.

[5] Bollerslev T., Chou R.Y., Kroner K.E, [1992], ARCH Modeling in Finance: A Review of the Theory and
Empirical Evidence, ,Journal of Econometrics” 52, 5-59.

[6] Broto C., Ruiz E., [2004], Estimation Methods for Stochastic Volatility Models: Survey, ,Journal of
Economic Surveys” 18, 613-649.

[7]1 Clark PK., [1973], A Subordinated Stochastic Process Model with Finite Variance for Speculative Prices,
,Econometrica” 41, 135-155.

[8] Doman M., Doman R., [2004], Stochastic Volatility Models of Exchange Rates in Central European
Countries: effects of Exchange Rate Regimes, ,Przeglad Statystyczny” 51 (4), 37-55.

[9] Doman M., Doman R., [2009], Modelowanie zmiennosci i ryzyka (Volatility and Risk Modeling), Oficyna
Wydawnicza Wolters Kluwer Polska, Krakéw.

[10] Doman R., [2003], Prognozowanie zmiennosci zrealizowanej indeksu WIG20 za pomocq modelu GARCH
(Foreseeing the Realized Volatility of the WIG20 index Using the GARCH model), ,Przegl;d Statystyczny”
50 (4), 147-163.

[11] Engle R.E, [1982], Autoregressive conditional heteroscedasticity with estimates of the variance of United
Kingdom inflation, ,Econometrica” 50, 987-1007.

[12] Glosten L.R., Jagannathan R., Runkle D., [1993], On the Relation Between Expected Value and the
Volatility of the Nominal Excess Return on Stocks, ,Journal of Finance” 48, 1779-1801.



126

Barbara Bedowska-Sdjka, Agata Kliber

[13]
[14]
[15]
[1e]

[17]
(18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]
[25]
[26]
[27]

[28]

Harvey A.C., Shephard N., [1996], The Estimation of an Assymeric Stochastic Volatility Models for
Asset Reurns, ,Journal of Business and Economic Statistics” 14, 429-434.

Jacquier E., Polson N., Rossi P, [2004], Bayesian analysis of stochastic volatility models with fat-tails
and correlated errors, ,Journal of Econometrics”, 122, 185-212.

Kim S., Shephard N., Chib S., [1998], Stochastic volatility: likelihood inference and comparison with
ARCH models, ,Review of Economic Studies” 65, 361-393.

Laurent S., Peters J.P, [2002], G@RCH 2.2: An Ox Package for Estimating and Forecasting Various
ARCH Models, ,Journal of Economic Surveys”, 16, 447-485.

Mandelbrot B., [1963], The Variation of Certain Speculative Prices, ,Journal of Business”, 36, 394-419.
Mele A., Formari F, [2000], Stochastic Volatility in Financial Markets: Crossing the Bridge to Continuous
Time, Kluwer Academic Publishers.

Mincer J., Zarnowitz V., [1969], The Evaluation of Economic Forecasts and Expectations, National
Bureau of Economic Research.

Ntzoufras 1., [2009], Bayesian Modeling using WinBUGS, John Wiley and Sons.

Pajor A., [2003], Procesy zmiennosci stochastycznej SV w bayesowskiej analizie finansowych szeregéw
czasowych (Stochastic Volatility Processes In Bayesian Analysis of Financial Time Series), doctoral
dissertation (In Polish), published by Cracow University of Economics, Krakéw.

Osiewalski J., Pajor A., Pipiei M., [2006], Bayesian Analysis of Main Bivariate GARCH and SV Models
for PLN/USD and PLN/DEM (1966-2001), [in:] Zielinski Z. (ed.), Dynamic Econometric Models 7, ISSN:
12343862.

Shepard N., [1996], Statistical Aspects of ARCH and Stochastic Volatility, [in:] Time Series Models in
Econometrics, Finance and Other Fields, ed. Cox D.R., Hinkley D.V,, Barndorff-Nielsen O.E., Champan
and Hall, London.

Speigehalter D., Best N., Carlin B., van der Linde A., [2002], Bayesian measures of model complexity
and fit (with discussion), Journal of the Royal Society B 64, 583-639.

Taylor S., [1986], Modeling Financial Time Series, John Wiley and Sons.

Yu J., [2005], On Leverage in a Stochastic Volatility Model, ,Journal of Econometrics”, 127, 165-178.
Yu J., Meyer R., [2000], BUGS for a Bayesian analysis of Stochastic Volatility models, ,Econometric
Journal” 3, 198-215.

http:/www.mysmu.edu/faculty/yujun/research.html

Praca wplyne¢ta do redakcji w marcu 2010 r.

i SV

ZMIENNOSC ZREALIZOWANA WOBEC MODELI GARCH
I MODELI ZMIENNOSCI STOCHASTYCZNEJ NA POLSKIM RYNKU KAPITALOWYM

Streszczenie

Celem artykutu jest por6wnanie oszacowan zmiennosci uzyskanych z modeli parametrycznych: GARCH
7 oszacowaniem uzyskanym na podstawie zmienno$ci zrealizowanej szacowanej w oparciu o dane

réznej czgstotliwosci. W badaniu wzigto pod uwage zwroty z wybranych instrumentéw polskiego rynku
finansowego: indeks WIG 20 oraz kurs walutowy EUR/PLN. Ujeta w badaniu préba objeta okres kryzysu
finansowego, co stanowi istotne uzupelnienie wynikéw prezentowanych do tej pory w literaturze.

Stowa kluczowe: zmienno$¢ zrealizowana, SV, GARCH, prognozowanie zmienno$ci
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REALIZED VOLATILITY VERSUS GARCH AND STOCHASTIC VOLATILITY MODELS.
THE EVIDENCE FROM THE WIG20 INDEX AND THE EUR/PLN FOREIGN EXCHANGE MARKET

Summary

The aim of the article is to compare the estimates of the volatility obtained from the parametric
models: the GARCH and the SV with the estimates based upon the Realized Volatility approach, whereas
the estimates from the RV are obtained from the data of different frequencies. The data sample consists of
the WIG20 index and the EUR/PLN exchange rate and covers the hectic crisis period. Hence, the presented
results can be viewed as an extension of the results of the studies presented up to date.

Key words: realizded volatility, SV, GARCH, volatility forecasting
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THE CAPM AND FAMA-FRENCH MODELS IN POLAND

1. INTRODUCTION

The cross-sectional differences in asset expected returns have attracted consid-
erable attention in finance literature. The Single-Factor Capital Asset Pricing Model
(CAPM) and the Fama-French Three-Factor (FF) models occupy an essential place
among models of expected returns.

The CAPM model of William Sharpe [28] and John Lintner [21], although simple
and logical, is based on certain restrictive assumptions about the functioning of the
market. By the end of 70’s and early 80’s, the empirical evidence against the CAPM
became very strong ([2], [3]). It was noticed, that return differences of some assets
grouped according to the firms’ financial characteristics were not captured by the
betas. Some attempts to explain these anomalies were made, among others, by Banz [2]
and Reinganum [25] who investigated the size effect and found a return premium on
some small stocks. The book-to-market effect was researched by Rosenberg et al. [26]
and confirmed later by Blume and Stambaugh [6]. They found the premium in the
case of stocks with high ratios. Fama and French [10] had investigated the explana-
tory power of returns on some factors associated with the companies’ characteristics,
such as size, book value to market value ratio, leverage stock’s price earnings ratio.
As a result of their efforts, they proposed a three factors model to explain the stock
returns: the excess of return in relation to the market (market factor), the difference
between the returns of portfolio with the large and small capitalization (size factor,
SMB) and the difference between the returns on portfolios of high and low book value
to market value (HML). The inclusion of those factors improved the model fitting to
the US empirical data. The investigations conducted for other markets (Australian,
Canadian, German, French, Japan, and UK) showed that the size and BE/ME effects
might have an international character. The asset pricing model on Polish stocks has
been examined and tested, among others, by Bott and Miltobedzki [7], Fiszeder [12],
Kowerski [18], Urbanski [30], Zarzecki [31].

In this study, we investigate the ability of the Fama-French three-factor model to
explain cross-sectional differences in asset returns for the period December 2002 to
January 2010. The research is conducted on the Warsaw Stock Exchange (WSE). The
financial data originate from the CEDULA! which is a daily official bulletin provid-
ing information from WSE. The systematic risk and the risk premium estimations

I www.gpw.com.pl
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are estimated using the Generalized Method of Moments (GMM) which takes into
account autocorrelation and heteroscedasticity in time series. Procedures for testing
whether the intercepts are jointly null is carried out by test proposed by MacKinlay
and Richardson [22]. All calculations presented in this study have been performed
using application developed and dedicated for the purposes of this paper.

The study has the following structure. In Section 2, the econometric model and
the methodology for estimating model parameters are presented. The empirical study
is discussed in Section 3. The paper ends with concluding remarks.

2. THEORY AND METHODOLOGY

According to a K factor asset pricing model, the expected return on a portfolio
in excess of the risk-free rate is explained by its sensitivity of its return to K common
factors. The expected excess returns satisfy the linear relations which can be written
in a matrix form as:

ER) =y + yiB1 + ... + vxPk (1)

where R; is an N X 1 vector of portfolios’ excess returns at time ¢

R[ =a + Blfll + ...+ BKle‘ + &t t = 1, ceny T, (2)
Y1, ..., Yk are risk premiums, @, B1, ..., Bg are N X 1 vectors of factor sensitivities or
loadings, fi; ..., fk; are common factors at time ¢, and € is an N X 1 vector of error

terms at time .

2.1. THE SYSTEMATIC RISK ESTIMATION AND THE INTERCEPT TEST

The estimation of the systematic risk parameters is performed using the Generalized
Method of Moments [15] approach which is robust to both conditional heteroscedastic-
ity and serial correlation in the return residuals as well as in the factors.

The GMM estimator of the vector of parameters ¢ = (a, B}, ..., B;)T must fulfill
the following conditions:

Elg ()] =E

| R, —a - fF,
g ® (F,)} = E[(Rt —a-fpF)®F,|~ 0 3)

where F, = (f1;, ..., Jxy)T is the K X 1 vector of factors at time ¢, and 8 = [B, ..., Bk]
is the N X K matrix of unknown parameters. If the system is exactly identified, i.e.
the number of equations is equal to the number of unknowns, the GMM procedure
is equivalent to the Ordinary Least Square (OLS) regression.
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Hansen [15] shows that the GMM estimator ¢ has an asymptotic normal distribu-
tion with the mean equal to ¢ and asymptotic variance matrix

var[¢] = (DTs7' D) (4)

where D is the matrix of the derivatives of g,(¢) with respect to all parameters, and

ZE[g, e)gl; ()]

J_—OO

To account for heteroscedasticity and autocorrelation, the consistent estimator Sy
of Sy can be defined as

(assuming that E (f;e;) = 0 and m = 0, variances of ¢ are equal to variances obtained
using the separate OLS regressions for each portfolio).

The multifactor model can generate efficient portfolios if all intercepts are jointly
equal to zero. An ordinary (GRS) test for that implication was suggested by Gibbons,
Ross and Shanken [13]. It works correctly, when the disturbances are temporally
independent and jointly normal, with the zero mean. This test, however, does not
adjust for autocorrelated series, which is a feature often found in financial series.
The test based on GMM approach, proposed by MacKinlay and Richardson [22], can
be employed to test null hypothesis that the intercept vector is zero. In this case, the
test statistic can take the following form:

13 = dvarla] '@, (5)

where var[@] is the upper left corner of matrix (4). In case the null hypothesis is
true, this statistic is distributed as y2 with N degrees of freedom. To improve the finite

sample behavior of this test, this statistic should be scaled by <w> ([22)).
2.2. THE RISK PREMIUM ESTIMATION

The risk-return relationship can be estimated in two stages. At the first stage, beta
estimates are obtained from the separate time-series regressions for each asset (2).
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Then, these estimates are used in the second-pass cross-sectional regression (CSR) (1).
Since the independent variable in the CSR is measured with an error, the second-
pass estimate is a subject to an errors-in-variables problem. To omit this problem, all
unknown parameters ¢ = (aT, L e BE 700 oo, }fK)T in (1) and (2) should be estimated
simultaneously. The GMM approach can be used for this purpose since it is robust to
both the conditional heteroscedasticity and serial correlation in the return residuals
as well as in the factors. However, it is difficult to obtain the GMM estimators. This
is due to a large number of parameters to estimate coupled with the nonlinearity of
the model [27].

In this work we consider the two step GMM approach suggested by Harvey
and Kirby [16]. The model is estimated sequentially. First, the parameter vector

Q= (aT, T e BY 700 oo ;/K)T is partitioned into two sub-vectors ¢ = (¢I, (og)r,
where @, = (a’, B, .... BY)" and @, = (7g. ... 7¢)’. Then, the sample moments can
be expressed as:

T
8; (p) = [5z(¢’1) ® Fr)T’ (Rz —[1w 5]¢2)T] = [gu(@l)’ 82 ((P)]T
and the GMM conditions are:

E[81, (1) 82 (9)]" = 0. ©)

The first part of the GMM condition is exactly identified. Hence, the estimator ¢,
is equal to the time-series OLS estimator obtained from equation (2). The two step
strategy of the GMM method uses the estimated parameters ¢, in the second part of
condition (6). Hence, the problem boils down to find a minimum

nvl)izn &or (%15 ¢2)T Wor&ar (91 #2),

where Wy r is a weighting matrix. Following Ogaki [23], the optimal weighting matrix
can be chosen as

Wir :[[_D21D17111N]ST[[_DZIDTIIIN]T]71 (7)

where Dj;, i, j = 1, 2, is the (i, j) block of the N (K + 2) x (N + 1) (K + 1) matrix of the
derivatives of g7y(¢) with respect to all the parameters, and St is a consistent estimator
of the covariance matrix of moment conditions (6). Since D5; in (7) is a zero matrix,
thus the weighting W57 matrix reduces to

War = [[0 Ly]S7 [[0 1y]7] ™"

The above discussion leads to the conclusion, that the consistent GMM estimator
@, satisfies the minimum of the function:
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(R-[1, 3]¢2)TSZTI (R=[1y. Ble,)

where R is a vector of the averages of the excess returns of the portfolios, and the
covariance matrix S,7 is estimated following Andrews [1]:

S, =8, + Zw(j, m)[.QJ + .QJT],

i=1
with w (j, m) being Parzen or Bartlett kernel and

1 < . _
Q=7 Zh,h,T,j, h, = B(F,~F)+e,

r=j+1
where F is a vector of factor averages.

The obtained ¢, estimator is used as a starting point for the iteration to attain
the efficiency bound to the GMM estimator. In this work, the second stage is iterated
with the inverse of the long run covariance matrix until the convergence condition
is fulfilled.

The advantage of the two-step GMM procedure is that all estimations are linear,
which makes it easier to find out the solution.

3. EMPIRICAL ANALYSIS

3.1. DATA SET AND PORTFOLIO CONSTRUCTION

This study uses the data set containing stock prices traded in the Warsaw Stock
Exchange (the number of stocks varies from 120 to 400 during the sample period).
The sample used spans from December 2002 to January 2010. All prices are closing
prices adjusted for splits and dividends. The analysis is restricted to the companies with
available returns. The risk free rate (Ry) is calculated from the 52-weeks treasury bills.

The sample is divided into 12 portfolios on the basis of the selected characteris-
tics: size and BE/ME ratio. The portfolios are formed as follows. At the beginning of
each month stocks are allocated to the four groups based on their sorted sizes. Next,
the stocks in each group are allocated in an independent sort to three book-to-market
equity (BE/ME) groups. The portfolios are updated at the beginning of each month. The
averages and standard deviations of the excess return for the 12 size-BE/ME relative
portfolios are reported in Table 1. The statistics show that the portfolios with a small
capitalization and high BE/ME earn the highest average excess return but consist of
the firms of the highest risk. This portfolio has the biggest average monthly excess
return equal to 2.2% with the standard deviation of 11%, whereas the portfolio of
big firms with low BE/ME has the average excess return of —1% with the smallest
standard deviation equal to 7.4%.
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Table 1

Descriptive statistics for 12 size-BE/ME portfolios for the sample period December 2002 to January 2010

Summary statistics
Low 2 High Low 2 High
Size
R;

Average Standard deviation
Small -0.013 0.012 0.022 0.109 0.111 0.110
2 -0.008 -0.001 -0.002 0.080 0.082 0.101
3 -0.006 -0.006 0.000 0.080 0.074 0.091
Big -0.010 -0.015 0.000 0.074 0.092 0.081

In (ME)

Average Standard deviation
Small 3.426 3.350 3.237 0.518 0.501 0.627
2 4.549 4.521 4.528 0.425 0.455 0.485
3 5.776 5.677 5.640 0.409 0.415 0.421
Big 7.519 7.874 7.731 0.292 0.415 0.441

In (BE/ME)

Average Standard deviations
Small -1.158 -0.176 0.446 0.733 0.617 0.577
2 -1.201 -0.443 0.190 0.492 0.471 0.458
3 -1.422 -0.701 -0.009 0.386 0.436 0.437
Big -1.573 -0.851 -0.200 0.349 0.389 0.320

The monthly returns of the two selected portfolios are presented in Fig. 1. Portfolio 3
consists of small firms with the high BE/ME ration, whereas Portfolio 10 consists of
big firms with the low BE/ME. One can notice that monthly returns of portfolio 3
are higher than monthly returns of portfolio 10 in contrary to the deviations of the
excess returns.
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Figure 1. Monthly returns of the selected portfolios

The explanatory returns SMB, and HML are formed similarly to the 12 size-
BE/ME relative portfolios. At the beginning of each month stocks are allocated to
the two groups (S small or B big) based on the fact whether their market equity is
below or above the median. Next, the stocks in each group are allocated in an inde-
pendent sort to three book-to-market equity (BE/ME) groups (L low, M medium, or
H high) based on the breakpoints for the bottom 30 percent, middle 40 percent, and
top 30 percent of the values of BE/ME for WSE stocks. The SMB is the difference,
each month, between the average of the returns on the three small-stock portfolios
(S/L, S/M, and S/H) and the average of the returns on the three big-stock portfolios
(B/L, B/M, and B/H). The HML is the difference between the average of the returns
on the two high-BE/ME portfolios (S/H and B/H) and the average of the returns on
the two low-BE/ME portfolios (S/L and B/L). The third factor (Ry;) is the return of
the market portfolio (WIG) in the excess of the risk-free rate. The time series of the
factors are depicted in Figure 2. The sensitive similarity of the market and the HML
factors can be observed.

Table 2

Summary statistics of the factors

Ry SMB HML

Average 0.005 0.007 0.016

Standard deviation 0.072 0.037 0.046
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RWIG-Rf ——— SMB  ------. HML

Figure 2. Time series of the factors

Table 2 reports the basic statistics of the factors. The mean of R); is statistically
insignificantly positive (|| = 0.69), whereas the means of the SMB and HML are
significantly positive |tsgym| = 1.65 and |[fgpr| = 3.25. This means that small size
portfolios with high BE/ME gain bigger profits. These calculations confirm the basic
model assumption, that the rate of the return depends on the risk connected with
the investments in stocks of small firms and in the stocks of firms with high ratio of
book value to market value which are underpriced by market.

Table 3

The correlation between factors; the corresponding p-values are given in parentheses

Ry SMB HML
Ry 1
0.136
SMB 1
(0.190)
0.331 0.192
HML 1
(0.000) (0.056)

It is desirable that the factors are not correlated. Table 3 shows that the SMB
and HML factors are uncorrelated, however, a small (0.331) but significant (p = 0.000)
correlation between the Rj; and the HML factors can be noticed.

3.2. SYSTEMATIC RISK COMPONENTS

This section reports the estimators of the factor loadings calculated by regres-
sion (2) and the tests of the significance of the constant. These estimators are obtained
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using the method described in Section 2.1. The variances of unknown parameters are
obtained from (4) and calculated with the different bandwidths. The point estimators
of unknown parameters in (2) are independent on the bandwidths in contrary to the
variances. However, only a small change of the significance can be noticed. Therefore,
sole zero bandwidth results are reported in Table 4.

Table 4
Time Series Regression of Portfolios
Regression: R, = a;+ By Ry + By, SMB, + Byppyy  FIML  + &
Size Low 2 High Low 2 High
a t(a)

Small -0.019 -0.005 0.000 -3.068 -0.731 0.063
2 -0.011 -0.013 -0.021 -2.623 -2.375 -3.375
3 -0.007 -0.014 -0.015 -1.204 -2.822 -2.801
Big -0.011 -0.020 -0.009 -2.379 -3.303 -2.692

Br,, 1(Br,,)
Small 1.010 0.970 0.964 8.344 10.435 11.801
2 0.858 0.787 0.930 16.278 11.323 16.952
3 0911 0.767 0.948 13.612 13.051 13.182
Big 0.858 1.069 0.968 13.561 16.795 14.150

Bsus I(BSMB)
Small 1.570 1.460 1.323 8.810 8.644 10.797
2 0.885 0.744 0.909 7.045 5.878 4.986
3 0.136 0.365 0.309 0.745 3.061 2.453
Big 0.115 0.170 -0.079 1.295 0.847 -0.901

B [(BHML)
Small -0.578 0.114 0.435 -3.329 0.645 3.841
2 -0.426 0.140 0.444 -3.175 1.005 3.363
3 -0.310 0.094 0.482 -2.273 0.767 3.073
Big -0.311 -0.127 0.288 -2.510 -0.894 3.178
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The results of the estimation of the systematic risk vector are similar to Fama-
French study of the American market in the years 1963-2001 (see [24]). We can notice
that the HML loadings are significantly negative for the portfolios with low BE/ME
values and increase monotonically in the significantly positive values for portfolios
with high BE/ME values. The increase is independent on the size of the portfolios.
These changes occur for all portfolios sorted by the firm size. The SMB loadings are
significant for the small size portfolios and insignificant for big portfolios. We can
also notice that this values monotonically decrease from portfolios with low BE/ME to
portfolios with high BE/ME values. This regularity is noticed only for small portfolios.
We can notice that the systematic risk connected with the market factor is independent
on the method of constructing the portfolios. Hence, this factor shows a weak ability
to explain the rate of returns.

Next, the tests whether the intercepts of equation (2) are jointly equal to zero, are
carried out. The y2 statistic (5) is calculated for this purpose. Table 5 presents results for
the one factor model (CAPM) and FF three-factor model for the same sample period.
One can observe that the Fama-French three-factor model with additional loadings,
the SMB and HML factors, is consistently better than the CAPM.

Table 5

Intercept tests: GRS and 2 and the corresponding p-values

CAPM FF
GRS a GRS 22
3.38 46.67 2.27 29.00
(0.001) (0.000) (0.017) (0.004)

(Assuming that E (f;g;) = 0, the GRS test and y2 test are asymptotically compara-
ble.) The results indicate that FF model is better than the CAPM. However, one may
argue that the three-factor model does not describe satisfactorily the rate of portfolios.
Using the GRS test, we have obtained the GRS-statistic equal to 2.27 (for comparison,
2.91 were obtained for Fama-French 25 portfolios of US market [24]). This means that
the Fama-French factors do not account for all factors describing the excess returns.
The problem of the intercept test needs additional discussion which is out of scope
of this study and will be the subject of the future work.

3.4. RISK PREMIUM COMPONENTS

This section presents the estimates of equation (1) obtained by the GMM method
described in Section 2. The choice of the bandwidth is more critical than the choice of
the weighting matrix [14]. Therefore, we estimate the model with three different band-
widths: zero lag, one lag and four lags. The latter is suggested by Hall [14] (T1/3 = 4)
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because this minimizes the mean square error of the covariance estimator. We also
set the bandwidth equal to one because the analysis of the series has shown that for
most portfolios we can notice only one lad autocorrelation.

Table 6 presents the risk premium estimation and ¢-statistics for the twelve size-
BE/ME portfolios in the FF three-factor model. The result of the CAPM approach are
presented for the comparison purposes. It has been done only for GMM 0 lag.

Table 6

The risk premium estimation and z-statistics for portfolios based on ME and BE/ME criteria
in the CAPM and FF three-factor model

Method kernel 7o (%) 7r,, {(7r,) Tous Was) | Tma | Pa)
GMM -0.042 | -3.155 | 0.039 | 2.349
0 lag -0.017 | -1.130 | 0.011 0.594 | 0.007 1.853 | 0.018 | 3.421
GMM Parzen -0.019 | -1.267 | 0.014 | 0.781 0.007 1.805 | 0.019 | 3.858

1 lags Bartlett -0.020 | -1.364 | 0.019 1.035 | 0.007 1.810 | 0.021 4228
GMM Parzen -0.012 | -0.839 | 0.014 | 0.783 | 0.009 | 2.369 | 0.022 | 4.441
4 lags Bartlett -0.007 | -0.456 | 0.009 | 0.482 | 0.010 | 2.490 | 0.022 | 4.367

We have obtained significantly positive risk premium for SMB and HML factors.
The risk premium connected with HML factor equals 2% and is higher than estimated
risk premium connected with the firm size factor. More attention should be paid to
the fact that the methods proved the insignificance of the constant. This seems to con-
tradict with significantly different from zero the overall value of constants estimated
in the first step. This problem requires further investigations. Moreover, some positive
although insignificant value of the market risk factor can be noticed. This remarks
implies that market beta has little or no ability in explaining the cross-sectional mean
returns and that firm size (SMB) and book-to-market equity (HML) effects seem to
describe it in a meaningful manner.

To evaluate the goodness of fit of this models, the cross-sectional R? measure
employed by Jagannathan and Wang [17] and Lettau and Ludvigson [20] is used.
The R2? measures the fraction of cross-sectional variation in average returns that is
explained by the model. In the discussed case, R? = 65.1% (this is close to the result
(R2 = 71%) obtained for the US data [24]).

Figure 3 presents adjustment between the observed means of monthly returns
(y-axis) and the expected monthly returns (x-axis) predicted by the model.
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son - GMM 0 lag 4.0% GMM 1 lag
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2.0% 1 2.0% 1
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Figure 3. Average Monthly Returns (y-axis) X Predicted Monthly Returns (x-axis)

4. CONCLUDING REMARKS

The empirical study was carried out on data from December 2002 to January
2010. To account for heteroscedasticity and autocorrelation the unknown parameters
of model were estimated using the GMM method. The results obtained from the study
confirm the hypothesis that the Fama-French SMB and HML factors quite satisfac-
torily describe changes of portfolios returns in the sample period. The rate of return
depends on the risk connected with the investments in stocks of small firms and in
stocks of firms underpriced by the market with high BE/ME ratio. The risk premiums
are significant in the case of the SMB and HML factors. The GMM point estimator
indicates a premium close to 2% in the case of the HML and close to 0.7% in the case
of the SMB. The risk premium connected with the market factor seems insignificant,
however it cannot be excluded. The goodness of fit of the three-factor model evaluated
by the cross-sectional R? measure is greater than sixty five percent.

Presented results should be considered as an introduction to a wider study.
Investigations on whether portfolio constructions have an influence on the estima-
tion results and the discussion on the choice of proper statistical tools will be the
subject of the future work.

AGH University of Science and Technology, Faculty of Management
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MODEL CAPM ORAZ MODEL FAMY I FRENCHA
NA WARSZAWSKIEJ GIEEDZIE PAPIEROW WARTOSCIOWYCH

Streszczenie

Tematem prezentowanej pracy jest weryfikacja tréjczynnikowego modelu Famy Frencza dla danych
z Warszawskiej Gieldy Papierow Wartosciowych. Okres badania obejmuje lata 2002-2010. Do estymacji
nieznanych parametréw modelu zastosowano uogélniong metod¢ momentéw (GMM), Przyjeto zalozenie
istnienia heteroskedastycznos$ci i autokorelacji szeregéw czasowych bioracych udzial w badaniu. Ponadto
dopuszczono mozliwo$¢ istnienia korelacji czynnikow objasniajgcych z bledami losowymi wystepujacymi
w modelu regresji. Uzyskane wyniki potwierdzily tezg, ze tréjczynnikowy model Famy Frencza zadowala-
jaco opisuje zmiany stop zwrotu na rynku polskim w badanym okresie. Wynik tego badania nalezy jednak
traktowaé jako wstep do bardziej wnikliwych analiz.

Slowa kluczowe: tréjczynnikowy model Famy-Frencha, Uogélniona Metoda Momentéw, ryzyko syste-
matyczne, premia za ryzyko

THE CAPM AND FAMA-FRENCH MODELS IN POLAND
Summary

The main objective of this paper is to verify the performance of the Fama-French model for the Polish
market. The estimates for individual stock returns are obtained using the monthly data from the Warsaw
Stock Exchange for the period December 2002 to January 2010. The Generalized Method of Moments is
used to test hypotheses that lead to the validation of the Fama-French model. We find that the cross-sectional
mean returns are explained by exposures to the three factors, and not by the market factor alone. These
results are consistent with previous studies of developed markets.

Key words: Fama-French three-factor model, Generalized Method of Moments, risk premium
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LATENT VARIABLE MODELS - ISSUES ON MEASUREMENT
AND FINDING EXACT CONSTRUCTS IN CUSTOMERS’ VALUES

1. INTRODUCTION TO MEASUREMENT MODEL AND LATENT CONSTRUCT

In some accounts, measurement can be defined as the assignment of numbers to
categories of observations. The properties of the numbers become the properties of
the measurement — nominal, ordinal, interval, ratio, and so on [17]. In measurement
model the inference is to relate the scores to the construct (here otherwise called latent
variable or latent construct). The measurement model must help in understanding and
evaluation the scores that come from the item responses. In short they should tell us
about the construct, and the use of the results in practical applications. Simply put,
the measurement model must translate scored responses to locations on the construct
(variable) map. Some examples of measurement models are:

— the “true — score” model of classical test theory,

— the “domain score” model,

— factor analysis models,

- item response models,

— latent class models.

Typically we have two types of models. The first approach focuses on the items
and their relationship to the construct [5; 6]. The second approach focuses on the
scores and their relationship to the construct. The intuitive foundation of the instru-
ment-focused approach is what might be called simple score theory. There needs to
be some sort of an aggregation of information across the items, but the means of
aggregation is either left vague or assumed on the basis of historical precedent to
be the summation of item scores. Simple score theory is more like a folk theory, but
nevertheless exerts a powerful influence on intuitive interpretations.

The simple score theory approach was formalized by classical test theory (also
known as true score theory). This approach was founded by Spearman [14; 15; 16].
He borrowed a perspective from the fledgling statistical approach of the time and
posited that an observed total score on the instrument X, was composed of the sum
of a “true score” T and an “error” E. The introduction of an error term allows for
a quantification of inconsistency in observed scores, which is part of the solution to
the problem with Guttman scales. Guttman scaling focused attention on the mean-
ingfulness of the results from the instrument (i.e., its validity), whereas classical test
theory models the statistical nature of the scores focused attention on the consistency
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of the results from the instrument (i.e., its reliability). There has been a long history
of attempts to reconcile these two approaches. One notable early approach is that of
Thurstone [22], who clearly saw the need to have a measurement model that combined
the virtues of both.
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Figure 1. Measurement model and scale

Source: [21].

In statistically defined model, it must be assumed that x will be a vector of order
p of the observed variables. The measurement model is therefore:

x = BT+ ¢, (1)

where 7 is a vector of order k of the true scores, B is a p X k pattern matrix which
defines the relationship between x and 7, and ¢ is a vector of the measurement errors.
The true scores and the measurement errors are not directly observable and must be
estimated from the data. The assumptions are analogous to the classical test theory
which was:

E(t) =pu, E(e) =0, cov(t,e) =0, () = ® and cov(e) = V. 2)
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Thus, the covariance structure of the observed variables is [15]:
cov(x) = E(BT+e&)(Bt+¢) =BOB + V¥ =3, 3)
The covariance matrix X is assumed to be non-singular and positively definite:
rank(X)=pand X > 0. 4)

Unlike, the measurement scale (otherwise called latent construct) is a linear com-
bination of the items. The collections of items into a composite score is intended to
reveal levels of theoretical variables not readily observable by direct means (often
referred to as scale). We develop scales when we want to measure phenomena that
we believe to exist because of our theoretical understanding of this world, but that we
can not assess directly. In general, we have m scales as a vector u = A'x, where A is
a p X m matrix of the weights. The case of one scale is denoted by u = a’x where a
is a vector of the weights. It is important to distinguish between the concepts of the
measurement scale from the measurement model. The model discriminates the under-
lying structure of the measurement from the use of the items [figure 1]. The scales
weighted by the corresponding pattern elements of the model, denoted by u = B'x
are termed true score images. They are used to assess the structural validity of the
measurement model.

2. ADJUSTMENTS IN THE MEASUREMENT MODEL DEPENDING ON DISTANCE BETWEEN
RESPONDENT AND RESPONSE

There are basic assumptions as for the corrected model. First of all the meas-
urement model must enable one firstly to interpret the distance between respondent
and response on the construct (variable) map and secondly the measurement model
must enable one to interpret distance between different responses on the construct
map, and also the difference between different respondents. In order to find sense
between these above two, we should have looked into what distance might mean in
the context of a construct map.

On a construct map, distance between respondents and responses indicates the
probability of making that response. To express this as an equation, we assume the
probability of the response (Pr(response)) is given by some function f of the difference
between the respondent and the response [24]:

Pr(response) = f (g - d). (5)

where interpretation for this formula can be given as follows:

1. zero distance between person and response would mean that person is likely
to endorse statement with a certain probability,

2. respondent above response would indicate a greater probability,

3. respondent below response would indicate a lesser probability.
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Hence, we can say that the model must have qualitative features from 1 to 3.
However, these qualitative features are not sufficient to preserve the idea of a “map.”
For that the requirements 2 and 3 would need to be more detailed, giving a specific
metric form.

Direction of increasing rate on value

Respondents Responses to Items

Totally unimportant value

Partially unimportant value

Neither unimportant nor
important value 0,50

v Partially important value

Totally important value

Direction of decreasing rate on value

v

Figure 2. Different item locations with respect to a single person

Source: [24].

To consider distance between person and item, we can interpret it by the follow-
ing figure 2. This figure illustrates the situation for one person approximately in the
middle of the construct. For this person, items that are at a similar level would be
expected to elicit agreement at about 0,50 probability, whereas items that are above
would tend to result in a positive response with a greater probability and the opposite
for those below.

We can also consider distances between item responses themselves. Figure 3 illus-
trates the distance between two item responses, considered by two persons. One specific
qualitative consequence of this is that the order (on the map) of the item responses
must remain the same for all respondents, and the order of the respondents (on the
map) must remain the same for all item responses.
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Direction of increasing rate on value

A
Respondents Responses to Items
X
4 TN
Totally unimportant value
Some ,distance”
Partially unimportant value no matter
where
respondent is
Neither unimportant nor
¥ important value 0,50 _
Respondents Partially important value
Y
Totally important value
‘ Direction of decreasing rate on value
N

Figure 3. Different item locations with respect to two persons

3. FACTOR ANALYSIS IN THE DETECTION OF LATENT CONSTRUCT(S)

Factor analysis belongs to a group of latent variable models (table 1). The aim of
factor analysis is to explain the outcome of p variables (items) in the data matrix using
the so-called factors. Ideally all the information in data matrix can be reproduced
by a smaller number of factors. These factors are interpreted as latent (unobserved)
common characteristics of the observed variables. The case just described occurs when
every observed x = (xq, ..., xp) can be written as:

k
szQz_:lqj‘QfQ-‘rﬂjvj:l’""p (6)

Here fg for ¢ = 1, ..., k denotes the factors. The number of factors, k should always
be much smaller than p. It is then possible to create a representation of the observa-
tions that is similar to the one in equation (6) by means of principal components, but
only if the last p - k eigenvalues corresponding to the covariance matrix are equal to
zero. Considering a p — dimensional random vector X with mean ¢ and covariance
matrix Var (X) = 2 enables to form a model similar to (6) being written for X in matrix
notation, namely

X = QF + u, (7)
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where F is the k — dimensional vector of the k — factors. When using the factor model (7)
it is often assumed that the factors F are centered, uncorrelated and standardized:
E (F) = 0. The existing factor model is defined by covariance matrix of model:

k
2= E(X—u)(X—p) = QE(FFT)Q" = 00" = X A,7,7". (8)
j=1

Table 1

Classification of latent variable models

Observed variables x
Latent variables f Metrical (interval/ratio) Categorical (nominal/ordinal)
Metrical (interval/ratio) Factor analysis Latent trait analysis
Categorical (nominal/ordinal) Latent profile analysis Latent class analysis

Source: [2; 3; 9; 10; 13].

It is also common in factor analysis to split the influences of the factors into:
common and specific ones. There are, for example, highly informative factors that
are common to all of the components of X and factors that are specific to certain
components. The factor analysis model used in praxis is a generalization of (7):

X=QF + U + u 9)

where:
Q - (p X k) matrix of the (non - random) loadings of the common factors F (k X 1),
U - matrix of the random specific factors.

It is also assumed that the factor variables F are uncorrelated random vectors and
that the specific factors are uncorrelated and have zero covariance with the common
factors. More precisely, it is assumed that:

E(F) =0,

Var(F) = 1,

EWU) =0, (10)
Cov(Ui, Uj) =0,
Cov(F,U) = 0.

The generalized factor model (7) together with the assumptions given in (8) can
be constituted:

X = 0 F+ U+ pu (11)
(px1) (pXk)(le) (p><l) (p><1)
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where:

uj — mean of variable j,

U; - j-th specific factor,

F{ - 0-th common factor,

gj1 - loading of the j-th variable on the ¢-th factor.

Figure 4. Depiction of the commonality among three measures of a single construct

The central concern of factor analysis in the process of modeling factors, is
sometimes referred to as latent variables. Factors are influences that are not directly
measured but account for commonality among a set of measurements. In figure 4
the commonality among measures of a construct is depicted in two ways. On the left,
a diagram is used to illustrate a pattern of shared variance among scores on the three
measures. Each circle represents the variance in one of the measures, x1, xo and x3.
The overlap of the circles represents shared variance, or covariance. The shaded area,
labeled “F”, represents the area of overlap involving all three circles. It is this area
that corresponds to a factor or otherwise called “latent construct”.

4. EFA AND CFA AS LATENT METRICAL VARIABLE MODELS

There are two latent models based on metrical characteristics: CFA (Confirmatory
Factor Analysis) and EFA (Exploratory Factor Analysis). Confirmatory factor analysis
(CFA), otherwise referred to as restricted factor analysis, structural factor analysis,
or the measurement model, typically is used in a deductive mode to test hypotheses
regarding unmeasured sources of variability responsible for the commonality among
a set of scores. It can be contrasted with exploratory factor analysis (EFA) which
addresses the same basic question but in an inductive, or discovery-oriented, mode.



Latent Variable Models - Issues on Measurement and Finding... 149

In order to illustrate associations among the measured variables making up com-
plementary latent constructs a patch diagrams for CFA and EFA should be drawn. In
the path diagram, the rectangles represent the measured variables, generically referred
to as indicators. Ellipses represent unmeasured variables. The large ellipse represents
a factor, whereas the smaller ellipses represent errors of measurement or uniqueness,
which are unobserved sources of influence unique to each indicator. The single-headed
arrows suggest causal influence, indicating specifically that each indicator is caused
by two unmeasured influences:

— a causal influence it shares with the other indicators,

- an additional causal influence not shared with the remaining indicators.

The two-head curved arrows associated with the latent variables represent vari-
ances.

The path diagram can be translated directly into statistical form through a set of
measurement equations, which specify the relations between factors and indicators.
Consider the single equation, expressed in Bentler-Weeks [3] notation:

X =*F +.. . +*F,+u,. (12)

1

According to this equation, variability in the ith indicator is an additive function
of j differentially weighted factors and the ith unique factor.

=
1

*F+A*E, +u,
*F +*F, +u,
Xy =*F +*F, + u,
Xy =*F +*F,+u,
Xg =*F +*F, + us
X =*F +*F, + u,

=
()
Il

(13)

Careful consideration of this equation illustrates a basic difference between CFA
and EFA. In EFA, no restrictions are placed on the pattern of weights, denoted by “*”,
associated with the factors. As such, each indicator is, to some degree, influenced by
each of the j factors and, in CFA language, is “free” to be estimated in the analysis.
Thus, the EFA measurement equations for a two-factor model involving six indicators,
displayed in figure 5.

In contrast, CFA requires the imposition of certain restrictions on the pattern
of weights, or factor loadings, a seemingly limiting characteristic that, in fact, pays
substantial inferential dividends. Below equations are the CFA measurement equations
for a prototypic two-factor CFA model involving six indicators, shown also in path
diagram form in figure 5.
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Figure 5. Path diagrams of two correlated factors as modeled using exploratory factor
analysis (EFA) (left) and confirmatory factor analysis (CFA) (right).

=% OF, +* OF, + u,

*OF, +* OF, + u,
*OF, +* OF, + u,
*OF, +* OF, + u,
*OF, +* OF, + us
*OF, +% OF, + u,

(14)

The zeroes indicate no influence of the factor on the indicator (in CFA language
these parameters are “fixed” at zero). For instance, as can be seen in equations x
and x4 (CFA) or the path diagram on the right in figure F; influences x; but not x4

and F influences xg but not x3.

This general pattern is an extreme example of what is referred to in EFA terms as
simple structure. In EFA simple structure is a target of inductively oriented extraction
and rotation algorithms, in CFA simple structure typically is assumed or imposed on

the pattern of factor loadings.
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5. LATENT CONSTRUCTS AND PROJECTED OR ACTUAL CORRELATIONS

In order to find latent construct(s), one must find an approximation T of ¥,
the matrix of the specific variances, and then correct the correlation matrix of X,
by W. Using the matrix as a starting point, factor analysis examines the patterns of
covariation represented by the correlation among items. Each item is then correlated
with conceptual single latent construct — variable. The observed correlations between
items can be recreated by appropriately multiplying the paths linking each pair of
items via the factor.

To compute correlations efficiently between observed item responses and factor
representing a latent construct(s), one can posit that the sum of all item responses is
a reasonable numerical estimate of the one, all - encompassing latent construct that
is assumed to account for interitem correlations. In essence, this overall sum is an
estimate of the latent construct’s “score”. Because the actual scores for all items are
presumed to be determined by one latent construct, a quantity combining information
from all items (i.e. an overall sum) is a reasonable of that latent construct’s numerical
value. With values those assigned to those causal pathways, one then can compute pro-
jected interitem correlations based on this one - factor model. These model - derived
correlations are projections of what the actual interitem correlations should be if the
premise of only one underlying variable is correct. The legitimacy of the premise
can be assessed by comparing the projected correlations to the actual correlations.
This amounts to subtracting each projected correlation from the corresponding actual
correlation based on the original data. A substantial discrepancy between actual and
projected correlations indicates that a single — factor model is not adequate, that there
is still some unaccounted - for covariation among the items.

The residual matrix is supportive in latent constructs extraction and it can be
treated in the same way as the original correlation matrix was treated, extracting e.g.
a second factor and another corresponding to new latent construct(s). Once again,
correlations between the items and that second latent construct can be computed
and, based on those correlations, a matrix of proposed correlations can be generated.
Those proposed correlations represent the extent of correlation that should remain
among items after the second factor has been taken into account. If the second fac-
tor captured all of the covariation left over after extracting the first factor, then these
projected values should be comparable to the values that were in the residual matrix.
If not, further factors my be needed to account for the remaining covariation not
yet ascribed to a factor. This process can proceed, with each successive factor being
extracted from the residual matrix that resulted from the preceding interation, until
a matrix is achieved that contains only acceptably small residual correlations.

Also partial correlations can be explained when the effects of other items are
taken into account. If “true” factors exist in the data, the partial correlations should
be small, because the items can be explained by the items loading on the factors. The
one exception regarding high correlations as indicative of a poor correlation matrix
occurs when two items are highly correlated and have substantially higher loadings
than other items on that factor. Then, their partial correlation may be high because they
are not explained to any great extent by the other items, but do explain each other.
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6. EXAMPLE ON LATENT CONSTRUCTS IN FACTOR ANALYSIS AND APPLICATION
TO MARKETING SEGMENTATION

In order to detect, test and describe customers attitudes towards their professed
values there was conducted: Exploratory Factor Analysis (EFA) and Confirmatory
Factor Analysis (CFA). Afterwards, the extracted and tested factors were described
with Multidimensional Scaling (MDS) method.

As far as the set of various items pertaining to human (customers) values is con-
cerned in EFA and CFA, they all have been derived from earlier study and survey of
young people (members of academic youth - students in age between: 20-24) [20].
Initially 22 items across various fields of human values interests were developed and
introduced in questionnaire. They were as follows: 1 — “Freedom”, 2 - “Independence”,
3 - “Success”, 4 — “Enjoying life”, 5 — “Pleasure”, 6 — “Family”, 7 — “Honesty”,
8 — “Helpfulness”, 9 - “Forgiveness”, 10 — “Peace”, 11 - “Justice”, 12 - “Beauty”,
13 - “Harmony”, 14 — “Politeness”, 15 — “Honouring parents”, 16 - “Obedience”,
17 — “Wealth”, 18 - “Tradition”, 19 — “Moderation”, 20 — “Humbleness”, 21 — “Accepting
my place in life” and 22 - “Devotion”. All items were measured on 5 point Likert scale.

Author fulfilled all conditions for the correctness of the above undertaken analysis
e.g.: 1) variables have index meaning, 2) the measurement of all variables was carried
out on Likert scale, 3) sample exceeded the minimum of 100 respondents (n = 232).

The extracted and confirmed factors in EFA and CFA, were later described by
MDS method on selected variables such as: 1) gender, 2) four types of personality,
3) three typically performed activities by respondents (see table 2). These variables
belonged to group of psychodemographics area that are based on AIOD approach
- ‘Activities-Interests-Opinions—Demographics” [11].

Segmentation conditions

{ l

Segment A Segment B

[ |

Variables
defining

Variables
defining
segment A

segment A

Figure 6. Relationship between segmentation conditions and its descriptors. Source: [11]
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Thus one has described the relationship between descriptors and variables that
constituted the principles of our segmentation [figure 6]. Besides in proceeding analysis
there were only included those descriptors that might effectively differentiate segments.
Descriptors that did not explain sufficiently differences in the process of segmentation
of customers values were simply excluded from MDS.

Moreover there were used only values with highest factor loadings and all calcula-
tions were conducted in software: Statistica 9.0., SPSS 18.0 and Lisrel 8.0.

Table 2
Selected customers’ variables from AIOD considered in segmentation analysis
Personality type Performed activities Gender
1. Technologically up-to-date: Aware of the possibilities e Party: Going out
that modem technology offers, and completely ,on line” - partying and having Female
with the latest developments in technology fun
2. Extrovert: Friendly and outgoing; energized by being
around other people; a person who is active and e Watching TV Male
expressive
3. Advertising-conscious: Scan the print and electronic .
. . ) ¢ Reading book
media for specials and bargains
4. Locally oriented: Read local news and prefer to get it from newspapers rather than
from television
Measured on: Likert scale Nominal scale

Source: [20].

Stage I — Exploratory Factor Analysis (EFA)

Before analyzing structure of constructs, a scree plot with eigenvalues was ini-
tially examined, where one might have concluded there were at least 4 of them. On
the observed plot of eigenvalues, what can be seen is an elbow that is visibly cracked
and rapid. That's why in the first row we thought the sample should be extracted
with only four constructs consisting of 22 items. The rest constructs on the shallow
slope, contribute very little to our model. The last big drop actually occurs between
the fourth and fifth component, so using the first four ones is an easy choice. There is
also a visible one prevailing construct above the others. This construct (with number
one) explains much part among all eigenvalues.

Also comparing a visual presentation (a scree plot) to extracted constructs by
method of principal components (PC) and its variance being explained, it is right to
say again, that there are at least 4 retained constructs with eigenvalues greater than 1.
Those constructs with eigenvalues lower than 1, were eliminated from our further analy-
sis. As we can observe (when 22 items were considered at first) the greatest distance
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(table 3) appears between values 41 = 6,32 and A4 = 1,15 and later between 1; = 6,32
and A3 = 1,55 respectively. Distance created between 1 and 4 is the greatest.

A visibible cracked elbow

Value

Number of Eigenvalues

Figure 7. Plot of eigenvalues including all 22 item values

However after removing 8 items (observable variables), eigenvalues structure also
changed. As a result the total variance level (for 4 constructs) was not accounted for
(as before with 53,63%) but with 62,83% of variance.

Table 3

Eigenvalues extraction by principal components

Eigenvalues at 22 items
Eigenvalue % Total variance Cum. % Total variance
A 6,32 28,73 28,73
A2 2,79 12,66 41,39
3 1,55 7,04 48,42
Aq 1,15 5,21 53,63
Eigenvalues at 14 items — after reduction 8 other items
A 3,84 27,39 27,39
A2 2,45 17,49 44,88
A3 1,38 9,86 54,74
A4 1,13 8,08 62,83
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Also the Kaiser's KMO criterion [7] enabled us to infer about higher level adequacy
of above selected items for our model with 14 items. The index of KMO was:

_ p h#p _ . _
KMO = DN 0,74 i1 22 items and respectively KMO = 0,79, 1iems - (15)
p h#p i p h#p g

Here we can observe by the Kaiser’s index, that it has increased when 8 items were
excluded from further analysis. The level of KMO’ interpretation pertaining to model
quality assessment should be explained according to structure correlation matrix. They
are: 0,9 — excellent, 0,8 — recommendable, 0,7 — decent, 0,6 — average, 0,5 — poor.

As a result we have focused only on 14 items (instead of 22) that were considered
in further part of analysis (CFA).

In order to estimate correctly factor loadings in comparison with their items
we've used four methods:

1. Principal Components (PC),

2. Maximum Likelihood (ML),

3. MINimum RESiduals (MINRES).

4. Generalized Least Squares (GLS).

As we can observe from table 4, factor loadings are slightly lower than in Principal
Components method. Obtained values (when using ML, MINRES and GLS method)
are lower than in PC. It is because factor analysis explaines only communalities, not
total variance. Hence the structure of final composite factors is changed and their
interpretation must be also modified.

At last in the course of EFA (subjective analysis) we've identified initially four fac-
tors but in the next part of analysis CFA, two of them were correlated, which resulted
in two final factors (table 7).

Table 4

Factor loadings structure after Varimax (PC, ML, MINRES) and Promax (GLS) rotation
(with marked loadings that are >0,50)

PC ML
Principal Components method Maximum Likelihood method
Items
a a a3 a4y a > a3 s
1 ,05 ,18 ,18 ,84 ,05 27 ,54 ,20
2 ,02 22 ,10 ,85 ,02 23 ,97 ,08
3 ,24 , 70 -,07 ,13 ,20 p53) 13 ,00
4 -,17 , 74 ,25 ,18 - 11 ,74 ,14 ,15
5 -,09 , 14 ,24 17 -,03 p2 ,14 ,14
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continued Table 4

Items Principal Comf;((:)nents method Maximum Lili\g;hood method
4 4, a5 4, 4, a, a3 4y
6 ,30 ,01 ,74 12 ,36 ,03 12 ,51
7 ,20 ,08 ,81 ,22 ,23 ,10 17 ,89
8 ,64 ,23 ,24 -,02 ,59 ,19 ,00 18
9 ,19 ,64 -,25 ,04 13 ,51 ,06 -,08
10 ,71 ,09 ,00 12 ,60 ,09 ,03 ,08
11 ,69 ,22 ,19 .17 ,67 ,18 -,06 ,05
12 ,62 -,02 ,37 -,09 ,62 -,01 ,04 17
13 , 74 -,02 11 ,06 ,66 ,01 ,07 11
14 ,74 -,16 ,02 12 ,64 -,09 ,03 ,05
Items MINRES method (Piﬁixmre;g‘;in)
1 ,05 24 ,61 ,20 ,10 ,37 ,61 ,36
2 ,02 24 ,85 ,09 ,06 ,40 ,93 ,29
3 21 ,57 12 -,02 24 ,57 ,26 13
4 -,12 71 17 18 -,04 ,17 ,33 24
5 -,04 ,68 17 17 ,04 ,74 ,33 ,25
6 ,35 ,03 14 ,52 42 12 21 ,65
7 24 ,09 ,19 ,83 ,34 24 ,30 ,87
8 ,59 ,19 ,02 17 ,62 ,23 ,09 ,35
9 13 ,55 ,06 ,10 15 ,52 15 ,00
10 ,60 ,10 ,06 ,06 ,61 13 ,08 ,25
11 ,66 ,18 ,08 ,09 ,69 ,19 ,01 ,25
12 ,61 -,02 ,00 21 ,65 ,03 ,08 ,36
13 ,67 ,00 ,05 ,09 ,68 ,06 ,10 ,28
14 ,64 -,10 ,05 ,04 ,63 -,05 ,04 22

Configuration of factor loadings after rotation (14 items): 1 — “Freedom”, 2 — “Independence”, 3 - “Success”,
4 — “Enjoying life”, 5 - “Pleasure”, 6 — “Beauty”, 7 - “Harmony”, 8 - “Obedience”, 9 - “Wealth”, 10
- “Tradition”, 11 - “Moderation”, 12 — “Humbleness”, 13 - “Acceptance”, 14 - “Devotion”
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Stage II - Confirmatory Factor Analysis (CFA)

In this section we’'ve implemented CFA to test the extracted factors. In CFA model
we used:

1. Maximum Likelihood method (with Varimax rotation of Lawley’s, where fac-
tor loadings proceeded through iterations). Thus we eliminated the uncertainty and
subjectivity that strongly appeared in PC),

2. Generalized Least Squares (with Promax rotation) [1].

Appied measures of goodness of fit consisted of different types of indexes. For
each of them results were displayed next to their mathematical notation. Their detailed
description can be found in the work Sztemberg-Lewandowska [18].

The applied statistical test Chi-square (on the importance of fitting the model to
data) in ML method (with function Fj;;) reached the level 32 = 56,88 at df = 41 and
p = 0,059. It points to a value equal 0,059 of significance and is therefore greater
than commonly accepted 0,05. One must therefore reject the hypothesis of no linear
relationship between observed variables (items). It is noteworthy that this level (of 0,05)
is exceeded only 0,009 [table 5]. Therefore it can be further inferred that correlations
between factors are either weak or they are strong only for sake of two factors (as
evidenced by the values of the correlation factors in table 6).

The value of significance (in GLS method with the function Fg;g) — reached a level
of 0,152, and is much larger than 0,05.

Table 5

Goodness of fit measures for 4 factors

ML
Chi-kwadrat df a
56,88 41 0,059
GLS
50,28 41 0,152

Calculated indexes GFI (Goodness-of-Fit) and AGFI (Adjusted Goodness-of-Fit
by Joreskog and Sorbom) — (with the range [0, 1]) mark a good match to presented
data model:

GFI = 1—W=093and
F|S, 2 ’
N (10
GFI =1 —(Tf})m =1 _Tﬁ(l —GF[) = 0,90

The high level of fit in the data is also proved by indexes such as NFI (Normed
Fit by Bentler and Bonett, — whose values typically are placed in range of [0, 1]
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and NNFI — Nonnormed Fit Bentler and Bonett — where values fall even outside the
range [0, 1]):

4 F
- h _ h _
= t=lop =088 (17)

(%7 1df,) = (2 1df,) — (Fi/df)) = (F,/df,)
MWFL=""0gr =1~ (Fidfy-((n-1)) (18)

Parsimony Goodness-of-Fit (by James, Mulaik and Brett) gives penalty for less
restricted models (where more estimated parameters appear). In this index, values
are always smaller than by indexes GFI and AGFI.

d
PGFI = d—j}GFl ~ 0.69 (19)
n

And finally the calculated RMSEA (Root Mean Square Error of Approximation)
reached the level of 0,06. It measured the bad fit of data associated with model.
Theoretically the closer its value to zero, the better the level of fit.

From table 6, we notice actually no correlations between other factors (which
in fact proves to be orthogonal) except: 1) “Hedonistic Consumerism” and “Freedom
— Independence” and 2) “Life Sensititiveness” and “Conservatism”. Therefore it was
decided to merge factors with numbers: 1 and 3 and respectively 2 with 4 (table 7).

Table 6

Correlations between factors in ascending order

Factors Level
Free Independence — Conservatism 0,13
Life Sensititiveness — Hedonistic Consumerism 0,10
Hedonistic Consumerism — Conservatism 0,11
Life Sensititiveness — Free Independence 0,12
Hedonistic Consumerism — Free Independence 0,52
Life Sensititiveness — Conservatism 0,54

Stage III — Interpretation of constructs in context of their utility for marketing
activities

Initially in EFA model, we found four constructs altogether (table 7). Their con-
tents were interpreted against the background of different areas aggregating particular
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items. Construct one consisted of items such as: “Obedience”, “Tradition”, “Moderation”,
“Humbleness”, “Acceptance”, and “Devotion”. Owing to specific structure of this com-
position and items characteristics, we've decided to give it a name “Conservatism”. But
after CFA “Conservatism” construct was supplemented with two more items taken out
from construct “Life sensitiveness”. Those added items were “Beauty” and “Harmony”.
Respondents in this group highly valued attributes of nature and arts, serenity, peace,
predictability and stabilization in every field of their live.

Table 7
Factors exctracted in EFA and confirmed in CFA
Exploratory Factor Analysis
Conservatism Freedom
n Hedonistic Consumerism (2) Life Sensitiveness (3) _ Independence (4)
Obedience Success Beauty Freedom
Tradition Enjoying life Harmony Independence
Moderation Pleasure
Humbleness Wealth
Acceptance
Devotion

Confirmatory Factor Analysis

Conservatism Hedonistic Consumerism

+ Life Sensitiveness + Freedom - Independence
Obedience Success

Tradition Enjoying life

Moderation Pleasure

Humbleness Wealth

Acceptance Freedom

Devotion Independence

Beauty

Harmony

Legend: Items underlined, mean they have been added on CFA model

Next construct — “Hedonistic Consumerism” was loaded with items such as:
“Success”, “Enjoying life”, “Pleasure”, “Wealth”. This type of construct was also sup-
plemented with items such as “Freedom”, “Independence”.
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Stage IV — Multidimensional scaling (MDS) segmentation on constructs and AIOD
variables

In MDS analysis, confirmed factors were analyzed across selected AIOD variables
(table 2). The principles of MDS can be summarized in three-stage process:

- examination of structure containing objects or variables in matrix by defining
their dimensions on the basis of similarities or preferences,

— visualization of data in n - dimensional space at r < m relationships taking
place between analyzed objects or variables,

— calculation distances a,.j in matrix and finding accurate level of data fit in the
model.

In our example, we chose ALSCAL model (Alternating Least Squares Scaling)
based on iterations. In this model one can take into account the measurement based
on: 1) scale — both interval, ratio or order, 2) complete and incomplete data, 3) sym-
metrical and asymmetrical designated values of the data [12]:

R 1
. |22 (- az ) )

LT
S\ 2 DI : (20)
J

k=1
i

AISCAL is preceded by SSTRESS function [19]:

S =200 (d2, —d3,) . 1)
i j k

More detailed information about the proces of model estimation, can be found
in Zaborski’'s work [23].

In order to check the level of fit in our data with considered model we used addi-
tionally the squared correlation RSQ [12] which explains the proportion of variance
of the scaled data in the partition that is accounted by its corresponding distance. In
RSQ it is assumed that when using the method of MDS, an S - value less than 0,2
is “considered acceptable” for 2-dimensional solution. As a result RSQ square is high
enough to capture substantial proportion of variance if it is above 85%. If two condi-
tions are met (e.g. S < 0,20 and RSQ > 0,85 a 2-dimensional solution is a parsimoni-
ous one, that provides a sufficient explanatory power. A 3-dimensional one is “more
complex” and adds little explanatory power. Thus a 2-dimensional solution (as it is
in our case both for Male and Female group) can sufficiently reflect the information
embedded in data.

Normally, ALSCAL is used to provide a visual representation of a complex set of
relationships that can be scanned at a glance. Since maps on paper are 2-dimensional
objects, this method translates technically to finding an optimal configuration of points
in 2-dimensional space. However, the best possible configuration in 2 dimensions may
be a very poor, highly distorted, representation of data. If so, this will be reflected in
a high stress value. When this happens, one has two choices: one can either abandon
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ALSCAL as a method of representing of data, or one can increase the number of
dimensions. The problem is that with increasing dimensions, researcher must estimate
an increasing number of parameters to obtain a decreasing improvement in stress.
The result is model of the data that is nearly as complex as the data itself.

In our MDS analysis, the male group of respondents achieved S = 0,163 and
RSQ = 0,887 in fourth iteration and respectively in female group S = 182 and
RSQ = 0,858 in sixth iteration. Therefore we can infer that both models fit the data
suitably. Obviously when the MDS map perfectly reproduces the input data, f (x;) - d;;
that is for all i and j, the stress is then zero. Thus, the smaller the stress, the better
the representation.

Table 8
Coordinates for items (observed variables) and selected AIOD variables
Htems Male Female

Dim. 1 Dim. 2 Dim. 1 Dim. 2
1 — ,Obedience” 0,54 -0,20 -0,53 -0,01
2 — Tradition” 0,68 0,20 -0,86 0,15
3 — ,Moderation” 0,62 -0,37 -0,84 -0,31
4 — ,Humbleness” 0,96 -0,27 -0,85 0,45
5 — ,Acceptance” 0,88 -0,24 -0,98 0,26
6 — ,Devotion” 1,05 0,05 -1,12 0,02
7 — ,Success” -0,69 -0,17 -0,37 -0,56
8 — ,Enjoyment” -0,97 —-0,45 0,33 -0,59
9 — ,Pleasure” -1,04 -0,31 -0,26 -0,44
10 — ,Wealth” -0,97 0,05 -0,54 -0,99
11 - ,Beauty” 0,59 -0,60 -0,43 0,42
12 - ,Harmony” -0,03 -0,32 -0,41 0,70
13 — ,Freedom” -0,61 0,12 -0,01 0,53
14 - ,Independence” -0,70 -0,03 0,14 0,35
15 — ,Technology” 0,50 1,36 0,93 0,39
16 — ,Extrovert” -0,49 1,14 0,96 0,79
17 — ,Advert” 0,70 1,03 0,74 1,07
18 — ,Local” -1,03 0,81 1,11 -0,11

Legend:

Item Values: 1 - “Obedience”; 2 - “Tradition”; 3 - “Moderation”; 4 — “Humbleness”; 5 — “Acceptance”;
6 — “Devotion”; 7 - “Success”; 8 - “Enjoyment”; 9 — “Pleasure”; 10 - “Wealth”; 11 - “Beauty”; 12 — “Harmony”;
13 - “Freedom”; 14 - “Independence”.

Personality Types: 15 - “Technology” (Technologically up-to-date); 16 — “Extrovert”; 17 — “Advert” (Advertising-
conscious), 18 — “Local” (Locally oriented)

Performed activities: 19 — “Party” (going out for a party); 20 — “Tv” (watching Tv); 21 — “Book” (reading book)
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When looking at a map that has non-zero stress, one must keep in mind that the
distances among items are imperfect and representations of the relationships given by
data are distorted. The greater the stress, the greater the distortion. However, one can
rely on the larger distances as being also accurate. This is because the stress function
sometimes accentuates discrepancies in the larger distances. Fortunately in our case,
— the analyzed data and calculated Stress values for both groups reflect good fit.

Having based on 2 maps (with variables - see tables 2 and 7) one can make their
appropriate interpretation. There is still one (technically speaking) important thing to
realize about those maps. That is the orientation of the picture is arbitrary. Thus map
representation of distances between customers’ values and their personality character-
istics as well their selected actitivities, must not be oriented such that “Conservatism”
(with set of items) is up and “Hedonistic Consumerism” (set of items) is down. In
fact, “Conservatism” might be down and “Hedonistic Consumerism” might be up. All
that matters in this type of interpretation with these maps is which point is close to
others and where “reasonable dimensions” or at least coherent configurations exist.

Stage V - Interpretation of MDS results in marketing context

In the map 1 and the dimension 1 (describing young men from male group), we
may conclude that the those respondents valuing “Pleasure”, “Enjoyment”, “Success”,
“Freedom”, “Wealth”, “Independence” from one hand, are inherently “Extroverts” and
“Locally oriented” and spend their spare time on reading books. Members of this group
are generally well-read, hard — headed, goal-oriented and intelligent.

In turn, young people - e.g. in group of men who prefer “Tradition”, “Acceptance”,
“Humbleness”, “Moderation” and “Devotion” are more often “Advertising-conscious” and
even “Technologically up-to-date”, which makes them more susceptible to advertising
campaigns and all kinds of technological product innovations such as new types of
mobile phones. They prefer to spend their time on watching television or entertain-
ment activities outside home.

Men distinguish from young women by their professed values and their personal-
ity types as well their activities.

Moreover as we can observe (map 1) in first quarter, values such as: “Success”,
“Enjoyment”, “Pleasure”, or “Independence” are related to activity “Book reading”. In
second quarter there are values: “Obedience”, “Acceptance”, “Moderation”, “Humbleness”
and quite surprisingly value — “Beauty” that is connected with “Tv watching”. In third
quarter, “Independence”, “Wealth” and “Freedom” is related to “Locally oriented” youth

and “Extroverts”.
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Dimension 1

Map 1. Male group of respondents

As far as female group of respondents is concerned (2 map), distinctions are not
so clear as compared to male group. Young women seem to be more of complex char-
acter and personality type. Simply saying they have contrary configuration of traits as
compared to men’s group. First of all, they highly value: “Devotion”, “Humbleness”,
“Tradition”, “Acceptance”, and “Harmony”, but at the same time they’re strongly inter-
ested in preserving in their life values such as: “Freedom”, “Independence” or sustaining
“Beauty”. Obviously they strive to hold on to and mix “Conservatism” with “Hedonistic
Consumerism” values. And those women (in the first quarter) who prefer “Pleasure”,
“Success” and “Enjoyment”, also long for “Moderation”, which might be a little bit
confusing in men’s map configuration.



164 Piotr Tarka

1,2
e === ] — advertise
I q. -=-r " o ~-_ IVq.
-7 -~
1,0 e S
- - . ~ N
extroversist
08 / P L N
, harmony N
/ L \
P \
0)6 reeaom 1
humbleness Beauty ) /
0.4 \ [ ) ® independehce technological I/
: ® P
\\\ acceptance Y I S -
02 S radition - E i TEe= -
o Lo - R
£ devatio \/_»/Dbed-ie.nge =7 ~o Earty
o= 0]0 -~ — == >
2 v L local o -~
£ y L AN
A -02 4 : AN
/ moderation \
! \
0.4 [ pleasure \
’ i o 1
I\ suegess enjoymepnt /
0,6 \ ® (] /
\ /
\ /’
-0,8 N P
N
N wealth v 7
1.0 Se @ ® book... -7
’ ~o /.’ —
Iq. T~ e Il q.
-1,2 it =—="
-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Dimension 1

Map 2. Female group of respondents

Actually values and AIOD variables configurations in women group, are mixing
each other and they are not so constant as seen earlier in men'’s group. It also var-
ies across the choice of selection within direction of analysis that is depending on
particular dimension description. In short it changes from the perspective of visual
interpretation by researcher. However it must be admitted that, women (in third and
fourth quarters) are “Extroverts”, “Technologically up-to-date”, ,Advertisement-con-
scious” and simultaneously hold on to “Conservatism” and “Hedonistic Consumerism”
(jointly considered — as a certain way in their life style). Also young women in the
first and second quarters are more focused on “Hedonistic Consumerism” and they
are rather: “Locally oriented”, “Book reading” and “Tv watching”.

7. CONCLUSIONS

Finding the exact measurement model and method of estimation of the scores
in constructs (otherwise called latent variables or latent constructs) can be extremely
difficult challenge for any researcher. It is because of many various alternatives that
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analyst must simultaneously consider and choose, according to which a final (appropri-
ate or misleading) composition of constructs will be made. Certainly the measurement
statistical model helps to some extent understand and evaluate the scores coming from
the item responses making up a real construct. However by the time this construct
will be generated, one must along the way overcome dilemmas about which type of
model and method of estimation to choose, to make the best of it (e.g. either model
focusing only on the items and their relationship to the construct or model focusing
on the scores and their relationship to the construct).

Analytical problems also arise on the course of translation from scored responses
to locations on the respondents’ construct map — (which are made up of collections
of items grouped into a composite score, not readily observable by direct means).
Problems are usually related to:

— the distance between respondent and response on the construct map,

— distance between different responses on the construct map,

- difference between different respondents.

And number of p items (held in the data matrix) with quite various characteristics
unfortunately don’t simplify the identification of projected constructs and their later
explanation. For instance using factor analysis, it is actually possible to locate latent
constructs, but on the other hand it is sometimes difficult to judge whether selected
for analysis items and grouped together by extracted construct are the right ones. It
is because items can be (or should be) characterized not only on communality coef-
ficients but also in relation to the interpretability of particular factors (constructs),
in short, the items’ played role (sense or meaning) in the interpretation of construct.
Here once again the matter is open, whether choice of subjective or objective methods
in factors (constructs) consideration would be a better solution. Usually these aspects
are open and typically they are choices to be made.

As far as two constructs are concerned (confirmed in our analysis) one can
assuredly make the following conlusions for marketing purposes. “Conservatism” and
“Hedonistic Consumerism” constructs can be characterized towards certain targeted
by companies segments of the market. Each construct represents not only a set of
items, but above all it provides marketing information about suitable segment and
its customers (with applications not only to youth segment but also to many others).
Simply saying those constructs can work to marketing’s advantages. Through them
one may generate real ideas — concepts of marketing strategy and undertake effective
actions presence of different segments in the area of: 1) promotion (e.g. expression of
catching advertising slogans or selection of media communication such as: TV, press,
radio or Internet); 2) choice of appropriate distribution channels based on indirect
or direct customer preferred contact; 3) improved attributes in products and methods
of product launch into the market or 4) setting the adjusted price level for products
according to customers’ personal preferences.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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MODELE ZMIENNYCH UKRYTYCH - ROZWAZANIA NAD POMIAREM I GENEROWANIEM
KONSTRUKTOW W SFERZE WARTOSCI KONSUMENTOW

Streszczenie

W artykule autor wymienia i opisuje rézne typy modeli pomiarowych w zakresie tzw. zmiennych ukry-
tych. W pracy rozwaza on takze metode i technike analizy wynikéw w ramach identyfikacji ww. zmiennych
(w literaturze wystepujacych m.in. pod nazwg ,konstruktéw”). W niniejszej pracy omawiane sa réwniez
zagadnienia zwigzane z identyfikacjg tego typu zmiennych z perspektywy poziomu pomiaru tj.: 1) odlegtosci
pomiedzy respondentami i ich odpowiedziami na tzw. mapie konstruktu (zmiennej); 2) odleglosci pomie-
dzy samymi odpowiedziami na mapie i 3) badaniu réznic pomigdzy respondentami. Dalsza czg¢$é artykutu
skoncentrowana jest na opisie dwéch klasycznych modeli analizy zmiennych ukrytych, opartych m.in. na
metrycznych cechach pomiarowych: EFA (Eksploracyjnej Analizie Czynnikowej) i CFA (Konfirmacyjnej
Analizie Czynnikowej). W pierwszej kolejnosci rozwazana jest eksploracyjna analiza czynnikowa, ktéra to
autor wykorzystuje do identyfikacji i opisu konstruktéw (warto$ci konsumentéw). W wyniku tej aplikacji
(na podstawie 22 wlgczonych do analizy pozycji i ich wynikéw zgromadzonych z wcze$niejszych przepro-
wadzonych badan empirycznych), wygenerowano wstepnie 4 konstrukty, ktérym nadano nastepujace nazwy:
,Konserwatyzm”, Wolno$¢”, ,Hedonistyczny konsumeryzm” i ,\Wrazliwo$¢ zyciowa” - inaczej ,\Wrazliwo$¢ na
otoczenie”. Nastepnie autor tworzy modeli CFA, gdzie redukuje liczbe zmiennych z 22 do 14 i ostatecznie
tworzy 2 konstrukty: ,Konserwatyzm” i ,Hedonizm konsumpcyjny”. Na koncu artykutu, wyodrebnione kon-
strukty opisano na wybranych zmiennych z modelu AIOD, stosujac do tego celu skalowanie wielowymiarowe.
Konstrukty oméwiono réwniez w kontekscie dzialalno$ci marketingowej przedsigbiorstw.

Slowa kluczowe: Ukryte modele, konstrukty, wartos$ci konsumentéw

LATENT VARIABLE MODELS - ISSUES ON MEASUREMENT AND FINDING EXACT CONSTRUCTS
IN CUSTOMERS’ VALUES

Summary

In article author defines different measurement latent models and describes specify of measurement
latent constructs. In literature some examples of these models are: the “true - score” model of classical test
theory, the “domain score” model, item response model, factor analysis and latent class models. This work
also presents method of estimation that should be undertaken in the identification process of latent constructs.
Some aspects related with adjustments in the measurement model depending on distance between respondent
and their responses, are also discussed. Author describes them from the prospect of 1) distance between
respondent and response on the construct (variable) map; 2) distance between different responses on the
construct map and 3) difference between different respondents. Next going on to further description, author
considers two types of models based on metrical items characteristics: EFA and CFA. In the exploratory
factor analysis as a key latent variable model in constructs detection and their formulation is defined where
4 latent constructs are extracted. These four detected constructs (based on earlier set of 22 value items)
were given the following names: “Conservatism”, “Freedom-Independence”, “Hedonistic Consumerism”,
and “Life Sensitiveness”. Secondly there is implemented CFA model which reduces number of value items
from 22 to 14, containing only two latent constructs called “Conservatism” and “Hedonistic Consumerism”.
Additionally those constructs were in the end, described with selected AIOD variables where MDS was
applied. And at last constructs were defined in context of their utility for marketing activity.

Key words: Latent models, constructs, customers’ values
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LOSOWE I NIELOSOWE PROBY W BADANIACH STATYSTYCZNYCH

WPROWADZENIE

Jednym z istotnych etapéw projektowania badania probkowego (niewyczerpujg-
cego) jest okreslenie techniki wyboru préby (ang. sampling technique). Badacz musi
najpierw rozstrzygnaé, czy bedzie to ktéras z grupy technik probabilistycznych (loso-
wych) czy nieprobabilistycznych (nielosowych). O wyborze tym decydowaé mogg: zakres
posiadanych lub dostepnych informacji o populacji, zamiar wykorzystania wnioskowania
statystycznego do uogélnien na badang populacje, budzet przeznaczony na badanie,
czas realizacji badania, i inne czynniki. Wskazanie konkretnej techniki albo kombinacji
technik prébkowania, wigzaé sie bedzie dalej z tak waznymi kwestiami, jak: sposéb
okreslenia liczebnosci préby, mozliwo$é wlaczenia do badania juz posiadanych infor-
macji (a priori) o populacji, wybér metod uzupetnienia (imputacji) brakéw w danych
zebranych od respondentéw.

Celem tego opracowania jest scharakteryzowanie wplywu, jaki na wybér techniki
probkowania majg coraz doskonalsze sposoby gromadzenia i przetwarzania danych
o réznych populacjach poddawanych badaniom. Dynamiczny postep technologiczny,
ktérego doswiadczamy od kilku dziesiecioleci, oddziatuje w sposéb znaczacy na wszyst-
kie etapy procesu projektowania badania probkowego, w tym na decyzje o sposobie
doboru préby badawczej. Dzieki temu postepowi coraz wiecej wiemy o wielu zbio-
rowo$ciach poddawanych badaniu, i naturalna staje si¢ potrzeba wykorzystania tej
wiedzy juz na etapie wyboru préby badawcze;.

1. PROBA LOSOWA CZY NIELOSOWA?

Dla statystyka dylemat, czy préba powinna by¢ losowa czy nielosowa, wlasciwie
nie istnieje. Teoria klasycznego wnioskowania statystycznego oparta jest na modelu
matematycznym, w ktérym zaklada sie, ze do préby dostajg sie jednostki wygenerowane
przez mechanizm losujacy, ktéry kazdej jednostce populacji daje takg sama szanse zna-
lezienia sie w probie. Statystyka dostarcza znacznie wiecej sformalizowanych narzedzi
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wnioskowania w sytuacji, gdy do wspomnianego modelu matematycznego moze sie
odwola¢, anizeli wtedy, gdy préba zostaje pobrana z populacji w inny sposéb. Gtéwng
zaletg prob probabilistycznych, w szczegblno$ci préby losowej prostej, jest mozliwosé
stosowania w dalszej analizie (wnioskowaniu) zasad rachunku prawdopodobienstwa
(stad nazwa: préba probabilistyczna, ang. probability — prawdopodobienstwo). Tam
gdzie nie ma préby losowej, mechanizmu losujgcego, czy wreszcie zdarzen losowych,
tam nie ma zastosowania klasyczny rachunek prawdopodobienstwa. Jaka jest wiec
rola prawdopodobienstwa we wnioskowaniu statystycznym, i czy oznacza to, ze préby
inne niz losowe (nieprobabilistyczne) sa mniej warto$ciowe w badaniach probkowych?
Zanim odpowiemy na te pytania i uzasadnimy, Zze préby nielosowe odgrywaja takze
wazng role w praktyce wielu badan, przyjrzyjmy si¢ najpierw roli prawdopodobiefistwa
we wnioskowaniu statystycznym.

2. PRAWDOPODOBIENSTWO I PROBY LOSOWE

Przede wszystkim warto zauwazyé, ze najwazniejsze elementy wnioskowania
statystycznego, w tym okreslenie wielkoSci préby, interpretacja wynikéw estymaciji
i testowania hipotez, charakterystyka wielkosci btedu, wszystkie one w sposéb bez-
poséredni odwotuja sie do prawdopodobienstwa. Oznacza to, ze u samych podstaw
najwazniejszych aspektéw wnioskowania statystycznego lezy zalozenie o mozliwosci
stosowania rachunku prawdopodobiefistwa (zalozenie losowo$ci proby badawczej).
Prawdopodobienstwo otrzymuje tutaj interpretacje czestoSciowg — jedng z czterech naj-
popularniejszych interpretacji, obok: klasycznej, logicznej i personalistycznej (subiektyw-
nej)!. Interpretacja czesto$ciowa oznacza, ze prawdopodobiefistwo zdarzenia definio-
wane jest jako granica czesto$ci wzglednej zdarzen elementarnych sprzyjajacych temu
zdarzeniu, przy liczbie doSwiadczen dgzacej do nieskoniczonosci. W praktyce rozumieé
je nalezy jako czesto$¢ wzgledng odpowiadajacg duzej liczbie do§wiadczen wykonanych
w identycznych warunkach. W tym kontekscie interpretuje sie wlasno$ci estymatoréw
wykorzystywanych we wnioskowaniu. Na przyktad, nieobcigzenie estymatora oznacza, ze
przy duzej (rosnacej do nieskonczonosci) liczbie losowan ustalonej wielkosci préby, prze-
cietna warto$¢ estymatora w tych prébach réwna sie wartoSci szacowanego parametru.

W estymacji przedzialowej prawdopodobienstwo wystepuje explicite, jako poziom
ufnosci (1 - ), ktéry interpretowac nalezy jako czesto$¢ wzgledng liczby przedziatow
ufnosci pokrywajacych szacowany parametr populacji w wielokrotnie powtarzanych
losowaniach préb, z ktérych kazda okresla wlasne granice przedziatu ufnosci. Gdyby
te sama procedure wielokrotnie powtarzanych préb zastosowaé do technik nieloso-
wych prébkowania, w ktérych mechanizm generowania obserwacji w prébie nie jest
losowy, to nie byloby zadnych podstaw do zastosowania rachunku prawdopodobien-
stwa. W konsekwencji, poziom ufnosci nie posiadalby intepretacji méwiacej cokolwiek
o prawdopodobienstwie popelnienia (lub niepopetnienia) bledu w przedzialowej estyma-
cji parametru. Dlatego zastosowanie podanej wyzej interpretacji do estymacji opartej na
prébach nieprobabilistycznych (nielosowych) uznaé nalezatoby za nieupowaznione.

1 Szerzej na ten temat por. Szreder [1994] i [2010a].
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Podobnie rzecz si¢ ma z testowaniem hipotez statystycznych2. Pojecie prawdo-
podobienstwa wystepuje tu wprost jako poziom istotnosci (@) — prawdopodobienstwo
popetnienia btedu polegajacego na odrzuceniu hipotezy, gdy w rzeczywisto$ci jest ona
prawdziwa. Prawdopodobienstwo popelnienia tego btedu jesteSmy w stanie ustalié,
bo potrafimy obliczy¢ czesto$¢ wzgledng nietypowych préb w diugim ciggu losowan.
Nietypowych préb, czyli takich, ktérych struktura - rézna od struktury populacji —
wskazuje na nieprawdziwo$¢ sprawdzanej hipotezy, podczas gdy faktycznie hipoteza
ta jest prawdziwa. Wiemy z jakg czestotliwoscig takie nietypowe proby sie pojawiajg
w losowym mechanizmie generowania obserwacji z populacji i na tej podstawie okre-
$lamy prawdopodobienstwo btedu. Zwréémy jednak uwage, ze prawdopodobiefistwo «
odnosi sie¢ wytacznie do niedoskonatosci mechanizmu losujacego, odpowiedzialnego za
tzw. btad losowania (ang. sampling error). Gdyby kto$ zapytal, czy prawdopodobien-
stwo popelnienia btedu polegajacego na odrzuceniu prawdziwej hipotezy uwzglednia
tez inne okolicznodci, ktére do takiego bledu moga prowadzié, jak na przyktad: brak
obserwacji na niektérych jednostkach préby (braki odpowiedzi respondentéw), pomytki
respondentéw, uchybienia w obliczeniach statystycznych, to oczywiscie odpowiedz
brzmi - nie. Blad losowania i przypisane mu prawdopodobiefistwo nie uwzgledniajg
niczego poza niedoskonato$cig samego aktu losowania. A jezeli tak, to zrozumiale
jest, ze blad ten nie wystepuje tam, gdzie w ogéle losowania nie ma. W technikach
nieprobabilistycznych prawdopodobienistwo to (a) nie mialoby Zadnej interpretacji.
Zdarzajace si¢ zastosowania teorii weryfikacji hipotez do préb nielosowych powoduja,
ze traci si¢ w tych warunkach mozliwo$é okreslenia prawdopodobienistwa podjecia
blednej decyzji, a takze mozliwo$¢ interpretacji przyjetego poziomu istotnosci.

Do prawdopodobienstwa odwotujemy sie takze w waznym zagadnieniu okresSlenia
niezbednej wielkoSci préby badawczej. Zwréémy najpierw uwage, ze pytanie: Jak duza
powinna byé w danym badaniu préba? jest niepelne i trudno jest na nie w ogéle odpo-
wiedzieé, jezeli nie poda sie jakiego$ kryterium precyzji lub doktadno$ci wnioskowania,
ktére maja by¢ spetnione. Dopiero w polaczeniu z takim kryterium, pytaniu o liczebnosé
proby mozna nada¢ odpowiedni sens logiczny i sformulowac je za pomoca wiasci-
wych kategorii statystycznych. Na przyktad: Jaka powinna byé liczebnosé préby, aby
przecietne odchylenie uzyskanych w badaniu ocen od prawdziwej wartosci szacowanego
parametru nie réznilo si¢ wiecej niz o 2% lub o 5 jednostek miary, w ktérej wyrazona
jest badana cecha? W badaniach prébkowych przyjeto si¢ najczesciej stosowaé tacznie
dwa kryteria:

- $redni lub maksymalny btad, rozumiany jako réznica miedzy oceng z proby
a prawdziwg warto$cig parametru w populacji (np. w badaniach opinii, w ktérych
szacowany jest wskaznik struktury, przyjmuje si¢ zwykle, ze maksymalny btad jest nie
wiekszy niz +/-3%);

- poziom ufnoéci (1 - «), czyli prawdopodobienistwo, z jakim przedzial o postaci

ocena z proby +/- btad

zawiera prawdziwg warto$¢ szacowanego parametru.

2 Szerzej zagadnienie to zostalo oméwione w poprzednim numerze ,Przegladu Statystycznego”,
M. Szreder [2010b].
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Tak sformulowane zadanie okre$lenia minimalnej liczebnos$ci préby, dla ktorej
spelnione sa zadane kryteria, nie stanowi w wiekszosci schematéw losowania powaz-
nego problemus3.

Zwr6émy wszakze uwage na istotny element tego wywodu. ZatozyliSmy implicite,
ze badacz postuguje sie probg probabilistyczng, czyli ze przy selekcji elementéw do
proby stosuje jedna z technik probabilistycznego wyboru. Bez tego zalozenia nie jest
mozliwa kontrola ani $redniego btedu, o ktérym wspomnieliSmy, ani wspétczynnika
ufnosci, ktéry — jak stwierdziliSmy wcze$niej — nie ma racji bytu we wnioskowaniu na
podstawie préb nieprobabilistycznych (nielosowych). Oba kryteria, ktére wyzej wypunk-
towaliSmy, wigza sie bezposrednio z losowaniem préby, a nie z jakimkolwiek innym
sposobem jej wyboru.

3. PRZESEANKI I KONSEKWENCJE NIELOSOWEGO WYBORU PROBY

Jak juz wspomnieli$my, rezygnacja z losowego generowania obserwacji do préby
oznacza niemozno$¢ stosowania we wnioskowaniu pojecia prawdopodobienstwa,
przynajmniej w jego klasycznej i czestoSciowej interpretacji. W konsekwencji badacz,
decydujgc sie na nielosowy dobér proby, $wiadomie rezygnuje z rachunku prawdopo-
dobienstwa, a co za tym idzie takze z klasycznej Neymanowsko-Pearsonowskiej teorii
wnioskowania statystycznego. Mogloby sie wiec wydawaé, ze techniki nielosowego
doboru proby sg tym gorszym wariantem, wymuszonym okoliczno$ciami, ktére nie
pozwalajg na zastosowanie technik probabilistycznych. Do niedawna bylo to dosé
powszechne rozumowanie, czego wyrazem byl miedzy innymi brak zainteresowania
statystykéw nielosowymi technikami prébkowania. W rzeczywisto$ci okazuje sie, ze
istniejg sytuacje wymuszajace zastosowanie techniki nielosowej, ale sa tez takie sytuacje,
w ktérych techniki te sa szansa, a nie koniecznoscia. Koniecznos$cia stajg sie¢ woéwczas,
gdy trudne lub niemozliwe jest zapewnienie kazdej jednostce populacji réwnej moz-
liwosci dostania si¢ do préby (np. z powodu braku operatu losowania, albo ztej jego
jakosci). Niekiedy inne czynniki moga decydowaé o tym wyborze, na przyktad krétki
czas na realizacje badania albo skromne $rodki finansowe. Wszystko to moze sprawié,
ze — na przyklad - dla wewnetrznie zréznicowanej populacji badacz zdecyduje sie
na zastosowanie techniki doboru kwotowego préby (nieprobabilistyczbnego), zamiast
bardziej czasochtonnego losowania warstwowego. Szerszego wyjasnienia wymagaja
za$ okolicznosci, w ktérych wybor techniki nielosowej nie jest niczym wymuszony,
lecz jest $wiadomie stosowany, dzieki walorom danej techniki.

Analogicznie jak w punkcie 2, przyjrzyjmy sie najpierw kwestii prawdopodobien-
stwa. Nielosowy spos6b generowania zdarzen — powtérzmy — nie upowaznia do sto-
sowania klasycznej badz czesto$ciowej interpretacji prawdopodobienstwa. W praktyce
jednak coraz rzadziej mamy do czynienia z ,modelowg” sytuacja, w ktérej kazde
zdarzenie jest jednakowo mozliwe. Mimo to jednak, pragniemy nadal postugiwaé sie
pojeciem prawdopodobienstwa. Sledzac rozwéj teorii prawdopodobiefistwa nietrudno
zauwazy¢, ze zaréwno filozofowie, jak i matematycy poszukiwali takiego sposobu

3 Por. Barnett [1991], Bracha [1998], Steczkowski [1995], Zasepa [1972].
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pomiaru prawdopodobienstwa zdarzen, ktéry odzwierciedlatby biezacy stan wiedzy
o okreslonych zdarzeniach#. Powszechne byto i jest dgzenie do wykorzystania w oce-
nie prawdopodobienistwa catej wiedzy o zdarzeniu, nie tylko o jego prostym modelu
(takim jak w interpretacji klasycznej) i o obserwowanej czestosci wzglednej realizacji
tego zdarzenia w niezmienionych okolicznosciach (jak w interpretacji czestoSciowe;j).
W ten sposéb, w wyniku badafh m.in. T. Bayesa, L.J. Savage’a, B. de Finettiego> sfor-
mulowana zostala interpretacja personalistyczna prawdopodobienstwa, zwana inaczej
subiektywng. Przez subiektywne prawdopodobienistwo (ang. subjective probability) tego,
ze jaki$ sad na temat zdarzenia A jest prawdziwy, rozumie si¢ stopienn pewnosci (ang.
degree of belief) lub przekonania danej osoby o prawdziwosci tego sadu. Zgodnie z tg
interpretacja prawdopodobiefistwo na temat zdarzenia A jest przypisane do danej
osoby i moze by¢ rézne dla réznych oséb (ekspertéw) w zaleznoSci od ich stanu
wiedzy, do$wiadczenia, a nawet intuicji. W przypadku zdarzen jednostkowych lub
rzadko powtarzalnych jest to najczesciej stosowana interpretacja prawdopodobien-
stwad. Przede wszystkim jednak jej popularno$¢ wigze sie z rosngcymi wspotczesnie
zasobami informacji o réznych zdarzeniach, réznych populacjach, bedacych przed-
miotem zainteresowania statystykéw. Nieznane wcze$niej mozliwosci gromadzenia,
przetwarzania i przesylania ogromnych zbioréw danych kazg zwrécié uwage na fakt,
ze coraz rzadziej badacz znajduje sie w sytuacji zupelnego braku wiedzy o badanej
populacji. NajczeSciej wiedze takg, mimo ze czgstkowg i niedoskonalg posiada lub
moze posig$é. I problemem nie jest to, czy ja wykorzystaé, lecz jak ja wykorzystaé.
Jest to kluczowa sprawa dla zrozumienia zaréwno coraz $mielszego odwotywania sie
statystykéw do personalistycznej interpretacji prawdopodobienistwa, jak i coraz wigkszej
popularnosci préb nielosowych w badaniach niewyczerpujacych. Ostatecznym bowiem
celem wnioskowania statystycznego nie jest osiggniecie doskonalosci w prébkowaniu,
lecz jak najlepsze poznanie badanej populacji. Gdyby mechanizm losowania préby byt
doskonaty, to badacz nie miatby powodéw, by w niego ingerowaé. A ingeruje coraz
silniej, gdyz coraz bogatszg posiada wiedze o populacji, uzyteczng wiedze, ktérg prag-
nie wlaczy¢ do probkowania w celu poprawy jakoSci wnioskowania. Wiedze te ma
prawo ujgé takze w formie probabilistycznej, stosujgc personalistyczng interpretacje
prawdopodobienistwa.

Ingerencja badacza w klasyczny schemat proby losowej prostej jest widoczna
w powszechnie znanych schematach prébkowania, takich jak losowanie systematyczne,
czy losowanie warstwowe. W tym ostatnim szczegdlnie dobrze wida¢ przekonanie
o niedoskonato$ci modelu préby losowej prostej w sytuacji, w ktérej badacz zna (a priori)
zroznicowanie wewnetrzne populacji ze wzgledu na cechy istotne dla celu badania.

4 G.W. Leibniz w 1955 . pisal: Ale to, co prawdopodobne sigga dalej; trzeba je wydobyé z natury rzeczy,
a mniemanie 0séb o wielkim autorytecie jest jednq z rzeczy, ktére mogq si¢ przyczynicé do uprawdopodobnienia
jakiegos mniemania (G.W. Leibniz [1955], s. 307). Réwniez J. Bernoulli w swojej wczesniejszej pracy z 1713 1.
pt. Ars Conjectandi (,Sztuka przewidywania”) pisal o prawdopodobiefistwie jako o stopniu zaufania do
realizacji danego zdarzenia na podstawie posiadanej wiedzy o ogdlnych okolicznosciach tego zdarzenia.

5 Szerzej na ten temat, wraz z odpowiednimi odwotaniami bibliograficznymi por. M. Szreder
[1994].

6 Przyktady zastosowan subiektywnej interpretacji prawdopodobiefistwa w réznych zagadnieniach eko-
nomicznych podajg m.in.: H. Kowalczyk [2010], A. Holda i J. Pociecha [2009], oraz M. Szreder [2004].
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Ingerowanie za$ w mechanizm losowania, to nic innego jak stopniowe jego zastepowa-
nie wyborem opartym na informacjach apriorycznych o badanej zbiorowosci. Dlatego
wraz ze zwiekszaniem sie zasobéw informacji o badanych populacjach widoczna staje
sie tendencja do coraz czestszego korzystania w praktyce ze schematéw losowania
nieprostego’, a takze z technik nielosowego doboru préby, takich jak wybér kwotowy.
Gdy o wielokrotnie badanej populacji badacz posiada stosunkowo bogatg wiedze, to
kwotowy (nieprobabilistyczny) wybor proby moze sie okazaé lepszy od schematéw
probabilistycznych.

Obawy przed stosowaniem technik nielosowego doboru proby dotyczg przede
wszystkim kwestii mozliwo$ci oszacowania btedéw pojawiajacych sie przy uogdlnianiu
prawidlowosci zaobserwowanych w prébie na cata populacje. Techniki probkowania
nieprobabilistycznego nie zawierajg tego sktadnika bledu, ktéry w dotychczasowym
rozwoju statystyki zostal najlepiej poznany i opisany — bledu losowania (nazywanego
tez btedem losowym). A ten wtasnie btad jest nie tylko podstawowym i zwykle jedy-
nym btedem, ktéry w sposéb wymierny zostaje przypisany wynikom wnioskowania
w badaniach prébkowych8, ale jest ponadto podstawowym kryterium stuzacym okre-
$leniu liczebnosci proby (por. wyzej p. 2). W praktyce wiec osrodki badawcze stosujace
nielosowe techniki prébkowania, jezeli tylko do§wiadczenia ich sg wystarczajgco bogate,
odwolujg sie do zgromadzonych do$wiadczen i do wiedzy ekspertéw, aby w sposéb
skwantyfikowany okresli¢ btad, jaki moze wynikaé z postuzenia sie w opisie populacji
informacjami z proby (btad prébkowania). Tak postepuja znane polskie i zagraniczne
o$rodki badawcze w odniesieniu do czesto stosowanego prébkowania kwotowego.
Podkresli¢ jednak nalezy, ze w kazdym innym przypadku, gdy informacje o mozliwym
btedzie probkowania sg niewystarczajgce lub mato wiarygodne, charakterystyke popu-
lacji ograniczy¢ nalezy do opisu statystycznego, a nie wnioskowania statystycznego.
Zaobserwowane prawidtowosci w probie odnie$¢ mozna nadal do zbiorowosci, ktérej
proba ta jest reprezentantem, jednakowoz bez przypisywania im wielko$ci btedu lub
prawdopodobienstw ich prawdziwo$ci. Nieuzasadnione jest w tych okolicznosciach
postugiwanie sie metodami wnioskowania statystycznego.

4. PODSUMOWANIE

Zwickszajace sie zasoby informacji na temat réznych zbiorowosci poddawanych
badaniom statystycznym sprawiajg, ze w badaniach prébkowych Zrédiem informacji
nie jest juz wylacznie proba statystyczna, jak czesto bywato w przeszloéci. Posiadana
informacja a priori o badanej populacji staje sie réwnie waznym Zrédlem informacji
dla statystyka. W tym upatrywaé nalezy rosnagcej popularnosci nielosowych technik

7 0 wnioskowaniu dla préb nieprostych w wielu swoich pracach pisze prof. Cz. Domanski wraz
z zespotem, por. np. Cz. Domanski i K. Pruska [2000].

8 Pozostate sktadniki btedu catkowitego, jak wiadomo, o wiele trudniej poddaja sie pomiarowi. Ilustracja
tego faktu moze by¢ twierdzenie niektorych znanych statystykow, iz blad losowy jest nadmiernie badany
(sampling error is ,over-researched”). Sformulowanie to pojawilo si¢ m.in. w artykule znanych statystykéw
Richarda Platka i Carla-Erika Siarndala pt. Can a statistician deliver? opublikowanym w jez. polskim wraz
z dyskusja przez ,Wiadomosci Statystyczne” nr 4, 2001 r.
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probkowania, a takze innych niz klasyczna i czgstoSciowa interpretacji prawdopodo-
biefistwa. Rosngce mozliwo$ci gromadzenia i przetwarzania informacji statystycznych
powodowacé bedg - jak sie wydaje — upowszechnianie sie modelu wnioskowania opartego
na tacznej wiedzy o badanej populacji: a priori i z préby. Wiedza wstepna (a priori)
wykorzystywana bedzie na wszystkich etapach badania préobkowego.
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GRZEGORZ KRZYKOWSKI

FILOZOFICZNE KONCEPCJE ESTYMACJI STATYSTYCZNEJ

Estymacja jako obszar analiz statystycznych danych pomiarowych jest wyznaczona
trzema gléwnymi nurtami opisanymi w monografiach E.L. Lehmanna [9], J.W. Tukey
[15] i A. Gelmana ze wsp. [5]. Zagadnienia estymacji wystepujace w tych monogra-
fiach pojawiaja sie w wielu wcze$niejszych pracach, ale pelne prezentacje kierunkéw
estymacji zostaly szczegétowo opisane przez wyzej wymienionych autoréw.

1. REDUKCJA - TEORIA ESTYMACJI PUNKTOWE]J

Na wstepie postaramy sie odpowiedzie¢ na pytanie, jakie gtéwne koncepcje pro-
wadzg do rozréznienia podej$cia do estymacji. Przyczyn rozréznienia nalezy szukaé
w filozoficznej teorii nauki. W ksigzce E.L. Lehmanna [9] zaprezentowano teorie esty-
macji punktowej (poréwnaj réwniez [2]). W tej koncepcji przyjmujemy, Ze rzeczywi-
stemu zjawisku badawczemu przypisujemy model statystyczny sktadajacy sie z rodziny
rozkladéw. Zaktadamy, Zze rodzina rozkladéw jest indeksowana parametrem. Zwykle
przyjmujemy techniczne zatozenie dotyczace wlasnos$ci tej parametryzacji, na przyktad
identyfikowalno$¢ parametryzacji (przyktadowo poréwnaj [3]). Celem estymacji w tym
podejsciu jest wybor rozktadu (lub rozktadéw) z przyjetej rodziny, zgodnie z ré6znymi
kryteriami optymalizacji. Estymatorem jest rozklad lub zbiér rozkladow.

Wybranie rozktadu sprowadza sie na ogét do wybrania parametru rozktadu.
W najprostszym przykladzie przyjmujemy, ze badanemu zjawisku eksperymentalnemu
przypisujemy rodzing rozkladéw normalnych P = N(u, 02)}, gdzie u i 0? sg para-
metrami identyfikujagcymi rozktad z tej rodziny (u € (-, »), 02 € (0, ®)). Jesli x
stanowi realizacje proby losowej prostej (X;)!_, z tej rodziny, to uznajemy, ze Sred-
nia z préby X identyfikuje grupe rozktadéw normalnych o wartosci oczekiwanej X
i nieznanej wariancji.

W podejsciu praktycznym, warto$ci estymatora nadajemy stosowng interpretacje
(jest to warto$¢ oczekiwana), ale w sensie teoretycznym wyboér estymatora w tym przy-
padku jest sprecyzowaniem podzbioru rozktadéw w rodzinie rozktadéw normalnych.
Zwr6émy uwage, ze wynikiem estymacji jest podzbiér rodziny rozktadow.

W niektérych zagadnieniach jest to podzbidr jednoelementowy, w niektérych (jak
w powyzszym przykladzie) bardziej rozbudowany. Czesto staramy sie nada¢ wyniko-
wemu podzbiorowi rozktadéw pewng strukture funkcyjna.

Na przyklad przyjmujemy, ze zbiér parametréw jest podzbiorem przestrzeni
® € Rk i wynik estymacji traktujemy jako podzbiér rodziny rozktadéw wyznaczony
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przez podzbiér w ©. Sytuacje takie, w szczegdlnosci gdy wyposazymy zbiér parame-
tréw O w strukture przestrzeni liniowej, nazywamy estymacja parametryczng. Jesli
nie zadajemy parametryzacji lub nie uwzgledniamy jej struktury (na ogét liniowej),
to estymacje traktujemy jako nieparametryczng. Rozréznienie estymacji parametrycz-
nej i nieparametrycznej nie jest do konca jednoznaczne, jednak nie to jest gtéwnym
zagadnieniem w tym artykule. PrzejdZmy do dalszych zagadnien.

5 5
4 4t
3r 3
y ¥
2 ot
1 1+
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
X X

Rysunek 1. Regresja $redniokwadratowa i ,$redniokotowa”

Metod estymacji punktowej, czyli kryteriéw optymalizacyjnych implikujacych
wyb6r rodziny rozktadéw, jest bardzo duzo i kazdy badacz indywidualnie decyduje
o wyborze metody estymacji. Przytoczymy przyklad z zakresu znajdowania linii regres;ji.
Przyjmujemy, ze pomiary (x, v) stanowig realizacj¢ préby losowej prostej (X, ¥;)!_,
z rodziny rozkladéw dwuwymiarowych oznaczonej P, o ktérej zakladamy tylko tyle,
ze wartoSci oczekiwane rozkltadéw brzegowych sg skoriczone. Dla dowolnego rozktadu
dwuwymiarowego z tej rodziny istniejg stale (a, b) € R? takie, ze EY; = a + bEX;.
Problem znalezienia oszacowania dla parametréow a i b jest przedmiotem estymacji
punktowej. Zauwazmy jednak, ze w zagadnieniu tym rodzina rozkladéw jest nieiden-
tyfikowalna i de facto prowadzimy estymacje nieparametryczna.

Wréémy jednak do metody estymacji punktowej. Klasyczne podejscie pochodzgce
od A.M. Legendrea! opiera si¢ na metodzie optymalizacji sredniokwadratowej, w ktorej
estymatory @ i b sg zadane klasycznymi wzorami Legendrea.

Pewne zdziwienie wywotatoby napisanie estymatoréw dla wspélczynnikéw a i b
w postaci (patrz na przyktad [11])

. — 85,8, + /(5,52 — 45,5,
S '

1 Ostatecznie po dyskusjach historykéw statystyki, za twoérce metody najmniejszych kwadratéw uznano
Legendrea, a nie jak wcze$niej sadzono Gaussa [14]
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Najczesciej recenzenci publikacji, w ktérej zostataby podana taka estymacja nie
uznaliby jej za wlasciwa. Czy do korica mieliby racje?

Spéjrzmy na rysunek 1. Okazuje sie, ze estymacja klasyczna (Legendrea) opiera
sie na minimalizacji $redniokwadratowej odlegloéci na osi Y, a przytoczony estymator
parametréw a i b na minimalizacji $redniokwadratowej odleglosci punktu od prostej
(patrz na przyktad [11]). Estymacja klasyczna jest zdecydowanie prostsza w oblicze-
niach analitycznych, ale mozna jej wiele zarzuci¢ merytorycznie. Wspolczesnie, gdy
praktycznie wszystkie obliczenia statystyczne sg wykonywane w pakietach komputero-
wych, zastosowaé mozna bardziej skomplikowane obliczenia. Badacz powinien na tyle
zapoznal sie z zagadnieniem, nad ktérym pracuje, by méc okresli¢ jakie przestanki
leza u podstaw tej czy innej metody estymacji punktowej. Podstawg wyboru okreslo-
nej metody w estymacji punktowej powinno by¢ merytoryczne uzasadnienie wyboru
procedury optymalizacyjnej, a nie przywolanie klasycznych monografii, w ktérych
opisano konkretne standardowe metody estymacji punktowe;j.

W sensie filozofii nauki estymacje punktowa, polegajacg na wyborze podzbioru
rozkltadéw z zadanej rodziny rozktadéw, nalezy uznaé za forme rozumowania nazwa-
nego redukcja. Redukcja jest metodg wnioskowania, ktéra byta analizowana i rozwijana
przez polskich filozoféw tworzacych szkote lwowsko-warszawska (patrz [16]).

W ogdélnej metodologii nauk wyrézniamy pojecia ,racja” i ,nastepstwo”. W obszarze
znaczeniowym ,racji” znajduje sie rodzina rozktadéw, a w obszarze znaczeniowym
,nastepstwa” zesp6t danych pomiarowych. Wedlug jednego z twércow szkoly, Jana
ELukasiewicza, rozumowanie redukcyjne polega na znalezieniu ,racji” na bazie ,nastep-
stwa”. Rozumowanie to odpowiada procesowi estymacji punktowej2.

2. INDUKCJA - EXPLORACJA DANYCH

O ile metody estymacji punktowej tworzone byly przez dziesigtki, a nawet setki
lat, o tyle estymacja, ktérg mozna nazwaé eksploracja danych, powstata dos¢ rap-
townie. Powstanie metodologii EDA (Exploratory Data Analysis) wigzemy z pojawie-
niem sie ksigzki J.W. Tukeya o tym samym tytule3. Pojawienie sie tego podrecznika
uswiadomito statystykom podzial estymacji na metodologie EDA i wcze$niejsza CDA
(Confirmatory Data Analysis). Przed publikacjg monografii Tukeya [15] nie uwazano
za konieczne wyré6znienie tego podzialu. Metoda eksploracji danych stosowana byta
prywatnie, niejako lokalnie, w etapie wstepnym poprzedzajagcym metode estymacji
punktowej. Takie wykorzystanie eksploracji danych wynika ze zlozono$ci postepowa-
nia badawczego. Metoda EDA polega na analizie wynikéw pomiaréw bez wchodzenia
w nature probabilistyczng pozyskanych danych badawczych. Mozna wiec zapytaé, co
jest wynikiem takiej estymacji? W sensie teoretycznym odpowiedZ nie jest oczywista,
ale w sensie praktycznym owszem. Wynikiem estymacji sg wszelkiego rodzaju pod-

2 Konsekwencje koncepcji Lukasiewicza prowadzily do trudnoéci w klasyfikacji nauk, co bylo przed-
miotem dyskusji w ramach szkoly lwowsko-warszawskiej (patrz [1]).

3 Ksigzka [15] powstaje po wielokrotnych wczesniejszych publikacjach stanowigcych pierwotne sktadowe
ostatecznej publikacji. Fragmenty te funkcjonowaly w $rodowisku statystycznym w postaci niepublikowanych
odbitek przez ponad 20 lat.
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sumowujace wykresy. Nalezy podkresli¢, ze stosowanie eksploracji danych konczy sie
podsumowaniem w postaci opisu graficznego.

Wszelkie dalsze spostrzezenia badawcze sg juz konsekwencjg przyjrzenia sie wykre-
som zagregowanych danych. Niektére formy graficzne zaproponowane przez Tukeya
nie utrzymaly sie w takiej postaci, jak to zostato zaproponowane w jego monografii. Na
przyktad wykresy typu ,gatezie i liscie” (,stem-and-leaf”) nie wytrzymujg konkurencji
ze wspoblczesnymi histogramami, ale wykresy skrzynkowe (box-plot) zrewolucjonizowaty
prezentacje statystyczng. Dodatkowym czynnikiem, ktéry wptynat na efektywne wyko-
rzystanie metod eksploracji danych, jest rozwéj techniki obliczeniowej. Wspélczesne
pakiety statystyczne oferuja calag game graficznej prezentacji wynikéw pomiaréw,
z ktérych duza cze$¢ ma swoje zrédlo w prezentacjach Tukeya. Wykorzystanie pieciu
statystyk porzadkowych# i ich prezentacja graficzna pozyskata dodatkowe okreslenia3
i nowatorskg wspoétczesng oprawe graficzng. Idea pozostaje jednak przy koncepcji
Tukeya.

J.W. Tukey byt genialnym dzieckiem, genialnym studentem i genialnym naukow-
cem. Przez 40 lat pracowal w Bell Telephone Laboratories i jednocze$nie przez tych
40 lat byt cztonkiem wspdlnoty akademickiej Princeton. Jego mysl widaé¢ we wszystkich
znaczacych osiggnieciach matematycznych, poczynajagc od Pewnika Wyboru, a kon-
czac na procedurze FFT i analizie spektralnej®. Wspotuczestniczyl w niemal wszyst-
kich znaczacych projektach badawczych tamtych czaséw — poczgwszy od badan nad
bombg wodorowg? i prac nad konstrukcjg samolotéw U2, poprzez analize raportu
Kinsey’'a, udzial w opracowaniu spiséw ludnos$ci, wktad w podstawy rozwoju kom-
puteréw i wiele, wiele innych. Jego wyniki badawcze, jak zresztg wielu statystykow,
majg charakter pomocniczy i na ogét sg prezentowane w postaci wynikéw grupo-
wych. Pozostawal w przyjazni z najwiekszymi umystami konca XX wieku, poczynajac
od Feymanna, Ulama, Halmosa czy Fellera. Trudno przeceni¢ jego wplyw na rozwdj
statystyki. W pracy [4] D.R. Brillinger podaje 72 sformutowania statystyczne, ktére
uzyskaly nowe znaczenie w wyniku wplywu podejscia J.W. Tukeya, miedzy innymi,
takie jak ,ANOVA’, ,jackknife”, ,software”, ,Lemat Zorna”.

To symboliczne zaprezentowanie sylwetki J.W. Tukeya nalezy zderzy¢ z analizg
eksploracyjna. Tukey proponuje prostg, zeby nie powiedzie¢ prymitywng analize jako
fundament wnioskowania. Jest w tym co$, co cechuje wielkich ludzi. Ma $wiadomos¢,
ze dla ogromnej rzeszy badaczy, nie zawsze genialnych i czesto wykorzystujacych sta-
tystyke jako narzedzie, nalezy méwi¢ obrazkami, na ktérych znajduje sie prezentacja
zagregowanych danych w postaci kropek, kwadracikéw czy kreseczek. Wiele oséb
stosowalo i stosuje takg wstepna analize, ale trzeba bylo wielkiej osobowosci Tukeya,
zeby $wiat nauki zaakceptowal to podejscie jako wartosciowe dziatanie badawcze. Nie
stalo to sie od razu i do dzisiaj mamy pewien opér w akceptacji opracowania wyni-
kéw pomiaréw, w ktoérych nie przeprowadzono procedury testowania (w szczegélnosci
w publikacjach medycznych). Nie zawsze stusznie.

4 Statystyki Tukeya: Min, Qzs, Qs0, Q75, Max.

5 Na wykresach skrzynkowych prezentujemy dodatkowo pomiary ,odstajace” i ,ekstremalne”.

6 Fast Fourier Transform.

7 Tukey uczeszczal na wyklady Ulama z topologii, a potem juz w Princeton blisko wspotpracowali.
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Szereg publikacji, w szczegélnosci raportéw dotyczacych gospodarki, rozwoju
biznesu czy produkcji firmy, nie potrzebuje testowania. Celem tych raportéw jest
prezentacja obserwacji bez wchodzenia w strukture losowa przedmiotu obserwacji.
Prezentacje przeznaczone sg dla szerokiego kregu odbiorcéw, zatem musza by¢ dla
nich zrozumiate i czytelne. Stad mamy niezwykla wprost popularno$é¢ metod analiz
wskaznikéw gietdowych opisanych w ksigzce J.J. Murphy’ego [10]. Metody zawarte
w podreczniku Murphy’ego nie opieraja sie na strukturze losowej. Polegaja na wyob-
razeniu zachowania sie¢ warto$ci finansowych w postaci wykreséw wzbogaconych o li-
nie ograniczen, trendéw czy prezentacje zmiennosci. Przypomnijmy, ze w 2003 roku
Nagrode Nobla w zakresie ekonomii otrzymali Robert F. Engle i Clive W.J. Granger.
Autorzy ci, w swoich analizach statystycznych cen na gieldzie opieraja si¢ na wyjat-
kowo zaawansowanych modelach losowych i ich wyniki stanowig najbardziej ewiden-
tne zastosowanie CDA. Jednak ,$wiat finansowy” oglada wykresy $wiecowe lub fale
Elliotta, ktére sa w sferze opracowan EDA i te wyniki sg podstawg niezliczonej ilosci
czastkowych decyzji finansowych.

Na koniec powréémy do metodologii badain naukowych. Metode EDA nalezy loko-
waé w sferze mySli wywodzacych sie od Sokratesa8.

Jest to typowa postaé indukcji rozumianej jako wnioskowanie od ,szczegétu” do
,0gétu”. Dane empiryczne traktujemy jako przestanki szczegbélowe, a wnioski staty-
styczne dotyczgce analizowanego zjawiska badawczego okreslamy jako ,ogdét”. Na
przyktad pod filozoficznym pojeciem ,o0g6tu” mozemy rozumieé sentencje ,cena waloru
wzro$nie”.

Biorgc pod uwage, jak Sokrates w Dialogach platonskich dochodzil do defini-
cji danego ,przedmiotu”, ,cechy”, zauwazamy zbiezno$¢ z analizg eksploracyjna.
Stanowisko badawcze okreslone na przyktad w sformutowaniu ,cena waloru wzro$nie”,
jest konsekwencja wyabstrahowania analogii z szeregu obserwowanych zjawisk (zjawisk
dotyczacych dotychczasowego zachowania sie rynkéw finansowych). Formalnie rozu-
mujac, tak wlasnie postepujemy. Dysponujemy zbiorem wynikéw badawczych i poprzez
analize tych wynikéw wnioskujemy o konsekwencjach badawczych (patrz [12]).

3. DEDUKCJA - ESTYMACJA BAYESOWSKA

Estymacja bayesowska wymaga znacznej wiedzy matematycznej i intuicji badaw-
czej. Jest najtrudniejsza w stosowaniu, ale chyba najbardziej efektywna. Zobowigzuje
do najwyzszego poziomu dyscypliny i solidnosci badawczej.

Samg procedure postepowania mozna zapisa¢ w postaci schematu przedstawionego
na rysunku 2. Podej$cie Bayesa do estymacji ma charakter decyzyjny.

8 ,Sokrates stusznie poszukiwal istoty, poszukiwal bowiem sylogizméw i zasady sylogizméw, bo «to,
czym rzecz jest» [istota], jest punktem wyj$ciowym sylogizméw. [...] Dwa bowiem odkrycia mozna stusznie
przypisa¢ Sokratesowi: wnioskowanie indukcyjne i ogélng definicje, jedno i drugie dotyczy poczatku wiedzy”
(Arystoteles, Metafizyka, A 6, 987 b 1 nn).
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Rozklad
z rodziny P

Rozktad Rozktad
a priori a posteriori

Rysunek 2. Schemat procedury Bayesa

Zrodto: wyniki wlasne [7].

Podobnie jak w przypadku estymacji punktowej, proba losowa prosta pochodzi
z rozkladu z rodziny rozktadéw P. W przypadku podejécia Bayesa, zawsze rozklady
z rodziny P sa indeksowane parametrem. Jest to wiec sparametryzowana rodzina
rozktadow. Akcent badawczy jest przeniesiony z wyboru rozktadu z rodziny P na
wyb6r parametru. Postugujac sie prostym przyktadem powiemy, ze dgzymy do oszaco-
wania warto$ci oczekiwanej z proby losowej prostej, czy znajdujemy rozktad z rodziny
rozkladéw o wybranej wartosci oczekiwanej. W sensie praktycznym sa to identyczne
informacje, ale w sensie teoretycznym rozpatrujemy rézne przestrzenie. W pierwszym
przypadku jest to zbioér parametréw, za§ w drugim jest to zbiér rozktadéw. Z tym
problemem spotykamy si¢ juz w przypadku estymacji punktowej, jednak w podejsciu
bayesowskim rozréznienie zbioru parametréw i rodziny rozkltadéw jest daleko bardziej
istotne. Mozna przyjaé, ze skupiamy sie gtéwnie na parametryzacji rodziny. OczywiScie,
nadajemy jej sens empiryczny i staramy sie szczegdélowo zinterpretowaé znaczenie
i warto$¢ parametru identyfikujgcego rodzine.

Kluczowym zalozeniem w metodzie Bayesa jest nadanie zbiorowi parametréow
struktury probabilistycznej. Krétko méwige, przyjmujemy, ze parametr jest zmienng
losowa (wektorem losowym). Rozpatrzmy przyktad. Niech eksperyment badawczy
polega na obserwacji 100 klientéw supermarketu, z ktérych kazdy zakupi badZ nie
zakupi produkt z okres$lonej grupy produktéw. Przypisujemy naszemu eksperymentowi
rodzine rozkladéw dwumianowych z parametrem 6 € (0, 1). Parametr ten ma jasno
okreslong interpretacje. Odczytujemy go jako szanse na to, ze kazdy klient zakupuje
produkt z czestoscig 0. W zakresie szkoly $redniej w takim przypadku méwimy o praw-
dopodobienstwie sukcesu. Zawsze jednak mamy fragmentaryczng lub czastkowg wiedze
na temat parametru. Czesto proces badawczy zaczyna sie od obserwacji wstepnych czy
badan pilotazowych, ktére w konsekwencji wnoszg pewna wiedze na temat parametru
odpowiadajgcego szansie zakupu. Wiedza taka zostaje potraktowana jako informacja
wstepna i skondensowana w postaci rozkltadu probabilistycznego, jakiemu podlega
cecha losowa. Bardziej formalnie rozktad ten jest rozktadem zmiennej losowej (cechy
losowej) ® nazywanym rozkladem a priori (por. [8]).
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Zaczynamy wiec analize eksperymentu od dwéch kluczowych zalozen. W pierw-
szym zalozeniu przyjmujemy okre$long rodzing rozkladéw P indeksowang parame-
trem. W drugim zalozeniu precyzujemy rozktad parametru. Zaréwno przyjecie rodziny
rozkladow, jak i rozkladu parametru sg subiektywne i wyptywajg z profesjonalnosci
i merytorycznej wiedzy badacza na temat eksperymentu. W wyborach tych jednak
nie mozna wszystkiego maksymalnie upraszczaé¢. Nie nalezy réwniez niepotrzebnie
popisywac sie komplikacja wybranych rozktadéw. Podreczniki opisujace podejscie bay-
esowskie podajg szereg standardéw pozwalajgcych na skuteczne opisanie klasycznych
eksperymentéw badawczych.

Po wypelnieniu dwoch wyjSciowych postulatéw, dalsze postepowanie jest auto-
matyczne. Wynikiem estymacji uzyskanym na bazie wynikéw pomiaréw jest rozktad
parametru nazwany rozktadem a posteriori, ktéry otrzymujemy jako rozktad warun-
kowy parametru (jako zmiennej losowej ®) pod warunkiem realizacji préby losowej
proste;j.

Podkreslmy, ze procedura bayesowska polega na tym, ze rozktad a priori (,nasza
wiedza”) podlega transformacji w rozktad a posteriori (,wiedza modyfikowana pomia-
rami”), w ktérej role moderujaca odgrywa wyjSciowa rodzina rozkladéw P (patrz
rysunek 2). Poniewaz wynikiem estymacji Bayesa jest rozklad probabilistyczny, wiec
we wnioskach badawczych analizujemy charakterystyki tego wynikowego rozktadu.
Najczesciej jest to wartoé¢ oczekiwana®, jednak poniewaz wynikiem jest konkretny
jednoznaczny rozktad probabilistyczny, wiec prezentowana jest po prostu gesto$¢ tego
rozktadu (histogram). Dodatkowo podajemy kwantyle lub charakterystyki rozrzutu.

W sensie teoretycznym procedura jest do zaakceptowania i wydaje sie bardzo
efektywna. Problemem jest proces obliczeniowy. Jak wiadomo znalezienie rozktadu
warunkowego jest na ogét bardzo skomplikowane. Wlasciwie poza prostymi standar-
dowymi przyktadami (ktére zazwyczaj takze wymagaja duzej wiedzy z zakresu analizy
matematycznej) znalezienie rozktadu a posteriori, a czasami tylko jego charakterystyk
jest niemal niemozliwe. Z pomoca w tych trudnosciach przyspieszyli specjalisci z za-
kresu klasycznego rachunku prawdopodobienstwa i technik komputerowych. Powstata
cala teoria nazwana MCMC (Markov Chain Monte Carlo) pozwalajaca na wykorzy-
stanie symulacji komputerowych do otrzymania aproksymacji wynikowego rozktadu
a posteriori (patrz na przyktad [13]).

Na koniec zwr6émy uwage na nature filozoficzng koncepcji bayesowskiej. Jest
to egzemplifikacja rozumowania Euklidesa, nazwanego dedukcjg (patrz na przyktad
[6]). W podejsciu Euklidesa przyjmujemy zalozenia i na bazie regut logicznych wysnu-
wany konsekwencje w postaci wnioskéw. W procesie estymacji bayesowskiej zalozenia
obejmujg wyréznienie rodziny rozktadéw i rozktadu a priori, wnioskiem jest rozktad
a posteriori.

9 W wielu monografiach to wtasnie te warto$¢ oczekiwang (warunkowg) nazywa sie estymatorem
bayesowskim.
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4. PODSUMOWANIE

Jak wida¢ estymacja jest procesem badawczym gleboko osadzonym w filozofii
nauki. Spoér filozoficzny na temat metodologii nauki trwa setki lat i bedzie trwat
nadal. Tak samo w estymacji nie powiemy, ktéra metoda jest lepsza, ktéra gorsza.
W procedurze doboru sposobu estymacji decyduje sumienno$¢ naukowa badacza,
profesjonalno$é¢ w zakresie meritum zagadnienia i zakres wynikowych wnioskowan.
Niektorzy badacze kierowani specyfikg przedmiotu badan czy osobistym nastawieniem
bedg preferowac jedno czy drugie podejscie, ale nie powinno to przewazaé w wyborze
metodologii estymaciji.
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POLSCY STATYSTYCY I MATEMATYCY

PROFESOR MAREK FISZ (1910-1963).
W SETNA ROCZNICE URODZIN

Marek Fisz urodzit sie 15 stycznia 1910 roku w Szydlowcu
w rodzinie zydowskiej. Rodzice, Sura, z domu Rozenbaum,
i Kojfman Fisz mieszkali w Ostrowcu Swictokrzyskim. Ojciec
byl prywatnym urzednikiem (pracowal miedzy innymi jako
pisarz w miejscowym mlynie). Pierwotne imie Marka Fisza
brzmiato Mojzesz. Zmiana imienia na Marek nastgpita 19 lipca
1950 roku decyzjg Prezydium Dzielnicowej Rady Narodowej
Warszawa-Zachdd. Dziecinstwo i mtodo$¢é Marka Fisza owiane
sg tajemnicg. Wiadomo tylko, ze w maju 1934 roku uzyskat
Swiadectwo dojrzatosci jako eksternista. W zyciorysie dotg-
czonym do wniosku o wszczecie Mu przewodu doktorskiego
napisal: ,Do przerabiania kursu szkoly Sredniej przystgpitem
w 22-im roku zycia”. Jesienig 1934 roku rozpoczal studia matematyczne na Wydziale
Matematyczno-Przyrodniczym Uniwersytetu Warszawskiego. W okresie studidw,
w latach 1936-1939, pracowal jako nauczyciel matematyki w szkole dla dorostych
prowadzonej przez Stowarzyszenie Pomocy Wzajemnej Lokatoréw ,Szklane Domy”
przy Warszawskiej Spoldzielni Mieszkaniowej na Zoliborzu. Prace magisterska pt.
,Konformiczne przeksztalcenia przestrzeni jedno- i dwuspéjnych” napisal pod kie-
runkiem profesora Stanistawa Saksa. Po zdaniu w dniu 28 czerwca 1939 roku egza-
minu magisterskiego z wynikiem dobrym, uzyskat tytut magistra filozofii w zakresie
matematyki.

Przez caly okres wojny przebywal na terenie Zwigzku Radzieckiego. 29 stycznia
1944 roku ozenit sie z Olga Gukow. Mieli jedynego syna Aleksandra, urodzonego
24 wrze$nia 1946 roku.

W roku 1946 Marek Fisz wrécit do Polski i przez rok pracowal jako wychowawca
w Domu Dziecka w Otwocku. Od jesieni 1947 roku do konica wrze$nia 1951 roku
pracowal w Gtéwnym Urzedzie Statystycznym w Warszawie w charakterze pracownika
naukowego. Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze z pracg naukowg matematyka zetknat
sie po raz pierwszy majgc ponad 37 lat. W szczeg6lnosci, kierowal tam zaprojekto-
waniem i opracowaniem wynikéw pierwszego po II wojnie $wiatowej Narodowego

Spisu Powszechnego, przeprowadzonego wedlug stanu o péinocy z 2 na 3 grudnia
1950 roku.




184 Polscy statystycy i matematycy

20 maja 1950 roku, Marek Fisz zwrécit si¢ do Rady Wydzialu Matematyki, Fizyki
i Chemii Uniwersytetu i Politechniki we Wroctawiu z nastepujaca prosba: ,Uprzejmie
prosze o przyjecie mojej pracy ,Kontrola jakosci produkcji masowej na ceche ciggly”
jako pracy doktorskiej i, w razie uznania jej za wystarczajaca o dopuszczenie mnie
do egzaminu $cistego celem uzyskania stopnia doktora filozofii w zakresie matematyki
(przedmiot uboczny: mechanika teoretyczna). Scisly egzamin doktorski Marek Fisz
zdat 19 grudnia 1950 roku przed Komisjg w sktadzie: prof. dr Jan Nikliborc — prze-
wodniczgcy oraz prof. dr Hugo Steinhaus, prof. dr Edward Marczewski, prof. dr
Wiadystaw Slebodzinski — cztonkowie. Promotorem rozprawy doktorskiej pt. ,Kontrola
jakosci produkcji masowej na ceche ciggly” opublikowanej w czasopi$mie Studia i Prace
Statystyczne, 7.2(1950), 123-160, byl profesor Hugo Steinhaus. Jego promocja doktor-
ska odbyla sie 23 czerwca 1951 roku w sali Senatu Uniwersytetu Wroctawskiego.
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Od czerwca 1950 roku rozpoczal wspélprace z Dzialem Statystyki Matematycznej
w Pafistwowym Instytucie Matematycznym w Warszawie, a od pazdziernika 1951
roku podjal prace w tym Instytucie. Jednoczes$nie, od roku akademickiego 1951/52
rozpoczal wspétprace z Uniwersytetem Warszawskim, prowadzac tam wyktady i semi-
naria zlecone na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii. Z dniem 1 kwietnia 1954
roku minister Szkolnictwa Wyzszego powotal Go na kierownika Katedry Statystyki
Matematycznej na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Warszawskiego.
Od tego momentu stal sie stalym pracownikiem tego Wydziatu. Centralna Komisja
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Kwalifikacyjna dla Pracownikéw Nauki uchwala z dnia 30 czerwca 1954 roku przy-
znata Drowi Markowi Fiszowi tytul naukowy docenta. Ta sama Komisja uchwatg z dnia
28 marca 1957 roku przyznata Mu tytul naukowy profesora nadzwyczajnego. Sekcja
Studiéw Uniwersyteckich Rady Gléwnej Szkolnictwa Wyzszego na posiedzeniu w dniu
20 marca 1957 r. powotata Go na czlonka Zespolu Rzeczoznawcéw Matematyki. W dniu
15 marca 1958 roku zostal powotany na kierownika Dziatu Statystyki Matematycznej
w Instytucie Matematycznym PAN w Warszawie.

Brat udzial w I Kongresie Nauki Polskiej, ktéry trwat od 29 czerwca do 2 lipca
1951 roku w Warszawie. Byl to ogélnopolski zjazd okoto 1800 naukowcéw. Powotano
na nim Polskg Akademie Nauk. Od roku 1949 byl czltonkiem Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, a w latach 1953-1955 byl skarbnikiem Zarzadu Gléwnego tegoz
Towarzystwa. Uczestniczyl w organizacyjnym zjezdzie Sekcji Biometrycznej przy
Polskim Towarzystwie Przyrodnikéw im. Mikotaja Kopernika, ktéry odbyt sie¢ w dniach
19-21 lutego 1959 roku w Instytucie Matematycznym PAN we Wroctawiu z udzia-
tem J. Czekanowskiego, B. Knastera, J. Lukaszewicza, W. Oktaby, M. Olekiewicza,
J. Perkala, H. Steinhausa, S. Zubrzyckiego i innych. Na poczatku 1961 roku Sekcja ta
przeksztalcita sie w Polskie Towarzystwo Biometryczne, ktérego pierwszym prezesem
zostal Julian Perkal.

Profesor Marek Fisz wygtosit referaty miedzy innymi na:

- Ogolnopolskim Zjezdzie Matematykéw w Warszawie w roku 1953

- Konferencji probabilistycznej w Berlinie w roku 1954

- Konferencji po$wieconej procesom stochastycznym we Wroclawiu w roku
1954

- Konferencji probabilistycznej w Leningradzie w roku 1955

— Czwartym Sympozjum w Berkeley w roku 1960

— Dorocznym Spotkaniu Instytutu Statystyki Matematycznej w Seattle w roku
1961.

W roku 1955, Profesor Marek Fisz spedzil trzy miesigce na Uniwersytecie
Moskiewskim, a wiosng 1957 roku wykladal na Uniwersytecie Pekinskim.

Czynit starania o wyjazd na state do Izraela, ale nie uzyskat zgody wtadz pol-
skich.

W roku 1960 wyjechat na roczny staz naukowy do Stanéw Zjednoczonych, z kt6-
rego nie powrécit do Polski. Pracowal w University of Washington (Seattle), w Stan-
ford University (Stanford),w Columbia University oraz w New York University (New
York).

Zmart 4 listopada 1963 roku w Metropolitan Hospital of New York City, U.S.A.,
majac niewiele ponad 53 lata. Jest rzeczg znamienng, ze zadne polskie czasopismo
naukowe nie odnotowato $mierci Profesora chociazby jednym zdaniem.

W krotkim, bo tylko szesnastoletnim okresie Jego kariery naukowej uzyskat wiele
znaczacych wynikéw. Pierwsze prace naukowe Profesora Marka Fisza, wlacznie z roz-
prawg doktorska [4], dotyczyty metod pobierania préb oraz kontroli jakosci produkcji
([1], [2], [3], [5], [6], [14], [18]). Kolejng grupe stanowig prace dotyczgce rozktadow
granicznych funkcji zmiennych losowych dyskretnych, ze szczegélnym uwzglednie-
niem rozktadu Poissona i rozkladu wielomianowego ([7], [8], [9], [11], [17], [19],
[20], [20], [21]). Nowoczesno$¢ badan Profesora Marka Fisza uwidocznila si¢ w serii
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Jego artykuléw z lat 1957-1958 ([25], [26], [27], [32]) dotyczacych rozktadéw gra-
nicznych statystyk nieparametrycznych typu Kolmogorowa-Smirnowa. W artykutach
tych wykorzystywatl wynik Prochorowa z roku 1956 dotyczacy stabej zbieznos$ci miar
do wielowymiarowych proceséw empirycznych. Wyniki te nawet dzisiaj nadaja sie do
pelnego wykorzystania w statystyce matematycznej. Artykuly te zostaly przygotowane
w czasie Jego wizyt w Moskwie i Pekinie. Profesor Marek Fisz znaczaca uwage poswigcit
rowniez badaniom wlasnos$ci funkcji préby proceséw stochastycznych. W pracy [22]
podal warunki wyrazone w terminach prawdopodobienstw bezwzglednych, przy kt6-
rych prawie wszystkie funkcje préby procesu sg funkcjami skokowymi ze skoniczong
oczekiwang liczbg punktéw niecigglosci. Wyniki te znaczaco uogélnit w artykule [39],
ktéry zaprezentowal na Czwartym Sympozjum w Berkeley w roku 1960. 16 czerwca
1961 roku w Seattle w Stanie Washington, Profesor Marek Fisz wyglosil specjalny
referat zaproszony [40] na Dorocznym Spotkaniu Instytutu Statystyki Matematycznej.
Przedmiotem Jego wystapienia byly rozklady nieskonczenie podzielne, ktérym pozostal
wierny az do $mierci (np. [42], [43], [44], [45]). Pyke (1967) napisal: ,This excellent
expository address [40 ], together with its extensive bibliography of 104 references
will continue to be very useful for many years to come”.

Najbardziej znanym wktadem Profesora Marka Fisza do teorii prawdopodobien-
stwa i statystyki matematycznej jest Jego podrecznik Rachunek prawdopodobieristwa
i statystyka matematyczna, ktérego pierwsze wydanie ukazato sie w roku 1954 i liczyto
374 strony tekstu. Profesor Marek Fisz prace nad tym podrecznikiem rozpoczat w roku
1950, zanim uzyskal doktorat. Podrecznik ten okazal sie bardzo popularny i wszyst-
kie egzemplarze zostaly sprzedane w ciggu paru miesiecy. W roku 1958 naktadem
Panstwowego Wydawnictwa Naukowego ukazalo sie wydanie drugie tego podrecznika,
poprawione i rozszerzone jako Tom 18 Biblioteki Matematycznej. Wydanie to liczylo
juz 530 stron. Podrecznik Profesora Marka Fisza na wiele lat wyznaczyl standardy
nauczania rachunku prawdopodobienistwa i statystyki matematycznej. Wydanie trzecie
tego podrecznika w jezyku angielskim ukazalo sie w wydawnictwie Wiley w roku 1963.
Ttumaczem z jezyka polskiego byl Profesor Robert Bartoszynski. Nawiasem méwigc,
promotorem rozprawy doktorskiej Roberta Bartoszynskiego pt. ,0 stabej zbieznosci
miar” obronionej 23 stycznia 1960 roku w Instytucie Matematycznym PAN w Warszawie
byl Profesor Marek Fisz. Z kolei Profesor Robert Bartoszynski byt jednym z opiniodaw-
cow habilitacji i profesury autora tego artykutu. Wydanie trzecie podrecznika Marka
Fisza w jezyku polskim, naktadem Panstwowego Wydawnictwa Naukowego, ukazato sie
dopiero w roku 1967, juz po $mierci Autora. Opéznienie to bylo wynikiem zawirowan
zyciowych Marka Fisza. Wydanie to liczyto 694 strony. Pyke (1967) o podreczniku tym
napisat tak: "This text was written for either senior undergraduate or first-year gradu-
ate students. It covers both probability theory and statistical inference, and includes
introductions to stochastic processes and sequential analysis in addition to the more
usual topics. There is a large collection of 317 problems and complements in the book,
which, together with its considerable historical and bibliographical information, make
it an excellent reference book as well as a textbook”. Oprécz czterech wydan tego
podrecznika w jezyku polskim ukazaly sie trzy wydania w jezyku angielskim (jedno
w Indiach i dwa w USA) oraz jedenascie wydan w jezyku niemieckim.
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Profesor Marek Fisz w ciggu stosunkowo krotkiej kariery naukowej wniést bardzo

wiele do rozwoju i nauczania zaréwno rachunku prawdopodobienstwa, jak i statystyki
matematyczne;j.

Mirostaw Krzysko

Wydziat Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
i Instytut Zarzqdzania Pavistwowej Wyzszej Szkoly Zawodowej

im. Prezydenta Stanistawa Wojciechowskiego w Kaliszu
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On a result by M. Rosenblatt concerning the von Mises-Smirnov test, Ann. Math. Stat. 31(1960),
427-429 (English).
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ALEKSANDER JAKIMOWICZ,
ZRODEA NIESTABILNOSCI STRUKTUR RYNKOWYCH,
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Ksigzka — oprawiona w zielone migkkie okladki z bialymi napisami - ukazala si¢ w serii wydawni-
czej Wspdlczesna ekonomia. Jest — by¢ moze — dzielem zycia Autora. Napisana jezykiem pigknym i $wie-
zym, rzadko teraz spotykanym w pracach naukowych; jest wielkim sukcesem Autora i duzym osiggnieciem
wydawnictwa.

Na poczatek dane statystyczne. Praca liczy bez bibliogratfii 287 stron, do tego dochodzi jeszcze 26 stron
bibliografii, dziewigciostronicowy indeks i dwustronicowe streszczenie po angielsku. Lacznie ze spisem
rzeczy, stronami reklamowymi wydawnictwa, naturalnym otwarciem i zamknig¢ciem mamy 336-stronicowy
utwor. Cialo gtéwne sklada sie ze wstepu, 13 stron mierzacego, 7 rozdzialéw majacych tacznie 233 strony,
zakonczenia na 7 stron i aneksu liczacego 34 strony. Zywa paginacja utatwia lekture, jednoczeénie zdobi
i ozywia przedmiot.

Rozdzial 1 Teoremat pajeczyny podzielony na 6 paragraféw, ma 60 stron oraz 22 rysunki. Rozdziat 11
Teoria wyboru konsumenta; model Rickera zajmuje 19 stron, ma cztery paragrafy i jest okraszony 8 rysun-
kami. Rozdziat III Teoria monopolu, to 7 paragraféw na 43 stronach oraz 17 rysunkéw. Rozdzial IV Stan
badan nad oligopolem jest bez rysunkéw i paragraféow, a liczy tylko 15 stron druku. Rozdzial nast¢pny V
Dynamika duopolu ma 42 strony druku rozbitego na 5 paragraféw i sztafaz z 18 rysunkéw. Kolejny rozdziat
VI Oligopol 7 trzema przedsigbiorstwami obejmuje 38 stron zilustrowanych 10 rysunkami. Wreszcie rozdziat
ostatni VII Identyfikacja nieliniowosci i chaosu w ekonomicznych szeregach czasowych liczy stron 16, nie ma
paragraféw ani rysunkow, ale za to ma cenng tablic¢ bedaca przegladem literatury na tytulowy temat. Po
zakonczeniu i aneksie podzielonym na 10 punktéw nastgpuje spis literatury — okoto 510 pozycji, dalej idzie
bardzo dobry indeks terminéw ulatwiajacy lekture, a calo$¢ wieniczy angielskie streszczenie.

Czg$¢ rysunkow jest kolorowych; sg to czesto prawdziwe dzieta sztuki abstrakcyjnej. Dotyczy to gléwnie
rysunkéw z rozdziatu III, a szczegélnie tych trzech ostatnich z numerami 15, 16 1 17. Czg¢$¢ rysunkéw zaopa-
trzono w tablice towarzyszaca, bedaca swego rodzaju legenda obrazu. Tablice te kalibruja kolory; rysunek
ma bowiem charakter barwnego wykresu rozkladu prawdopodobienstwa — kolory méwig o czgsto$ciach
pojawienia si¢ trajektorii w wyszczegélnionych regionach obszaru zmienno$ci parametréw.

Zrédlem tytutowych perturbacji struktur rynkowych sa zachowania agentéw: producentéw co drogo
chcg sprzedaé i konsumentéw, ktérzy tanio pragng naby¢ wybrane wyroby. Ta sprzeczno$¢ w warunkach
konkurencji niedoskonalej rodzi chaos. Zawodzi niewidzialna reka rynku. Chaos ekonomiczny nie jest gorszy
od chaosu fizycznego, czy kosmicznego. Jego zrédlem nie sg modele — obojetnie czy liniowe, czy nieliniowe,
lecz natura. Rynek jest ztozonym systemem, nieprzewidywalnym uktadem cybernetycznym z powodu irracjo-
nalnych decyzji agentéw. Czlowiek wprowadza nieokreslono$é, losowosé, do tego systemu. Ekonomia, bez
mglistych preferencji konsumentéw, bylaby szwajcarskim zegarkiem. Pelna zgodno$é réwnowagi produk-
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cyjnej z rownowaga rynkowa, to czysty komunizm. Preferencje tu sg okreslone, state i nie ulegaja zmianie.
Wyzsza instancja wie co ludziom poszczegélnym sie nalezy i potrzeba, a wszyscy naturalnie to akceptuja.
Jak w systemach utopijnych. Jest tu optimum organizacyjne — mrowisko albo ul. OczywiScie $wiat jest
nieliniowy i zlozony. Jednak prawa nauki dotycza obiektéw idealnych i obowigzuja w okreslonym czasie.
Modele stosowane w praktyce sg rézne, tak liniowe jak i nieliniowe. Prawo wzrostu naturalnego, stynne
réwnanie Malthusa,

yo=ry

moéwi o przyroscie, ktory jest proporcjonalny do osiagnigtego stanu systemu. Jest to réwnanie rézniczkowe
liniowe pierwszego rzedu. Jego rozwigzaniem jest funkcja wykltadnicza

y = a exp (1),

czyli funkcja nieliniowa. Prawo nauki jest liniowe, trajektorie — nieliniowe. I tak jest czesto w nauce,
a szczegblnie w ekonomii; swoisto$¢ ta jest cechg charakterystyczng ogdélnej teorii zwyczajnych réwnan
rézniczkowych liniowych. Jesli dynamike systemu zlozonego — a takim jest przeciez ekonomia spoleczna
- opisujemy réwnaniami rézniczkowymi i to nawet wyzszych rzedéw, to zawsze bedziemy w sytuacji para-
doksalnej: zasady liniowe generuja dynamike nieliniowg. Réwnanie liniowe zwyczajne ma trzy gatunki
rozwigzan: wielomiany, funkcje wykladnicze oraz funkcje okresowe — sinusoidalne, a ponadto liniowe kom-
binacje iloczynéw tych trzech typéw zaleznosSci funkcyjnych. Nauka w ogélnosci, fizyka w szczeg6lnosci,
atakze inne dziedziny oparte i wzorujace si¢ na fizyce, korzysta z réwnan rézniczkowych — zwyczajnych
i czastkowych — tylko rzedu drugiego. Réwnania rézniczkowe drugiego rzedu sa fundamentalnym jezykiem
i narzedziem poznania natury. Pierwsza pochodna jest przyrostem, druga inwestycjami, a czym jest trzecia
tego juz nie wiemy. Przyrostem inwestycji? Jesli tak, to wracamy znéw cyklicznie do pierwszej pochodne;j.
Z tego co napisalem widaé, ze pojecia liniowosci i nieliniowo$ci wzajemnie sie przeplatajg i nie mozna
en gros ich traktowaé oddzielnie. Jednocze$nie podkresli¢ trzeba, ze kazda funkcja gladka lokalnie jest
prawie liniowa. Na tym polega istota rachunku rézniczkowego; obiekty nieliniowe zast¢puje si¢ lokalnie
funkcjami liniowymi optymalnie przylegajacymi, czyli stycznymi. Takimi argumentami usprawiedliwia sig¢
bogata i popularng teori¢ modeli liniowych w ekonometrii. Cena jest funkcjonatem liniowym, jednak przy
wigkszym zakupie otrzymujemy rabat, a to znaczy, ze w detalu mamy liniowo$¢, a w hurcie subliniowos¢.
To kolejny argument za nierozerwalnym zwiazkiem obiektéw liniowych i nieliniowych. Relacje liniowe sg
w praktyce rzadkoscig. Czesto je si¢ przyjmuje dla uproszczenia. Rozwdj naturalny — jak powiedziano wyzej
— jest wyktadniczy, a wige nieliniowy. To stwierdzenie zdecydowanie wzmacnia argumenty Autora, a ponadto
model pajeczynowy — podstawowa idea obrazujaca dazenie do réwnowagi — jest ruchem wirowym, czyli
spiralg, a wigc tworem nieliniowym. Ten ruch wirowy wokoét punktu réwnowagi jest podstawg ekonomii
i nauki. Idee te pigknie i przejrzyscie wyklada w swym dziele. MySla przewodnig jest ruch wirowy wokét
punktu réwnowagi, czyli analiza zachowan cyklicznych typowa dla przyrody i ekonomii.

Ksigzka nie ma charakteru historycznego, ale Autor nasycit jg historig nauki. Szczegélnie cenne sg
anegdoty swoiste, ktore ozywiajg lekture i wnosza glebsze zrozumienie problemu. Czytelnika ucieszy niewat-
pliwie opowies¢ o problemie trzech cial, informacja o réznorakich definicjach chaosu, opowie$¢ hydrologiczna
o wyktadniku Hursta, definicja stabilnosci w sensie Lapunowa i temu podobne. Aneks jest jakby oddzielng
ksiazeczka bardzo utatwiajaca lekture czesci zasadniczej. Stephen Hawking do trzech najwigkszych odkryé
XX wieku zalicza chaos obok twierdzenia Goedela o niezupelnosci arytmetyki liczb naturalnych i zasady
nieoznaczono$ci Heisenberga. Te ciekawe informacje Autora uzupetni¢ pytaniem o trzy najwazniejsze osigg-
niecia matematyki w catej kulturalnej historii ludzko$ci? Zdaniem niektérych specjalistéw sa to: metoda
aksjomatyczna Euklidesa, zapis pozycyjny liczb naturalnych oraz probabilistyka. Pod tg lista chetnie sie
podpisuje z jednym zastrzezeniem: wymieniam probabilistyke na metode wyczerpywania Archimedesa. Od
Archimedesa wiedzie prosta droga do rachunku rézniczkowego i teorii form rézniczkowych, a bez tych
rzeczy nie ma mowy o wspoélczesnej cywilizacji. Dynamike systemu opisuja formy rézniczkowe i réwnania
rozniczkowe. Najwazniejsze rownania fizyki matematycznej s rownaniami liniowymi i to, co najwyzej dru-
giego rzedu. Pierwsza pochodna jest aproksymacja lokalng funkcjg liniowa, a druga - funkcja dwuliniows.
Praktycznie wazne sa wiec formy liniowe, ktére w ekonomii reprezentuja ceny oraz formy kwadratowe,
ktére w ekonomii odzwierciedlajg inwestycje. Probabilistyka zaliczana do najwigkszych osiggnie¢ matematyki
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jest naturalnie odpowiednikiem chaosu w klasyfikacji Hawkinga. W aneksie wyktadnik Lapunowa definiuje
si¢ metoda zwang przez Anglikéw very sophisticated. Jesli funkcja f: R - X jest trajektorig w przestrzeni
metrycznej stanéw X z metryka d, to wykladnik Lapunowa 4y funkcji f okresla si¢ prostym wzorem

A, =limsupz~'Ind(a.f(1)). gdy czas ¢ rosnie nieograniczenie,

gdzie R jest naturalnie zbiorem liczb rzeczywistych, natomiast a dowolnym stanem w przestrzeni X, a gdy
X jest przestrzenia liniowa, wtedy zwykle @ = 0. Dla funkcji bedacej rozwigzaniem wymienionego wyzej
roéwnania Malthusa — pomijajac rozwigzanie trywialne réwne stale 0 — wyktadnik Lapunowa jest réwny
liczbie r. Przy okazji zacytuje Autora (str. 108). Nalezy zauwazyé, ze wszystkie badania numeryczne majq
charakter przyblizony [...]. Z oczywistych powodéw nie jestesmy w stanie zblizy¢ si¢ do granicy [...]. Powoduje
to, Ze nigdy nie bedziemy pewni, czy znak wyktadnika Lapunowa nie zmieni si¢ po wykonaniu dostatecznie duzej
liczby iteracji. Z wypowiedzi tej wynika naturalny wniosek: badania asymptotyczne w ekonomii maja jedynie
charakter teoretyczny, a wyciaganie z nich wnioskéw praktycznych stoi pod wielkim znakiem zapytania.
Ten znak zapytania moze powigkszy¢ si¢, bowiem w innym miejscu Autor pisze: W dynamice nieliniowej,
stanowiqcej sumg teorii chaosu deterministycznego i teorii ztozonosci duzq rolg odgrywajq obliczenia (s. 9).

W pracy sa przynajmniej dwa rodzaje chaosu: chaos wsréd modeli zaleznych od parametréw i chaos
trajektorii zalezny od stanu poczatkowego. Autor operuje zbiorami miary 0 w sensie Lebesgue’a. Czy nie
lepiej uzywaé uniwersalnego pojecia zbioru generycznego wprowadzonego w teorii katastrof, a obowigzuja-
cego w dowolnej topologicznej przestrzeni standéw? Zbidr generyczny, to otwarty i gesty w calej przestrzeni
podzbioér. Naturalnie dopelnienie zbioru miary zero nie zawsze jest zbiorem generycznym; w sytuacjach
rzeczywistych zwykle bywa. Zbiér liczb wymiernych jest miary zero, ale jego dopelnienie - liczby niewy-
mierne — nie tworzg zbioru generycznego. Istnieje swego rodzaju sprzeczno$¢ pomiedzy préba uwolnienia
si¢ od chaosu deterministycznego a realnym wzrostem ekonomicznym. Rozwdj uktadu cybernetycznego
okreslonego wzorem x,,1+1 = Ax,, gdzie wektory sa koszykami débr, a A jest macierza procesu technolo-
gicznego, zalezy od wartosci wlasnych macierzy A. Gdy wartosci wlasne macierzy A sa wszystkie mniejsze
od 1, nawet dodatnie nie méwigc o ujemnych, wtedy uktad cybernetyczny zdefiniowany powyzszym uktadem
dynamicznym cofa si¢ — nie ma rozwoju jest regres. Uklad taki rozwija si¢ jesli maksymalna warto$¢ wlasna
jest silnie wieksza od 1. Wyktadnik Lapunowa jest réwny tej najwigkszej warto$ci wlasnej, mamy wiec chaos,
ale mamy jednocze$nie rozwdj; gdy nie ma chaosu jest stagnacja, uktad dazy do samounicestwienia. Tak
wige powstal paradoks: rozwdj — wigc chaos, zastoj — wiec stabilno$é i spokdj. Trzeba wybieraé i wszyscy
wybierajg chaos. Nie ma na to rady. Stabilny socjalizm porzuciliémy, a przyjeliSmy niestabilny — chaotyczny
- kapitalizm. Opisana tu dynamika jest naturalnie liniowa.

Ksigzka po$wigcona chaosowi deterministycznemu w ekonomii jest niezwykle aktualng w dzisiejszej
dobie i oczekiwang przez rynek. Chaos deterministyczny jest — obrazowo méwigc — przejawem zlozono$ci
systemu. Jak w sytuacjach kryzysowych: pozar, powddz, huragan, wojna, zahamowaé strach i zachowa-
nia nieracjonalne i zmusi¢ uktad do powrotu do stanu réwnowagi stabilnej? Panika i strach destabilizuje
uktad; opanowanie zachowan stadnych musi by¢ drastyczne i jest niezbedne. Utrudnia to panujacy dzisiaj
paradygmat w ekonomii: niewidzialna reka rynku rodzi wtasnie chaos. Potrzebny jest wiec nowy jezyk
i nowe metody. Ksigzka stara si¢ zapetni¢ luke pomigdzy tym co wie nauka a potrzebami praktyki i dydak-
tyki. Znane sg przypadki wygranej bitwy po okietzaniu poczatkowego rozprzezenia — paniki i ucieczki
z pola walki. Z ekonomicznego punktu widzenia, a w szczeg6lnoSci pracy gietdy, temat ten jest poruszany
w glo$nych ostatnio ksigzkach Sorosa i Greenspana. Znani ci dzialacze, raczej praktycy niz akademicy, nie
podaja gotowych rozwigzan, a gléwnie zwracaja uwage na potrzeby uregulowan prawnych porzadkujacych
dziatalnos¢ inwestycyjng graczy gietldowych i bankéw. W przyrodzie obserwuje si¢ dwa sterowania uktadami
cybernetycznymi. Sterowanie dalekosi¢zne na wybrany cel i dziatanie zmierzajace do utrzymania organizmu
w zdrowiu, a systemu w stanie sprawno$ci technicznej. Sterowaniem dalekosieznym winien zajmowac sie
rzad, a sterowanie krétkookresowe wymusza zasada rownowagi. Tak w ekonomii jedng sprawg jest wyra-
bianie potrzeb i wzoréw konsumpcji, a inng zaspokajanie tych potrzeb. Te dwa sterowania bardzo obrazowo
wida¢ w instytucji lotéw kosmicznych. W osrodku kontrolnym lotu jest sterowanie rakieta na okreslony
cel, na przyktad Ksiezyc lub Marsa, a na pokladzie rakiety jest urzadzenie automatyczne sterujgce stanem
tej rakiety, tak by nie ulegla samozniszczeniu i mogla osiggna¢ cel dalekosiezny. Te dwa sterowania sg
wyraznie od siebie oddzielone. Podobnie jest w ekonomii. To rozréznienie sterowan jest podstawa podziatu
ekonomii na nauke makro i mikro. Rakieta jest cato$cig: nawet gdy doleci do miejsca przeznaczenia, ale
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na pokladzie jest Zle, to zadanie nie zostanie zrealizowane. Nie ma zdrowego rozwoju ekonomii spotecznej
bez zdrowych przedsigbiorstw. Rzad wyznacza cele odlegle i racjonalne, a rynek powoduje, ze organizm
spoteczny — sprawny i w zdrowiu — dazy do tych dalekich przeznaczen. Wchodzac nieco na teren filozofii
warto si¢ zastanowi¢ nad pytaniem: w jakim stopniu czlowiek okresla swoj los? By¢ moze wszystko jest
zdeterminowane przez Ananke - przeznaczenie, a z wielu mozliwo$ci nie wybieramy tego, co chcemy, tylko
kto$ wybiera to, co jest konieczne. Chociaz mamy wolng wolg, realizujemy przeznaczenie.

Jak juz powiedzialem ksigzka robi dobre wrazenie. Jednakowoz nie jest idealna, bo nie ma rzeczy
— stworzonych przez czlowieka — bez wad i niedoskonalo$ci. Po pierwsze, rozdzialy sa niejednakowej
wielkosci — niejednorodne. Rozdzial IV jest holdem zlozonym Cournot. Ten krotki rozdziat pasuje bardzo
do wstepu, podobnie jak rozdzial ostatni do aneksu. Przez takie zmiany redakcyjne ksigzka stataby si¢ jed-
nolita i sp6jna. Dobrze o tym pamigta¢ jesli dojdzie do wznowien. Rozdzialy V i VI mozna tatwo potaczyé,
wystarczy bowiem analizowa¢ hiperboliczne funkcje zysku producentéw w postaci

L0 = (x) + e+ x,) " — e,

gdzie i = 1, ..., n oraz x € R"; otrzymuje si¢ w ten sposéb ekonomiczny analogon n cial, czyli rynek n
producentéw. Czym jest zlozono$¢? Temu pojeciu Autor po$wieca wiele miejsca i wysitku, bo jest to niewat-
pliwie cecha charakterystyczna takiego uktadu cybernetycznego jak ekonomia spoteczna. Osobiscie uwazam,
ze ztozono$¢ to rzecz niezwykle prosta — przyroda i natura jest oparta na prawach nieskomplikowanych.
ZYozonos¢ jest rekurencja. Tak jak trudne i krete schody na wysoka wieze sg utworzone z wieluset fatwych
i prostych stopni. A wiec rekurencja jest podstawg nie tylko biologii, ale takze ekonomii: powtérzenia wie-
lokrotne wedlug jakiej$ prostej jednej wspolnej formuty. Zlozonos¢ jest w jakim$ sensie nasza niewiedza
o tym, ze $wiat jest prosty. Prawda jest jedna, ale teorii naukowych duzo. Fizycy od lat szukaja jednolitej
teorii opisujacej wszystko; ciggle na prézno. Autor ma niewatpliwie stusznosé, gdy twierdzi, ze nauka jest
jedna, a poszczegdlne dziedziny czy branze to swoista interpretacja ogdlnej powszechnej teorii. Nauka jest
wigc strukturg, czyli jakby syntaksa, a konkretne dziedziny interpretacjami, czyli semantyka. W nauce nie
ma wigc prawdy, prawda jest w zastosowaniach nauki. Autor nadaje — mysle, ze przesadne — znaczenie
osiggnieciom fizyki. Fizycy od prawdy sa réownie daleko jak ekonomi$ci. Termodynamiczna interpretacja
ekonomii jest niewatpliwie ciekawa; na tej drodze mozna odkry¢ wiele prawidiowosci ekonomicznych.
Analogia i izomorfizm jest podstawg nauki. Kazda teoria jest jakim§ pomiarem, a wiec homomorfizmem,
rzeczywisto$ci w strukture formalng. Odwzorowujemy obiekty realne w pojecia abstrakcyjne. Nauka niewat-
pliwie upraszcza sprawy trudne i nie komplikuje tych prostych; taka jest istota homomorfizmu. Unikalbym —
jezyk Autora jest jak powiedziatem pigkny — stéw w rodzaju oksymoron, intermitencja et cetera bezpo$rednio
przyjetych z taciny, greki lub angielskiego. Nie $wiadcza o uczonosci, utrudniajg lekture, a najwazniejsze —
psuja rytm jezyka polskiego. Wiele nier6wnowaznych definicji ztozonosci $wiadczy o miodosci tego pojecia
i na klasyke potrzeba jeszcze poczekac. Proponuje w tej materii to, co wyzej napisatem: ztozono$¢ jest ite-
racja. Teoria chaosu pokazuje prostote zlozonosci. Wszystko otrzymasz wielokrotnie iterujac jedna funkcje.
Za chaosem ekonomicznym niewatpliwie stoi porzadek i harmonia fal Elliotta. Istotg jest — powtarzam
juz po wtére — zasada réwnowagi: wirowanie stanu réwnowagi chwilowej wokoét idealnego punktu, do
ktérego zmierza uktad.

Autor ksigzki wnosi osobiste zaangazowanie i intuicyjne odczucia do swego naukowego dzieta. Poglady
Autora sg mi bliskie i z nimi absolutnie si¢ zgadzam. Na postep nauki maja takze czesto zasadniczy wplyw
pomytki i bledy uczonych. Jest na to wiele przyktadéw, a wymienie tylko Elliotta i Poincarego. Elliott wykryt
nego rozwoju objasniajacego cyklicznos¢. Swiat jest prosty, rzgdzony jednym prawem — prawem réwnowagi:
akcja jest reakcja. Chociaz znamy zasady ogélne, praktycznie trudno przewidzie¢ tor komety. Przy okazji
omawiania chaosu Autor tadnie objasnia gleboki i przez dlugie lata zapomniane twierdzenie Szarkowskiego
o cyklicznosci. Prawa nauki majg tylko przyblizony charakter. Nigdy nie ma pewnosci realizacji okreslonego
stanu i to zar6wno w ekonomii, jak i fizyce. Takie pojecia jak wyktadnik Hursta, wyktadnik Lapunowa i inne
pokrewne majg charakter techniczny — ulatwiaja podejmowanie decyzji jak wigkszo$¢ narzedzi formalnych.
Swiat istotnie jest lokalnie liniowy i gtadki; gtadko$¢ oznacza istnienie pochodnej. Pochodna jest optymalna
lokalng aproksymacja najbardziej brzydkiej nieliniowej funkcji. Stowo najbardziej nic tu nie znaczy. Ma
sens czysto ekspresyjny. Wiara w liniowo$¢ natury jest stwierdzeniem w moim odczuciu bezzasadnym. Nie
ma takiej wiary. Swiat wydaje si¢ gladki, gdy patrzymy z odpowiedniego dystansu lub catkowicie porwany,
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gdy patrzymy w mikroskali. Natura jest taka jaka jest. Owszem mozna powiedzieé, ze istnieje powszechna
wiara w rézniczkowalnosé, czyli gtadkos$é. Juz sama cigglo$¢ pozwala na lokalng aproksymacje liniowa, ale
nie optymalng w sensie stycznos$ci. Liniowo$¢ obowiazuje w przestrzeniach liniowych. W ekonomii nie ma
liniowosci z formalnego punktu widzenia, bo nie ma dowolnie duzo rozporzadzalnych zasob6éw; zamiast
addytywnosci jest podaddytywno$é

fx+y) = fQ) +£0)

kosztéw lub nadaddytywno$¢

fx+y) = fx) + ()

efektéw — synergia. Wspolpraca zawsze jest pozadana — wspélpraca zwigksza produkt globalny; wszyscy sa
wygrani. Swiat jest jaki jest, czyli nieliniowy. Wzrost naturalny jest, jak wiemy, wykladniczy; ale taki wzrost
moze by¢ krétkookresowy z powodu braku zasobéw. Liniowo$¢ nie ma wiele wspélnego z determinizmem.
Prawo nauki i warunki poczatkowe definiuja uktad stabilny, modele za§ mogg generowaé stabilnosé lub jej
brak — zalezy to od rodzaju modelu.

Autor niewatpliwie pokazuje, ze ekonomia jest naukg barwng. Ekonomia jest takze sztukg. Recenzowane
dzieto jest wartoSciowe, godne polecenia. Autor jest przeciez juz znanym i cenionym w $wiecie naukowym
tworca. Wiele jest rzeczy tadnych i warto§ciowych w tej niezwyktej ksigzce; jest to rzecz pozyteczna i pigkna
chociaz daleka od doskonatosci. Pobudza do dyskusji, inspiruje tworczo; po jej przeczytaniu ma si¢ ochote
do zaangazowania w te niezwykte badania, by albo wesprze¢ Autora, albo z nim polemizowaé. Doskonato$é
jest poza zasiegiem ludzkich mozliwosci, ideatléw Platonskich nie ma w $wiecie materialnym. Ale nauka
ma tam dazy¢. Autor o tym wie i chce by¢ blisko doskonatosci.
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I MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA NAUKOWA
EKONOMETRIA PRZESTRZENNA I REGIONALNE ANALIZY EKONOMICZNE

W dniach 22-23 czerwca 2010 roku odbyta si¢ I Migdzynarodowa Konferencja Naukowa nt.:
,Ekonometria Przestrzenna i Regionalne Analizy Ekonomiczne”. Konferencja zostala zorganizowana przez
Katedre Ekonometrii Przestrzennej Uniwersytetu Eodzkiego. Obrady odbyly sie w Centrum Szkoleniowo-
-Konferencyjnym Uniwersytetu E6dzkiego oraz na Wydziale Zarzadzania UL.

Celem konferencji byla prezentacja nowych teorii, metod i narzg¢dzi badan empirycznych z zakresu
ekonometrii przestrzennej, statystyki przestrzennej oraz regionalistyki, a takze integracja Srodowiska naukow-
cow zajmujgcych sie teoretycznymi i praktycznymi analizami ekonomicznymi w ujeciu regionalnym.

W konferencji wzieto udziat okoto 100 os6b z wielu osrodkéw naukowych z zagranicy i z Polski oraz
Urzed6éw Statystycznych. W prezentacji swoich osiggnie¢ naukowych brali réwniez udziat studenci IV i V
roku specjalno$ci Modelowanie i Prognozowanie Regionalne, kierunek Gospodarka Przestrzenna, Uniwersytet
L6dzki. Studenci, pomimo mlodego stazu w prowadzeniu badan naukowych, wykazali si¢ bardzo wysokim
poziomem wiedzy i umiej¢tnoscia prowadzenia dyskusji naukowe;j. Sesja studencka zdobyla wysokie uznanie
uczestnikéw konferencji, a najlepsze pod wzgledem naukowym referaty na wniosek Komisji Oceniajgcej
zostaly nagrodzone przez organizatoréw. Ze wzgledu na czynny udzial licznej grupy studentéw konferencja
ta mial takze charakter edukacyjny.

W trakcie dwudniowych obrad zostalo wygloszonych 41 referatéow w 8 sesjach tematycznych i zapre-
zentowano 16 prac w sesji plakatowej.

Ponizej prezentujemy krétka charakterystyke referatéw prezentowanych w kolejnych sesjach. Z tres-
cig wygloszonych referatow oraz zaprezentowanych prac bedzie mozna zapoznaé si¢ po wydaniu przez
Uniwersytet £6dzki trzytomowej monografii.

Uwzgledniajac duze zainteresowanie problematyka konferencji organizatorzy planuja nastepne spot-
kanie w 2012 roku.

Honorowy patronat objat profesor Jean Henri Paul Paelinck z Uniwersytetu George’a Masona, a wyklady
inauguracyjne wyglosili wybitni specjalisci z zakresu ekonometrii i statystyki przestrzennej: profesor Raymond
Florax z Uniwersytetu Purdue i profesor Anil K. Bera z Uniwersytetu Illinois.

Prof. Anil K. Bera (Uniwersytet Illinois) wyglosit wyklad nt.: Spatial Analysis: From the begin-
ning to the Frontiers of Spatial Econometrics. Problematyke wyktadu skoncentrowal wokét najistotniejszych
probleméw zwigzanych z zalezno$ciami przestrzennymi charakteryzujacymi procesy/zjawiska ekonomiczne
i spoleczne. Prof. Bera zaprezentowal histori¢ analiz przestrzennych, poczawszy od analizy przestrzenno-
-czasowej rozprzestrzeniania si¢ epidemii cholery w Londynie w latach 50. XIX w. W dalszej cz¢éci wyktadu,
profesor Bera oméwil sylwetki os6b uznawanych za prekursoréw przestrzennych analiz, skupiajac si¢ na
réwniez na pracach Grangera i Morana. Wyklad konczyta prezentacja probleméw zaleznosci nieliniowych
w analizach przestrzennych wraz z przykladem zastosowan do analizy ksztaltowania si¢ cen nieruchomosci
w Bostonie.
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Prof. Raymond Florax w swoim wykladzie nt.: Spatial Heterogenity or Dependence: That'’s the
Question skoncentrowal uwagg na istotnosci zrédel przestrzennej heterogenicznosci i sposobach jej analizy.
Profesor R. Florax wskazujagc na konieczno$¢ uwzglednienia i odréznienia reziméw przestrzennych od
interakcji pomiedzy obiektami, pokazal mozliwosci zastosowan geograficznie wazonej regresji (GWR) oraz
przestrzennie wygtadzonych modeli autoregresji STAR. Z punktu widzenia analiz przestrzennych wazne sg
rowniez metody testowania istotnosci zrodet heterogeniczno$ci przestrzennej np. wykorzystujagce mnozniki
Lagrange’a oraz eksperymenty Monte Carlo. Na zakonczenie wyktadu zaprezentowane zostaly wyniki autor-
skich badan dotyczace okreslenia poziomu bogactwa USA dla lat 1990-2007 z zastosowaniem modelu STAR.

Pozostale wystgpienia uczestnikéw konferencji odbywaly sie¢ w kolejnych sesjach réwnoleglych.

W sesji I: Wzrost regionalny zostalo przedstawionych 5 referatéw.

Prof. Christian Le Bas (LEFI, Institut des Science de LHomme, Uniwersytet Lyon 2, Francja),
Spatial distribution and inter regional mobility of French prolific investors. An empirical analysis. Prezentacja
dotyczyla empirycznej analizy rozkladu przestrzennej i miedzyregionalnej mobilnosci francuskich ,wyna-
lazcow”. Celem tych analiz bylo wskazanie geograficznej lokalizacji, ponad regionalnej mobilnosci oraz
zwiazkéw migdzy indywidualnymi decyzjami wynalazcéw (skala mobilnosci), a ich produktywnoscia (liczba
patentéw stosowanych w czasie trwania tych ruchéw).

Dr Dorota Go6recka (Uniwersytet im. Mikolaja Kopernika w Toruniu) w referacie pt.: Analiza
przestrzenna innowacyjnosci polskich regionéw przedstawila najwazniejsze problemy dotyczace analizy prze-
strzennej innowacyjnosci polskich regionéw zwracajac uwage na rosnace znaczenie innowacyjnos$ci w rozwoju
nie tylko przedsiebiorstw, ale i regionéw. W podsumowaniu rozwazan potwierdzila tezg, ze innowacyjno$é
gospodarek stanowi jedno z waznych zrédet ich przewagi konkurencyjne;.

Prof. Wtadystaw Welfe, dr Piotr Karp (Uniwersytet Lodzki) w referacie: The structural
model of the Lodz region — scenarios of regional development zaprezentowali scenariusze rozwoju regionu
16dzkiego. Podstawe analiz stanowil strukturalny makroekonomiczny model dla regionu t6dzkiego LORIS
wraz z zaadaptowanym modelem gospodarki Polski W8-LW.

Prof. Jadwiga Suchecka Edyta Laszkiewicz (Uniwersytet E6dzki): Odleglos¢ geograficzna
i ekonomiczna a zmiany powiqzan europejskich rynkéw gietdowych w okresie kryzysu 2007-2009. Autorki
w swoim wystgpieniu podkreslity rosngce znaczenie zalezno$ci przestrzennych w analizach gietdowych.
Przedstawity wyniki weryfikacji hipotez dotyczacych zwigzkéw przestrzennych pomiedzy powigzanymi giet-
dami, wykorzystujac w tym celu model DCC GARCH oraz specyficzne narz¢dzia analiz przestrzennych.

Dr Grzegorz Micek (Uniwersytet Jagiellonski): Spatial problems of estimating multiplier effects
in the local scale. Tematem wystapienia byly przestrzenne problemy szacowania efektéw mnoznikowych
w skali lokalnej. Autor wskazal, Zze studia lokalnych efektéow mnoznikowych funkcjonowania duzych przed-
sigbiorstw, wybranych sektoréw gospodarki czy firm zlokalizowanych w specjalnej strefie ekonomicznej
naleza w naszym kraju do rzadkosci. Sytuacja ta wynika gléwnie z koniecznosci stosowania odmiennego
podejécia od klasycznej analizy naktadéw-wynikow.

Druga sesja rownolegla byla sesja zatytulowana Ekonomia zdrowia, w ktérej zaprezentowano 4 refe-
raty.

Prof. Anatoly Pilyavsky (Lviv Academy of Commerce, Ukraina) w referacie: Efficiency diffe-
rences among hospitals and surgical departments in Ukraine zaprezentowal zastosowanie nieparametrycznej
metody DEA do analizy przestrzennego zroznicowania efektywno$ci nakladéw na szpitalng opieke chi-
rurgiczng w wyréznionych regionach Ukrainy. Wyniki badan $wiadczg o przestrzennych nieréwnos$ciach
w nakladach i wynikach tego typu $wiadczen zdrowotnych.

Dr Iwona Laskowska (Uniwersytet Lodzki), Kapital zdrowotny a rozwdj regionalny. Podejscie
panelowe. Autorka w swoim referacie zaprezentowala zastosowanie dynamicznego modelu panelowego do
analiz kapitatu zdrowotnego w powigzaniu z rozwojem regionalnym, odwotujac sie rowniez do prowadzo-
nych badan nad wzrostem gospodarczym oraz zaobserwowanym rosngcym zainteresowaniem potencjalnymi
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korzy$ciami ekonomicznymi wynikajacymi z poprawy stanu zdrowia populacji. Takie podejscie pozwolilo na
okreslenie zwigzku miedzy zréznicowaniem wskaznikéw zdrowotnych i réznicami w poziomie PKB.

Mgr Anna Pysik, mgr Sebastian Twardg (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie) w re-
feracie: Badanie autokorelacji przestrzennej krwiodawstwa w Polsce prezentowali wyniki badan wtasnych
dotyczacych wystepowania zaleznosci przestrzennej w ksztalttowaniu krwiodawstwa w Polsce. Z przeprowa-
dzonych analiz wynika, ze wyst¢puje autokorelacja przestrzenna badanego zjawiska, a zastosowanie narzedzi
statystyki przestrzennej umozliwito wyréznienie gléwnych centréw rozwoju krwiodawstwa w kraju.

Dr Pawetl Kretowicz (Uniwersytet Jagiellonski) w referacie The utilisation of canonical analysis in
explaining factors influencing hospitalization rates on a regional scale zaprezentowal mozliwosci zastosowania
analizy kanonicznej do oceny natezenia i przestrzennego zréznicowania przyczyn wplywajacych na rézne
warto$ci wspétczynnikéw hospitalizacji ludno$ci w regionie. W podsumowaniu swojego wystapienia wskazat
na wady i zalety analizy kanonicznej dla wyjasniania przestrzennych nieréwnosci w opiece szpitalnej, a takze
wskazal na mozliwosci poglebienia analizy zréznicowan poziomu zdrowia na poziomie regionalnym.

Kolejne dwie sesje dotyczyly analiz rynkéw pracy oraz metod analizy danych przestrzennych i pane-
lowych.
W sesji Rynki pracy uczestnicy konferencji zaprezentowali 4 referaty zwigzane z tematem tej sesji.

Dr Ewa Kusidetl (Uniwersytet £6dzki), Convergence on local Labor markets in Poland. Celem
wystapienia bylo zweryfikowanie hipotezy o wystegpowaniu konwergencji na lokalnych rynkach pracy w Polsce.
Whioskowanie wyprowadzono na podstawie standardowych narzedzi stosowanych do weryfikacji konwer-
gencji typu beta i sigma oraz danych statystycznych z lat 1999-2008 pochodzacych z Badania AktywnosSci
Ekonomicznej Ludnosci.

Dr Artur Gajdos (Uniwersytet £odzki) w referacie: Przestrzenno-czasowa analiza struktury pra-
cujgcych wedlug wielkich grup zawodowych prezentowal wyniki badan dotyczacych dynamiki i struktury
pracujacych wedlug wielkich grup zawodowych w Polsce na poziomie wojewddzkim. Podjeta analiza zréz-
nicowania przestrzennego jako$ci kapitalu ludzkiego, w ocenie Autora, stanowi gtéwny element zaintere-
sowania polityki spdjnosci.

Dr Stanistaw Matusik (Akademia Wychowania Fizycznego w Krakowie), Ekonometryczne modele
zmian stopy bezrobocia rejestrowanego w Polsce oraz wojewddztwie malopolskim w latach 1997-2009 zaprezen-
towat wyniki analiz poréwnawczych dotyczacych ksztaltowania si¢ stopy bezrobocia rejestrowanego w Polsce
oraz w powiatach i gminach wojewédztwa matopolskiego (dla roku 2009 w odniesieniu do 2002 r.).

Dr Iwona Miiller-Fraczek, dr Michal Bernard Pietrzak (Uniwersytet im. Mikotaja
Kopernika w Toruniu): Analiza stopy bezrobocia w Polsce z wykorzystaniem przestrzennego modelu MESS.
przedstawili analizy stopy bezrobocia w Polsce z wykorzystaniem przestrzennego modelu MESS. Uzyskane
wyniki badan potwierdzily jednoznacznie potrzebg uwzgledniania zaleznosci przestrzennych w analizie tak
specyficznego procesu ekonomicznego, jakim jest bezrobocie.

W sesji Metody analizy danych przestrzennych i panelowych zaprezentowano 7 referatow.

Prof. Elzbieta Szulc,dr Iwona Miiller-Fraczek, dr Michat Bernard Pietrzak
(Uniwersytet im. Mikoltaja Kopernika w Toruniu), Modelowanie zaleznosci migdzy ekonomicznymi procesami
przestrzennymi a poziomem agregacji danych. Autorzy w swoim wystgpieniu skoncentrowali si¢ na wykazaniu
okreslonych konsekwencji dla mozliwo$ci odkrywania réznych wlasnosci i struktur przestrzennych w sytuacji,
gdy analizy statystyczno-ekonometryczne zjawisk przestrzennych sg przeprowadzane przy wykorzystaniu
danych o réznym poziomie agregacji przestrzennej. W rezultacie tego typu analiz pojawia si¢ problem
,naiwnej” interpretacji modeli przestrzennych.

Mgr inz. Monika Dyduch (Akademia Ekonomiczna im. K. Adamieckiego w Katowicach),
Przestrzenno-czasowa analiza handlu zagranicznego w Polsce. Wystapienie bylo po$wigcone analizie prze-
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strzenno-czasowej handlu zagranicznego Polski. Badanie bylo przeprowadzone z wykorzystaniem danych
pochodzacych z lat 2000-2010. Wyniki analiz obejmowaly nie tylko prezentacj¢ struktury handlu zagra-
nicznego Polski, ale takze prognozy dla analizowanego zjawiska z uwzglednieniem danych o wysokiej
czestotliwosci otrzymanej na podstawie modelu, ktéry byl zintegrowany z transformata falkowa, siecig
neuronows i algorytmem genetycznym.

Mgr Jan Acedanski (Akademia Ekonomiczna im. K. Adamieckiego w Katowicach), A bias of
structure forecasts from Markov chain models. Autor skupil swoja uwage na obcigzeniu prognoz struktury
uzyskanych przy pomocy tancuchéw Markowa. Celem wystgpienia byla ocena obcigzenia prognoz uzy-
skanych ta metoda i ilustracja tego problemu na przyktadzie prognozowania podziatu produkeji globalnej
pomigdzy regiony Polski.

Dr Tomasz Zadlo (Akademia Ekonomiczna im. K. Adamieckiego w Katowicach), O pewnych
estymatorach kalibrowanych wartosci globalnej w podpopulacji w oparciu o dane przekrojowo-czasowe. Punktem
wyjscia prezentacji bylo stwierdzenie, iz modelowanie profili wielookresowych wymaga przyjecia réznych
zatozen. W swoich badaniach Autor przyjat zatozenie, ze zaréwno populacja, jak i przynaleznos¢ elementéw
populacji do podpopulacji, moze zmieniaé sie¢ w czasie. W badaniu symulacyjnym dokladno$¢ estymatoréw
kalibrowanych zostata poréwnana z doktadnos$cig estymatora Horvitza-Thompsona oraz wyprowadzonego
dla rozwazanego modelu empirycznego najlepszego liniowego nieobcigzonego predyktora.

Dr Wactaw Sklinsmont (Wyzsza Szkota Informatyki i Ekonomii Towarzystwa Wiedzy
Powszechnej w Olsztynie), Macierze wielowskaznikowe w naukach ekonomiczno-spotecznych. Autor rozpo-
czal swoje wystapienie od podkreslenia, ze obecny zakres zastosowan metod ekonometrii przestrzennej jest
ciggle niewystarczajacy, aby podejmowac kompleksowe badania proceséw rozwoju spoteczno-gospodarczego.
Jednym z mozliwych sposobéw przezwycigzenia tego problemu jest wykorzystanie macierzy wielowskaz-
nikowych, ktére w sposéb znaczacy moga przyspieszy¢ postep w kompleksowych badaniach proceséw
spoteczno-gospodarczych. W prezentacji podano definicje macierzy wielowskaznikowych, dziatania na nich
ze szczegblnym akcentem na ich iloczyn, ktérego definicja obejmuje oprécz 5 znanych i stosowanych
w praktyce, réwniez 8 innych definicji mniej znanych.

Dr Second Bwanakare (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie), w referacie:
Nown-parametric entropy approach for the balancing of Polish social acoutnting matrix (SAM) 2005.1 przedstawit
podejécie nieparametryczne do proceséw samorzutnych w réwnowazeniu polskich rachunkéw spotecznych
w macierzy SAM 2005. Celem prezentacji bylo okreslenie niezagregowanej srodowiskowej macierzy SAM,
ktéra umozliwia wlaczenie zjawisk ekologicznych w okrezny obieg gospodarki narodowej.

Dr Tomasz Kossowski,dr Jan Hauke (Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu).
Swoje wystapienie poswigcili prezentacji metody obliczania logarytmu jakobianu transformacji zmiennych
w modelach przestrzennych oraz kilku praktycznych przyktadéw odnoszacych si¢ do zastosowan w mode-
lach interakcji przestrzennych.

Sesja V poswiecona byla problematyce Zré6wnowazonego rozwoju i konwergencji regionalne;j.

Prof. Jadwiga Suchecka mgr Elzbieta Antczak (Uniwersytet Lodzki), w referacie:
Application of spatial panel autoregressive models to sustainable development level assessment in European
countries zaprezentowaly mozliwe aplikacje modeli panelowych z efektami przestrzennymi do oceny poziomu
realizacji zalozen zréwnowazonego rozwoju w 32 krajach Europy. W prezentacji zwrdcono réwniez uwage
na metody estymacji tego typu modeli.

Dr Monika Stanny (Instytut Rozwoju Wsi i Rolnictwa PAN), w referacie pt.: Przestrzenna analiza
poziomu komponentéw rozwoju zréwnowazonego i ocena stopnia ich zréwnowazenia na obszarach wiejskich
Zielonych pluc Polski zwrécita szczegblng uwage na sposéb konstrukcji syntetycznego wskaznika oceny
komponentéw rozwoju zréwnowazonego i jego zastosowaniu do zbadania stopnia ich zréwnowazenia.
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Dr Barbara Danska-Borsiak (Uniwersytet £odzki), Covergence or divergence of Polish voivdes-
hips? Analysis based on dynamic panel data model. Autorka zaprezentowata wyniki swoich badan dotyczace
zastosowania modeli dynamicznych szacowanych na podstawie danych panelowych. Szczegélna uwaga
zostala poswigcona alternatywnym wersjom Uog6lnionej Metody Momentéw (GMM): metodzie pierwszych
r6znic Arellano i Bonda oraz metodzie systemowej Blundella i Bonda.

Dr Beata Bal-Domanska (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), w referacie Ekonometryczna
identyfikacja p konwergencji regionéw szczebla NUTS-2 painistw Unii Europejskiej uwzglednita w analizie
czynniki wynikajgce z konstrukcji rozszerzonego modelu Solowa (model Mankiwa-Romera-Weila), a do
oceny proceséw konwergencji wykorzystata wyniki oszacowan otrzymane na podstawie panelu danych
z wykorzystaniem estymatora systemowego uogélnionej metody momentéw.

Mgr Adrian Burdziak (Uniwersytet £odzki), w referacie: Empiryczna weryfikacja efektow aglo-
meracji w polskich podregionach przy wykorzystaniu metod panelowych zaprezentowal wyniki badan empi-
rycznych dotyczacych zastosowania modeli panelowych do weryfikacji efektow aglomeracji w polskich
podregionach. W podsumowaniu Autor stwierdzil, ze gospodarka Polski odznacza si¢ rosngcym trendem
zréznicowania miedzyregionalnego, a zréznicowanie efektywnosci ekonomicznej podmiotéw gospodarczych
moze by¢ objasnione poprzez identyfikacje efektéow aglomeracji.

W sesji VI Rynki nieruchomosci i finansowe, analizy sektorowe, przedstawiono nast¢pujace refe-
raty.

Dr Mariola Chrzanowska, dr inz. Krzysztof Kompa (Szkola Giéwna Gospodarstwa
Wiejskiego w Warszawie), w referacie pt.: Zastosowanie wielowymiarowej analizy poréwnawczej do klasyfikacji
gield europejskich dokonali poréwnania europejskich gield-przedsigbiorstw za pomocg wybranych klasycznych
miar statystycznych. Wynikiem tych badan byl utworzony ranking gield przeprowadzony z uwzglgdnieniem
wskaznika wzglednego poziomu rozwoju (BZW), miary atrakcyjnosci inwestycji (TMAI), metody Warda oraz
metody k-$rednich.

Dr Artur Lipieta, dr hab. Barbara Pawetek (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie),
Badanie przestrzenno-czasowego zréznicowania redystrybucji dochodu narodowego brutto Unii Europejskiej
w latach 2004-2008. Autorzy zaprezentowali wyniki analizy statystycznej dotyczacej przestrzenno-czasowego
zréznicowania redystrybucji DNB Unii Europejskiej z zastosowaniem metod statystycznej analizy danych,
wsp6tezynnikéw potencjalu przestrzennego, modelu dla danych panelowych oraz analizy korespondencji.

Prof. Barbara Podolec, dr Pawel Ulman, mgr Agnieszka Watega (Uniwersytet
Ekonomiczny w Krakowie), Préba oceny zréznicowania spozycia artykétéw zywnosciowych w Polsce na pod-
stawie wynikéw badan budzetéw gospodarstw domowych. Autorzy dokonali oceny zréznicowania spozycia
artykuléw zywnosciowych w Polsce na podstawie wynikéw badan budzetéw gospodarstw domowych, kon-
centrujac si¢ na analizie zgodnoSci spozycia zaobserwowanego w gospodarstwie domowym z wzorcem.
Badanie przeprowadzono w ujeciu regionalnym z uwzglednieniem klasy miejscowo$ci zamieszkania glowy
gospodarstwa domowego.

Sesja VII po$wiecona byla Zastosowaniu metod i modeli ekonometrii przestrzennej.

Dr Tomasz Brodzicki, dr Dorota Ciotek (Uniwersytet Gdanski), Przestrzenno-czasowa
analiza determinant lokalizacji przemystu przetwdrczego i ustug rynkowych w polskich regionach. Autorzy
prezentujac wyniki swoich badan z zastosowaniem metod analiz przestrzennych podkreslili, Ze sektory prze-
mystu o wyzszym poziomie zaawansowania technologicznego, jak i sektory ustug o wyzszej intensywnosci
wiedzy, lokuja si¢ w regionach z rozbudowang bazg badawczo-rozwojowa.

Prof. Krystian Heffner, mgr Piotr Gibas (Akademia Ekonomiczna im. K. Adamieckiego
w Katowicach), w referacie: Metody taksonomiczne w polityce regionalnej. Analiza poréwnawcza interpreta-
¢ji wynikéw dokonali autorskiej proby oceny poszczegélnych metod taksonomicznych z punktu widzenia
przydatnosci ich wynikéw dla praktycznych aspektéw badan regionalnych. Wskazali réwniez na mocne
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i stabe strony omawianych metod, ze szczegélnym uwzglednieniem poprawnosci i zakresu wnioskowania,
przeprowadzonego na ich podstawie.

Dr Krzysztof Janc, dr Dariusz Ilnicki, dr Maciej Kryza, dr Mariusz
Szymanowski (Uniwersytet Wroctawski), Cechy rozmieszczenia sklepow w przestrzeni miejskiej na przy-
ktadzie Wroctawia. Celem wystapienia bylo przedstawienie mozliwosci zastosowania wybranych metod analizy
przestrzennej do okreslenia zalezno$ci pomigdzy liczbg ludno$ci a rozmieszczeniem sklepéw w przestrzeni
miasta.

Mgr Przemystaw Szczucinski (Panstwowa Wyzsza Szkola Zawodowa w Gorzowie
Wielkopolskim), Modelowanie zwiqzkéw sektora MPS oraz inwestycji zagranicznych z zatrudnieniem i wzro-
stem gospodarczym w regionach. Celem prezentowanych wynikéw badan byla ocena zréznicowania poziomu
wzrostu regionalnego oraz okreslenie wptywu wskazanych czynnikéw na to zréznicowanie.

Dr Michat Bernard Pietrzak, mgr Emilia Elzbieta Rutkowska (Uniwersytet
im. Mikotaja Kopernika w Toruniu), Analiza czasu dojazdu do centrum miasta z wykorzystaniem modelu
przestrzennego SAR. W swoich badaniach Autorzy zalozyli istnienie teoretycznego miasta podzielonego na
dzielnice. Przy tym zalozeniu zbadali czas dojazdu mieszkaficow do centrum drogami miejskimi. Klasyfikacji
drég dokonano z uwzglednieniem ich cech charakterystycznych dla dobra publicznego. Do rozwigzania
problemu zostal wykorzystany model przestrzenny SAR uwzgledniajacy zalezno$ci przestrzenne.

Prof. Elzbieta Sojka (Akademia Ekonomiczna im. K. Adamieckiego w Katowicach), w referacie:
Analizy poréwnawcza struktur i proceséw ludnosciowych w wybranych krajach UE z wykorzystaniem metod
taksonomicznych Autorka zaprezentowata poréwnanie zmian w strukturze ludnosci wedtug wieku oraz zmian
w podstawowych procesach demograficznych (ptodnosé, dzietnosé, umieralno$¢) w wybranych krajach Unii
Europejskiej. Wykorzystujac metody taksonomiczne zbadano podobienistwo struktur ludno$ciowych oraz
podobienstwo krajéow pod wzgledem analizowanych proceséw demograficznych.

Sesja VIII Studencka po$wiecona byta prezentacji wynikéw badan studentéw w ramach specjalnosci
,Modelowanie i prognozowanie regionalne” prowadzonej przez Katedre Ekonometrii Przestrzennej UL na
kierunku Gospodarka Przestrzenna.

P. Jasinski, M. Gotebiowski Przestrzenne zréznicowanie wspétczynnika aktywnosci zawodowej
i stopy bezrobocia w krajach UE25

R. Jaworska Analiza zréwnowazonego rozwoju wojewddztwa tédzkiego na tle Polski

E. Laszkiewicz Zastosowanie modelu VAR-GARCH w badaniu efektu zarazania holdingéw finan-
sowych

E. Modranka Rozwdj gospodarczy wojewddztw w sSwietle teorii trzech sektoréw — analiza prognoz
ex-post modelu ewaluacyjnego EUlmpactMod IT

P. Pabianska Czynniki ekonomiczne w analizie zjawiska migracji pomiedzy wojewddztwami w Polsce

P. Strozek, R. Szternel Dzialalnosé innowacyjna w Polsce w ujeciu strukturalno-geograficznym

K. Trzezwinska E. Zmurkow, A. Gajdos Jakos¢ zasobéw pracy i innowacyjnosé regionalna
w Polsce

W sesji plakatowej zaprezentowano:

M. Biernacki, W. Ejsmond (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroclawiu), Efektywnos¢ ksztalcenia
we wroclawskich liceach

A. Bukowska-Piestrzynska (Uniwersytet £odzki), Kierunki zmian w dostgpnosci ochrony zdro-
wia w woj. tédzkim u progu XXI w.

E.K. Dlubakowska-Puzio, M. Karpuk, K. Puzio (Politechnika Koszalifiska), Badanie
stopnia zadowolenia turystéow pobytem w hotelach na podstawie modelu ryzyka turystycznego

K. Lewandowska-Gwarda (Uniwersytet £odzki), Multi-equation spatial econometric models
— theory and applications
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M. Jewczak (Uniwersytet Lodzki), Sektor opieki zdrowotnej w Polsce w analizach strukturalno-
-geograficznych

K. Swietlik (Politechnika Gdanska), Model cen na rynku pierwotnym i wtérnym mieszkaii w wybra-
nych miastach Polski w latach 2005-2010

M. Sasin (Politechnika Koszalinska), Gtéwne determinanty migracji statych w Polsce w latach 2003-
-2008

P. Kijko (Uniwersytet Warminsko-Mazurski), Analiza przydatnosci wybranych metod ekonometrycznych
do prognozowania cen na wtérnym rynku mieszkaniowym

G. Przekota, M. Klonowska-Matynia (Politechnika Koszalifiska), Motywy podejmowania
szkolen przez bezrobotnych w wojewddziwie zachodniopomorskim

A. Przybylska-Mazur (Akademia Ekonomiczna w Katowicach), Wojewddztwo slgskie na tle
innych regionéw Polski w aspekcie poziomu wskaznika inflacji

A. Pysik (Akademia Ekonomiczna w Katowicach), Przestrzenne zréznicowanie wspélezynnika zgonu
w Polsce w latach 1998-2008

J. R6j (Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu), Innowacje farmaceutyczne a wzrost ekonomiczny

D. Sliwicki (Urzad Statystyczny Oddzial w Toruniu), Ekonometryczny model wybranych charak-
terystyk rynku pracy

A. Sulima (Uniwersytet Jagiellonski), Analiza taksonomiczna przestrzennego zréznicowania poziomu
gospodarczego gmin w wojewddztwie matopolskim w roku 2007-2009

A. Wolny-Dominiak (Akademia Ekonomiczna w Katowicach), Analiza stép taryf w ubezpiecze-
niach komunikacyjnych z zastosowaniem mieszanych modeli liniowych

A. Zo6ttaszek (Uniwersytet Lodzki), Spatio-temporal analysis of health care expenditures in OECD
states
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