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MAGDALENA OSINSKA, MICHAE. BERNARD PIETRZAK, MIROSEAWA ZUREK

OCENA WPLYWU CZYNNIKOW BEHAWIORALNYCH I RYNKOWYCH NA
POSTAWY INWESTOROW INDYWIDUALNYCH NA POLSKIM RYNKU
KAPITALOWYM ZA POMOCA MODELU SEM

1. WSTEP

W czasie globalizacji i liberalizacji przeplywdéw kapitalowych znaczenia nabiera
konieczno§¢ poznania motywoéw i czynnikéw determinujacych zachowania inwestoréw
na rynku papieréw wartoSciowych. W wieloaspektowych analizach uwzgledniaé powin-
no si¢ nie tylko czynniki fundamentalne, wptywajace na decyzje podejmowane przez
inwestoréw, ale réwniez czynniki behawioralne. Inklinacjami behawioralnymi inwesto-
réow ttumaczone sg obecnie wszelkie anomalie wystepujace na rynkach kapitatowych
przeczace ich efektywnosci. W niniejszym artykule, podazajac za rozwojem finansow
behawioralnych, podjeta zostala préba empirycznego wyjasnienia zaleznos$ci sktonno-
Sci do ryzyka i poziomu oczekiwanej, satysfakcjonujacej inwestor6w stopy zwrotu od
czynnikéw psychologicznych, lezacych u podstaw decyzji inwestoréw indywidualnych
aktywnych na Gietdzie Papieréw WartoSciowych w Warszawie.

Podwaliny teoretyczne dla finanséw behawioralnych pochodzg z teorii perspektywy
[16]. Uchylenie bezwzglednego zalozenia o racjonalno$ci inwestorow i dopuszczenie
faktu wystgpowania inklinacji behawioralnych zaklécajacych ich racjonalny proces de-
cyzyjny, pozwolilo na opracowanie licznych modeli behawioralnych, do ktérych nalezg
modele: LSV [21], BSV [1], DHS [9] czy HS [16] oraz dato mozliwo$¢ odniesienia
si¢ do anomalii wystepujacych na rynku kapitalowym. Nalezy podkresli¢, ze modele
te pozostajg w zgodzie z nurtem rozwijanym nieco w innym zakresie, a mianowicie
z modelami mikrostruktury rynkéw [10]. Teoria behawioralna nabiera szczegdlnego
znaczenia w warunkach obecnego kryzysu ekonomicznego i finansowego. Wsréd gtow-
nych prac z tego zakresu nalezy wymienié [8], [15], [32], [34], [37].

Do opisu zaleznosci uwzgledniajacych czynniki psychologiczne ma zastosowanie
metodyka rownai strukturalnych (Structural Equation Model, SEM), ktérej zalozenia
rozwiniete zostaly miedzy innymi przez Bollena [2], Kaplana [18] oraz Pearla [30].
W polskiej literaturze na temat SEM pisali miedzy innymi Brzezifski [5], Gatnar [14],
Osinska [28], Konarski [20].

Tematyka artykutu dotyczy identyfikacji czynnikéw behawioralnych oraz ustalenia
sily i kierunku ich oddzialywania na proces decyzyjny inwestoréw indywidualnych
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w Polsce. Badania takie ze wzgledu na duzg ztozono$¢ tematyczna, interdyscyplinarny
charakter, a takze niepewno$¢ co do uzyskanych wynikéw, opartych na badaniach an-
kietowych i relatywnie wysokie koszty nalezg do rzadkosci nie tylko w Polsce, ale takze
w krajach wysoko rozwinigtych. W Polsce, poza wstgpnym opracowaniem autoréw na
mniejszej probie [29], nikt do tej pory nie zastosowal metodologii SEM dla badan
wlasnosci rynku kapitatowego w aspekcie inklinacji behawioralnych. Podobne bada-
nie chociaz w wezszym zakresie tematycznym, przeprowadzili Wang, Shi i Fan [35]
w odniesieniu do analizy psychologii inwestowania na chifiskim rynku kapitatowym.

Celem badania byta identyfikacja czynnikéw charakteryzujacych postawy inwesto-
réow indywidualnych w postaci inklinacji behawioralnych tj. btedéw w sferze opinii
i bledéw w sferze preferencji oraz sklonnosci do ryzyka. Wyodrebnione zostaly takze
czynniki dotyczgce umieje¢tnosci postugiwania si¢ przez inwestoréw analiza techniczng
oraz postrzeganej przez nich jakosci funkcjonowania rynku, co réwniez powinno miec
wplyw na podejmowane przez nich decyzje inwestycyjne. Pozwolifo to na ustalenie sity
zalezno$ci pomigdzy wyspecyfikowanymi czynnikami zaréwno w catej badanej grupie,
jak réwniez w podziale na podgrupy. Dodatkowo na podstawie otrzymanych odpowiedzi
w kwestionariuszu wyrdzniono zmienng iloSciowa, opisujgca oczekiwang stope zwrotu
z inwestycji. Zmienna ta okresla subiektywne oczekiwania co do satysfakcjonujgcej ba-
danych inwestoréw indywidualnych stopy zwrotu. W badaniu empirycznym postawione
zostaly nastepujace hipotezy:

1. Inklinacje inwestoréw w sferze opinii i preferencji zwiekszajq ich sktonno$¢ do
ryzyka, a takze oczekiwang przez nich stopg zwrotu z inwestycji.

2. Wplyw inklinacji behawioralnych na decyzje inwestycyjne jest mniejszy wsrod
inwestoréw umiejgcych sie postugiwaé analizg techniczng we wlasciwy sposéb, niz
u pozostatych oséb.

Pierwsza hipoteza wiaze si¢ z tym, ze popelniane bledy (reprezentowane skfonno-
Sci) powodujg wigcej strat niz wynikaloby to z wartosci przecietnej, stad tez wyzsza
oczekiwana stopa zwrotu ma zrekompensowaé inwestorom bledne czy tez obcigzone
decyzje.

Druga hipoteza wigze si¢ z panujacym w literaturze pogladem, ze inwestor ra-
cjonalny w swych decyzjach postuguje si¢ sprawnie zaréwno analizg techniczng jak
i fundamentalng [3] lub co najmniej analizg fundamentalng [24]. Poniewaz w artykule
ograniczono si¢ wylacznie do zbadania u inwestoréw umiejetnos$ci wiasciwego wyko-
rzystania analizy technicznej, przyjeto zalozenie, ze wszyscy inwestorzy indywidualni
uczestniczacy w badaniu w podobnym stopniu postugujg si¢ analizg fundamentalna.
Zatozono tez, ze inwestor postugujacy sie¢ analiza techniczng w sposéb wiladciwy jest
jednostka bardziej §wiadoma mechanizméw 1 zasad dzialajacych na rynku kapitato-
wym, niz inwestor nieumiejacy prawidlowo wykorzystywaé tych narz¢dzi. Zgodnie
z powyzszym inwestorzy indywidualni podzieleni zostali na dwie grupy. Nalezy przy-
puszczad, ze inwestorzy z pierwszej grupy w mniejszym stopniu podatni bedg na
okreslone sktonnosci, zaréwno w sferze opinii jak i preferencji. Natomiast inwestoré6w
z drugiej grupy okresli¢ mozna mianem noise traders na rynku kapitalowym [24].
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2. ETAPY I METODY BADANIA

W celu przeprowadzenia analizy mechanizméw lezacych u podstaw podejmowa-
nia decyzji na rynku kapitalowym przygotowany zostal kwestionariusz', zawierajacy
pytania dotyczgce sklonnos$ci inwestorow w sferze opinii oraz preferencji, skfonnosci
do ryzyka, umiejetnosci postugiwania si¢ analizg techniczng oraz jako$ci rynku kapi-
talowego w Polsce. Dodatkowo starano si¢ uzyskaé informacje na temat oczekiwanej
stopy zwrotu z dokonywanych inwestycji.

Ankieta przeprowadzona zostata w IV kwartale 2010 roku na prébie 315 respon-
dentéw, ztozonej z inwestoréw indywidualnych lokujacych swoje §rodki na polskim
rynku kapitalowym. Badanie wykonane zostato przez Stowarzyszenie Inwestoréw In-
dywidualnych, co determinuje wiasnosci préby. Na podstawie raportu Profil Inwesto-
ra Gietdowego w 2010 r. [31] mozna zatozy¢, iz okoto potowy inwestoréw stosuje
w podejmowaniu decyzji analiz¢ techniczna, a nieco mniej (ok. 40%) analiz¢ fun-
damentalng. Ponadto wiekszo$¢ (66%) stanowia inwestorzy z niezbyt dlugim stazem
inwestycyjnym (do 5 lat). Wigkszo$¢ z nich, bo az blisko 90% posiada w portfelu
inwestycyjnym gtéwnie akcje notowane na GPW w Warszawie. Z danych zebranych
w badanej probie inwestoréow wynika, ze blisko potowa (48%) sposréd 315 oséb inwe-
stuje na gietdzie przez okres nie dluzszy niz 3 lata. Odpowiedzi na pytania zawieraly
warianty bazujace na pigciostopniowej skali Likerta, co umozliwilo ich wykorzystanie
w modelach réwnafi strukturalnych [22]. W zatgczniku 1 zaprezentowano poszczegdlne
pytania kwestionariusza wraz z przypisanymi do nich zmiennymi obserwowalnymi.

Na podstawie otrzymanych wynikéw wykonano konfirmacyjna analize czynniko-
wa, w wyniku czego wyodrebniono pig¢ wymienionych wczes$niej czynnikéw, tj. biedy
w sferze opinii, bledy w sferze preferencji, skfonnos¢ do ryzyka, umiejetnos¢ postugi-
wania si¢ analizg techniczng oraz jako$¢ rynku kapitalowego. W przypadku wszystkich
czynnikéw uzyskano warto$ci wspéiczynnika Alfa-Cronbacha powyzej 0,7, co zapew-
nia rzetelno$¢ przyjetej skali i poprawny opis przez rozwazane zmienne zalozonego
czynnika [7].

Nastepnie w celu weryfikacji postawionych hipotez zbudowano model réwnan
strukturalnych SEM, bedacy efektem polaczenia konfirmacyjnej analizy czynnikowe;j
oraz modelowania przyczynowo-skutkowego. Model réwnan strukturalnych zostat szcze-
gbélowo przedstawiony m.in. w pracach Bollena [2] i Kaplana [18]. Konstrukcja ta
sktada si¢ z modelu opisujacego powigzania pomi¢dzy zmiennymi ukrytymi, nazywa-
nego modelem wewngtrznym oraz modelu pomiaru endogenicznych i egzogenicznych
zmiennych nieobserwowalnych, okreslanego mianem modelu zewnetrznego. Model
zewnetrzny jest reprezentacjag wynikéw analizy czynnikowej pozwalajacej na wylicze-
nie tadunkéw poszczegdlnych czynnikéw ksztattujgcych zmienng ukryta. Model we-
wnetrzny przedstawia natomiast analize $ciezkowa, pozwalajaca na okreslenie zwigz-
kéw przyczynowo-skutkowych pomiedzy zmiennymi.

! Wykorzystane w badaniu pytania kwestionariusza zamieszczone zostaly w zataczniku 1 do niniej-
szego artykutu.
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Model wewnetrzny, zwany modelem strukturalnym, ma postac:
n=By+Té+ ¢, (1)

gdzie: n,,..;, — wektor endogenicznych zmiennych ukrytych, &; — wektor egzogenicz-
nych zmiennych ukrytych, B, — macierz wspéiczynnikéw regresji przy zmiennych
endogenicznych, I'yx — macierz wspétczynnikéw przy zmiennych egzogenicznych,
{mx1 — wektor sktadnikéw losowych.

Model zewnetrzny, okreSlany jako model pomiaru jest dany jako:

y =1yn + &, 2)

x = IIk¢ + 6, 3)

gdzie: y,x1 — wektor obserwowalnych zmiennych endogenicznych, x,x; — wektor ob-
serwowalnych zmiennych egzogenicznych, II,, I, - macierze tadunkéw czynnikowych,
Epx1,04x1 — wektory bledow pomiaru.

W celu estymacji parametréw model SEM musi by¢ identyfikowalny. Do jego
estymacji wykorzystuje si¢ najczesciej metode najwickszej wiarygodnosci (MNW),
uogdlniong metode najmniejszych kwadratéw (UMNK) oraz metode asymptotycznie
niewrazliwa na rozklad (ADF Asymtotically Distribution-Free). Wybdr wlasciwej me-
tody zalezy od rodzaju danych, rozmiaru proby oraz rozktadéw zmiennych. Metode
najwickszej wiarygodnosci stosowa¢ mozna tylko dla wielowymiarowego rozkiadu
normalnego. W przypadku, gdy rozktad nie spetnia tego warunku stosowaé mozna
metode ADF, wymagajacg proby liczacej od 200 do 500 obserwacji lub UMNK, dla
ktérej wymagana jest duza proba o liczebnosci powyzej 2500 [6].

Oszacowany model nalezy zweryfikowa¢ pod wzgledem stopnia dopasowania oraz
istotno$ci parametréw. Stopiei dopasowania modelu réwnan strukturalnych okresla sie
najczesciej poprzez poréwnanie otrzymanego modelu z modelem nasyconym i niezalez-
nym. W pierwszym z nich zaktada si¢, ze wszystkie zmienne sg ze sobg skorelowane,
w drugim za$, ze korelacja nie wyst¢puje pomiedzy zadng sposréd par zmiennych
[17], [23].W§éréd miar stopnia dopasowania modelu SEM za najwazniejsze przyjmuje
si¢ statystyke CMIN/df,, miary IFI, TFI, RFI, NFI, CFI poréwnujace estymowany mo-
del z modelem bazowym, Sredniokwadratowy btad aproksymacji RMSEA oraz warto$¢
krytyczna Hoeltera.

Pierwsza miara, oparta na statystyce y> jest opisana wzorem:

CDMIN/dfy = x3y/df, (4)

X4 = (n—Dltrace(SE™) - p + In([E]) - In(|S])], (5)

gdzie df), stanowi liczbe stopni swobody estymowanego modelu, n stanowi wielko$¢
proby, p jest liczbg zmiennych obserwowalnych, S jest macierza kowariancji dla préby,
a E jest macierza odtworzenia S na podstawie oszacowanych parametréw.
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Warto$¢ statystyki mniejsza badZ réwna dwa oznacza dobre dopasowanie modelu
do danych [6]. Stopieri dopasowania modelu SEM oceniany jest réwniez przez szereg
miar opartych na koncepcji poréwnywania modelu estymowanego z modelem bazo-
wym. Przyktadem takiego wskaZnika jest indeks IFI (Incremental Fit Index) okreSlany
wzorem:

IF[=-2—"" (©6)

gdzie: T}, — statystyka chi-kwadrat estymowanego modelu, 7, — statystyka chi-kwadrat
modelu niezaleznego. Wartosci wskaznika /FI powinny zawiera¢ si¢ w przedziale od
zera do jedno$ci. Model uznaje si¢ za dobrze dopasowany, jesli warto$¢ tego wspétczyn-
nika jest wigksza od 0,95. W pracy [2] zalecane jest réwniez wykorzystanie wskaznikéw
TFI, RFI, NFI orazCFI, ktérych wyliczanie, jak i interpretacja opiera si¢ na podobnej
zasadzie co wskaznik /F1.

Dla oceny modelu SEM wykorzystuje si¢ powszechnie réwniez wskaznik RMSEA
(Root Mean Square Error of Approximation). W przeciwienistwie do opisywanej mia-
ry IFI, podczas obliczania wskaznika RMSEA nie nastepuje poréwnywanie modelu
estymowanego z modelem bazowym. Wskaznik ten oblicza si¢ wedlug wzoru:

Th _dfh
RMSEA = _ 7
\ = 1df; @

gdzie oznaczenia sg analogiczne jak we wzorze (5). Im nizsza warto§¢ wyliczonego
na podstawie modelu wskaZznika RMSEA tym lepszy stopiefi dopasowania modelu.
Przyjmuje si¢, ze dla wartoSci RMSEA mniejszej od 0,08 model jest dobrze dopasowany
do danych.

Kolejng miarg stuzaca do oceny modelu jest warto$¢ krytyczna Hoeltera obliczana
dla danego poziomu istotno$ci. Obliczana warto$¢ krytyczna stanowi najwickszg wiel-
koS¢ préby, dla ktérej nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy dotyczacej poprawnosci
modelu przy danej wartosci statystyki y> oraz liczbie stopni swobody [6].

3. CZYNNIKI KSZTALTUJACE DECYZJE INWESTOROW INDYWIDUALNYCH

Jednym z wyodrebnionych w analizie czynnikéw wptywajacych na decyzje in-
westorow byla jako$¢ rynku kapitalowego w Polsce. Przez jako$¢ rynku rozumied
nalezy ogdét cech rynku sktadajacych si¢ na jego sprawne funkcjonowanie. Nalezg do
nich: duza liczba kupujacych i sprzedajgcych, réznorodno$é potrzeb inwestycyjnych,
obiektywnos$¢ oraz dostepnos¢ opinii, informacji, tatwo dostgpne miejsce, uzasadnione
koszty transakcyjne, integralno$¢ rynku czy w efekcie uczciwos$¢ uczestnikéw rynku
[25]. W przeprowadzonym badaniu jako$¢ rynku ograniczona zostata do subiektywnej
oceny przez inwestoréw indywidualnych informacji publicznych dostarczanych przez
spotki pod wzgledem ich kompletnos$ci, uzytecznosci, prawdziwosci, poréwnywalnosci,
jednoznacznodci i1 dostgpnosci, a takze oceny sposobu zarzadzania spétkami.
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Oceniane elementy stanowig podstawe ksztattowanych przez spétki relacji inwe-
storskich, stanowiacych jedno z najwazniejszych zagadnien w procesie budowy i funk-
cjonowania nowoczesnego, konkurencyjnego rynku finansowego. Zgodnie z definicja
Amerykanskiego Instytutu Relacji Inwestorskich (NIRI), relacje inwestorskie stano-
wig element zarzadzania strategicznego obejmujacy finanse, komunikacje, marketing
oraz prawo papieréw wartoSciowych, ktéry umozliwia efektywng dwukierunkowa ko-
munikacj¢ miedzy spétka i spotecznoscig inwestorskg, a w efekcie przyczynia si¢ do
rzetelnej wyceny papieréw wartoSciowych przez rynek. Znaczenie relacji inwestorskich
w dalszym ciggu ro$nie, ze wzgledu na nast¢pujaca w procesie globalizacji deregulacje
i liberalizacje przeptywéw kapitatlowych, jak i catej gospodarki oraz rozwdj nowych
technologii informatycznych, telekomunikacyjnych oraz coraz szybszy i fatwiejszy do-
step do informacji [11], [12], [27].

Fundamentem relacji inwestorskich jest ujawnianie informacji, bedace kluczo-
wym czynnikiem dla funkcjonowania efektywnego rynku kapitalowego. Informacje
publikowane przez spéiki stanowiag podstawe podejmowania decyzji przez inwestoré6w
gieldowych, dlatego tez firmom powinno zaleze¢ na ich kompletnosci, aktualnosci
i uczciwosci. Ponadto rzetelne oraz przedstawione w profesjonalnej formie informacje
przyczyniaja si¢ do wzrostu wiarygodnosci spotki dla inwestoréw, kontrahentéw czy
analitykéw i obserwatoréw rynku, co z kolei zwigksza zaufanie partneréw i instytu-
cji finansowych. Dostepnos$¢ informacji sprzyja pojawianiu si¢ na rynku analiz, ktére
przyczyniaja si¢ do wzrostu zainteresowania spotka.

Szczegdlowy udzial procentowy ocen udzielonych poszczegdlnym, analizowanym
komponentom jako$ci rynku kapitatowego w Polsce zestawiono w tabeli 1. Oceniajac
jakos¢ funkcjonowania rynku respondenci, w analizowanej grupie inwestoréw indy-
widualnych, najczesciej przypisywali poszczegdlnym zmiennym tworzacym czynnik
ocene 3 (przecietng) oraz 4 (powyzej przecietnej). Najlepiej ocenione przez inwesto-
réw zostaly jakos$¢ zarzadzania i prawdziwos¢ informacji. W obu przypadkach odse-
tek nadanych ocen przecigtnych oraz wyzszych byl wigkszy niz 90%. Najgorzej za$
inwestorzy indywidualni oceniaja bezwloczno$¢ i jednoznaczno$¢ informacji. W tym
wypadku ponad 75% respondentéw nadato ocene przecigtng lub nizszg. W pozostalych
przypadkach ocene przecietng lub wyzsza nadato 77-86% badanych.

Kolejny czynnik opisuje umiejetno$¢é postugiwania si¢ analizg techniczng. Zostat
on wyodrebniony na podstawie pytan dotyczacych prognoz ksztattowania si¢ indekséw
i cen akcji przy uwzglednieniu ich dotychczasowego trendu, formacji, linii oporu i
wsparcia. Sama analiza techniczna powinna by¢ narzedziem pomocniczym przy podej-
mowaniu decyzji inwestycyjnych, przydatnym w szczegdlnoSci w krétkich okresach, a
wiec w przypadku inwestycji o charakterze spekulacyjnym [33]. Jednoczes$nie osoby
postugujace si¢ analizg techniczng w sposéb prawidlowy powinny dziata¢ w sposéb
bardziej Swiadomy na rynku kapitalowym. Umiejetno$¢ postugiwania si¢ narzedzia-
mi analizy technicznej postuzyla do podzialu badanej zbiorowosci na dwie grupy.
Do pierwszej grupy zaliczeni zostali respondenci, dla ktérych wartosci tego czynnika
ksztattowaly sie powyzej Sredniej, natomiast do drugiej grupy zaliczono pozostalych.
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Procentowy udzial ocen poszczegdlnych zmiennych tworzacych czynnik jakosé funkcjonowZni; ;;LEUL
Ocena 1-—1zla i)r;elz:(i);ijg 3- przecigtna i_rzz(t):jgt/jg 5- bardzo dobra
Kompletnos¢ informacji 2,67 15,67 44,33 31,67 5,67
Uzyteczno$¢ informacji 1,00 13,00 39,00 38,00 9,00
Prawdziwos¢ informacji 0,33 9,00 34,33 44,00 12,33
Bezwlocznos¢ informacji 6,00 28,67 42,00 18,67 4,67
Poréwnywalno$¢ informacji 4,67 18,00 39,33 34,33 3,67
Jednoznaczno$¢ informacji 6,00 32,00 40,00 19,00 3,00
Dostgpno$¢ informacji 5,00 16,00 28,33 37,33 13,33
Jako$¢ zarzadzania spétkami | 1,00 6,67 51,33 39,33 1,67

Zrédto: Opracowanie wiasne

W przypadku inklinacji w sferze opinii i preferencji, jak i ich wplywu na sktonno§é
do ryzyka przetomowg okazala si¢ praca Longa, Shleifera, Summersa i Waldman-
na [24], w ktérej autorzy podjeli si¢ wyjasnienia przyczyn nieracjonalnego dyskonta
w notowaniu jednostek zamkni¢tych funduszy inwestycyjnych. Dzielac inwestoréw na
racjonalnych, podejmujacych decyzje w oparciu o analize fundamentalna i nieracjo-
nalnych, kierujacych si¢ szumem informacyjnym pokazali oni, iz racjonalni uczestnicy
rynku potrzebujg dyskonta, ktére pozwalatoby im zrekompensowac zwiekszone ryzyko
wahai notowan, wynikajace ze zlej wyceny jednostek przez inwestoréw nieracjonal-
nych.

Inwestorzy racjonalni podejmuja decyzje na podstawie wiasciwych sygnatéw ply-
nacych z rynku, ktére nastgpnie interpretujg w prawidlowy sposéb, dokonujgc wyceny
aktywoéw i oceny ryzyka. Inwestoréw bazujacych za$ na szumie informacyjnym (noise
traders) charakteryzuja przede wszystkim btedne oczekiwania co do wariancji zwrotu,
gdyz decyzje swoje podejmujg oni w oparciu o szum informacyjny. Dokonujac zlej
wyceny portfela, oceniajg oni ryzyko inaczej, niz rynek. Wynika to z faktu, iz podejmu-
jac decyzje podlegajg inklinacjom behawioralnym, przez co niepoprawnie interpretujg
zdarzenia podejmujac decyzje bledne, badZ tez opierajgce si¢ na zdarzeniach nieistot-
nych z punktu widzenia konstruowania portfela. Powoduje to, ze sg oni w stanie podjaé
wigksze ryzyko przy tym samym poziomie zasobéw i awersji do ryzyka co inwesto-
rzy racjonalni. Jednoczes$nie ponoszonemu, wyzszemu ryzyku i popelnianym btedom
towarzyszy wigksza czestotliwo$¢ zmian dokonywanych w portfelu.

Bledne wyobrazenia inwestoréw noise traders dotyczace wariancji sq wynikiem
systematycznych btedéw wnioskowania, ktére majg podtoze psychologiczne i wynikaja
z heurystyk stosowanych przez inwestoréw. Mimo, iz heurystyki owe z jednej strony
pomagajg inwestorowi przebrnaé przez nattok informacji, to z drugiej znieksztalcajg
one proces podejmowania decyzji poprzez nadmierng pewnos¢ siebie i wlasnej wiedzy,
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ztudzenie kontroli nad obserwowanymi zjawiskami, nadmierny optymizm, interpreto-
wanie informacji w taki sposob, by potwierdzi¢ wcze$niejsze opinie (putapka potwier-
dzenia), efekt myslenia wstecznego, dysonans poznawczy, selektywna percepcje oraz
inne. Wymienione aspekty skfadajg si¢ na okreSlone sentymenty czy tez sktonnosci
inwestor6w zaréwno w sferze opinii, jak i preferencji [36], [37]. W przeprowadzonym
badaniu do okreslenia btedéw w sferze opinii postuzyly przede wszystkim pytania doty-
czace ztudzenia kontroli oraz nadmiernego optymizmu inwestoréw, za$ do identyfikacji
inklinacji w sferze preferencji wykorzystane zostaly efekty poprzednich inwestycji oraz
perspektywa zyskow i strat.

Wyodrebnione czynniki zestawiono w tabeli 2. Warto$¢ kazdej ze zmiennych ob-
serwowalnych Xx; jest przyporzadkowana wybranej odpowiedzi na konkretne pytanie
zawarte w kwestionariuszu.

Tabela 2.
Zmienne obserwowalne skladajgce si¢ na poszczegdlne czynniki
Czynnik (zmienna nieobserwowalna) Oznaczenie | Zmienne obserwowalne
Umiejetnos¢ postugiwania si¢ analiza techniczng Vi X1, X2, X3, X4, X5, X¢
Jako$¢ funkcjonowania rynku kapitatowego ya X7, X8, X9, X10,.X11
Inklinacje w sferze opinii Y3 X12, X13, X14
Inklinacje w sferze preferencji A7 X15, X165 X17
Skionnos¢ do ryzyka Ys X185 X195 X20, X21

Zrédto: Opracowanie whasne

Zgodnie z teoria finanséw behawioralnych, im wigksze btedy w sferze opinii
i preferencji czynione przez inwestorow w procesie inwestowania, tym wieksza ich
sktonno$¢ do ryzyka [24]. Jednoczesnie popetniane btedy behawioralne powoduja, ze
inwestorzy oczekujg wyzszej stopy zwrotu. Stad w przeprowadzonym badaniu zaklada
si¢, ze popelniane bledy w sferze opinii i skfonnosci w sferze preferencji beda wptywac
na wzrost oczekiwanej stopy zwrotu z dokonywanych inwestycji.

4. ANALIZA MECHANIZMOW PODEJMOWANIA DECYZJI PRZEZ INWESTOROW
INDYWIDUALNYCH

Podstawa analizy mechanizméw podejmowania decyzji przez inwestoréw indywi-
dualnych jest model réwnan strukturalnych, ktérego schemat, dostosowany do celu
niniejszego badania, zaprezentowany zostat na rysunku 1. Jest to model hipotetyczny,
przyjety na potrzeby ustalenia zaleznoSci strukturalnych pomiedzy czynnikami oraz
wyjasnienia postawionych w artykule hipotez. Opracowanie modelu, a nastepnie jego
oszacowanie oraz weryfikacja dokonane zostaty w pakiecie AMOS v. 16. Na rysunku 1
symbolami y; {i=1,2,3,4,5} oznaczono czynniki nieobserwowalne, natomiast tworzgce
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je zmienne obserwowalne oznaczono symbolami x; {i=1,2,...,21}. Zmienna opisujacq
oczekiwang przez inwestorow stope zwrotu okreslono symbolem yg.

? Y
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y2 X9
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X19
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Rysunek 1. Schemat hipotetycznego modelu réwnan strukturalnych

Zrédlo: opracowanie wlasne w programie AMOS v.16

Podczas estymacji modelu SEM metoda najwigkszej wiarygodnoSci czynnik
yi-umiejetno$¢ postugiwania si¢ analizg techniczng oraz czynnik y,-jakos$¢ funkcjo-
nowania rynku kapitalowego okazaly si¢ statystycznie nieistotne i zostaly usunicte
z modelu. Ostatecznie w modelu pozostaly czynnik y; charakteryzujacy sktonnos$é
do ryzyka badanych inwestoréw indywidualnych, czynniki y4, ys opisujace inklinacje
behawioralne oraz zmienna y¢ okreslajaca satysfakcjonujgcg stopg zwrotu z inwestycji.
Tabela 3 zawiera wyniki estymacji dla modelu zewnetrznego, a tabela 4 dla mode-
lu wewngtrznego. W tabeli 5 zawarte zostaly natomiast miary stopnia dopasowania
modelu.

Wyniki uzyskane dla modelu zewn¢trznego, zawarte w tabeli 3 wskazujg, ze
wszystkie tadunki czynnikowe sa statystycznie istotne. Tabela 4 zawiera wyniki es-
tymacji modelu wewngtrznego. Istotne statystycznie oceny parametréw opisujgcych
wplyw btedéw w sferze opinii na poziomie 0,913 oraz bledéw w sferze preferencji
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Tabela 3.
Oszacowane parametry konfirmacyjnej analizy czynnikowej
Zaleznosci Parametry Oceny parametréw Wartos¢ p
X2 < Y3 ay 0,284 -
X13 < )3 o) 0,220 0,018
X14 < V3 a3 0,694 0,004
X15 < Y4 y 0,610 —
X16 < Y4 as 0,539 0,000
X17 < Y4 e 0,294 0,001
X18 <= Vs a7 0,556 -
X9 < Y5 as 0,738 0,000
X20 <= ¥s ay 0,268 0,000
X321 < Vs o 0,708 0,000
Zrédlo: opracowanie whasne
Tabela 4.
Oszacowane parametry modelu wewnetrznego
Zalezno$ci | Parametry | Oceny parametréw | Oceny parametréw standaryzowanych | Warto$¢ p
Y5 < V3 Bi 0,913 0,515 0,002
Vs < Vs B 0,267 0,272 0,007
Yo < V3 B3 0,571 0,216 0,018
Y6 < Ya Ba 0,377 0,257 0,003
Zr6dto: opracowanie wlasne
Tabela 5.
Miary dopasowania modelu
Model IFI RMSEA CMIN/DF HOLTER
Estymowany 0,863 0,065 2,317 189
Nasycony 1 - - -
Niezalezny 0,000 0,148 7,906 53

Zrédio: opracowanie wlasne

na poziomie 0,267 wskazuja na silne zwigkszenie sktonnosci do ryzyka inwestoréw
indywidualnych w wyniku wymienionych btedéw. Poréwnujac przy tym wartosci ocen
parametréw standaryzowanych, réwnych odpowiednio 0,515 i 0,272, zauwazalny jest
znacznie silniejszy wptyw bledéw popetnianych w sferze opinii na sktonno$¢ do ryzyka
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inwestoréw. Zgodnie z wcze$niejszym zalozeniem ma miejsce réwnoczes$nie dodatni,
statystycznie istotny wplyw tych czynnikéw na oczekiwang, satysfakcjonujacg inwe-
storéw stopg zwrotu. Wartosci otrzymanych ocen wynosza odpowiednio 0,571 dla
wplywu bledéw w sferze opinii oraz 0,377 dla bledéw w sferze preferencji. Biorace
pod uwage oceny standaryzowane, mozna stwierdzié, ze w tym przypadku wplyw
obydwu czynnikéw jest na zblizonym poziomie.

Warto§¢ wskaznika /FI oszacowanego modelu SEM jest réwna 0,863, a warto$¢
RMSEA jest na poziomie 0,065, co pozwala stwierdzi¢, iz przedstawione miary Swiad-
czg o poprawnym dopasowaniu modelu do danych empirycznych.

Bledy popelnianie przez inwestoréw oznaczaja nieumiej¢tno$s¢ wyciggania popraw-
nych wnioskéw z zaobserwowanych faktéw. W zwigzku z tym czesciej podejmowane
sa dzialania ryzykowne, gdyz inwestorzy nie sg w stanie oszacowaé w pelni stopnia
ponoszonego ryzyka. Powyzsze zaleznoSci sa réwniez wynikiem nizszej jakosci ryn-
ku, ktora jest cecha rynkéw wschodzacych i rozwijajacych sig, do ktérych w dalszym
ciggu zalicza sie polski rynek kapitatowy?. Na tych rynkach inwestorzy sa w stanie
zaakceptowal wieksze ryzyko inwestycji, ale oczekuja przy tym wiekszych zyskéw
[26]. Na rynkach kapitalowych charakteryzujacych sie wyzsza jako$cig ryzyko inwe-
stycji jest mniejsze, przez co nizsza powinna by¢ réwniez oczekiwana stopa zwrotu
z inwestycji. Na wyzsza jako$¢ sktadaja sie migdzy innymi ksztattowane przez spétki
relacje inwestorskie, ktérych zadaniem jest nie tylko pozyskanie inwestoréw, ale takze
umozliwienie im dokonanie wlasciwej i rzetelnej wyceny prowadzacej do zmniejszenia
podejmowanego przez nich ryzyka inwestycyjnego.

W celu poglebienia analizy, na podstawie wyodrebnionego i opisanego w punkcie
poprzednim czynnika oznaczajacego umiejetno$¢ postugiwania si¢ analiza technicz-
ng, podzielono badang zbiorowo$¢ na dwie grupy. Pierwsza z nich, w ktérej znalezli
si¢ inwestorzy umiejacy wykorzystywaé analiz¢ techniczng w poprawny sposéb (tzn.
otrzymana warto$¢ czynnika byla wyzsza od Sredniej wynoszacej 2,17) skladata si¢
z 184 respondentéw. W drugiej grupie, liczacej 131 inwestoréw, znalazly si¢ osoby,
ktére postugiwaly si¢ narzedziami analizy technicznej w sposdb niezadawalajacy, tj.
warto$¢ czynnika byla na poziomie nizszym lub réwnym Sredniej. Wyniki estymacji
modelu wewnetrznego dla pierwszej i drugiej grupy zestawiono w tabelach 6 oraz 8§,
za$ ich miary dopasowania, odpowiednio w tabelach 7 i 9.

Zgodnie z oczekiwaniami, wplyw czynnika oznaczajacego inklinacje w sferze opi-
nii na skfonno$¢ do ryzyka i satysfakcjonujacg ich stope zwrotu z inwestycji, w pierw-
szej grupie inwestoréw okazal si¢ statystycznie nieistotny. Podobnie nieistotny, chod
Ww znacznie mniejszym stopniu (warto$¢ p ksztaltujaca sie¢ na poziomie 0,057) okazat
sie¢ wplyw inklinacji w sferze preferencji na wybrane czynniki. Natomiast w drugiej
grupie inwestoréw zaktadane zaleznoSci okazaly si¢ statystycznie istotne. Reprezento-
wane przez tych inwestoréw indywidualnych inklinacje zaréwno w sferze opinii, jak

2 Na podstawie klasyfikacji krajéw wg FTSE (por. FTSE Global Equity Index Series Country Clas-
sification — September 2008 — www.ftse.com)
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Tabela 6.
Oszacowane parametry modelu wewngtrznego — grupa pierwsza
Zaleznosci Parametry Oceny parametrow Zacﬁgzrgig;n;t;?r Wartos¢ p
Y5 < )3 B 1,634 0,485 0,181
Vs ¢ Y B> 0,248 0,251 0,057
Y6 < V3 B3 0,699 0,139 0,298
V6 < Ya Ba 0,310 0,211 0,061
Zrédlo: opracowanie whasne
Tabela 7.
Miary dopasowania modelu — grupa pierwsza
Model IFI RMSEA CMIN/DF HOLTER
Estymowany 0,815 0,073 1,987 128
Nasycony 1 - - -
Niezalezny 0,000 0,143 4,727 52
Zrédto: opracowanie whasne
Tabela 8.
Oszacowane parametry modelu wewnetrznego — grupa druga
Zaleznosci Parametry Oceny parametrow 32221r§if;n;;;i‘g Wartos¢ p
Vs < V3 Bi 0,616 0,481 0,007
Vs < Ya B> 0,327 0,323 0,039
Y6 < Y3 Bs 0,527 0,272 0,027
V6 < Ya B 0,524 0,343 0,015
Zrédlo: opracowanie whasne
Tabela 9.
Miary dopasowania modelu — grupa druga
Model IFI RMSEA CMIN/DF HOLTER 0,05
Estymowany 0,890 0,062 1,500 120
Nasycony 1 - - -
Niezalezny 0,000 0,156 4,135 42

Zrédlo: opracowanie wlasne

i w sferze preferencji wplywaja istotnie na ich sktonnos$¢ do ryzyka oraz satysfakcjo-
nujgcg stope zwrotu. Réwniez w tym przypadku wplyw bledéw w sferze opinii na
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sktonno$¢ do ryzyka okazatl si¢ znacznie silniejszy od wplywu sktonnoSci w sferze
preferencji. Natomiast wplyw obydwu inklinacji behawioralnych na satysfakcjonujaca
stope zwrotu jest poréwnywalny. Przedstawione w tabelach 8, 10 miary jako$ci modelu
SEM wskazuja na poprawne wlasnosci statystyczne obydwu estymowanych modeli.

Inwestorzy indywidualni z grupy pierwszej sq mniej podatni na oddziatywanie in-
klinacji behawioralnych, co potwierdza druga hipoteze badawczg przyjeta w artykule.
Oznacza to, iz inwestoréw postugujacych si¢ prawidfowo narzgdziami analizy tech-
nicznej uzna¢ mozna za bardziej §wiadomych mechanizméw dziatajacych na rynku
kapitalowym, w poréwnaniu z inwestorami z grupy drugie;j.

5. ANALIZA BOOTSTRAP

Ze wzgledu na niezbyt duza liczebnos$¢ préby przeprowadzono dodatkowo proce-
dure bootstrap, ktérej wyniki potwierdzi¢ mialy poprawno$¢ statystyczng oszacowanego
w artykule modelu SEM. W pracach [13] i [19] opisana zostala procedura bootstrap,
ktérag autorzy wykorzystali do wnioskowania w zakresie modelu SEM. Procedura po-
lega na losowaniu wielu podrébek z oryginalnych danych, co pozwala na sprawdzenie
rozktadu parametréw w odniesieniu do wyjsciowej proby.

Na podstawie posiadanych danych zastosowano procedure bootstrap przy uzyciu es-
tymatora najwigkszej wiarygodnos$ci. Wykorzystano 5000 nowych oszacowan parame-
trow modelu obejmujacego calg badang zbiorowos$¢. Wykonanie procedury pozwolilo
na otrzymanie nowych ocen parametréw, ktére stanowig $rednie z ocen dla wszystkich
estymowanych modeli. Procedure bootstrap wykonano trzykrotnie, najpierw dla catej
préby inwestoréw indywidualnych, a nastgpnie dla grupy pierwszej oraz grupy drugie;j.
Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 10, gdzie dla kazdego z modeli pierwsze
dwie kolumny zawieraja ocen¢ parametru estymacji oraz $rednie z ocen analizy boot-
strap. Kolumna trzecia zawiera wartosci p, §wiadczgce o istotnosci albo nieistotnosci
statystycznej parametrow wyznaczone na podstawie procedury bootstrap.

Tabela 10.
Wyniki analizy bootstrap

Zalesnogei Model dla calej préby Model dla I grupy Model dla II grupy

Ocena | Srednia | Warto$¢ p | Ocena | Srednia | Warto$é p | Ocena | Srednia | Warto$é p
ys <ys | 0913 | 1,027 0,001 1,634 | 1,774 0,001 0,616 | 0,730 0,005
ys < ys | 0,267 | 0,278 0,003 0,248 | 0,257 0,069 0,327 | 0,356 0,019
Yo < y3 | 0,571 | 0,602 0,034 0,699 | 0,525 0,082 0,527 | 0,566 0,037
Yo < ys | 0,377 | 0,396 0,002 0,310 | 0,372 0,084 0,524 | 0,586 0,009

Zrédlo: opracowanie wlasne

W przypadku modelu szacowanego dla calej grupy respondentéw potwierdzono
istotno$¢ wszystkich zaleznosci. Istotne okazaly si¢ réwniez wszystkie zaleznoSci dla
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drugiej grupy inwestoréw. Natomiast w przypadku inwestoréw postugujacych sie anali-
z3 techniczng w spos6b zadowalajacy istotny okazat si¢ jedynie wpltyw btedéw w sferze
opinii na ich sktonno$§¢ do ryzyka. Natomiast wplyw inklinacji w sferze preferencji na
sktonnos$¢ do ryzyka oraz wptyw inklinacji w sferze opinii oraz preferencji na oczeki-
wang stope zwrotu okazaly si¢ statystycznie nieistotne.

6. ZAKONCZENIE

W artykule przedstawiono wyniki badania empirycznego opisujacego czynniki be-
hawioralne determinujace decyzje podejmowane przez inwestoréw indywidualnych na
GPW w Warszawie. Na potrzeby analizy utworzony zostal hipotetyczny model SEM,
w ktérym uwzgledniono czynniki charakteryzujace btedy inwestoréw indywidualnych
w sferze opinii i skfonno$ci w sferze preferencji, skfonnos$¢ do ryzyka, umiejetnosé wy-
korzystania analizy technicznej oraz postrzegang przez inwestoréw jakos$¢ funkcjono-
wania rynku. W celu pozyskania danych opracowano kwestionariusz i przeprowadzono
ankiete wsrdéd inwestoréw indywidualnych zrzeszonych w Stowarzyszeniu Inwestoréw
Indywidualnych. Uzyskane wyniki postuzyly do estymacji oraz weryfikacji modelu
SEM, zar6éwno dla catej préby, jak i w dwdch podprébach.

Zgodnie z postawionymi hipotezami, w modelu zatozono dodatni wptyw inklinacji
behawioralnych na sktonno$¢ do ryzyka i oczekiwang przez inwestoréw stope zwrotu
oraz przyj¢to, ze wplyw ten bedzie istotnie mniejszy w grupie inwestoréw indywi-
dualnych postugujacych si¢ analizg techniczng w spos6b wiasciwy. Wyniki estymacji
modelu pozwolily na identyfikacje zalozonych czynnikéw w grupie badanych inwesto-
réw indywidualnych oraz potwierdzenie wplywu inklinacji w sferze opinii i preferencji
na wzrost sktonnosci do ryzyka. Wyniki przeprowadzonego badania okazaly si¢ zgodne
z wnioskami zawartymi w pracy [24]. Ponadto wykazano wptyw inklinacji behawio-
ralnych na wzrost oczekiwanej przez inwestorow stopy zwrotu, co rekompensowac
ma wzrost ryzyka z tytutu popelnianych przez nich bledéw. Analiza przeprowadzo-
na w grupie inwestor6w indywidualnych, wyréznionych ze wzgledu na umiejetnosé
wlasciwego postugiwania si¢ narzedziami analizy technicznej, pozwolita wykazac, ze
wplyw bledéw w sferze opinii i sktonnos$ci w zakresie preferencji na proces decyzyj-
ny jest u nich mniejszy, niz w grupie nieposiadajgcej tej umiejetnosci. Ze wzgledu
na relatywnie matg liczebno$¢ préby (n=315) przeprowadzono dodatkowo procedu-
re bootstrap, ktérej wyniki potwierdzily statystyczna poprawnos$¢ uzyskanego modelu
i stuszno$¢ sformutowanych wnioskéw.
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Zalacznik 1. Pytania zawarte w kwestionariuszu, ktére postuzyly do wyodrgbnienia
zmiennych ukrytych

Czynnik Y;: umiejetnos$¢ postugiwania si¢ analizg techniczng

13. Opierajac si¢ na sygnalach (informacjach) wskazanych ponizej, odpowiedz jak, Twoim zdaniem,
w najblizszej przyszlo$ci zachowa si¢ indeks WIG?

(-2 oznacza silny spadek WIG, 0 oznacza brak wptywu sygnatu na indeks WIG, 2 oznacza silny wzrost
WIG)
— Przetamywanie kolejnych pozioméw wsparcia

g-20-1gob014d2 (x1)

— Utworzenie przez wykres WIG formacji glowy przez spadajacy indeks WIG i ramion po duzych wzro-
stach

g-20-1g0o0010d2 (x2)
— Zatamanie giéwnej linii trendu wzrostowego indeksu WIG

O-20-1000102 (x3)
— Po spadkach cen akcji — duza przewaga popytu

go-20-1gob1g2 (x4)
— Rosnacy indeks WIG kolejno potwierdza giéwna lini¢ trendu

O-20-1000102 (xs)

— Istotne zwigkszenie si¢ wartosci zlecenia kupna

g-20-1gob014d2 (X¢)

Czynnik Y,: jako$¢ funkcjonowania rynku kapitalowego

1. Jak oceniasz jako$¢ publicznych informacji na temat spotek dostepnych na rynku kapitalowym?

(Wybor srodkowego kwadratu oznacza brak przewagi jednej z dwoch, wykluczajqcych sie ocen; dla kazdego
wiersza wybierz doktadnie jedng odpowied?)
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Informacje sa niekompletne 00000 Informacje sa kompletne (x7)
Informacje sg nieprawdziwe 00000 Informacje sa prawdziwe (xg)
Informacje sg podawane z op6znieniem U U 0 0O 0 Informacje sg podawane bezzwlocznie  (Xo)
Informacje sg nieporéwnywalne 00000 Informacje sa poréwnywalne (X10)
Informacje sg niejednoznaczne OO00O0O0d Informacje sa jednoznaczne (X11)

Czynnik Yj: bledy w sferze opinii

6. Zal6zmy, ze na gieldzie od 6 miesiecy trwa hossa oraz panuje korzystna sytuacja makroekonomicz-
na. Jakie jest, wedlug Ciebie, prawdopodobieristwo, Zze Tobie uda si¢ wypracowa¢ ponadprzeci¢tny
zysk?

O (0%-50%) O (50%-60%) O (60%-70%) [ (70%-80%) [ (80%-100%) (X12)
15. Zalézmy, ze zlozony przez Ciebie wniosek na rozpoczecie dzialalnoSci gospodarczej otrzymat
dotacje w sumie 50 000 zlotych. Jakie jest, wedlug Ciebie, prawdopodobienistwo, ze Twoj biznes si¢
powiedzie?

0 (0%-20%) O (20%-40%) O (40%-60%) [J (60%-80%) 1 (80%-90%) (X13)
18. Jak czesto dokonujesz zmian w portfelu w wybranym przeze Ciebie horyzoncie inwestycyjnym?
( 1 — nie dokonuje Zadnych zmian, 5 —staram sie¢ jak najczesciej zmieniac skiad portfela )
0102030405 (X14)

Czynnik Y4: bledy w sferze preferencji

10. Twoja inwestycja w akcje przyniosta Ci 30% zysku. Na rynku od 6 miesiecy panuje hossa
i nie ma wyraznych sygnaléw zmiany trendu. Jaki procent oszczednosci bylby$ sklonny dodatkowo
zainwestowac?

0 10% O 25% O 50% O 75% O 100% (X15)
14. Zal6zmy, ze posiadasz portfel akcyjny o wartosci 10 000 zlotych, — przynoszacy zysk 10% mie-
siecznie. Z informacji dochodzacych z rynku wynika, ze inwestycja w spétke X zapewni co najmniej
60% zysku w okresie dwéch miesiecy. Jaka bylaby twoja decyzja odno$nie zmian w posiadanym
portfelu?

[J Brak zmian w posiadanym portfelu akcyjnym [J Zakup akcji spétki X o wartosci 3 000 ztotych

[0 Zakup akcji spétki X o wartosci 6 000 ztotych T Zakup akcji spétki X o wartosci 10 000 ziotych

[ Zakup akcji spotki X o wartosci 20 000 zlotych, postugujac sie kredytem na sume¢ 10 000 zlotych (x;6)

16. Zal6zmy, ze inwestycja 20000 zlotych w akcje przyniosta Ci 5 000 zlotych zysku. Analitycy rynku
zapowiadaja dalsze wzrosty i hosse trwajaca co najmniej rok. Jak zamierzasz inwestowa¢ dalej?
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0 Robisz rewizje portfela inwestujac 20 000 zlotych i odkladasz zysk na inne cele.
[ Inwestujesz 20 000 ztotych wraz z uzyskanym zyskiem réwnym 5 000 zt.
O Inwestujesz 25 000, inwestujac dodatkowo czesé swoich dodatkowych przychodéw (np. 5 000 zt)

O Inwestujesz 25 000, inwestujac dodatkowo calosé swoich dodatkowych przychodéw (np. 10 000 zt)

O Inwestujesz 25 000, catos¢ swoich dodatkowych przychodéw (np. 10 000 z}) i jeszcze dodatkowe
10 000 zt korzystajac z kredytu. (X17)

Czynnik Ys: sktonno$¢ do ryzyka

4. Czy zgadzasz si¢ ze stwierdzeniem, Ze inwestujesz bardziej ryzykownie od innych?

( 1 — catkowicie si¢ nie zgadzam, 5 — catkowicie si¢ zgadzam )

0102030405 (x18)
8. Czy inwestujac na co dzien zdarza Ci si¢ podejmowaé decyzje bedace na krawedzi ryzyka?

(1 — nigdy , 5 — tak, zawsze)

0102030405 (x19)

12. Czy zgadzasz sie ze stwierdzeniem: Jezeli kto$ zainwestuje ryzykownie i zarobi, to mam ochote
postapi¢ podobnie?

( 1 — catkowicie nie zgadzam sie, 5 —catkowicie si¢ zgadzam )
0102030405 (x20)
17. Czy podczas inwestowania zdarza si¢, Ze podejmujesz ryzyko pomimo, Ze nie jest to konieczne?

( 1 — nie, nigdy , 5 — tak, zdarzato mi si¢ to niejednokromie)

102030405 (X21)

OCENA WPLYWU CZYNNIKOW BEHAWIORALNYCH I RYNKOWYCH
NA POSTAWY INWESTOROW INDYWIDUALNYCH NA POLSKIM RYNKU KAPITALOWYM
ZA POMOCA MODELU SEM

Streszczenie

W artykule podjeta zostala préba empirycznego wyjasnienia zalezno$ci skfonnosci do ryzyka i poziomu
oczekiwanej stopy zwrotu od czynnikéw psychologicznych, lezacych u podstaw decyzji inwestoréw indy-
widualnych aktywnych na Gieldzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie. Celem artykutu jest identyfi-
kacja i opis wspélzaleznosci miedzy nieobserwowalnymi czynnikami takimi jak inklinacje behawioralne,
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sktonno$¢ do ryzyka, umiejetno$¢ postugiwania si¢ przez inwestoréw analiza techniczna, a takze jako$¢
rynku za pomocg modelu réwnan strukturalnych. Przyjeto hipoteze, ze inklinacje behawioralne tj. bledy
popelniane w sferze opinii i skfonnosci w zakresie preferencji powoduja wzrost sktonnosci do ryzyka inwe-
storéw indywidualnych i wzrost oczekiwanej przez nich stopy zwrotu. Zatozono takze, ze wplyw inklinacji
behawioralnych na decyzje inwestycyjne jest mniejszy wsréd inwestoréw indywidualnych umiejacych si¢
postugiwac analizg techniczng w sposéb wlasciwy, niz u pozostatych inwestoréw. Wyniki estymacji mode-
Iu pozwolily na identyfikacj¢ zalozonych czynnikéw w grupie badanych inwestoréw indywidualnych oraz
potwierdzenie wplywu inklinacji w sferze opinii i preferencji na wzrost sktonnosci do ryzyka.

Stowa kluczowe: modele réwnari strukturalnych (SEM), finanse behawioralne, inklinacje behawioralne,
sktonno$¢ do ryzyka, analiza bootstrap

EVALUATION OF IMPACT OF BEHAVIORAL AND MARKET FACTORS ON ATTITUDES
OF INDIVIDUAL INVESTORS IN POLISH CAPITAL MARKET USING SEM MODEL

Abstract

In the paper we attempt to explain the impact of psychological factors on propensity for risk and the level
of expected return exhibited by individual investors active on the Stock Exchange in Warsaw. The article
aims at identification and description of the relationship between unobservable factors such as behavioral
inclinations, propensity for risk, ability to use technical analysis as well as market quality with application
of Structural Equation Model. The hypothesis was put that behavioral inclinations such as errors in the
opinions and preferences cause an increase in individual propensity for risk as well as the increase in the
level of expected and satisfactory return.

It was also assumed that investors that properly use technical analysis in their decision-making process are
less sensitive for behavioral inclinations than the others. The results of estimation of the model allowed for
identification of the unobservable psychological factors and confirmed the impact of the defined factors
for the increase of individual propensity for risk.

Keywords: structural equations model (SEM), behavioral finance, behavioral inclinations, propensity for
risk, bootstrap analysis
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SYSTEM WALRASA 1 ZAPASY

1. WSTEP

Przez system Walrasa w ekonomii matematycznej rozumiemy zazwyczaj uktad

réwnan rézniczkowych dynamiki cen w n-produktowej gospodarce

p(t) = o f(p()), D

gdzie:

t — zmienna czasu, f € Ri = [0, +c0),

n — liczba towaréw (wytwarzanych i/lub zuzywanych) w gospodarce,

pt) = (p1(®), ..., pu(t)) — wektor cen towaréw w momencie 7,

p) = (p1(?), ..., pu(t)) — pochodna funkcji (trajektorii) cen w momencie ¢,

f(p®) = (fip(@), ..., f,p(t)) — funkcja popytu nadwyzkowego(excess demand func-
tion),

Fp®) = f/(p) = f*(p()),
fd(p(t)) = (f”f (p(t)),...,fnd(p(t))) — funkcja zagregowanego popytu na towary

W momencie t,

fp@®) = (f] (p(1), ..., f,,(p(t))) — funkcja zagregowanej podazy towaréw w go-

spodarce w momencie f,

o — dodatni wskaZnik proporcjonalnosci (predkosci reakcji cen na zmiane popytu

i podazy) !.

Uktad réwnan (1) opisuje prosty mechanizm dostosowywania cen do popytu i po-

dazy, zgodnie z ktérym:

jezeli popyt na pewien towar przekracza jego podaz, a wiec gdy w gospodarce
mamy do czynienia z niedoborem towaru, jego cena zaczyna rosngé,

jezeli popyt na towar jest nizszy od jego podazy, tj. gdy w gospodarce mamy
nadmiar pewnego towaru, wowczas jego cena zaczyna malec,

jezeli popyt na towar jest réwny jego podazy, cena towaru nie zmienia si¢, zob.
np. [4], [5].

Opisany mechanizm zakfada nie tylko antropomorficzne uciele$nienie rynku kon-

kurencyjnego w postaci ,,niewidzialnej reki”, ale takze bezwzgledne jego podporzad-
kowanie zasadzie, ze transakcje kupna-sprzedazy towaréw dochodzg do skutku dopiero

! Nie jest to najogdlniejsza posta¢ réwnania dynamiki cen w gospodarce Walrasa, zob. np. [2].
W celu zachowania prostoty dalszych wywodéw §wiadomie pozostajemy przy réwnaniu (1).
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po osiggnigciu przez gospodarke réwnowagi. Nie mozna w zadnym razie ukfadu (1)
traktowac¢ jako opisu codziennych transakcji w gospodarce rynkowej, ktére sg zawie-
rane permanentnie — bez wzgledu na to czy ceny p(t), po ktérych sa sprzedawane
i/lub kupowane towary, sa w chwili ¢ zawierania transakcji cenami réwnowagi wal-
rasowskiej, czy nie. Dobrze oczywiScie, jezeli sa, ale najczeSciej tak nie jest i nikt
si¢ w praktyce specjalnie nad tym nie zastanawia. Wéwczas w (1) f(p(¢)) # 0, a to
oznacza, ze chwilowo ma miejsce niedobér jednych towaréw (f;(p(¢)) > 0), prowadzacy
do wzrostu cen i w konsekwencji do wzrostu ich podazy w przyszio$ci oraz nadmiar in-
nych (f;(p(1)) < 0), prowadzacy do powstawania zapasow, ktérych w systemie Walrasa
w ogoéle si¢ nie uwzglednia.

W modelu, ktéry prezentujemy ponizej, zapasy nie majg wplywu na ceny towaréw.
Rosna, gdy na rynku ma miejsce nadwyzka podazy i maleja, gdy zachodzi sytuacja
odwrotna. Za gromadzenie i dystrybucje zapaséw odpowiada rzad lub powotana przez
rzad agencja, ktéra przyjmuje (nieodptatnie) nadwyzki towaréw od producentéw po to,
aby w sytuacji niedoboru méc je przekazaé¢ (réwniez nieodptatnie) finalnym odbior-
com zbiorowym, reprezentowanym np. przez takie instytucje pozytku publicznego jak
opieka spofeczna, zdrowotna czy pozarzadowe organizacje charytatywne.

Pokazemy, ze przy standardowych zalozeniach réwniez w takiej nietypowej go-
spodarce istnieje (globalnie stabilny) stan réwnowagi konkurencyjnej.

2. PROSTY SYSTEM WALRASA Z ZAPASAMI

Niech f*(p()) = (ff(p(®)),..., f;(p(t))) oznacza wektor podazy towaréw w go-
spodarce w momencie ¢, ktéry dalej utozsamiamy z ich produkcjg w tym momencie.
Przez z(t) = (z1(¢), ..., z4(t)) 0znaczamy wektor zapaséw w momencie ¢, natomiast przez
€ (0, 1) stope naturalnego ubytku zapaséw.

Jezeli popyt fl-d (p()) na towar i-ty przekracza podaz (produkcje) f; (p(1)), jego
zaspokojenie wymaga siegniecia po zapasy, ktére w rezultacie zmaleja.

Jezeli fl.d (p(®) = f(p()), wtedy w momencie ¢ nie ma potrzeby siegania po
zapasy, ale zmieniaja si¢ one z tytulu ich naturalnego ubytku (ze stopg u ).

Jezeli fl.d (p()) = f7 (p(t)) — uzi(t) , wtedy zapasy pozostaja na stalym poziomie.

Jezeli fl-d (p() < f (p(1)) — pzi(t) , zapasy towaru i-tego rosna.

W prezentowanym modelu, podobnie jak w jego wersji oryginalnej, ceny towar6w
na rynku ksztattuja si¢ zgodnie z réwnaniem (1). Strumiefi dochodéw konsumentéw
w momencie ¢ jest réwny wartosci zrealizowanego popytu <p(t), min { Fp®), f 4 p(t))} >
czyli produkcji sprzedanej (a nie wytworzonej) przez producentéw; symbolem

min {£*(p(0), f*(p(e)} = (min (£ § (p), f{(p )}, min {5 (p), f(p)})
oznaczamy tutaj wektor popytu zrealizowanego przy cenach p, a symbolem (x,y)

iloczyn skalarny wektoréw x,y € R" : (x,y) = Zx,-,yi. Wektor towaréw, ktore nie
i=1
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znalazly w momencie ¢ nabywcy na rynku

max {£*(p(0)— £*(p(1)), 0} = (max { £ (p(t) = £ (p(1)), 0} , ... max {£3(p(1))~ £ (p(1)), 0})

zostaje nieodplatnie gromadzony w postaci zapasow. Tam gdzie zapasy towaru i sg
dodatnie, z;(¢) > 0, ich dynamike opisuje réwnanie

Zi1) = £ (p) = £ (p(0) = pzi(o). (2a)
Natomiast tam gdzie dochodzi do wyczerpania zapasow, tj. gdy z;(¢) = 0, przyjmujemy:
zi(1) = max{f? (p(1)) — £ (p(1)) — pzi(1), O}. (2b)

Przez system Walrasa z zapasami rozumiemy uktad 2n réwnai rézniczkowych dyna-
miki cen towaréw i ich zapaséw w gospodarce konkurencyjne;j:

p(t) = olf* (p®) = f* (p0)], 3)
s =l PO = £ p0) — pzi(o), sdy >0
’ max{f; (p() = £ (p(0) = pzi(), O}, gdy  z(1) =0,
i=1,..n.

Wezmy dowolny wektor cen p® > 0 i dowolny wektor z° >0 .
A Definicja 1. Okreslone na pélosi czasu R}r = [0, +o0) rozwiazanie p(t),z(t) uktadu
(3)-(4) z dodatnig funkcja p(#) i nieujemna funkcja z(¢), spetniajagce warunek poczat-
kowy

pO)=p">0, z(0)=2"20 )
nazywamy (p°,z°, o) — dopuszczalna trajektoria cen i zapaséw w gospodarce Walrasa.

A
Obowiazuje standardowy uklad zalozen 2:
M f.f € C'RLN{0) > RY)
an pi=0= fi(p)>0,
(I Yp 20 YA > 0(f(p) = f4(p) & f'Ap) = f(p))

av) vp 30(<p,fd(p)) = (p,fs(p))) (prawo Walrasa) ,

(V)¥pePi()={peR|> pi=1} YAeR"\(RLUR)

i=1
AJ(p)al <0

% Z ich interpretacja mozna zapozna¢ si¢ np. w pracy [4] rozdz. 3
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gdzie

af;

J@r{g%) . f=rl-r

P J 7 (n,n)
(A jest wektorem wierszowym, 7 jest znakiem transpozycji, R} oznacza nieujemny, a
R" niedodatni orthant przestrzeni R").

O wiasnosciach (p°, z°, o0)-dopuszczalnych trajektorii cen i zapaséw méwi poniz-

sze twierdzenie.

L] Twierdzenie 1. Przy zatozeniach (I) — (IV) :
(i) kazde rozwigzanie uktadu (3) — (4) spetnia warunek:
ViZ20(p()>0 & z(r) =2 0),
(2i) trajektoria cen p(f) lezy na powierzchni kuli n-wymiarowej K'(0) o
promieniu r = “ p0|| £ i Srodku w O (przez ||x||z oznaczamy norm¢ Euklidesa
wektora x € R").

Dowéd. (i) Zatézmy, ze A(t" > 0)Ai € {1,...,n} (p:(¢") = 0). Wtedy p;(t") > 0 (zgod-
nie z warunkiem (II)). Trajektoria cen jest funkcja ciagla i rézniczkowalng na obsza-
rze okreslonosci zatem Je > OVt € (¢' — &,¢") (p;(t) < 0) i poniewaz p? > 0, wiec
A >0 (p()=0 & pi(t”) <0), co jest sprzeczne z warunkiem (II) i konczy
dowdd czesci (i).

(2i) Z prawa Walrasa otrzymujemy:

Vi > 0 (2p(). po) = 20¢p(o). f4(p0) - £ (p(1))) = 0).

czyli

w>oafw&mwwzwmmm—@%%=ww@4wﬁ=w
0

stad

Vi >0 [Z pi) = rz], gdzie r = HPOHE-
i=1

3. ROWNOWAGA

A Definicja 2. Moéwimy, ze system Walrasa z zapasami jest w rownowadze (dlugo-

okresowej), jezeli ustalg si¢ takie ceny p(f) = p oraz takie zapasy z(¢) = Z , przy
ktérych

@) = ). ©)

A
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W réwnowadze spelnione sg jednocze$nie dwa uktady réwnan:

@) - =0 (7a)

oraz
@)= f'p) - uz =0, (7b)
a stad wynika, ze Z = 0. System Walrasa (3) — (4) w réwnowadze pozbywa si¢ zapasow.
Latwo zauwazy¢ tez, ze ceny p w réwnowadze sg dodatnie. RzeczywiScie, zakladajac
p: = 0 dla pewnego i, z warunku (II) otrzymujemy f;(p) = fl-d(ﬁ) - f(p) > 0, co
przeczy (7a). Z dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji popytu f¢(p) i podazy f*(p)

wnioskujemy, ze jezeli p > 0 jest wektorem cen réwnowagi, to jest nim takze jego
dowolna dodatnia wielokrotnos¢.

Pétprosta
P={ap| 1> 0}

nazywamy tradycyjnie promieniem cen réwnowagi.

Pokazemy, ze w systemie Walrasa z zapasami ceny réwnowagi istniejg i sg okre-
Slone jednoznacznie z dokladno$cig do struktury.
[ Twierdzenie 2. Przy zalozeniach (I) — (V) istnieje dokladnie jeden wektor cen
réwnowagi rynkowej (spetniajacy warunek (6)) okreslony z doktadnoscig do struktury.

Dowod. Utwoérzmy funkcje

w=Wi,...,wy) : PL(1) > R",

1 .
wi(p) = max{pi+ fi(p). 5 pi}, i=1,...n. ()
Woéwezas w; € CO(P"(1) — R") oraz
Vp e PL(1) (w(p)>0).

Rzeczywiscie, jezeli p; = 0, to zgodnie z warunkiem (II) fi(p) > 0 , czyli

wi(p) = pi + fi(p) = fi(p) > 0. Jezeli zas p; > 0, to w;(p) = Epi >0.
Niech

_ w(p)
YD) = o

gdzie ||x|| = Z |x;| (wszgdzie dalej tak samo).
Woéwczas ¢ € CO(Pﬁ(l) — R'}) oraz

w(p)
[w(pll

Ipe PLD@(P) >0 & o= [ B = b,
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zatem ¢ jest cigglym odwzorowaniem simpleksu P’} (1) w siebie. Z twierdzenia Brouwe-
ra (zob. np. [3], rozdz.1, §4) plynie wéwczas wniosek, ze Ap € P (1)(¢(p) = p > 0).
Zgodnie z definicjg odwzorowania w(p),

)

1 1
czyli w szczegélnosci w(p) = 515, tzn. |w(p)|| = §||I5|| =

| =

Vp e Pi(l)(W(p) >

1
5 Pokazemy, ze
1

1 1
w(p)l| > 7 W tym celu zalézmy ||w(p)|| = R Wtedy w(p) = 215, tzn. zgodnie z

1 1
*) Eﬁ =w(p) = p+ f(p), czyli f(p) < —Ep' < 0. Oznacza to, ze (p, f(p)) <0, co
jest sprzeczne z prawem Walrasa (IV). Zatem

L W) W) .
WP > 5. 2. 7 = 9P = o < =5 (%)
czyli w(p) > %15 i wobec (*)
w(p) = p+ f(P),
co zgodnie z (**) prowadzi do warunku:
ﬁ:ﬁ"'f(ﬁ) ( * )
Iwp)Il -

Mnozac obustronnie (***) przez wektor f(p) otrzymujemy znowu (zgodnie z prawem

Walrasa):
B, D)+ F PP _

PSP = Wl

O’
czyli (f(p), f(p)) =0, co oznacza ze
fP) =)~ f*(p) = 0.
Obie funkcje f9(p), f*(p) sa dodatnio jednorodne stopnia zero (warunek (III) ), wiec
réwniez
VA > 0(f(p) = f1Ap) - £1(p) = 4(p) - £ (P) = 0).

Zalézmy, ze istnieja dwa wektory cen réwnowagi p', p> o réznej strukturze:

1 2

pl = ”li—l“ £ p = ”Ii—zH i przyjmijmy oznaczenie: p(r) = p' +7(p* - p'), 7€[0,1].
p p

Woéwcezas

p(0)=p', p(1)=p? oraz Y7 €[0,1] (p(r) € P'(1)).
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Niech ¢(7) = (5* = p', f(p. 7)) = F(5")). Wowezas ¢(0) =0, ¢ € C' ([0,1] - R')
oraz

$() = A (p(r)A
gdzie A = 152 -p L'%0, tzn. $(t) <0 na [0, 1] ( zgodnie z warunkiem (V)), zatem

(1) =(p* - p'. fF(P") - F(p")) <0,

co jest niemozliwe, gdyz f(p') = f(5*) =0 .
Otrzymana sprzeczno$¢ koriczy dowdd catego twierdzenia.

4. STABILNOSC

W standardowej wersji modelu Walrasa stabilno$¢ gospodarki oznacza zbiezno$¢
jej dowolnej dopuszczalnej trajektorii cen do pewnego wektora cen rownowagi z pro-
mienia P. Teraz musimy uwzgledni¢ zbiezno$¢ zaréwno cen, jak i zapaséw do ich
poziomu w réwnowadze. W przypadku cen bedzie to pewien wektor p € P, a w przy-
padku zapaséw wektor zZ = 0.

A Definicja 3. System Walrasa z zapasami nazywamy (globalnie) asymptotycznie
stabilnym, jezeli Vp° > 0¥z° > 0 kazda (p°, z°, 00) — dopuszczalna trajektoria cen i za-

paséw spelnia warunek:
03 5 < P(lim p(o) = p),
(20) li}m z(t) = 0.
A

U Twierdzenie 3. Przy zalozeniach (I) — (V) system Walrasa z zapasami jest globalnie
asymptotycznie stabilny.

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze

VpleP Vp2e P(((pf(p*)>0)).

Dowdd wzorowany jest na koficowym fragmencie dowodu twierdzenia 2. WeZmy do-
wolng pare wektoréw cen p' € P i p® ¢ P oraz wprowadZmy oznaczenia:

1 Pl ‘ D P2 _ oAl Y|
pP=Eye P =g pP@O=p +1("-p), tel01]
I [Pl

Mamy wéwezas p(0) = 5!, p(1) = p* . Niech

¢(1) =(p* - p', f(p(™)) = ("))
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Woéwezas ¢(0) =0 , ¢ € C'([0, 1] — R') oraz zgodnie z warunkiem (V)

Yt e[0,1] (% = W (p(r)A’ < 0),

gdzie A = p* — p' # 0. Zatem ¢(1) = (p* - p', f(pP) - f(p")) <0 .
Poniewaz p' € P, wiec f(p') =0, czyli

o(1) = (P, F(pD) = (P, f(7*)) <O.

W mysl prawa Walrasa (warunek IV) (57, f(5%)) = 0 , zatem (p', f(p>)) > 0 , a stad
(wobec dodatniej jednorodno$ci stopnia 0 funkcji popytu nadwyzkowego):

(p', f(pH) > 0. (*)

Wezmy teraz dowolng (p°,z°, c0) — dopuszczalna trajektorie cen p(r) i zapaséw z(r)
(rozwiazanie uktadu (3)-(4) z warunkiem poczatkowym (5)). Wéwczas zgodnie z twier-
dzeniem 1 (2i) Vr > 0(p() € K'(0)), gdzie r = ||p0||E. Niech p bedzie punktem,
w ktérym promien cen réwnowagi P przebija kule K;'(0).

Jezeli p° = p, to ¥t > 0(p(r) = p) oraz

. —pzi(t) ,  gdy (1) >0,
Zi(1) = 0
0 > gdy Zi (t) = Oa

tzn. litm z(t) = 0.

Zal6zmy teraz, ze p° # j . Woéwezas Vt > 0(p(r) ¢ P). Utwérzmy funkcje

V() = %(p(t) - p,p()—p) = 0.
Oczywiscie V € C'[0, +c0) oraz ¥Vt > 0 :
V(1) = (p(1) = p, p()) = o(p(), f(p(0)) = f*(p(0)))—
—a(p. [ (p(1) = f*(p(t)) = —o(p. f(p())) < O (%)

(zgodnie z (*)). Aby pokazaé, ze p(r) —t> p wystarczy udowodnié, ze V(¢) —t> 0. Poniewaz
V(t) < 0 oraz V(¢) > 0 na pélosi [0, +c0), zatem li;n V() =V > 0. Zatézmy, ze V > 0.

Wowczas 35 > 0¥t > 0(||p() — pll, = 6) .

Niech F(p(1)) = —o(p, f(p(1))) oraz Q = {p € K;'(0) | llp - pllg > 6}
Zbidr Q jest zwarty i zgodnie z (¥*)

Ve > 0(V() = F(p(1) <0 & F(p) e C%Q - RY),
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czyli istnieje

max F(p) = —e < 0.
PEQ

Wowczas _
Ve >0 (V(t) < - <0),

tzn.
0< V() < —et— —oo.
t

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze lim V(¢) = 0, czyli lim p(¢¥) = p .
t
Rozwigzaniem réwnania (4) jest funkcja zapaséw i — tego towaru

t

zi(t) = max{le ™ + e | & £(6)d6, 0}, (8)

gdzie

t t

Qe+ et | ¢0f0)d0 = e |2) - o f e"'pi(0) do) =

i —

0 0
=e [ =o' p] =0 A -wp) > ~o (1 -wp; <0.

Zatem zgodnie z (4)
Vi (li¥n zi(t) = 0),

co zamyka dowod twierdzenia.
|

Latwo pokazaé, ze w szczegblnym przypadku, gdy stopa ubytku zapaséw
u = 0, a poczatkowy zapas towaréw z° > 0 , wtedy dodatnim cenom j odpowiada
w réwnowadze dodatni wektor zapaséw Z. Réwniez taki stan réwnowagi jest globalnie
asymptotycznie stabilny.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej
Katedra Ekonomii Matematycznej
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SYSTEM WALRASA 1 ZAPASY
Streszczenie

W literaturze z zakresu rownowagi ogélnej L. Walrasa standardowo zaktada si¢, ze o dynamice cen
towar6w w gospodarce konkurencyjnej decydujg relacje miedzy popytem i podaza, co jest oczywiscie
prawda. Prawda jest jednak réwniez to, Ze réznice mi¢dzy popytem i podazg prowadza do powstawania
zapasow towardw, czego w standardowych modelach réwnowagi ogélnej najczesciej juz si¢ nie uwzglednia.

Artykut jest skromng proba wypelnienia tej luki. Przedstawiamy w nim nawiazujacy do Walrasa
model ksztaltowania cen, uzupetniony o uktad réwnan dynamiki zapaséw w gospodarce konkurencyjne;j.
Dowodzimy istnienia stanu réwnowagi konkurencyjnej w takiej gospodarce oraz jego globalnej stabilnosci.

Stowa kluczowe: system Walrasa, réwnowaga konkurencyjna, stabilnos$é

WALRASIAN SYSTEM AND STOCKS
Abstract

In the literature concerning Walrasian general equilibrium it is normally assumed that in the com-
petitive economy the decisive factor influencing the price dynamics is the relation between demand and
supply, what is actually true. However it is also true that the differences between demand and supply lead
to the creation of stocks of goods, what in standard models of the general equilibrium is usually not taken
into consideration.

This article is a modest attempt to fill this gap. We present in it a model of price adjustment, which
refers to Walras and is complemented by a system of equations of stocks dynamics in the competitive
economy. We prove the existence of competitive equilibrium in this economy and its global stability.

Keywords: Walras System, competitive equilibrium, stability
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WYBRANE MODELE ZAWIERAJACE STOCHASTYCZNY PIERWIASTEK
JEDNOSTKOWY W ANALIZIE KURSOW WALUTOWYCH'

1. WSTEP

Granger i Swanson [5] wykazali, ze finansowe i makroekonomiczne procesy, ktd-
re wymagaja obliczenia pierwszych réznic nie zawsze sg procesami zintegrowanymi
rzedu pierwszego. Dowodzg oni, Ze majg one czesto pierwiastek jednostkowy, ktéry
nie jest staty lecz losowy. Zmienny parametr, odpowiedzialny za stopieni zintegrowania
traktowany jest tu jako odrgbny proces stochastyczny, ktérego realizacje oscylujg wokét
jedynki. Tego typu proces okreSla si¢ jako proces zawierajacy stochastyczny pierwiastek
jednostkowy (ang. Stochastic Unit Root, STUR).

Celem artykutu jest przedstawienie wybranych modeli zawierajacych stochastycz-
ny pierwiastek jednostkowy oraz opis badafi empirycznych dokonanych na podstawie
dziennych realizacji kursu ztotego w stosunku do najwazniejszych walut europejskich.
Prezentowany artykutl bezposrednio nawiazuje do publikacji dotyczacych modeli STUR
(zob. [5], [8], [10], [15], [16] i [17]), a takze jest ich rozszerzeniem. Po pierwsze, zbada-
no nieznang, jak dotagd, moc wyjasniajgcg niektérych specyfikacji STUR w stosunku do
standardowych modeli zmiennoSci tj. SV (ang. Stochastic Volatility) i GARCH (ang.
Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity). Po drugie, w modelach
STUR przyjeto zatozenie, ze losowy w czasie pierwiastek jest procesem stochastycznej
zmiennoSci. Jest to nowe podejscie, ktore nie bylo dotad jeszcze przedmiotem rozwazan
w literaturze przedmiotu. Po trzecie, opracowano metody numeryczne wykorzystywane
w schemacie wnioskowania bayesowskiego w kontekscie rozwazanych tu specyfikacji.

Uktad artykutu jest nastepujacy. Cze$¢ druga przedstawia model STUR w wersji
Grangera i Swansona [5]. Czg$¢ trzecia dotyczy modelu STUR w wersji Leybourne’a
([10] 1 [11]), natomiast czgs$¢ czwarta opisuje model dwuliniowy, zaproponowany przez
Francqa, Makarova i Zakoiana [3]. Ostatnia, pigta cz¢$¢ artykulu zawiera wyniki badan
empirycznych. Na koricu pracy zamieszczono najwazniejsze wnioski.

! Praca naukowa finansowana ze §rodkéw na nauke w latach 2009-2011 jako projekt badawczy numer
N N111 431737. Autor dzigkuje anonimowemu Recenzentowi za bardzo wnikliwe uwagi i sugestie. Adres
elektroniczny: jkwiat@umk.pl
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2. MODEL STUR W WERSJI GRANGERA I SWANSONA

Oznaczmy przez {y;, t = 1, ..., T} proces stochastyczny. Granger i Swanson [5]
rozwazali nastepujgcy proces STUR:

iid
Vi =ay-1 + &, &~ N(O, 0'2), (D
gdzie:
a, =exp(6;), E(a)=1. 2)

Przez {6;, t = 1, ..., T} oznaczono stacjonarny, nieobserwowalny proces autoregresyjny
rzedu pierwszego:

.
6 =go+ @101 +m, n~N(0, ), 3)

. jid . . .
natomiast przez & SN (O, 0'2) t = 1, ..., T oznaczono niezalezne zmienne losowe
o rozktadzie normalnym z zerowa Srednia i wariancja o> (z ang. independent and
identically distributed; iid). Dodatkowo zaklada sie, ze sktadniki losowe &; i 7, sa
wzgledem siebie niezalezne tj. g, Lnydlat, s=1, ..., T.

y pierwsze przyrosty y
3 T T

-5 L

1 84

167 250 333 416 499

ACF dla kwadratow pierwszych przyrostow y

-

167 250 333 416 499

histogram pierwszych przyrostow y

1 T T T T 0.9 T T T T T T
+-1,96/T"0,5 —— 08 N(0,004 0,703) —— |
0.8 1 0.7 _
06 o 0.6 [ b
' g 05f 1
i
04 E g 04
03 b
0.2 B 0.2 7
u ey |||. M| 0.1} 4
oULLLIRINIRRNNI I 0] gn 0t 0 L—u
5 10 15 20 25 -3 -2 -1 0 1 2
opoznienia d_y

Rysunek 1. Charakterystyki procesu STUR, w ktérym ¢ = —0.01, ¢, = 0,4, 0> =0,11 w® = 0,01.
Lewy, gérny panel przedstawia jego realizacje, kolejny u géry pokazuje pierwsze przyrosty, dolny, lewy
zawiera informacje na temat funkcji autokorelacji kwadratéw pierwszych przyrostéw, tj. (Ay,)%,
natomiast prawy, dolny panel przedstawia histogram pierwszych przyrostéw oraz funkcje gestosci
rozktadu normalnego

Zrédo: obliczenia whasne.
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Gdy 6, =0dlar =1, .., T, to model (1)-(3) redukuje sic do dobrze znanego
w literaturze przedmiotu modelu btagdzenia losowego tj. y, = y,—1 + &, ktdrego pierwsze
przyrosty tworza proces zintegrowany w stopniu zerowym.

Niektdre, nieznane dotad wlasnosci procesu STUR przedstawit kilka lat temu Yoon
[21]. Okazuje sie, ze proces STUR jest procesem SciSle stacjonarnym, natomiast nie
jest kowariancyjnie stacjonarny. Dodatkowo nie ma skorficzonych momentéw, w tym
nawet Sredniej oraz ma bardzo grube ogony, co wskazuje na znaczne odstgpstwo jego
rozktadu od rozktadu normalnego. Réwniez w odréznieniu od standardowych pro-
cesOw zawierajacych pierwiastek jednostkowy, proces STUR nie jest kowariancyjnie
stacjonarny dla dowolnej réznicy t;j. {Ady,}, gdzied =1, 2, ....

Na rysunku 1 przedstawiono przykladowa realizacje procesu STUR, w ktérym
przyjeto nastgpujgce zatozenia odnosnie parametréw modelu: ¢o = —0,01, ¢; = 0,4,
- =0,1, o = 0,01 oraz yp = 01 69 = 0. Oprécz jego realizacji, zamieszczono
réwniez pierwsze rdznice, obliczone zgodnie ze wzorem Ay, = y, — y,_1, wartosci
funkcji autokorelacji dla (Ay,)* wraz z gérna granica 95% przedziatu ufnosci, a takze
histogram pierwszych przyrostéw i funkcje gestosci rozkladu normalnego.

Mozna fatwo zauwazy¢, ze procesy STUR moga generowac szeregi czasowe, kto-
rych wlasnosci zblizone sa do typowych wiasnosci szeregéw finansowych. W tym
przypadku, przebieg pierwszych przyrostéw wskazuje wyraZznie na efekt skupiania
zmiennoSci (ang. volatility clustering), ktéry polega na tym, ze zaréwno male, jak i duze
zmiany cen instrumentu bazowego nastepujg seriami. Bardzo ciekawie przedstawia si¢
réwniez funkcja autokorelacji kwadratéw pierwszych przyrostow, ktéra wykazuje si¢
istotng zalezno$cig az do 20-ego opdZnienia wigcznie. Réwniez histogram, zamiesz-
czony w prawym, dolnym panelu potwierdza wieksza koncentracje i grubsze ogony niz
w rozkladzie normalnym. Wszystkie wymienione cechy sg szeroko znane i omawiane
w literaturze przedmiotu jako typowe wiasnosci szeregéw finansowych (zob.[2]).

Rozszerzmy model STUR w wersji Grangera i Swansona, tak aby skfadniki losowe
n, (dlat =1, ..., T) tworzyly proces o strukturze SV. Oznacza to, ze {d;, t = 1, ..., T}
jest procesem autoregresyjnym rzgdu pierwszego:

8 =g+ @161 +m, m~N(0, ), )

w ktérym warunkowa wariancje w? mozna opisaé jako:

2 _ 2 N
w; = w” exp (hxygnal,t),
gdzie:
% _ % _ .
hsygnal,t - pSYé’”’ﬂhsygnal, -1 T ésygnaf,t Oraz Psygnat € ( L, 1)’ a takze

iid
é&ygnaf,t ~ N(O’ yszygnai)’ t= 1, veey T.
Model o réwnaniach (1)-(2) i (4) jest zatem uogdlnieniem podstawowego modelu
STUR w wersji Grangera i Swansona [5], poniewaz dopuszcza mozliwo$¢ zmien-

nej warunkowej wariancji w procesie pierwiastka jednostkowego. Pozostate zatozenia
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sg identyczne jak w standardowym modelu STUR. Model ten oznaczono symbolem
STUR-G-SV. ,

Niech 6 = (¢>o, ¢1, O 2, W, Psygnats yfygnaf) bedzie wektorem nieznanych parame-
tréow w modelu STUR-G-SV (r6wnania (1)-(2) i (4)). Dodatkowo przez § = (61, ..., o7)’
i hfy‘;na, = (hfy‘;nal’ [s +oes hix";natT), oznaczmy wektory zmiennych ukrytych.

Przy zalozeniu normalnosci sktadnikéw losowych, gestos¢ wektora obserwacji
w modelu STUR-G-SV jest nastgpujgca:

T
p(yl 67 607 hf)‘;nal’ hf)‘ylgna[’07 97 yo) = l—[fN ()’tl eétyl—l7 0-2)5 (5)
=1
gdzie:
y =1, ..., yr)’ jest wektorem obserwacji, &g, hfy‘;nal,o i yo sg wartoSciami poczat-

kowymi, natomiast symbol fy (:| ¢, d) oznacza ggstos¢ rozkladu normalnego o $rednie;j
¢ 1 wariancji d.

Jako rozktady a priori parametréw 6 mozna przyjaé nastepujace rozktady wiasci-
we:

p (0) =p (¢0) p (¢1) p (0—2) P (w2) p (psygnaf) p (’yszygnai) ? (6)
gdzie:

p(¢o) = fn (¢0|0, O'é(,), p(p1) < fy (¢1|,U¢], 0'(2,51)1(—1,1) (#1), P(O'Z) = fic (0'2|Cm do’)’

p (wz) = fIG ((U2| Cws dw) s D (psygnai) & fN (psygnallﬂpv 0—2) I(—l, 1) (psygnaf) s

p (yszygnal) = fig (yszygnaf €y, dy) '

Symbol /_; 1y (-) oznacza funkcje wskaznikowg przedziatu (-1, 1), natomiast f;g (-|c, d)
jest gestoscig odwrdconego rozkladu gamma o Sredniej d/ (c — 1) dla ¢ > 1 i wariancji
d?/ [(c - 1% (c- 2)] dla ¢ > 2, w postaci:

c d
fig (xle, d) = ——x~“Dexp (——), x>0, ¢>0, d>0. (7
I'(c) X

Warunkowe gestosci rozktadéw a priori zmiennych ukrytych sg iloczynami gestoSci
rozktadéw normalnych:

T
P (6160, By Bvenar, o 0) = | | v (61100 + #1811, 07), 8)
t=1

~

N N _ N N 2
p (hsygnal| hsygnal,O’ 9) - l_[fN (hsygnal,tlps}’g"afhsygnai, t—1° ysygnai)' (9)

t=1
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Ponizej przedstawiono uktad warunkowych rozkladéw a posteriori stosowanych w sche-
macie Gibbsa. Parametry o2, w*i yfy ot MAJ3 Nastgpujace warunkowe rozklady a po-
steriori:

% (= ey i) +2d
5 T+2€a— P Yt €Y1 loa

2 —
p(%1y. 0. 6) = fig|o?l —5— 5 : (10)
T 2
T +2¢, (6 = Po — $16,-1)
(a) ly, 8, 0o, hwgml, b0, ¢1) = fig| W' ——=, Z +d, |,
2 =1 2 cXp (hf)‘;naf t)
(1D
2 N% N%
p (ysygnaf|y’ hsygnal’ hs;gnaf 0’ psygnal) =
L (psv sV 2
T + 2Cy tgl (hsygnal,t - ps}’g”afhsygnaf, lfl) + 2d7 (12)
fIG ySygna[I 2 s 2

Wyraz wolny ¢o ma warunkowy rozktad normalny, ktérego gesto$¢ mozna przed-
stawi¢ nastepujgco:

% 2
p(¢o|y, 05 00, h3ygpar P15 @ ) = fn (g¢(,, Var@,) (13)
o Sredniej i wariancji réwnej odpowiednio:
(6:— 10— 1)
Z Y PR 2 2
_ =1 exp(hc)gmzl I) . _ w O-¢()
8oy = - 1 Varg, = -
o2 1 2 o2 1 2
— s tw —— tw
¢() [ZI exp(hngnal t) ¢0 tzl exp(hc\gna? 1)

Roéwniez wspétczynnik autoregresji ma warunkowy rozktad a posteriori, ktérego
gestos$C jest proporcjonalna do gestoSci rozktadu normalnego:

2 1SV
p(¢1|y, d, 00, ¢o, W7, hxyg,m,) < fn (¢1|g¢1, Va’"rpl) (14)
o Sredniej i wariancji réwnej odpowiednio:
T
2 61-1(6:=¢o) 2
Ty 2 &hw O) * He @ w?o?
_ t=1 exp sygnat, t . V _ ¢]
8o = T 2 1Vare = T 52
> + w? —=— + @?
¢] t=1 exp(hs)gnalt) ¢] =1 exp(hugnal t)

Gestos¢ warunkowego rozkladu a posteriori dla wsp6tczynnika autokorelacji pgy gnar
mozna wyrazi¢ jako:

N 2
p (psygnall Y, hsygnaf’ hsygnal 0’ 75)'gnut) o fN (g/” Varp) (15)
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o §redniej i wariancji réwnej odpowiednio:

T
2 N% N 2
O-P 2‘1 hsygnai, t—lhsygnat,t TH P’ysygnal

2,,2
_ . _ O—Pysygnaf
8 = - 1 Var, = -
2 2,8V 2 2 2,8V 2
oy tgl hsygnal, -1 T ysygnal p Z‘l hs}’gnﬂf, -1t ys}’g”af

Warunkowy rozktad a posteriori nieobserwowalnej zmiennej 6, (¢t =1, ..., T) nie
nalezy do znanej rodziny rozktadéw, a jego gesto$¢ wyraza si¢ wzorem:

2 2 2
(0 0
p(étly, 61-1, 00, hf;,;na”, 0) o exp {—h (66’ - L) - ) (5, - lt [)) } (16)
’ 1

202 Yi- 2wt2 ¥ (0;)

Wartosci ¢ (6;) i 7 (0;) przedstawia tablica 1.

Tablica 1.
Wartosci 9 (6;) 1 7 (6;)
t 19(6[) T(ét)
t=1,.,T-1 1+ ¢ G1 By + 6ie1) + o (1 — 1)
t=T 1 #1611 + do
Zrédto: Jones i Marriott [8]
N

Z kolei gesto$¢ warunkowego rozktadu a posteriori zmiennych ukrytych h
(t =1, ..., T) ma nastepujacq postac:

sygnat,t

N N N N
p(hsygnat,tly’ 0, 015 0s-1, hsygnal,O’ hsygnat, t-1° hsygnal, t+1° 9) &

(6: = o = $16,.1) 1 ,

exp (hg,‘;mt t /2) exp {_ ¢ 2w,2¢ } exp (hfy\; - ,) exp {— War, (hfy‘*fgnal,z - St) } ,
gdzie s, i Var, wyrazaja si¢ wzorami: (17

2
1= Puygnat (B guat 101+ Bygnat, i)/ (1 Ooyar) - Vary = %’ dat=1, .. T-1
sygnat "
oraz:

5= Psygnalhf;;naf, 1> Vary = Vi,gna,, dlat = T, por.[18]. (19)

3. MODEL STUR W WERSJI LEYBOURNE’A

Kolejng specyfikacje STUR zaproponowali Leybourne, McCabe i Mills [10] (zob.
réwniez [11] 1 [19]). Omawiany tu model STUR jest szczeg6lnym przypadkiem modelu
autoregresyjnego z losowymi wspoéfczynnikami autoregresji (ang. Random Coefficient
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Autoregressive; RCA), ktéry przedstawiono i oméwiono w [13], [20] oraz w [6]. W lite-
raturze polskiej, w podejéciu klasycznym (teorio-prébkowym), estymacje modeli RCA
przedstawia Goérka [7].

Najprostszy model STUR w wersji Leybourne’a definiowany jest nastepujaco:

Vi = Oryio1 + &, & & (0 (on ) (20)

Gi=1+m m™N(0, ). @1

Roéwniez w tym przypadku skladniki losowe &; i 1, sa wzgledem siebie niezalezne t;.
glnsdlat, s=1, .., T.

Dla w® = 0 proces (20)-(21) redukuje si¢ do procesu bladzenia losowego. Nato-
miast jezeli w? > 0 to mamy do czynienia z procesem STUR, ktérego srednia zawiera
pierwiastek jednostkowy. Proces (20)-(21), podobnie jak proces STUR w wersji Gran-
gera i Swansona, nie jest stacjonarny kowariancyjnie.

Rozwazmy uog6lnienie modelu STUR w wersji Leybourne’a tzn. takie, w ktérym
sktadniki losowe sg procesami zmiennoSci stochastycznej:

Ay =iyt + &, (22)
gdzie:
2 2 _ 2 N N N
&~ N(O’ O-t)’ o, = 0 €Xp (hszum t) hszumt pszumhszum,t—l + Czum, 1 OTAZ

pxzum € (_1’ 1)’ a takie gszum,t ~ N(O’ ’yszum)’ = 1’ ceey
Zmienny parametr 17, mozna opisa¢ jako:

T]t = ¢1nt—1 +'§:t’ 770 = 09 gt ~ N(O’ wtz)’ t = 1’ seey Ts (23)
gdzie:
¢1 € (_1’ 1) ’ wtz = w2 (288 (hf)gnal t) hf;gnalt psygnalhf}‘,/gnah t—1 + {sygnaf,t oraz

Puygnat € (=1, 1), a takie Liygnari ~ N (0, ¥y guq) £ = 1. 2, ... T oraz &,17, dla
t,s=1, .. T.

Zmienny parametr 17, podlega tu stacjonarnemu procesowi autoregresyjnemu ze
sktadnikiem losowym o strukturze SV. Model (22)-(23) oznaczono symbolem STUR-
L-SV.

Podobnie jak we wczesniej szym przykladzw jako gf;stosc rozktadu a priori wek-

tora parametréw 6 = (o- Oszums ywm, b1, W s Psygnats Vsy gnal) mozna przyjac iloczyn
gestosci jego sktadowych:

P©) = p () P Oscam) P (Vaum) P @0 P (07) P (Psygnat) P (Vopguat) . 2D)

gdzie:

)4 (0-2) = fIG (0-2| Cos da') s, P (pvzum) o fN (pszum|/1pa )I( 1,1) (pfzum)
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p (Véum) = fic ()’fwm| Cy dy) . P(@1) < fy (¢1|,U¢], 0’351)1(—1, (@),
p (w2) = fIG (w2| Cws dw) > P (psygna{) & fN (psygnalllupa 0—3) I(—l, 1) (psygnai) )

p (yszygnal) = fi (yszygnaf ey, dy) ’

Wariancje 02, o’ i yszzum maja nastepujace warunkowe gestosci:

r 2
T +2c, (Ayr = n1ye-1)
2 N% _ 2 t
p(o— |y9 )’0, TI9 hszum) - .fIG [U' | 2 hSV + do‘ s (25)

’ t=1 26Xp( szum,t)

T +2¢c, d M = d1mi-1)*

(@213, 7, 10, D15 Byr) = fi [w2| + dw] . (26)

’ N
2 t=1 2 exp (hsygnaf, t)
p (’)/szzumly7 h:vgz‘;m’ hfz‘;m,oe pszum) =
T 2
N N
. T+, A (s = P 1)+ 24y @7)
fIG 7szum| D) B ) )

gdzie n = (1, M2, ..., 7).
Warunkowy rozklad a posteriori dla wspdiczynnika autoregresji w réwnaniu stanu
¢, ma gestosé:

p (¢1|ya 77’ 770’ U-)z, hfy‘fgnaf’ hf;y;nah()) & fN (¢1| g¢] s Var¢]) > (28)

o §redniej i wariancji réwnej odpowiednio:
T
2 Ne—111

2
o — =+ Uy W
¢ A exp(n ) Hg, w?o?
=1 sygnat, t . [
8¢, = 1 Vary, =
[ 1
S ) » &7 >
o —L=L 4w o —l W
N N%
¢1 =1 exp(hsygnaf.t) ¢1 t=1 exp(hxygnal,t)

Parametry yszwm, Pszums yfygna,, Psygnat Maja warunkowa gestosS¢ a posteriori iden-
tyczng jak w réwnaniach (12) i (15), natomiast ggstoSci warunkowych rozktadéw

a posteriori zmiennych ukrytych hfy‘,;na, P! hfz‘;m,, (t =1, ..., T) maja nast¢pujaca po-
staé:
% sv % %
p (hsygnai,tly’ Mt =15 705 hsygnal,t—l’ hsygnal,tH’ hsygnal,O’ 0) &

1 exp {_(771 - ¢1771—1)2} 1 exp {_ 1 (hSV _ )2}
2 sygnat, t t ’
exp (), 2) 2w; exp (15 1) 2Var, \ ¢
(29)
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gdzie s, i Var, maja identyczng posta¢ jak w réwnaniach (18) i (19), natomiast wa-

runkowy rozkiad dla hfz‘;m,, ma gesto$¢ wyrazong nastepujacym wzorem:

N N% N% N
P (hszum,tly’ Yo, T, hszum, t—1° hszum, t+1° hszum,O 9) &
exp {_ (Ay, - 77th—1)2}
2
exp (13%,.12) N N

szum, t

2
N%
(hszum,t - ST) } ’

(30)

) xp {_ 2Var,

gdzie s; i Var, mozna przedstawi¢ jako:

2
— N N% 2 _ Y szum _
St = Pszum (hszum,Hl + hszum,tfl)/(l +pszum)’ Vary - W, dlat= 1’ sees T-1
szum

_ SV _ .2 _
oraz sy = pSZumhszum, p Vary =y dlat=T.

Ze wzgledu na mozliwo$¢ przedstawienie modelu (22)-(23) za pomoca repre-
zentacji przestrzeni standw, charakterystyki a posteriori nieobserwowalnej zmiennej
n; (t=1, .., T) mozna obliczy¢ za pomoca filtru Kalmana lub losujac z nastepuja-
cego warunkowego rozktadu a posteriori:

P (1A Yiots Tt Teers B 0) = fv (il &» Vary), dlat =1, .., T =1,  (31)
gdzie:

g = WY1 Ay + $107 (-1 + 11s1) Var = wlo?
n - n = .
o7 (1+93) + wiv, o7 (1+}) + wh2,
Dla ostatniej obserwacji t = 7 mamy:
P(nzlAyt, V-1 Me-15 hfy‘fgw 6’) = I (ntl Sn» Var,,), (32)
gdzie:
Wiy Ay + o7 _ wlo}
& = iVar, =

2, 2.2 2, 22
op Wy, or Wy
Estymacje warunkowej wariancji w modelach stochastycznej zmiennoSci, w litera-
turze polskiej przedstawia Pajor [18]. Filtr Kalmana w podejSciu bayesowskim omawia

Koop [9].

4. MODELE DWULINIOWE ZAWIERAJACE STOCHASTYCZNY PIERWIASTEK JEDNOSTKOWY

Modele dwuliniowe po raz pierwszy zostaly zaproponowane przez Grangera i
Andersena [4]. W literaturze polskiej ich wlasno$ci oméwione sa m.in. w [1] i [2].
W niniejszej czesdci artykutu oméwiono model dwuliniowy zawierajacy stochastycz-
ny pierwiastek jednostkowy zaproponowany przez Francqa, Makarova i Zakoiana [3].
Model ten oznaczony symbolem ECM(p)-BL(g) nawiazuje bezposrednio do znanych
wczesniej modeli dwuliniowych ma jednak nieco inng specyfikacje i wtasnosci:

Ay, =y + 1Ay + o+ @p Ay + vy, (33)
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o= (14 v+t Ay =N (0.07), 1=1,..T.  (34)

Warunek konieczny i dostateczny, aby proces (33)-(34) byt stacjonarny kowarian-
cyjnie ma postac:

q
> et <1. (35)
i=1

Wiadomo, ze procesy dwuliniowe mozna zakwalifikowaé jako aproksymacje li-
niowych modeli o losowych parametrach, co z kolei oznacza, ze sa one pewng forma

posrednia miedzy procesami ARMA ze stalymi i losowymi parametrami (por. [1]).

W tym przypadku model dwuliniowy (33)-(34) bezposrednio nawiazuje do modeli,

w ktérych parametry strukturalne sg losowe. Latwo mozna wykazaé, ze dla p = 0 i

g = 1 oraz po przeprowadzeniu elementarnych przeksztalceni, mozna go zapisa¢ jako

model zawierajacy stochastyczny pierwiastek jednostkowy:

A}’t = 6[)7;_] + &y, = 1, eeey T, (36)

gdzie losowy parametr jest wyrazony jako:
a &, jest sktadnikiem losowym nieskorelowanym z y,_; dla i > 0, o postaci:

e=0-4U+¢)y2)n. (38)

Niech ¥;_; oznacza zbiér wszystkich informacji o procesie dostepnych do chwili # — 1
wlacznie. Dla p = 0 i ¢ = 1 warunkowa S$rednia g, = E (Ay,|¥,-;) 1 warunkowa
wariancja h, = Var (Ay,|¥,—;) w modelu (36)-(38) maja postaé: u, = ¥y, i h, =
(1 + /llv,_l)z 0'2.

Zatézmy, ze sktadniki losowe & w modelu BL(1) majg rozktad normalny. W tym
przypadku gesto$¢ wektora obserwacji jest nastgpujaca:

T
P& v, 6,50 = | | v (Aydwyer, 1+ vi)? o), (39)

t=1

gdzie Ay = (Ayy, Aya, ..., Ayr), v=(vg, vi, ..., v7—1)" oraz 6 = (:,b, A, 0'2),, a takze
¥ € R, A} € R i o? € R,. Dodatkowo przestrzen parametréw jest ucieta przez warunek
Bo? < 1.

Jako rozklady a priori dla parametréw ¢ i Ay przyjeto rozktady normalne, nato-
miast dla wariancji o> - odwrécony rozklad gamma.

Uktad petnych, warunkowych rozkladéw a posteriori dla parametréow w modelu
BL(1) ma postac:

P('ﬁly, /11, 0-2) & fN (g(ﬂ’ Varl//)’ (40)
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gdzie:
2 a Ayiyi-1 2
Ty E‘l e 2+ T He 0'203%
& = iVary, = ,
2 I Ve 2 2 4 Ve 2
Ty & Ty 7 To X Ty T
T+2 o (Ay, — ¥y1)?
2 2 2 t t—1
p(?1y, A1, 0, v, 30) = fig | <) s+ds |, (4D
2 P 2(1+ A1viy)

T
p(uly, . o) o | | fv (Avd gy, 0+ avi)? ) x fv (Al 03). 42)
=1
Dla ¢ i o> warunkowe gesto$ci a posteriori naleza do standardowej rodziny roz-
ktadéw. Z kolei losowania z warunkowego rozkladu a posteriori dla parametru A
wymagajg stosowania dodatkowej metody, wewnatrz procedury Gibbsa.

5. ESTYMACJA I TESTOWANIE MODELI STUR DLA WYBRANYCH
KURSOW WALUTOWYCH

W niniejszej czgsci artykulu przedstawiono wyniki estymacji wybranych specy-
fikacji STUR, uzyskane na podstawie analizy dziennych kurséw walutowych. Sa to:
model STUR w wersji Grangera i Swansona (réwnania (1)-(2) i (4)) — STUR-G-SV -
M, model STUR w wersji Leybourne’a (réwnania (22)-(23)) — STUR-L-SV-M; oraz
model dwuliniowy (réwnania (36)-(38))-BL(1)-M3. Dodatkowo, w celach poréwnaw-
czych obliczono charakterystyki a posteriori dwéch standardowych modeli zmiennoSci.
Sa to: model zmiennoSci stochastycznej (My):

Ayi=&, &~N(0,07), t=1,..T, (43)
gdzie:
& ~ N (0, 0'12) s 0'[2 = O'2 exXp (hfz‘;m,t) s hfz‘;m,t = pszumhfz‘;m, 1 T {tv Pszum €
(-1, 1), atakze N (0, ¥2,,). eLs dlar, s= 1,2, ., T
oraz najprostszy model GARCH (symbol M5):
A)’t =&, & ~ N(Oa ht)’ r= 19 seey Tv (44)

hy = agp + alsf_l + bihi—q, 45)

gdzie: ap >0, a; >0, by > 0 oraz a; + b; < 1.

Badane szeregi sktadaja si¢ z 1013 obserwacji i obejmuja okres od 2 stycznia
2006 do 31 grudnia 2009 roku. Analiza dotyczy nastepujacych walut europejskich
wyrazonych w ztotych: franka szwajcarskiego (CHF), euro (EUR) i funta szterlinga
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(GBP). Przed przystgpieniem do badan oryginalne szeregi czasowe poddano trans-
formacji zgodnie z nastgpujacym wzorem y, = 100In(P;), gdzie P, oznacza ceng
zamknigcia.

Moc wyjasniajaca poszczegdlnych specyfikacji obliczono metodg Newtona i Ra-
ftery’ego [12].

Dla wszystkich wariancji jako rozktad a priori przyjeto odwrécony rozktad gamma
z parametrami ¢ = 0,01 i d = 0,01. Rozktad a priori wspétczynnika autoregresji jest
ucigtym rozkltadem normalnym o $redniej zero i odchyleniu standardowym réwnym
jeden. Réwniez stala ¢o ma rozktad a priori bedacy rozktadem normalnym o Sredniej
réwnej zero 1 wariancji réwnej jeden.

Dla poczatkowych stanéw, tj. dp i 179 przyjeto warto$¢ réwng zero. Podobnie war-

sV ) sa réwniez traktowane jako ustalone

toSci poczatkowe w modelu SV (hwm (sygnat), 0

i réwne zero.

Tablica 2 przedstawia logarytmy dziesi¢tne czynnikéw Bayesa obliczone pomigdzy
wybranymi modelami STUR i GARCH a modelem SV. Uzyskane wyniki pokazuja,
ze dla wszystkich szeregéw czasowych model STUR w wersji Grangera i Swansona
(STUR-GR-SV) uzyskat zdecydowanie najwigksze szanse a posteriori. Przy zalozeniu
jednakowych prawdopodobienstw a priori, model STUR-G-SV uzyskat prawdopodo-
biefistwo a posteriori od 154 do 199 rzgdéw wielkosci wigksze niz standardowy model
SV iod 11 do 65 rzedéw wielkoSci wieksze niz drugi w rankingu model STUR-L-
SV. Réznice w logarytmach czynnikéw Bayesa obliczone migdzy modelami STUR
(STUR-G-SV oraz STUR-L-SV) a modelem stochastycznej zmiennosci sg zatem bar-
dzo duze. Przeprowadzone badania empiryczne wyraznie wiec potwierdzily istnienie
stochastycznego pierwiastka jednostkowego dla dziennych kurséw walutowych.

Tablica 2.
Logarytmy dziesigtne czynnikéw Bayesa obliczone migdzy poszczegdlnymi modelami i modelem
stochastycznej zmiennosci (SV, M, )

Model
M, M, M; Ms

STUR-GR-SV STUR-L-SV BL GARCH
CHF

logyo (B, 154,0050 \ 97,8153 \ 11757827 \ 16,1337
EUR

logyo (Buun,) 159,0340 \ 147,3740 \ -191,2360 \ -14,1240
GBP

log,, (BM,-\ M4) 199,3030 ‘ 134,2846 ‘ -143,0070 ‘ -11,4630

Zrédio: obliczenia whasne

Model dwuliniowy we wszystkich przypadkach ma najnizsza moc wyjasniajaca,
skutkiem czego zajmuje piate, ostatnie miejsce w rankingach. Model stochastycznej
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zmiennoSci zajal trzecie miejsce w rankingach, za modelami STUR i przed modelem
GARCH, ktéry mial przedostatnie miejsce w rankingach. Wieksza moc wyjasniajgca
modeli SV w stosunku do modeli GARCH jest typowa dla tych specyfikacji (zob. [14])

Tablica 3.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu stochastycznej zmienno$ci uzyskane na podstawie
analizy kursu walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr
Waluta o 2 Pszum ’Y.vzzum
CHF 0,39380 0,99220 0,01810
(0,10890) (0,00426) (0,00616)
EUR 0,32950 0,99350 0,01574
(0,09440) (0,00349) (0,00521)
GBP 0,47670 0,99350 0,01314
(0,12920) (0,00367) (0,00496)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozkladu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okraglych podano
odchylenie standardowe Zrédio: obliczenia wiasne

W tablicy 3 zamieszczono punktowe oceny a posteriori parametréw w standardo-
wym modelu stochastycznej zmiennoSci (réwnanie 43). Uzyskane wyniki sa typowe
dla dziennych szeregéw finansowych. Wartosci oczekiwane a posteriori wspdiczynnika
autokorelacji ps,,,» s3 bardzo bliskie wartoSci jeden, co przy wzglednie matym rozpro-
szeniu wskazuje na duzg persystencje zmiennoSci kurséw walutowych. Podobnie oceny
a posteriori parametréw w modelu GARCH (réwnania (44)-(45)) sg typowe dla tego
typu danych (zob. tablica 4), a suma parametréw a; i b; ma warto§¢ oczekiwang a
posteriori bliskg warto$ci jeden, co réwniez wskazuje na duzg persystencj¢ zmiennosci
badanych szeregéw.

Tablica 4.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu GARCH uzyskane na podstawie analizy kursu
walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr
‘Waluta ay a b, a, + by
CHF 0,00851 0,08956 0,89990 0,98941
(0,00284) (0,01904) (0,02001) (0,00552)
EUR 0,00452 0,09202 0,89743 0,98945
(0,00123) (0,01581) (0,01564) (0,00546)
GBP 0,00532 0,07667 0,91570 0,99237
(0,00164) (0,01454) (0,01443) (0,00388)

‘W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozkladu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okragtych podano

odchylenie standardowe Zrédto: obliczenia whasne

Kolejna tablica, z numerem 5, zawiera informacje a posteriori na temat parametréw
w modelu dwuliniowym. Jak wiadomo z cze¢Sci czwartej artykulu, model ten mozna
réwniez interpretowaé jako model ze stochastycznym pierwiastkiem jednostkowym.
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Tablica 5.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu dwuliniowym uzyskane na podstawie analizy kursu
walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr

Waluta v o? A
CHF 0,00009 1,01400 0,01931
(0,00035) (0,04520) (0,01251)
EUR 0,00003 0,63000 -0,00336
(0,00018) (0,02808) (0,01433)
GBP -0,00013 0,81520 0,00779
(0,00017) (0,03635) (0,01375)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozktadu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okraglych podano
odchylenie standardowe Zrédlo: obliczenia wlasne

Uzyskane wyniki nie potwierdzaja jednak przydatnosci tej specyfikacji dla badanych
szeregdw czasowych. W zadnym z trzech przypadkéw parametr A;, odpowiedzialny
za zmienno$¢ warunkowej wariancji, nie jest potozony w rejonach odlegtych od zera.
Warto$¢ oczekiwana a posteriori jest zblizona do wartosci odchylenia standardowego
a posteriori lub jest o jeden rzad wielkoSci mniejsza i w zwigzku z tym rozkiad
a posteriori ma bardzo duze wzgledne rozproszenie. Powyzsze wnioski potwierdza
uzyskany ranking modeli (por. tablica 2), w ktérym model BL(1) we wszystkich trzech
przypadkach zajat ostatnie miejsce.

Tablica 6.
Informacje a posteriori o parametrach modelu STUR-G-SV uzyskane na podstawie analizy kursu
walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Waluta
Parametr w* o? o o Dsygnat 7.3»- anal
CHF 0,00231 0,22800 0,00012 -0,06131 0,99740 0,14150
(0,00101) (0,02279) (0,00037) (0,03451) (0,00132) (0,04520)
EUR 0,00220 0,12400 0,00005 -0,04054 0,99780 0,14080
(0,00108) (0,01082) (0,00023) (0,04071) (0,00097) (0,04369)
GBP 0,00175 0,14710 -0,00014 -0,06760 0,99760 0,09777
(0,00062) (0,02217) (0,00023) (0,04134) (0,00109) (0,02955)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozkladu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okragtych podano
odchylenie standardowe Zrédio: obliczenia wlasne

W tablicy 6 zamieszczono wyniki estymacji parametrow w modelu STUR w wer-
sji Grangera i Swansona (model STUR-G-SV). W pierwszej linii znajduja si¢ wartosci
oczekiwane rozktadéw a posteriori, a w nawiasach okraglych podano wartosci odchylei
standardowych. Dla wszystkich szeregéw czasowych, wspétczynnik autokorelacji ¢; ma
warto$¢ oczekiwang zlokalizowang blisko wartosci zero, co przy duzym wzglednym
rozproszeniu wskazuje, ze zmienny parametr nie wykazuje zaleznosci autoregresyjne;j.
Zupetnie inaczej przestawia si¢ rozklad a posteriori parametru pgyenq, ktory odpowie-
dzialny jest za persystencj¢ zmiennoSci stochastycznego pierwiastka jednostkowego.
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Jego wartos$¢ oczekiwana a posteriori jest bliska warto$ci jeden, co oznacza, ze losowy
parametr jest procesem zmiennosci stochastyczne;.

Tablica 7.
Informacje a posteriori o parametrach w modelu STUR-L-SV uzyskane na podstawie analizy dziennych
stép zmian kursu walutowego w okresie od 2.01.2006 do 31.12.2009

Parametr
Waluta w2 0-2 Pszum ’y‘yzzum ¢ 1 Psygnat ng gnat
CHF 0,0020 0,2047 0,2311 0,0674 -0,0892 0,9972 0,1256
(0,0010) (0,0416) (0,5388) (0,0861) (0,0441) (0,0014) (0,0470)
EUR 0,0016 0,1418 -0,0327 0,1119 -0,0506 0,9977 0,0972
(0,0007) (0,0337) (0,5144) (0,1335) (0,0564) (0,0010) (0,0341)
GBP 0,0016 0,1418 -0,0327 0,1119 -0,0425 0,9977 0,0972
(0,0007) (0,0337) (0,5144) (0,1335) (0,0524) (0,0010) (0,0341)

W pierwszej linii umieszczono warto$¢ oczekiwang rozktadu a posteriori, natomiast w drugiej linii w nawiasach okragtych podano
odchylenie standardowe Zrédto: obliczenia wtasne

W tablicy 7 przedstawiono informacje a posteriori dotyczace ocen parametrow w
modelu STUR-L-SV. Dla wszystkich szeregéw czasowych warto$¢ oczekiwana a po-
steriori wspotczynnika autoregresji pgyonat jest bliska wartosci jeden, co potwierdza za-
sadnos$¢ traktowania {r,, t = 1, ..., T} jako procesu zmiennosci stochastycznej. Mozemy
zaobserwowac istotny wspolczynnik autokorelacji w strukturze SV dla zmiennego para-
metru, ale juz nie dla skiadnika losowego w réwnaniu obserwacji. Wydaje si¢ zatem, ze
tylko jeden z nich jest procesem o strukturze SV. Oznacza to, ze tylko stochastyczny
pierwiastek jednostkowy ma zmienng w czasie warunkowg wariancj¢. Drugi skfad-
nik losowy ma wariancje, ktdra jest homoskedastyczna. Powyzsze wnioski potwierdza
réwniez czynnik Bayesa obliczony pomi¢dzy modelami STUR-L-SV i SV. Okazuje si¢
bowiem, ze bardziej prawdopodobny jest model, w ktérym losowa, warunkowa Sred-
nia traktowana jest jako proces SV niz model, w ktérym odchylenia od warunkowej,
deterministycznej Sredniej opisane sa jako proces zmiennoSci stochastycznej. Zmien-
no$¢ stochastycznego pierwiastka jednostkowego fatwo zauwazyé na rysunku 2, na
ktérym przedstawiono mediany a posteriori parametru a; = exp (6;) (¢t =1, ..., 1013).
Przedstawione realizacje obliczone zostaly na podstawie najbardziej prawdopodobnego
modelu, czyli modelu STUR w wersji Grangera i Swansona (STUR-G-SV).

Poniewaz rozpigtoSci przedzialéw o najwyzszej gestoSci a posteriori (ang. Hi-
ghest Posterior Density intervals; HPD), we wszystkich przypadkach, byly bardzo
niewielkie, co potwierdza statystyczng istotno$¢ pierwiastka stochastycznego, w ce-
lu wigkszej przejrzystoSci wykreséw zrezygnowano z ich prezentacji. Jak wida¢ na
rysunku 2 pierwiastek jednostkowy w modelu STUR-G-SV oscyluje wokét wartoSci
jeden i charakteryzuje si¢ wyraZznym, okresowym nasileniem zmienno$ci.

Szczegdlnie wyraZznie uwidacznia si¢ to w drugiej potowie 2008 i w pierwszym
kwartale 2009, kiedy to mialo miejsce zatamanie si¢ gtéwnych Swiatowych indekséw
gietdowych oraz bardzo silne ostabienie ztotego.
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Rysunek 2. Mediany rozkladu a posteriori parametru a, = exp (,) dla t = 1, ..., 1013 obliczone
na podstawie realizacji kursu franka szwajcarskiego (CHF), euro (EUR) i funta szterlinga (GBP)

wzgledem ztotego Zrdto: obliczenia whasne

Na rysunku 3 przedstawiono mediany a posteriori warunkowej wariancji
wtz (t=1,..,T) wraz z 95% przedzialami o najwyzszej gestoSci a posteriori, ob-
liczone na podstawie modelu STUR w wersji Grangera i Swansona.

Na podstawie wynikéw zamieszczonych na rysunku 3 fatwo mozna zauwazy¢, ze
od wrzesnia 2008 nastgpit gwaltowny wzrost zmiennoSci pierwiastka jednostkowego.
Okresowe nasilenia zmiennoSci losowego parametru majg swoje uzasadnienie w zaist-
niatych czynnikach rynkowych, poniewaz zgodnie z informacjami publikowanymi przez
NBP, w okresie od wrze$nia 2008 do maja 2009 roku nastapito znaczne ostabienie
nominalnego kursu ztotego wzgledem innych walut ze wzgledu na czynniki globalne
i oczekiwania wskazujace na glebsze niz wczesniej zaktadano spowolnienie wzrostu
gospodarczego w 2009 roku. Kolejng przyczyng byly informacje o pogarszaniu si¢
salda na rachunku obrotéw biezacych®. Znaczny wzrost niepewnosci mozna réwniez
zauwazy¢ poprzez zwiekszenie si¢ rozpigtosci przedzialéw a posteriori.

2 Raport o inflacji — luty 2009 r., www.nbp.pl (14.12.2009).
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Rysunek 3. Warunkowa wariancja w” dla t = 1, ..., 1013 w modelu STUR w wersji Grangera

1 Swansona, w ktérym losowy parametr jest procesem o strukturze SV (model STUR-G-SV), obliczona
dla realizacji kursu franka szwajcarskiego (CHF), euro (EUR) i funta szterlinga (GBP) wzgledem
ztotego. Pogrubiona linia przedstawia mediany a posteriori warunkowej wariancji, z kolei zwykle linie
oznaczaja dolny i gérny kraniec 95% przedzialéw o najwyzszej gestosci a posteriori (HPD)

Zr6dlo: obliczenia whasne

6. ZAKONCZENIE

Zasadniczym celem tego artykutu bylo przedstawienie i analiza empirycznych wila-
sno$ci wybranych modeli zawierajacych stochastyczny pierwiastek jednostkowy. Wy-
prowadzono i oméwiono réowniez uktady rozkladéw a posteriori, ktoére sg niezbedne
w podejsciu bayesowskim. Badania empiryczne dotyczyly dziennych obserwacji naj-
wazniejszych walut europejskich wyrazonych w ztotych w okresie od stycznia 2006 do
grudnia 2009 roku.

W artykule dokonano przegladu wybranych specyfikacji STUR. Sg to niektére
juz znane od dawna modele takie jak: model Grangera i Swansona [5], tzw. model
Leybourne’a [10] oraz model dwuliniowy opracowany niedawno przez Francqa, Ma-
karovg i Zakofana [3]. Przeprowadzone badania empiryczne wyraZnie wykazaly, ze
modele STUR, a zwlaszcza model Grangera i Swansona, uzyskaly znacznie wigksze
prawdopodobieristwo a posteriori niz standardowe modele zmiennoSci tj. SV i GARCH.

W modelach STUR w wersji Grangera i Swansona oraz Leybourne’a zapropo-
nowano, aby stochastyczny pierwiastek jednostkowy byt procesem zmiennosci stocha-
stycznej. Podejécie to wydaje si¢ zasadne, poniewaz badania empiryczne potwierdzity,
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ze stochastyczny pierwiastek jednostkowy nie ma statej, lecz zmienng wariancje wa-
runkowa, a jego zmienno$¢ nasila si¢ wraz z wystgpowaniem czynnikéw rynkowych.

Przeprowadzone badania nie potwierdzity przydatnoS$ci modeli dwuliniowych dla

dziennych kurséw walutowych.
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WYBRANE MODELE ZAWIERAJACE STOCHASTYCZNY PIERWIASTEK JEDNOSTKOWY
W ANALIZIE KURSOW WALUTOWYCH

Streszczenie

W artykule oméwiono wybrane specyfikacje i wltasnosci modeli zawierajacych stochastyczny pierwia-
stek jednostkowy (STUR). Celem artykutu bylo dokonanie przegladu réznych modeli STUR, opracowanie
metod numerycznych wykorzystywanych w schemacie wnioskowania bayesowskiego w kontekscie roz-
wazanych modeli oraz poréwnanie ich mocy wyjasniajacej. Przyklad empiryczny, zawarty w artykule,
dotyczyl dziennych notowan kursu walut obcych wyrazonych w ztotych. Uzyskane wyniki wskazuja, ze
najbardziej prawdopodobny okazat si¢ model STUR w wersji Grangera i Swansona, ktéry uzyskat znaczng
przewage nad standardowym modelem stochastycznej zmiennosci.

STOCHASTIC UNIT ROOT MODELS WITH APPLICATION TO DAILY EXCHANGE RATES
Summery

The paper presents the three different stochastic unit root models (STUR), proposed by Granger and
Swanson (1997), by Leybourne, McCabe and Mills (1996) and finally by Francq, Makarova, Zakoian
(2008). The main purpose is to develop an MCMC algorithm for Bayesian estimation. We are also
interested how the different specifications of the stochastic unit root affect the explanatory power of a
set of competing models. We apply that these computational methods to daily exchange rates of foreign
currencies in zlotys, namely Swiss franc, Pound sterling and Euro. The model selection and posterior
estimates provide strong evidence in favor of the STUR models.
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KONSEKWENCJE MAJORYZOWANIA MACIERZY KORELACJI PRZEZ
MACIERZ UNIWERSALNA NA TLE NIEROWNOSCI HELLWIGA

W roku 1976 Profesor Zdzistaw Hellwig sformutowat hipoteze:
Jezeli jest spelniona nieréwnos$¢ macierzowa:

0(k) < R(k) < G(k), ey

gdzie 0(k), R(k) oraz G(k) s3 macierzami stopnia k odpowiednio macierza zerowa,
macierzg korelacji oraz macierza uniwersalng, to model ekonometryczny okreSlony
przez regularng pare korelacyjna (R(k), Ro(k)) jest koincydentny.

Nieréwnos$¢ (1) nazywamy nieréwnoscia Hellwiga. Wystepujacy w niej zapis:

R(k) < G(k) ()

oznacza, ze macierz korelacji R(k) jest majoryzowana przez macierz uniwersalng G(k).

W niniejszej pracy przedstawimy konsekwencje, ktére wynikajg z nieréwnosci (2)
wystepujacej w nierdwnosci Z. Hellwiga dotyczacej jakoSci mierzonej wspdlczynni-
kiem rﬁ(k) modelu okre§lonego przez regularna pare korelacyjng (R(k), Ro(k)).

Dla zwigkszenia czytelnoSci rozwazan przypominamy definicje zaréwno macierzy
R(k) jak 1 G(k).

Macierz R(k) jest macierzg korelacji o elementach r;;, ktére oznaczajg wspéiczyn-
niki korelacji pomigdzy zmiennymi objasniajacych Z; oraz Z; modelu, ktérego zmienng
objasniang jest zmienna Y, czyli model:

Y:CL’1X1+(12X2+...+O’ka+€ (3)
okreslonego przez parg¢ korelacyjna (R(k), Ro(k)), zaS Ro(k) = [r;] jest wektorem
korelacji, natomiast jego sktadowe r; sg rowne wspétczynnikom korelacji pomigdzy
parg zmiennych (Y, Z)).

Para korelacyjna (R(k), Ry(k)) jest regularng parg korelacyjng to znaczy, ze:

O<r1<r2<...<rk<1. (4)
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Z kolei macierz uniwersalna G(k) ma elementy g;; zdefiniowane wzorem:

(1 da i=y -
BTN\ iy dla %

natomiast wspétczynniki r; oraz r; sa wspéiczynnikami korelacji pomigdzy parami
zmiennych (Y, Z;) oraz (Y, Z).

Hipoteza Z. Hellwiga jest od 1993 roku twierdzeniem tegoz autora poniewaz w tym
roku zostata udowodniona ([3]).

Dodajmy jeszcze, ze koincydencja, regularna para korelacyjna, macierz korelacji
i macierz uniwersalna zostaly wprowadzone do ekonometrii przez Z. Hellwiga (patrz
[1]).

Tak wiec, jezeli jest spetniona nieréwnos¢ (1), to wektor A(k) spetniajacy uktad
réwnan:

R(K)A(k) = Ro(k) (6)

jest wektorem o dodatnich sktadowych.

Miarg jakoSci modelu okre§lonego przez regularng pare korelacyjng (R(k), Ro(k))
jest wspétczynnik rl%(k) postaci:

rr(k) = Ry (kR ()Ro(k) = Ry (k)A(K). )

Odnotujmy jeszcze, ze wspdiczynnik ré(k) stanowi miare modelu okreslonego
przez regularng par¢ korelacyjng (G(k), Ro(k)), natomiast wektor B(k) spelnia uklad
réwnan:

G(k)B(k) = Ro(k) ()

Dowodzi sie ([2]), ze skladowa b;, i = 1, 2, ..., k wektora B(k) spelniajacego
ukiad (8) ma postac:
ri
b, = msoé(k), 9
gdzie:
¢ (k) = 1 = Ry (k)G (k)R(k). (10)
Poniewaz para korelacyjna (G(k), Ry(k)) jest regularna, przeto wektor B(k) ma wszyst-
kie sktadowe dodatnie.
Jak wiadomo ([2]) prawdziwa jest réwnos¢:

G(k) = M(k) + Ro(k)Rg (k), an

gdzie:
M(k) = diag{ 1-r 1-/3 .. 1-17}. (12)

Woéwczas na podstawie nieréwnos$ci mamy:

R(k) < M(k) + Ro(k)Rg (k), (13)
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a poniewaz wektor A(k) > 0, przeto (13) dostajemy:
R(k)A (k) < M(k)A(k) + Ro(k)R; (k) A(k), (14
przeto na podstawie (5) i (6) otrzymujemy:
Ro(k) < M(k)A(k) + Ro(k)rg (k), 15)
albo:
Ry |1 - rj(0)] < M()AK), (16)
czyli:
Ro(k)pg(k) < M(DA(K), 17
ale:
M (k) = di 1 1 18
(k) = diag l—rf l—rg l—rlz ’ (18)
przeto:
A(k) = M (ORo (k)¢ (k) (19)
skad na podstawie (9) dostajemy:
2
ri ri or(k) .
1> ——gr) = — =Lk —=~——  i=1,2,...,k 20
@2 el = el 5 (20)
czyli:
aiggk) = biggk)  i=1,2,.. .k @1
albo:
A(k)gg (k) = B(k)gg (k) (22)
Poniewaz r; > 0,1 =1, 2, ..., k, przeto z (21) mamy:
riagg (k) = ribigg(k)  i=1,2,...k (23)
ale:
k
ria; = rg(k), (24)
i=1
k
D ribi = gk, (25)
i=1
przeto z (23) wynika, ze:
rr()eg (k) > rg (ke (k) (26)
a stad po prostych nie wymagajagcych objasniefl przeksztatceniach dostajemy:
rr(k) > rg (k) 27)
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Nieréwnos¢ (26) oznacza, ze w przypadku majoryzowania macierzy R(k) przez macierz
G(k) jako§¢ modelu okreslonego przez regularng pare korelacyjng (R(k), Ry(k)) jest
nie wigksza niz jako§¢ modelu okreSlonego przez regularng pare¢ korelacyjna (G(k),
Ry (k).

Na podstawie (9) i (24) mamy:

k 2

k
r
ek = ) ribi =95 ), (28)
i=1 i=1 i
czyli:
ko2
e =[1-rg] ), (29)
i=1 i
k 2 k 2
2 " ri
ky[1+ = . 30
"a(k) ;1—1”1.2] i:ll_riz 30)
Ostatecznie: 0
2
= —— 1
COREw? 3D
gdzie:
ko2
0=, (32)
i=1 i
Wobec tego na podstawie (7) oraz (27) mamy:
2 (k) > Q
rr() 10 (33)

Tak wiec jakos¢ modelu okreslonego przez regularng pare korelacyjna (R(k), Ro(k))
dla ktérego jest spelniona nieréwnos$¢ Z. Hellwiga jest co najmniej réwna utamkowi

1+0°

Na zakonczenie odwotajmy sie do przyktadu ilustrujacego przedstawione rozwa-
zania.

Przyktad
Dana jest regularna para korelacyjna (R(3), Ry(3)), gdzie:
1 0,01 0,02 0,1
R@3)={ 0,01 1 0,04 |, Ro(3)=1] 0,2 |. (34)

0,02 0,04 1 0,3
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Model okreSlony przez te¢ pare jest koincydentny, poniewaz jest spetniona nieréwnos¢é
Z. Hellwiga:

0(3) <R(3) < G(3), (35
gdzie:
1 0,02 0,03
G3)=]0,02 1 0,006 |. (36)
0,03 0,06 1
Nastepnie:
k 2
r; 0, 0001 0,0004 0, 0009
L= 2 ’ . ~ 0,001401 37
Z:‘l—riz 1—0,0001+1—(),0004+1—0,0009 (37)
zas:
ko2
1+ — =~ 1,001401 38
Z 2 (38)
czyli:
0,001401
2h)> ——— ~ )
re(k) > 1.001401 0,0014 39)

a to oznacza, ze jako$¢ modelu okre§lonego przez regularng par¢ dang wzorem (34)
jest co najmniej réwna 0,0014. Jest to réwniez istotna konsekwencja majoryzowania
macierzy korelacji przez macierz uniwersalng na tle nieréwnosci Z. Hellwiga.

prof. zw. dr hab. Michat Kolupa, Politechnika Radomska w Radomiu
dr hab. Joanna Plebaniak, prof. SGH, Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie
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KONSEKWENCJE MAJORYZOWANIA MACIERZY KORELACJI PRZEZ MACIERZ
UNIWERSALNA NA TLE NIEROWNOSCI HELLWIGA

Streszczenie

W pracy wykazano, ze jezeli jest spetniona nieréwnos¢é Z. Hellwiga:

0(k) < R(k) < G(k),
gdzie 0(k), R(k) oraz G(k) sg macierzami stopnia k odpowiednio zerowej, korelacji oraz uniwersalnej,
to jakos$¢ modelu okreslonego przez regularng par¢ korelacyjng (R(k), Ry(k)) mierzona wspélczynnikiem
rg (k) jest co najmniej réwna:

0
1+0
gdzie:
k rg
0= Z} e
zaS1; =r(Y, Z), i =1, 2, ..., k jest wspélczynnikiem korelacji pomiedzy parg zmiennych Y oraz Z;,
i=1,2,...,k

W pracy udowodniono, Ze:
A (k) = Blk)pg (k)
gdzie A(k) oraz B(k) sg rozwigzaniami uktadéw:
R(k)A(k) = Ro(k)
G(k)B(k) = Ro(k)
zas <p2G(k) oraz <pf1(k) obliczamy wedlug wzoréw:

g (k) = 1 =Ry ()G (k)Ry(k),
¢r(k) = 1 = RJ ()R (k)R (k),

ktére mierzg jako$¢ modeli okreslonych przez regularne pary korelacyjne odpowiednio (R(k), Ry(k)) oraz
(G(k), Ry(k)). Gtéwny wynik zamieszczony w niniejszej pracy orzeka, ze jezeli macierz korelacji jest
majoryzowana przez macierz uniwersalng i jest spelniona nieréwnos¢ Z. Hellwiga, to jako$¢ modelu okre-
Slonego przez regularng par¢ korelacyjng (R(k), Ro(k)) jest co najmniej réwna jakosci modelu okre§lonego
przez par¢ korelacyjng (G(k), Ro(k)).

Stowa kluczowe: macierz korelacji, macierz uniwersalna, nieréwnos$¢ Z. Hellwiga

THE CONSEQUENCES OF THE MAJORISATION OF THE CORRELATION MATRIX BY
THE UNIVERSAL MATRIX BASED ON HELLWIG’S INEQUALITY

Summary

In the paper it was proved that if there is Hellwig’s inequality:

0(k) < R(k) < G(k),
where 0(k), R(k) and G(k) are accordingly, the zero matrix, the correlation matrix and the universal
matrix, then the quality of the model defined by regular correlation pair (R(k), Ro(k)) measured by the
factor rﬁ(k) is at least equal:

0
1+Q
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where:
ko2
0= Z 2
andr; =r(Y,Z),i=1,2,..., k is a correlation coeflicient between a pair of variables Y and Z;, i = 1,
2, ..., k.

In the paper it was proved, that:
Ay (k) = B(k)g (k)
where vector A(k) and vector B(k) are solution to the equations:
R(k)A(k) = Ro(k)

G(k)B(k) = Ro(k)
where cpé(k) and (10) wﬁ(k) are calculated according to the formulas:

¢ (k) = 1 = RG()G™ (k)R (k),

er(k) = 1 = Ry (R ()Ro(k),
which measure the quality of the models determined by the regular correlation pairs accordingly (R(k),
Ry(k)) and (G(k), Ro(k)). The main solution included in this work states that if the correlation matrix
is majorised by the universal matrix and Hellwig’s inequality is satisfied then the quality of the model
defined by the regular correlation pair (R(k), Ro(k)) is at least equal to the quality of the model defined
by the regular universal pair (G(k), Ry(k)).

Key words: correlation matrix, universal matrix, Hellwig’s inequality
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KRZYSZTOF NAJMAN

GRUPOWANIE DYNAMICZNE Z WYKORZYSTANIEM SIECI GNG

1. WSTEP

Od poczatku lat 90-tych XX wieku obserwuje si¢ staty, dynamiczny wzrost liczby
baz danych i zbieranych w nich informacji. Rozwdj gospodarek wielu krajéw, spa-
dek cen komputeréw, wigksza liczba sprawnych aplikacji, rozwéj réznych typéw sieci
komputerowych Intranet, a takze rozwdj globalnej sieci Internet spowodowaly z jed-
nej strony wzrost zapotrzebowania na informacje, a z drugiej stworzyly mozliwosci
ich zbierania i przechowywania. Rozwdj ten przyczynia si¢ do poszerzania wiedzy
0 otaczajacym nas Swiecie. Umozliwia migdzy innymi lepsze zrozumienie zacho-
dzacych proceséw spotecznych, ekonomicznych, sprawniejsze zarzadzanie parstwem
czy przedsigbiorstwem. Sama jednak rosngca liczba zbieranych danych nie wplywa
bezposrednio na zwigkszanie si¢ zasobéw wiedzy. Dane muszg by¢ przetworzone w
informacje, a dopiero te w wiedze. Paradoksalnie, proces pozyskiwania wiedzy nie jest
obecnie tatwiejszy, mimo ogromnego wzrostu liczby dostepnych danych. Sama objetos¢
i wlasnosci istniejacych baz stajg sie powaznym problemem w analizie zgromadzonych
danych.

Jednym z probleméw zwigzanych z analiza danych zawartych we wspotczesnych
bazach jest duza zmienno$¢ ich zawartosci. Rejestracja nowych jednostek moze na-
stepowaé w sposéb ciagly, dynamicznie zmieniajac obraz obserwowanej populacji.
Dynamicznie moze si¢ takze zmieniac struktura grupowa rejestrowanych jednostek.
Wraz z uptywem czasu i naptywem nowych danych znane i dobrze okreSlone skupie-
nia mogg traci¢ na znaczeniu lub rozmy¢ si¢ w innych. Skupienia zawierajace nieliczne
jednostki, stabo okre§lone (rozmyte) moga z czasem stac si¢ bardziej liczne, dobrze
okreslone a nawet dominujgce. Mogg pojawi¢ sie rowniez catkowicie nowe skupienia.
Mozliwe jest takze, aby dane posiadaly przypisany im czas waznoSci, po ktérym tracg
swoje znaczenie i wplyw na biezacg strukture populacji.

Powyzsze wlasnosci bazy danych powoduja, ze sama struktura grupowa populacji
moze by¢ dynamiczna i zmieniaé si¢ w sposéb ciggly. Aby poprawnie obserwowad
proces zmian struktury grupowej badanej populacji nalezy dokonywaé grupowania
obiektéw i korekt w opisie skupieni takze w sposéb ciagly — wraz z naplywaniem no-
wych danych. Konieczne jest zastosowanie metody grupowania zdolnej do reagowania
na kazda nowg informacje i automatycznie dokonujacej niezbednych korekt w opisie
istniejacej struktury grupowej. Opis ten musi by¢ dostepny w dowolnym momencie
istnienia bazy danych.
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Celem prezentowanych badarn jest weryfikacja mozliwosci zastosowania samouczg-
cej si¢ sieci neuronowej o zmiennej strukturze typu Growing Neural Gas w dynamicz-
nym grupowaniu jednostek.

2. GRUPOWANIE STATYCZNE A GRUPOWANIE DYNAMICZNE

W literaturze dotyczacej metod grupowania danych pojecie grupowania dynamicz-
nego pojawia si¢ gtéwnie w konteksScie analizy szeregdw czasowych (Wang X., Smith
K., Hyndman R. [1997], Zamir O., Grouper O.E. [1999], Guha S., Mishra N., Motwani
R., O’Callaghan L. [2000], Babcock B., Babu S., Datar M., Motwani R., Widom J.
[2002]). Staje si¢ ono elementem szczegdlnej analizy korelacji (Fenn D.J., Porter M.A.,
Mucha P.J., McDonald M., Williams S., Johnson N.F., Jones N.S. [2010]). Obserwu-
je sie jednoczes$nie znaczng liczbe szeregéw czasowych i analizuje ich podobiefistwo,
klasyfikujac poszczegdlne szeregi do niewielkiej liczby klas. Samo pojecie grupowania
dynamicznego jest tu jednak rozumiane bardzo wasko. Dynamiczne sa, bowiem jedynie
badane szeregi czasowe. Sam proces grupowania jest statyczny. Stosuje si¢ tu klasyczne
metody grupowania hierarchicznego lub metode k-§rednich. Rozszerzenie powyzszego
podejscia do grupowania dynamicznego mozna znaleZ¢ w pracy: Guedalia 1.D., London
M., Werman M. [1999] gdzie autorzy dzielg metody grupowania na metody wsadowe
(batch) i ciagte (online). O metodach wsadowych méwi si¢ wtedy, gdy dokonuje sie
grupowania po wprowadzeniu do bazy danych wickszego zbioru jednostek!. W takim
przypadku ignoruje si¢ wszystkie poSrednie struktury grupowe, ktére mogly si¢ poja-
wi¢ miedzy momentami dokonywania analizy. O grupowaniu cigglym méwi sie, gdy
grupowanie jest dokonywane kazdorazowo po wprowadzeniu do bazy nowej jednostki.
Autorzy ograniczajg jednak swoja definicj¢ zaktadajac, ze nowe dane pojawiajg si¢
w czasie pojedynczo — w jednej chwili jedna jednostka. Zakladajg takze, Ze nowe
jednostki moga si¢ pojawié jedynie w statych odstepach czasu (Guedalia I.D., London
M., Werman M. [1999]). Latwo zauwazy¢ zbiezno$¢ podejS¢ z analiza szeregéw cza-
sowych, w ktérych w danej chwili moze si¢ pojawi¢ jedynie jedna nowa obserwacja.
Grupowanie online jest wigc takze waskim rozumieniem grupowania dynamicznego.

Wskazane wyzej proby definicji grupowania dynamicznego wydaja si¢ bardzo
ograniczone. Nie biorg pod uwage najwazniejszego elementu odpowiadajacego za dy-
namizm procesu grupowania — zmiang jednostek i ich struktury grupowej w czasie
grupowania. W powyzszych definicjach dynamiczne sa jedynie grupowane obiekty,
jak w grupowaniu szeregdw czasowych, lub uwaza si¢ za dynamiczne sekwencyjne
powtarzanie procesu grupowania, jak w grupowaniu ciaglym.

Wydaje sie, ze aby pelniej opisaé¢ rozpatrywany problem nalezaloby wzia¢ pod
uwage kryterium statosci jednostek i ich struktury grupowej w czasie procesu grupo-
wania. Korzystajac z tego kryterium mozna wyrézni¢ dwa podejsScia do grupowania

' Grupowanie powtarza sie, gdy do bazy zostanie wprowadzona z géry ustalona liczba jednostek, nie
wiadomo jednak, kiedy si¢ to stanie, lub grupowanie powtarza si¢, co pewien ustalony czas o ile zostanie
przekroczona zaktadana minimalna liczba nowych jednostek.
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i to niezaleznie od typu grupowanych obiektéw: statyczne i dynamiczne. O grupowa-
niu statycznym mozna méwié, gdy podczas procesu grupowania ani zbidr jednostek
ani ich struktura grupowa nie zmieniajg si¢. W tej definicji mieszczg si¢ wszystkie
powyzsze podejscia do grupowania (takze te nazywane dynamicznymi). O grupowaniu
dynamicznym mozna méwi¢ wtedy, gdy w czasie procesu grupowania zmieniajg si¢
zaréwno grupowane jednostki jak i ich struktura grupowa.

Aby grupowanie dynamiczne mozliwe byto do praktycznego zrealizowania, stoso-
wana metoda grupowania powinna spetniaé przynajmniej cztery warunki. Metoda taka
musi by¢:

1. szybka,

2. oszczedna,

3. autonomiczna,

4. zapewniajaca wysoka jakoS¢ grupowania dla dowolnej konfiguracji przestrzennej
jednostek.

Warunek szybkosci jest kluczowy. Jezeli w ciagu sekundy w bazie danych moze
zmieniC sie kilkadziesiat lub kilkaset jednostek, takze zmiany struktury grupowej musza
by¢ uwzglednione w tym samym czasie. Metoda musi by¢ takze oszczgdna, poniewaz
grupowaniu podlegaja duze bazy danych, coraz czesciej liczace miliony przypadkow.
Metoda grupowania musi oszczedzaé zasoby pamigci komputera. Macierz odlegto-
Sci dla 15000 jednostek zajmuje 1717 Mb pamieci RAM. Musi by¢ takze oszczedna
obliczeniowo. Jezeli algorytm grupowania wymaga duzej liczby obliczen, to moze wy-
magaé uzycia superkomputera lub bedzie zbyt wolny, aby nadazy¢ za zmianami w bazie
danych. Metoda powinna by¢ wysoce autonomiczna gdyz sama szybko$¢ zmian w bazie
danych powoduje, ze ewentualna ingerencja w algorytm lub jego parametry powinna
by¢ ograniczona do minimum. W szczegdlnosci algorytm taki powinien autonomicznie
ustalaé liczbe skupieni, powinien by¢ niewrazliwy na pojedyncze jednostki nietypowe
a jednocze$nie szybko tworzy¢ skupienie, gdy liczba obiektéw nietypowych ros$nie.
Moze to, bowiem oznaczaé pojawienie si¢ nowej prawidlowosci. Metoda musi si¢
takze charakteryzowaé bardzo dobrymi wlasnoSciami uzyskanej struktury grupowej
niezaleznie od konfiguracji przestrzennej jednostek

3. SAMOUCZACA SIE SIEC NEURONOWA GNG

Konstrukcje sieci samouczgcej si¢ typu Growing Neural Gas zaproponowat
B. Fritzke w 1994. (Fritzke B. [1994]). Jest to rozwini¢cie znanych wczes$niej sieci
samouczacych si¢ typu SOM (Self Organizing Map) (Kohonen T. [1997]). Zasadnicza
wadg sieci SOM jest stata struktura zalozona a priori przez badacza. Jest to szczegdlnie
ucigzliwe w duzych badaniach empirycznych gdzie moze istnie¢ wiele skupieri o zto-
zonej strukturze przestrzennej. Aby w takim przypadku poprawnie wyrézni¢ skupienia
sie¢ SOM moze wymagaé duzej liczby neuronéw — trudno jednak przewidzie¢ ile.
Konsekwencja duzych rozmiaréw sieci jest dlugi czas uczenia si¢ sieci i spadajgca
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wraz ze wzrostem skali badanego problemu efektywno$¢ procesu grupowania (Migdat
Najman K., Najman K. [2008], Najman K. [2009]).

Istotag budowy sieci GNG jest konstrukcja sieci maksymalnie oszczednej, bez zbgd-
nych neuronéw, roztozonych jedynie w tej czeSci przestrzeni, w ktérej znajduja si¢
obserwowane jednostki. Sie¢ w procesie samouczenia si¢ powinna sama korygowaé
swojg strukture zgodnie z potrzebami. Dla prostej struktury grupowej (np. kilka sfe-
rycznych, separowalnych skupien) sie¢ powinna mieé niewielkie rozmiary niezaleznie
od liczby obserwowanych obiektéw. Rozmiar sieci powinien wzrasta¢ jedynie wraz
ze wzrostem liczby skupiefl i stopniem komplikacji ich struktury przestrzennej (np.
skupienia niesferyczne, stabo separowalne).

Wydaje si¢, ze cele powyzsze udato sie osiagnaé w konstrukeji sieci GNG i algo-
rytmie samouczenia sie sieci’. Na podstawie wynikéw badari teoretycznych i empirycz-
nych mozna sadzié, ze sieci GNG spelniajg warunek oszczgdnosci, autonomicznosci
i jakoSci grupowania (Qin A.K., Suganthan P.N. [2004], Najman K. [2009, 2010]).
Do zweryfikowania pozostaje kluczowy element dobrego algorytmu grupowania dy-
namicznego — to jest szybko$¢ jego dziatania przy zalozeniu zachowania przez sie¢
warunkéw oszczednosci, autonomicznosci i wysokiej jakos$ci grupowania.

4. EKSPERYMENT BADAWCZY

W celu weryfikacji mozliwosci zastosowania sieci neuronowej typu GNG w gru-
powaniu dynamicznym przygotowano eksperyment.® Wygenerowano dynamiczna baze
danych*, zfozong z 10 do 15000 réznych jednostek, z ktérych w jednym momencie
istnieje maksymalnie 7500 jednostek. Baza ma zmienng strukture grupowg od 1 do
10 skupient (maksymalnie 9 skupien istniejacych jednocze$nie). Jednostki w skupie-
niach maja ograniczony czas istnienia. Gdy w bazie jest juz 7500 jednostek, wraz z
pojawianiem si¢ nowych jednostek te istniejace najdluzej zostajg systematycznie usu-
wane. Wszystkie jednostki opisane sa dwoma cechami® mierzonymi na skali ilorazowe;j.
Struktura grupowa wszystkich jednostek zostala zaprezentowana na rysunku 1.

Do grupowania dynamicznego zastosowano sie¢ GNG o nieograniczonej maksy-
malnej liczbie neuronéw, maksymalnym bledzie kwantyzacji rownym zero i nieogra-
niczonej liczbie iteracji uczacych. Parametry te gwarantujg, ze proces samouczenia
si¢ sieci bedzie ciagly. Zostanie on zatrzymany sztucznie 100 iteracji uczacych po
wprowadzeniu do bazy ostatniej jednostki. Nowy neuron wstawiany jest co 70 itera-

% Szczegbly algorytmu budowy sieci GNG, wraz ze schematem blokowym znajdujg sie w artykule
Najman K. [2009].

3 Niestety, nie jest publicznie dostepna empiryczna, dynamiczna baza danych.

* Baza danych jest tu dynamiczna w takim sensie, w jakim zdefiniowano proces grupowania dyna-
micznego. Bedzie si¢ ona zmieniala w czasie procesu grupowania.

3> Problem jest jedynie dwuwymiarowy z powodu niemozliwo$ci wizualizacji sieci GNG dla wyz-
szej liczby wymiaréw. Sie¢ zachowuje ten sam wymiar neuronéw, co wymiar przestrzeni cech badanych
jednostek.
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Zrédlo: opracowanie wlasne

cji przy maksymalnym czasie zycia neuronu réwnym 71 iteracji®. Zastosowano staty
krok uczenia neuronu wygrywajacego réwny 0,01 i drugiego najlepszego réwny 0,009.
Pierwsza z wartoSci jest nieznacznie wigksza niz przeci¢tna odlegto$é euklidesowa mig-
dzy obserwowanymi jednostkami, co zapewnia duzg szybko$¢ przesuwania si¢ neuronu
zwycieskiego w przestrzeni. Druga warto$¢ jest rzedu przecigtnej odlegloSci miedzy
jednostkami, co pozwala na doktadne dopasowanie neuronu do obserwowanej jednost-
ki. Po wprowadzeniu do bazy nowej jednostki po 142 iteracjach uczacych (dwukrot-
nie wstawiony nowy neuron i usuniety najstarszy) dokonywany jest pomiar zgodnosci
uzyskanej struktury grupowej ze wzorcem w oparciu o skorygowany wspéiczynnik
Rand’a.” Mierzony jest czas wykonania kazdej iteracji uczace;.

Poniewaz jednostek w bazie jest 15000, a po wstawieniu kazdej wykonywane sa
142 iteracje uczace, to w eksperymencie sie¢ wykonala tacznie 142*%15000=2130000
iteracji uczgcych. Laczny czas wszystkich iteracji uczacych wyniést niemal dokfadnie
70 minut, co oznacza, ze przecigtny czas jednej iteracji uczacej wynidst 0,000033
minuty. Sie¢ jest w stanie wykona¢ ponad 30328 iteracji uczacych na minute i ponad
507 na sekunde. Oznacza to w praktyce ponad 3 procesy dodawania i usuwania neuronu
na sekunde. Poniewaz jeden neuron moze odpowiadaé za poprawne grupowanie wielu
jednostek, oznacza to mozliwo$¢ uwzglednienia wielu nowych jednostek co sekun-
de. Sie¢ powinna zauwazy¢ w tym czasie zmian¢ w strukturze grupowej wywotang
przez nowe jednostki. Rozklad czaséw wykonania pojedynczej iteracji uczacej zostat
zaprezentowany na rysunku 2. Jest on wyraZnie bimodalny. Pierwsze maksimum do-
tyczy jedynie poczatkowego okresu pracy sieci. Gdy jednostek jest bardzo niewiele

® Dluzszy czas zycia neuronu niz czestotliwosé wstawiania nowych neuronéw powoduje zwykle,
ze sie¢ szybciej reaguje na pojawienie si¢ nowych jednostek a jednocze$nie mniej chetnie pozbywa si¢
zbednych neurondéw.

7 Kazda sekwencja sktadajaca sie ze wstawienia nowej jednostki do bazy, 142 iteracji uczacych sieci
i prezentacji wynikéw jest w badaniu nazwana iteracjg roboczga. Na wszystkich wykresach prezentowane
sg liczby iteracji roboczych.
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Rysunek 3 Liczba neuronéw i czas uczenia jednej iteracji
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Zrédto: opracowanie wlasne

i neuronéw takze, czasy uczenia sg bardzo krétkie i wynoszg ponizej 0,00001 minuty.
Przecigtne czasy wykonania pojedynczej iteracji uczacej dla wszystkich 15000 itera-
cji roboczych pokazano na rysunku 3. Ich zréznicowanie ro$nie w poczatkowej fazie
budowy sieci. Wzrost ten nie jest jednak bezpoSrednio zwigzany z liczbg neuronéw
a raczej ze strukturg grupowa jednostek. W poczatkowej fazie jest tylko jedno a p6zZniej
dwa skupienia, ktére sg sferyczne i geste. Neuronéw jest niewiele stad duza szybkos¢
uczenia si¢ i male wahania czasu pojedynczej iteracji uczacej. Wyrazny skok nastepuje
w momencie, gdy rozpoczynajg si¢ pojawiac jednostki nalezace do skupien o ztozonej
strukturze przestrzennej (dwa u-ksztaltne skupienia w centrum rysunku 1). Gdy sie¢
jest wicksza a struktura grupowa bardziej ztozona sie¢ uczy si¢ szybko w iteracjach,
w ktérych nie sg wymieniane neurony a wolniej, gdy wstawiany lub usuwany jest
neuron. Czas potrzebny na usuniecie neuronu jest krétszy niz czas potrzebny na jego
wstawienie, co jest zwiazane z liczba koniecznych do wykonania operacji®. W ten
sposéb powstajg 3 rézne typy iteracji, rézniace si¢ takze czasem wykonania, co jest
widoczne na rysunku. Istotng obserwacjq jest takze niewielka zalezno$¢ czasu iteracji
od liczby neurondw i liczby jednostek. Wzrost czasu uczenia jednej iteracji jest w przy-
blizeniu liniowa funkcja liczby grupowanych jednostek. Zalezno$¢ ta zaprezentowana
jest na rysunku 4.

W calym czasie pracy sieci maksymalna liczba neuronéw wyniosta 44. Jest to
bardzo niewielka liczba wskazujaca, ze jeden neuron odwzoruje nawet 170 jedno-
stek w bazie danych. Przez wigkszo$¢ czasu pracy sieci liczba neuronéw byla jeszcze

8 Aby usunaé neuron nalezy znalez¢ ten, ktéry przekracza maksymalny czas Zycia, usunaé go i po-
Taczy¢ ze soba neurony, z ktérymi potaczony byl ten usuwany. Aby wstawi¢ nowy neuron nalezy znalez¢é
neuron o najwigkszym bledzie kwantyzacji i drugi najgorzej dopasowany, wstawi¢ migdzy nie nowy
neuron, wyznaczy¢ dla niego przecietny btad kwantyzacji na podstawie bledéw neuronéw, mi¢dzy ktdre
jest wstawiany nowy, zaktualizowa¢ macierz czasu zycia neuronéw (powiekszy¢ jej rozmiar).



Grupowanie dynamiczne z wykorzystaniem sieci GNG 237

Rysunek 4 Zalezno$¢ czasu uczenia jednej iteracji od liczby grupowanych jednostek
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Zrédlo: opracowanie whasne

mniejsza i liczyta przecietnie 33 neurony. Liczba ta w niewielkim tylko stopniu zale-
zy od liczby jednostek w bazie. Obserwujac liczbe neuronéw w kolejnych iteracjach
roboczych (por. rysunek 3) fatwo zaobserwowaé, ze wzrost liczby neuronéw zalezy w
najwickszym stopniu od zlozonoSci samej struktury grupowej obserwowanych jedno-
stek. W poczatkowej fazie pracy sieci, gdy liczba jednostek roSnie i ksztaltuje si¢ 5
pierwszych skupiefl liczba neuronéw systematycznie ro$nie. Powyzej pigciotysiecznej
iteracji liczba jednostek juz nie wzrasta i przez pewien czas nie komplikuje si¢ takze
struktura grupowa. Mozna wtedy zaobserwowaé spadek liczby neuronéw. Ponowny
wzrost liczby neuronéw obserwowany w koricowej fazie pracy sieci jest ponownie
zwigzany ze zwiekszeniem si¢ komplikacji w strukturze grupowej jednostek. Jest to
spowodowane zanikaniem poczatkowych skupien. Sie¢ przeznacza czg$¢ neurondéw
na odwzorowywanie jednostek w starych skupieniach, nawet gdy istnieje tam tylko
kilka jednostek, a jednoczesnie coraz lepiej odwzorowuje jednostki z nowych duzych
skupien.

Interesujace jest ksztaltowanie si¢ wartosci skorygowanego wspoétczynnika Randa
w kolejnych iteracjach roboczych’. Warto§é wspélczynnika Randa w poczatkowych
iteracjach jest niska, co zwigzanej jest z losowymi poczgtkowymi wspétrzednymi neu-
ronéw. Z tego powodu sie¢ wymaga pewnej liczby iteracji, aby zaczaé rozpoznawac
jednostki. Po okoto 220 iteracjach neurony przesungly si¢ w kierunku obserwowa-
nych jednostek i nastgpuje skokowy wzrost wartos$ci wspétczynnika Randa do 1. Po
niewielkiej liczbie iteracji nastgpuje gwaltowny spadek do poziomu 0,4 (oznaczony
na rysunku 5 symbolem A) co jest zwigzane z pojawieniem si¢ nowych jednostek
w nowym skupieniu. Juz po jednej iteracji roboczej sie¢ nauczylta si¢ rozpoznawac
nowe skupienie. Sytuacja taka powtarza si¢ wielokrotnie w catlym czasie pracy sieci.
Skokowe zmiany wartoSci wspdlczynnika Randa sa zawsze wywolane duza zmiang
w strukturze grupowej jednostek. Szczegdlnie trudne momenty zostaly zaznaczone na

° Wartosci skorygowanego wspéiczynnika Randa zawieraja si¢ w przedziale <0,1>, gdzie 0 oznacza
catkowita niezgodno$¢ badanego podzialu ze wzorcem a 1 catkowity zgodnosc.
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rysunku 5 symbolami B i C. We wszystkich tych momentach nastepuje znaczna zmiana
struktury grupowej jednostek. Struktura grupowa w iteracji roboczej oznaczone;j literg
B jest przedstawiona na rysunku 6.

Rysunek 5 Wartosci skorygowanego wspotczynnika Randa
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Rysunek 2. Zrédio: opracowanie wlasne

Jest to bardzo trudna struktura grupowa. Jedno ze starych skupiefi zanika i sktada
si¢ z zaledwie 10 jednostek (oznaczone elipsg w prawym dolnym rogu na rys.6).
Jednoczesnie pojawia si¢ nowe skupienie (oznaczone elipsa w gérnym lewym rogu na
rys.6). W tym samym czasie u-ksztattne skupienie w centrum wykresu zaczyna zani-
kac¢ i rozdziela si¢ na dwa niezalezne skupienia (oznaczone symbolem A). Podobnie
w momencie oznaczonym na rysunku 5 literg C nast¢puje znaczaca zmiana struktury
grupowej pokazana na rysunku 7, gdy zanikajg jednoczes$nie dwa skupienia (oznaczone
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elipsami). Warto zauwazy¢, ze gdy przez pewng liczbe iteracji struktura grupowa jest
wzglednie stabilna (zmieniaja si¢ jednostki, ale nie zmieniajg skupienia) sie¢ szybko
poprawia swojg jakos¢ i uzyskuje bardzo dobre wyniki grupowania. Przeci¢tna warto$§é
wspotczynnika Randa wynosi w catlym eksperymencie 0,85. Przez ponad 10% iteracji
roboczych jego warto$¢ jest rowna 1. Przez 42% iteracji roboczych warto§¢ wspot-
czynnika przekracza 0,9. Mozna uznaé, ze sa to dobre wyniki grupowania jak na tak
zlozong sytuacje.

5. PODSUMOWANIE

W badaniach dotyczacych zastosowania samouczacej si¢ sieci neuronowej o zmien-
nej strukturze typu GNG skupiano si¢ dotychczas, na jakoSci uzyskanej struktury
grupowej. Wykazano eksperymentalnie, ze o ile skupienia sg separowalne sie¢ tego
typu moze bezbtednie okresli¢ strukture grupowa jednostek niezaleznie od konfiguracji
przestrzennej skupie. W badaniach tych podkreslano takze wysoka autonomicznosé
sieci GNG. Nie wymaga ona ustalenia liczby skupiefi, moze pracowa¢ w sposéb cia-
gly, poniewaz nie wymaga ustalenia zadnych parametréw zatrzymujacych prace sieci.
Wymaga jednak zdefiniowania a priori wartosci kilku parametréw. Mozna to zrobié
jedynie eksperymentalnie gdyz nie ma ogdlnych, formalnych przestanek ustalania ich
wartoSci. Sieé ta z samego zalozenia jest oszczgedna w stosunku do sieci o stalej liczbie
neuronéw, gdyz inteligentnie i dynamicznie dopasowuje swoja strukture do rzeczywi-
stych potrzeb. Nie prowadzono jednak badan nad szybkoscig uzyskiwania wynikow
przez sie¢ GNG oceniajac jedynie, ze szybko$¢ ta jest wystarczajaca do jej prak-
tycznego stosowania. Poniewaz w grupowaniu dynamicznym szybko$¢ dzialania jest
kluczowym elementem wymaga on znacznie glebszego zbadania. Niestety ze wzgledu
na duzg komplikacje samego algorytmu samouczenia si¢ sieci GNG wyznaczenie jego
ztozonosci obliczeniowej'® jest niezwykle trudne. Aby ocenié jej szybko$¢ dziatania
w praktycznych zastosowaniach postuzono si¢ eksperymentem. Nie ma on sily dowodu
formalnego, niemniej wskazuje, ze w badaniach empirycznych zblizonych do warun-
kéw eksperymentu jest to metoda bardzo szybka. Oceniono wptyw liczby neurondw,
liczby i struktury przestrzennej skupien oraz liczby grupowanych jednostek na szybkos§é
uczenia sie sieci GNG. Na przecietnym komputerze'' sie¢ GNG moze wykonaé tysiace
iteracji uczacych na sekunde nawet w najmniej korzystnych warunkach branych pod
uwage w eksperymencie. Mimo zrdéznicowanej liczby skupienl istniejgcych w danym
momencie, ztozonej struktury grupowej czg¢sci skupiefi, wzrost czasu wykonania jed-
nej iteracji, w zaleznoSci od liczby jednostek i stopnia komplikacji grupowania jest

10 Dla niektérych algorytméw istnieje mozliwo$é wyliczenia tacznej liczby elementarnych dziatari
matematycznych (najczg¢éciej dodawania) niezbgdnych do jego realizacji. Liczba ta jest nazywana ztozo-
noscia obliczeniowg algorytmu.

' Wszystkie obliczenia zostaly wykonane na komputerze wyposazonym w procesor: Intel(R) Co-
re(TM) i5 CPU M 450 @ 2.40GHz
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w eksperymencie niemal liniowy. Pozwala to oceni¢ szybkoS$¢ pracy sieci w innych
podobnych badaniach, lecz o innej liczbie grupowanych jednostek.

Warto zauwazy¢, ze w prezentowanych badaniach nie uwzgledniono wplywu liczby
cech opisujacych jedna jednostke (problem wymiarowosci) na szybko$¢ uczenia si¢ sie-
ci. Wydaje si¢ takze, ze w grupowaniu dynamicznym istnieje mozliwo§¢ wprowadzenia
zmiennych wartos$ci niektérych parametréw sieci GNG (np. czas zycia neuronu, liczba
iteracji miedzy kolejnymi momentami wprowadzania nowego neuronu do sieci, krok
uczenia neuronéw), zaleznych od biezacej dynamiki zmian liczby jednostek w bazie
i dynamiki zmian ich struktury grupowej. Problemy te b¢dg elementem dalszych badan
autora.

Przedstawiony powyzej eksperyment wskazuje, ze samouczaca si¢ sie¢ neuronowa
typu GNG spelnia wszystkie wymagania stawiane metodzie grupowania dynamicznego
i warto wlaczy¢ ja do zbioru procedur stosowanych przez badaczy w analizie skupien,
szczegblnie w grupowaniu dynamicznym.
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GRUPOWANIE DYNAMICZNE Z WYKORZYSTANIEM SIECI GNG
Streszczenie

Od poczatku lat 90-tych XX wieku obserwuje si¢ staly, dynamiczny wzrost liczby baz danych i zbie-
ranych w nich informacji. Obserwuje si¢ tez staly wzrost zapotrzebowania na informacje, a z drugiej
strony staly wzrost mozliwosci ich zbierania i przechowywania. Jedng z wlasnosci niektérych baz danych
jest ich dynamiczna, zmieniajgca si¢ w czasie struktura grupowa. W artykule przedstawiono przeglad
podstawowych koncepcji grupowania dynamicznego i zaproponowano jego nowg definicje. Wskazano
takze praktyczna metode¢ realizacji grupowania dynamicznego oparta na samouczacej si¢ sieci neurono-
wej typu GNG. Przedstawiono wyniki badai symulacyjnych nad wlasno$ciami takiej sieci w grupowaniu
dynamicznym.

stowa kluczowe: analiza skupien, grupowanie dynamiczne, sieci GNG

THE DYNAMIC GROUPING USING GNG NEURAL NETWORK
SUMMARY

Since early 90s of 20th century has seen a steady and dynamic growth databases and collected
information. There has also been a steady increase in demand for information, on the other hand growth
in collection and storage information. One of the properties of some databases is their dynamic, changing
during the group structure. The article presents an overview of the basic concepts of dynamic grouping
and its proposed new definition. It was also a practical method to implement dynamic grouping based on
self-learning neural network type of GNG. The results of simulation studies are presented in a dynamic

grouping.

keywords: cluster analysis, dynamical clustering, GNG networks
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MODELE ANALIZY CZYNNIKOWE] Z DWOMA ZMIENNYMI UKRYTYMI

1. WPROWADZENIE

Model analizy czynnikowej jest czesto wykorzystywang technikg analizy danych
wielowymiarowych. W zaleznoSci od postawionego celu mozna (por. [16]):wyodreb-
ni¢ ukryta, bezposrednio nieobserwowalng strukture zmiennych, zredukowaé wymiar
przestrzeni zmiennych wraz z graficzng ich prezentacja.

W metodzie tej, jak i wielu innych, przyjmuje si¢ implicite zatozenie o jedno-
rodno$ci obserwacji. Jedli istnieja przestanki poddajace w watpliwos¢ takie zatozenie,
wtedy nalezy poszukiwac pewnych modyfikacji modelu, aby jak najdoktadniej odzwier-
ciedli¢ struktur¢ danych. Jedno z podej$¢ oparte jest na mieszaninie rozktadéw. Jego
istota sprowadza si¢ do wlaczenia dodatkowej zmiennej ukrytej, ktéra dzieli badang
zbiorowos¢ na klasy. W konsekwencji mozliwa jest jednoczesna estymacja parametrow
w kazdej klasie.

W pracy [7]zaproponowano taki model wraz z procedura estymacji parametréw.
Uwzgledniono tam tylko przypadek ogdlny, tzn. zalozono rézne macierze tadunkéw
czynnikowych oraz wariancji specyficznej. Jesli natozy si¢ na nie pewne ograniczenia,
to mozna otrzymaé modele prostsze, ktore z jednej strony — mogg z prawie jednakowa
precyzja odwzorowywac strukture obserwacji co modele bardziej zlozone, z drugiej
natomiast — moga wykazywacé wiekszg stabilno$¢ estymacji. O tej stabilnoSci wspo-
mina si¢ przy okazji szacowania parametréw mieszanki wielowymiarowych rozktadéw
normalnych (por. [13]).

Warto nadmienié, ze w tzw. klasyfikacji opartej na modelach reprezentujacych
zadang klase (model-basedclustering), dokonuje si¢ pewnych uproszczen macierzy ko-
wariancji, jesli pochodzi ona z wielowymiarowego rozktadu normalnego. Propozycje
takg przedstawili Banfield iRafteryw pracy [3], dokonujac dekompozycji spektralnej
macierzy. W ten sposob dokonali jej reparametryzacjiwyrdzniajac: orientacje, ksztatt
i rozmiar klasy. To pozwolifo na specyfikacje 8 modeli. Bazujac na tych ustaleniach
Celeux i Govaert[5] rozszerzyli t¢ liczbe do 14.

Powyzsze uwagi sktadajg si¢ na cel niniejszego opracowania jakim jest identyfika-
cja i budowa modeli analizy czynnikowej z dwoma zmiennymi ukrytymi, zalezna od
postaci macierzy tadunkéw czynnikowych i macierzy wariancji specyficznej. Ponadto
zostanie zaproponowana procedura estymacji dla kazdego modelu oraz kryteria, jakimi
mozna si¢ postuzyé, przy wyborze jednego z nich.
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2. MODELE ANALIZY CZYNNIKOWE]

Model analizy czynnikowej uwzgledniajgcy niejednorodnosé obserwacji mozna
przedstawi¢ wpostaci [7]:

gdzie: [y;l,x1 — wektor obserwacji, [p.],x1— wektor wartosci przecigtnych,[Ac],xy —
macierz fadunkéw czynnikowych, [b;],,1 — zmienna ukryta, [e;],,1 — sktadnik losowy.
Przy zatozeniu, ze obserwacja i nalezy do klasy K.(c = 1,...,C), rozklady warunkowe
majg postac:

(bili € K,) ~ Ny (0, 1),

(eili € Kc) ~ Np(O’ Tc)’

(ai|b[; [ € Kc) ~ Np(ﬂc + Acbi, ‘Ilc)’

gdzie ¥, = diag((r%c, .. ,0'12,0).

Niech p(m.) bedzie prawdopodobieistwem przynalezno$ci obserwacji ¢ do klasy K..
Wtedy rozktad wektora zaobserwowanych odpowiedzi mozna zapisaé ogdlnie:

c
fly) = Z ff(yilbis”c)f(bi|7rc)p(77c)dbi,
c=1

z
F0 =) e = La)fMilr)p(re)db;

C

lub, przy uwzglednieniu warunkowych rozktadéw normalnych, w postaci:

1 .
—EQG—MJTFJOG—MJ,

c 1
Fy) < Y plro)lTel 2 exp

c=1

I.=AA” +..

W zaleznoSci od ograniczen, jakie naktada si¢ na sktadowe macierzy kowariancji I',
wyroznia si¢ osiem modeli. W kazdym z nich macierz tadunkéw czynnikowych moze
by¢ taka sama (A, = A) lub r6zni¢ si¢ migedzy klasami. W wypadku macierzy wariancji
specyficznej, oprocz réznic miedzy klasami, uwzgledni¢ mozna réznice wewnatrz klas.
W konsekwencji pojawiaja si¢ 4 mozliwosci: brak jakichkolwiek ograniczen — ¥,
ograniczenia dotyczg wylacznie réznicwewnatrz klas — ¥, = ¥ lub réznic miedzy
klasami — ¥, = 0'3,1, wariancja we wszystkich klasach i wewnatrz nich jest identyczna
¥, = o°I. W tabeli 1 przedstawiono w sposGb syntetyczny, na jakie parametry natozono
ograniczenia.
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Tabela 1.
Ograniczenia macierzy fadunkéw i wariancji

Ograniczenia na A, Ograniczenia na'f.
Miedzy klasami Wewnatrz klas
U U U
C U U
U C U
C C U
U U C
C U C
U C C
C C C

C — ograniczenie, U — brak ograniczenia.
Zrédto: opracowanie wiasne.

3. ESTYMACJA PARAMETROW MODELI

W wypadku mieszaniny rozkladéw, z jaka mamy tutaj do czynienia, do estymacji-
parametréw wykorzystuje si¢ najczesciej algorytm EM. Jest to iteracyjna procedura,
w ktérej wyrdznia si¢ dwa zasadnicze kroki [11]. W pierwszym oblicza si¢ warunkowa
warto$¢ oczekiwang logarytmu funkcji wiarygodnosci dla kompletnego zbioru danych:

0(010") =E[log L. (OY.B,Z)|Y.0"].

Zbidr ten nazywamy kompletnym, po wprowadzeniu dodatkowej zmiennej z;., ktéra ma

rozktad wielomianowy indeksowany parametrem p(w) = (p(n.), ..., p(n.)). Przyjmuje

ona warto$¢ 1, gdy obserwacja i pochodzi z klasy K., lub 0 w przeciwnym wypadku.
Dla modelu analizy czynnikowej odpowiednie funkcje Q majg postaé (por. [7]):

n C
0pim(©@10”) = > > 7 p(r.) (1)
=1 c=1
n C 1
0,(010V) = > > 7 [ﬂf RPN TR ATRTA & lAch?)] @
i=1 c=1
n C 1
0A©@I0M) = 3" > 7 [(y? ~ ¥ AN - Sir(Al ‘I';IACWE-ZU] 3)
=1 c=1
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n

0v(0]0") = -

BMQ

Tf) [~ log 21+ (v — W, (3~ 1) -

| =

“)

—2y! - uDW AN + r AT AW
gdzie:

1
o POEIACAYT - WO T exp[-1ml)]
T =

3 PO AL ALY + WO exp ]
M(t) (y, (l‘)) (A(f)A(t)T \P(ct))— ( ,uﬂ’)),

natomiast [Vy, I = E(bily, zic) oraz [W(1yq = E(b] Iy, zio).
W drugim kroku maksymalizuje si¢ funkcje Q ze wzgledu na nieznane parametry
0,
0D = arg max Q (@IO(’)) , ®)
0]

przyjmujac, ze @ sa znane, gdyz zostaly oszacowane w iteracji ().
Rozwigzanie (5) bedzie réznito si¢ miedzy modelami. Z tego tez wzgledu kazdy
z nich zostanie rozpatrzony osobno. Poniewaz nie wprowadza si¢ zadnych ograniczen ze
wzgledu na prawdopodobieristwa przynaleznos$ci do klas oraz wektor wartosci §rednich,
wiec proces ich szacowania sprowadza si¢ do jednego, ogdlnego przypadku.
Wprowadzajac mnoznik Lagrange’a do funkcji (1) nietrudno pokazad, ze

n ®)

i=1 Tic
p(r )™ = +. (6)

W wypadku wartos$ci przecietnych nalezy zrézniczkowa¢ funkcje (2). Poniewaz
- Ty-1 Q)
a(llZ‘I’CIYi) _ ‘I’:.lyi, a(ﬂc Tc Acvic) IA sz)’
M. o, e
1 z zalozenia, ze BQN(G)l@(’))/ayC = 0, wiec estymator wartoSci Srednich w iteracji
(t + 1) ma postaé:

n

u = Z 70 (Yz' _ AEF)V(.’)) (np(ﬂc)(”l))_l‘ (7N

i=1
Oczywidcie, natozone ograniczenia na macierze fadunkéw czynnikowych i wariancji
specyficznej nalezy uwzgledni¢ we wzorze (6) i (7).

Model UUU:

w modelu tym nie przyjmuje si¢ zadnych ograniczeii na macierze tadunkéw czynni-
kowych i1 wariancji specyficznej. Odpowiednie sktadowe pochodnej funkcji (3) maja
postac:
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Ayl - uH P AV orr(ATW ' AW
(yl /“lac[)‘ c txe Vi — T;l(yl _IJC)V,('?Ta ( c aj\ c zc) — Z‘I’C_IALWEE) (8)

Rozwiazujac réwnanie 904 (0]0")/dA. = 0, otrzymuje sie w iteracji (7 + 1):

n n -1
(t+1) _ 0] t+1)) (DT Oy ®
A= 3 ) (3w |

i=1 i=1

Rézniczkujac z kolei sktadowe funkcji (4) ze wzgledu na odwrotng macierz wariancji
specyficznej otrzymano:

dlog ¥ ') ay" - ¥ (yi - )
— =y, — = (i — )] - pD),
% O

oyl — WAV 51— p WO AT drr(ATY A WY)
;! LT e ;!

— OT AT
= AWITAL.

Po rozwigzaniu odpowiedniego réwnania estymator najwickszej wiarygodnosci w ite-
racji (¢ + 1) mozna zapisaé w postaci:

n

1
(t+1) _ : ) (v, _ D\ (T _ ,,@+DT _ (OT A t+DT
Y/ = np(ﬂc)(’”)dlag ;Tl.c (y, He )(y,- He Vi Al )

Model CUU:

naktada si¢ graniczenie na macierz tadunkéw czynnikowych, czyli A, = A. Wykorzy-
stujac funkcje (3) oraz obliczone wczesnie pochodne (8) otrzymuje si¢ réwnanie, ktore
jest podstawg do oszacowania tadunkéw czynnikowych:

n

AP AL S WL I

i=1 c=1 l':l( )c:l OT
t t
Pic = (yi _ﬂc) Vie -

Niech WIersz j macierzy Pic‘ zostagle oznaczony w postaci P; [}, ], wtedy powyzsze
rownanie, dla wiersza J, MozZna zapisac:
n

c n C
") _—2p®Or -1 _ . (t) -2 (1)
Z Z Tic O-jc Pic [j’] _A[‘]’] Z Z Tic O—jc Wic ’

i=1 c=1 i=1 c=1
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i tym samym wyznaczy¢ w kolejnej iteracji warto$ci:

n C -1

n C
@+Dr-q = (I) 20 p@) @) =20 yx7 ()
A=Y d 00 20! [,](E i Wl-c]

i=1 c=1 i=1 c=1

W wypadku estymatora wariancji specyficznej mozna bezposrednio, po niewielkiej
korekcie ze wzgledu na macierz fadunkéw, wykorzystaé wynik otrzymany dla modelu
Uuu:

n

1

(t+1) _ (t) ) (t+1) (z+1)T (f)T t+nT

‘I’C - np(ﬂc)(ﬁl)dlag [Z (yl )(yl He Vie A )}
i=1

Model CUC:

konsekwencja natozonych ograniczen jest A, = A oraz ¥, = o>I. Wykorzystujac (3)
i (8) otrzymano réwnanie:

n C

13 -2 nT t -2 t
Z TEC)O'C (yi — yc)vl(t) =A Z Z T( )o' ch),

i=1 c=1
z ktérego wyznaczono:

n C -1

n C
D _ (1) -2 1 (I)T 0 2 O}
ACD — Z 020y, — D) ( Z o (z)wic]

i=1 c=1 i=1 c=1

W wypadku wariancji przeksztalcono funkcje¢ (4) do postaci:

0w (010") = ZZ W [-ploga + o 2(y! — D)y — p) - o
i=1 c¢=

2072y — DAY + o2t ATAWD)].
Poniewaz 6Q\yc(®|®(’))/6ac_2 = 0, wiec w iteracji (t+1) estymator wariancji ma postac:

2(t+1) _

O_c W Z (l) (le _ ”£t+1)T) ((yz _ ”E‘t+1)) _ 2A(t+|)vfz‘)) + tr(A(Hl)TA(Hl)Wf.?)].
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Model CCU:

ograniczenia dotyczg obu macierzy, tzn. A, = A oraz ¥, = ¥. Bazujac na wynikach
otrzymanych dla modelu bez ograniczeit (UUU), macierz tadunkéw czynnikowych ma

postac:
ACD _ Z Z (r) (z+1) (t)T (Z Z (t)W(t)]

i=1 c= i=1 c=1

-1

podczas gdy macierz wariancjiprzedstawia si¢ nast¢pujgco:

C

Pl+l) dzag ZZTC y: NEM)) (yl ﬂgm)r z('?TA(M)T)l'
i=1 c=1

Model UCU:

macierz wariancji specyficznej jest taka sama w kazdej klasie, a wigc ¥, = ¥, nato-
miast na macierz tadunkéw czynnikowych nie naktada si¢ zadnych ograniczen. Z tego
wzgledu postaé estymatora tadunkéw czynnikowych bedzie taka sama jak w modelu

UuvU: »
ACFD — Zn: ® (y y(’“)) nr (Z”: T(t)W(t)]
c ! c zc ic ic :

i=1 i=1

Z kolei estymator wariancji specyficzne;j:

C
P+l dlag Z T(r) (z+1)) (yl ,uE’H)T I(?TA(CM)T)l'
i=1 c=1

Model UUC:

ograniczenie w tym modelu dotyczy tylko macierzy wariancji specyficznej: ¥, = O'LZ.I.
Ze wzgledu na podobieistwo do szacowania parametréw modelu CUC, wystarczy
drobna modyfikacja, by zaadoptowaé tamto rozwigzanie i otrzymac:

n n -1
+1) _ Q) t+1)y o (OT Oy
A<c )= Z Tic (yi — ﬂ( i ))V (Z Tic Wic ) ’

i=1 i=1

O.z(z+1) W Z ® (yiT _'ugm)r) ((y; _”£z+l)) _ 2A(c[+l)V,(-?) + tr(Agt+l)TAgt+l)W§é))].



Modele analizy czynnikowej z dwoma zmiennymi ukrytymi 249

Model UCC:

jest to model podobny do wczes$niejszego (UUC) z tg rdznica, ze wariancja specyficzna
jest taka sama wewnatrz jak i miedzy klasami: ¥, = o2I. Wz6r na oszacowanie
fadunkéw czynnikowych bedzie wigc identyczny jak w modelu UUU:

n n -1
(+1) _ 0} (t+1)y (DT Ow®
Ac = Z Tic (yi —H. i )V (Z Tic Wic J >

i=1 i=1
natomiast estymator wariancji, po koniecznej modyfikacji ma postac:

n C
0_2(r+1) Z £ z) (yl ﬂ£t+l)7‘) ((y I_l(z+1)) ZA(CHI)VE‘?) + tr(A5t+1)TAgt+1)W§Z?)].

ic
i=1 c=1

Model CCC:

ostatni z rozwazanych modeli jest najmniej rozbudowany, w sensie liczby parametréw,
gdyz natozone zostaly wszystkie mozliwe ograniczenia: A, = A, ¥, = o°1. Wykorzy-
stujacwyniki otrzymane dla poprzednich modeli otrzymano:

-1

AD — Zn: ZC: e (yi _ <z+1) (t)T [Z Z (t)W(t)]
c b

i=1 c=1 i=1 c=1

oA+ ZZ Z) (yl HEHI)T)((Y ”(z+1)) A(t+1)vg))+tr(A(t+l)TA(t+l)W§£?)].
=1 c=
Iteracyjny charakter procedury estymacji powoduje, ze w kazdym kolejnym kroku ¢
zwieksza si¢ o 1. Poniewaz takiego postgpowania nie mozna prowadzi¢ w nieskori-
czono$¢, dlatego nalezy zaproponowaé kryterium stopu, kiedy to dodatkowy krok es-
tymacji nie przynosi istotnych korzysci. Wsréd propozycji mozna wskazaé podejécia
bazujace na réznicy w warto$ciach estymowanych parametréw lub wartoSciach same;j
funkcji. Jesli owe réznice beda mniejsze od zatozonego progu, wtedy procedure nalezy
przerwaé (por. [10]).

4. WYBOR MODELU

Podstawowe pytanie dotyczace kwestii wyboru modelu sprowadza si¢ do rozstrzy-
gnigcia, czy model w ktérym natozono pewne ograniczenia na parametry nie bedzie
znacznie odbiegal — w sensie dopasowania do danych — od modelu, w ktérym tych
ograniczefi nie ma, lub jest ich mniej. W przypadku tzw. modeli hierarchicznych,
mozna wykorzysta¢ test oparty na ilorazie funkcji wiarygodnoSci. Gdy nie sa one
hierarchiczne, to wobec niespelnienia warunkéw regularnosci, takie podejScie jest nie-
wlasciwe, gdyz prowadzi do nieznajomosSci rozkladu statystyki testowej (por. [12]).
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Mozna prébowaé aproksymowaé ten rozklad wykorzystujac podejsScie bootstrapowe
[14], lecz czasochtonno$¢ obliczen sprawia, ze poszukuje si¢ innych rozwigzan.

Wisréd nich znajdujg si¢ kryteria informacyjne, ktére mozna sklasyfikowaé w naste-
pujace grupy: kryteria ze szkoly Akaike, kryteria bayesowskie i kryteria klasyfikacyjne.
W zalezno$ci od wykorzystywanej klasy weryfikowanych modeli, ich wiarygodno§é
si¢ zmienia. Przyktadowo, w wielomianowym modelu logitowym opartym na miesz-
kankach rozkladéw kryterium informacyjne Akaike AIC jest bardziej wiarygodne od
kryterium bayesowskiego BIC [2], natomiast dla mieszkanek rozkladéw normalnych
jest odwrotnie [12].

W pracy [8] przeprowadzonotakie badania symulacyjne dotyczgce analizy czyn-
nikowej z dwoma zmiennymi ukrytymi. Okazato sie, ze najwieksza trafnoScig co do
wyboru wiasciwego modelu odznaczaly si¢ dwa kryteria: /ICL BIC oraz BIC. Tro-
che gorzej wypadlo kryterium zgodne AIC i kryterium AIC. Pozostale z rozwazanych
kryteriow (NEC, CLC) wykazaly si¢ do$¢ mala trafnoscig. Cho¢ badania te dotyczyly
modelu UCU, to jednak warto skorzysta¢ z tych wynikéw i skupi¢ si¢ tylko na czterech
kryteriach:

e kryterium Akaike [1]:
AIC = -21og L(©) +2r,

e zgodne kryterium Akaike [4]:
CAIC = —210g L(®) + rlogn +r,
e kryterium bayesowskie [9]:
BIC = -2 logL((:)) +rlogn,
e Iaczne kryterium bayesowskie i klasyfikacyjne [12]:
ICLBIC = —210g L(®) + 2EN (¢) + rlogn,

EN (%) = - Z ZC: Ticlog T,

i=1 c=1

gdzie r jest liczbag szacowanych parametréw, natomiast L((:)) funkcja wiarygod-
nosci. Sposréd konkurencyjnych modeli wybiera si¢ ten, dla ktérego obliczone
kryterium informacyjne ma najmniejszg warto$¢. Nalezy odnotowaé, ze opisywane
modele moga mie¢ rézne warianty zaleznie od liczby klas C oraz liczby czynnikéw
g. Nie zmienia to jednak procedury postepowania przy wyborze.

5. PRZYKEAD EMPIRYCZNY — DANE O SATYSFAKCIJI

Aby zilustrowaé uzyteczno$¢ omawianych modeli, wykorzystano rzeczywiste dane
— zaczerpniete z pracy [6] — odnoszace si¢ do opinii klientéw wyrazonej na temat
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1. Jako§¢ produktéw 8. Konkurencyjno$¢ cen
2. Aktywno$¢ e-commerce 9. Gwarancje

3. Wsparcie techniczne 10. Nowe produkty

4. Rozwiazywanie skarg 11. Zamoéwienia i faktury
5. Reklama 12. Elastyczno$¢ cen

6. Linia produktowa 13. Szybko$¢ dostawy

7. Wizerunek

wspdlpracy z pewng firmg dziatajagcg w branzy przemystowej. Ocenie poddano 13
zmiennych, wykorzystujac jedenastostopniowg skale.

Do oceny poréwnawczej, rozwazanych w czedci teoretycznej modeli, wigczono
dodatkowo wariant model CCU, ktéry powstaje poprzez natozenie ograniczen na
wartoSci Srednie. W konsekwencji §rednie nie beda réznity si¢ migdzy klasami. Tak
sformutowany model mozna uzna¢ za klasyczng posta¢ modelu analizy czynniko-
wej. Jest to wigc dobry punkt odniesienia, gdyz taki model jest zaimplementowany
w kazdym pakiecie statystycznym (np. SPSS, SAS, STATISTICA, R), co z kolei
przeklada si¢ na czgste jego wykorzystanie. Wydaje si¢ zasadne, z punktu widzenia
praktycznych zastosowan, poréwnanie takiego modelu z modelami rozwazanymi
W pracy.

Procedura estymacji kazdego modelu wymaga okreslenia ex ante liczby klas oraz
liczby tadunkéw czynnikowych. Poniewaz liczba estymowanych parametréw jest
SciSle powigzana z liczba klas, a rozmiar préby jest niezbyt duzy (200 obserwa-
cji), dlatego przyjeto maksymalng liczbe klas na poziomie dwéch. W wypadku
fadunkéw czynnikowych rozwazano modele z 2, 3 i 4 czynnikami. Odpowiednie
programy szacujace parametry modeli napisano w §rodowisku R [15].

W tabeli 2 podano wartosci logarytméw funkcji wiarygodnosci oraz kryteriéw
informacyjnych. Dzigki temu mozna dokonaé formalnego rozstrzygnigcia co do
postaci modelu. Nie zamieszczono dwdch modeli: CUC i UCC. Wynika to z pro-
stej obserwacji, ze model bardziej rozbudowanyUUC jest jednym z najgorszych
w sensie wartoSci kryteriéw informacyjnych.

Pierwsze spostrzezenie jakie nasuwa si¢ w odniesieniu do tabeli 2 to bardzo wy-
sokie warto$ci kryteriow informacyjnych modelu klasycznego. Réwniez i logarytm
funkcji wiarygodnosci znacznie odstaje od pozostalych. To utwierdza w przekona-
niu, ze model ten jest nieodpowiedni, dlatego wyboru nalezy poszukiwaé wsréd
modeli bardziej ztozonych.

Przyjecie ograniczenia na wartoSci wariancji specyficznej wewnatrz klas — skut-
kujacetym, ze kazda zmienna ma takg samg wariancj¢ (cho¢ moze si¢ ona réznié
migdzy klasami) — powoduje gorsze dopasowanie takich modeli do danych w sto-
sunku do pozostatych modeli. Szczegdlnie moze zaskakiwaé model UUC, w ktérym
wartoSci Srednie i tadunki czynnikowe szacowane sg dla kazdej z dwéch klas; po-
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Tabela 2.

Wartosci funkceji wiarygodnosci i kryteriéw informacyjnych w zaleznosci od modelu

Liczba tadunkéw czynnikowych

Liczba tadunkéw czynnikowych

Klasyczny UCU
2 3 4 2 3 4
logL -4690  -4605 -4598 logL -3156  -3045 -2891
AIC 9417 9271 9267 AIC 6401 6202 5915
BIC 9581 9538 9577 BIC 6788 6683 6482
CAIC 9619 9600 9649 CAIC 6878 6795 6614
ICL BIC - - - ICL BIC 6807 6689 6485
cee Liczba tadunkéw czynnikowych uuC Liczba tadunkéw czynnikowych
2 3 4 2 3 4
logL -3711  -3606 -3489 logL -3670  -3540 -3418
AIC 7475 7275 7051 AIC 7418 7182 6958
BIC 7703 7551 7369 BIC 7758 7616 7478
CAIC 7756 7615 7443 CAIC 7837 1717 7599
ICLBIC 7717 7559 7374 ICLBIC 7765 7620 7482
ccu Liczba tadunkéw czynnikowych CUU Liczba tadunkéw czynnikowych
2 3 4 2 3 4
logL -3207  -3084 -2957 logL -3204  -3069 -2955
AIC 6478 6244 6000 AIC 6487 6226 6009
BIC 6758 6571 6370 BIC 6822 6609 6435
CAIC 6823 6647 6456 CAIC 6900 6698 6534
ICL BIC 6773 6585 6374 ICL BIC 6883 6611 6438
UuU Liczba tadunkéw czynnikowych
2 3 4
logL -3126  -2974 -2865
AIC 6355 6073 5875
BIC 6798 6611 6498
CAIC 6901 6736 6643
ICL BIC 6814 6617 6499

Zrédto: Opracowanie whasne.
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dobnie wariancja. Pomimo swojej elastyczno$ci wartosci kryteriéw informacyjnych
jak i logarytmy funkcji wiarygodno$ci znacznie odstajg od pozostalych modeli.
Najbardziej ogélny model UUU, na ktéry nie nalozono zadnych ograniczen, cechuje
si¢ najnizsza wartoScig kryterium AJ/C. Bioragc pod uwagg pozostate kryteria —
pamigtajac jednoczeS$nie o tendencji kryterium A/C do wyboru modeli zbytnio
rozbudowanych oraz wynikach badan symulacyjnych (wspomnianych w pkt. 4)
— modelem najbardziej preferowanym bytby model CCU o czterech czynnikach
wspOlnych.

WartoSci oszacowanych tadunkéw czynnikowych zamieszczono w tabeli 3. Kierujac
si¢ rekomendacjami w zakresie ich praktycznej przydatnosci (por. [6]) przyjeto, ze
minimalna warto$¢ fadunku dla danej zmiennej powinna by¢ nie mniejsza niz 0,4.
Dopiero wtedy taka zmienna moze wspéttworzy¢ dany czynnik.

Tabela 3.
Warto$ci tadunkéw czynnikowych
Czynnik
Zmienna 1 2 3 4
Linia produktowa 0,96 0,17 | -0,08 | 0,10
Szybkos$¢ dostawy 0,83 | 0,13 | 0,52 | 0,10

Rozwigzywanie skarg 0,74 0,12 0,46 0,10

Zaméwienia i faktury 0,59 | 0,16 | 047 | 0,14

Elastycznos$¢ cen 0,32 | -0,03 | 0,94 0,06
Reklama 0,24 0,58 0,14 | -0,02
Wizerunek 0,20 0,97 0,06 0,10

Aktywnos¢ e-commerce | 0,16 0,77 0,05 0,04

Gwarancje 0,09 | 0,10 | -0,02 | 0,99
Nowe produkty 0,06 | 0,03 | 0,17 | 0,01
Wsparcie techniczne 0,05 0,03 0,00 0,84
Konkurencyjno$¢ cen -0,01 | -0,01 | -0,03 | 0,01
Jakos¢ produktéw -0,04 | 0,19 0,09 0,00

Zr6dto: Opracowanie whasne.

Interpretacja czynnika 2 i 4 nie nastrgcza wigkszych probleméw, gdyz mozna bytoby
te wymiary opisa¢ odpowiednio jako: marketing i serwis. Problematyczne staje
si¢ jednak nazwanie czynnika 1 i 3, gdyz trzy zmienne maja wysokie wartoSci
fadunkéw na kazdym z tych czynnikéw. Zmienne ktére wyraZnie réznicujg czynniki
to linia produktowa i elastyczno$¢ cen; tutaj tez tadunki sg najwyzsze. By¢ moze
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pewnym rozwigzaniem byloby utozsamienie czynnikéw z tymi zmiennymi. Jest to
jeden ze sposobéw interpretacji czynnikéw (por. [6]).

6. PODSUMOWANIE

Przedstawione w pracy modele analizy czynnikowej wraz z procedurg estymacji
parametrow pozwalaja, przynajmniej w zatozeniu, rozszerzy¢ instrumentarium ba-
dawcze o dodatkowe modele. Modele te cechuje wieksza elastyczno$é, co moze
by¢ szczegblnie przydatne w analizie niejednorodnych zbioréw danych.

Jak mozna bylo zaobserwowac¢ na przyktadzie danych o satysfakcji, klasyczny mo-
del analizy czynnikowej nie byt odpowiedni, jesli decyzje oprze¢ na kryteriach
informacyjnych. Zauwazono réwniez, znaczne obnizenie warto$ci informacyjnej
modelu, jesli przyjeto (w ramach rozwazanych 8 modeli) réwng wariancj¢ specy-
ficzng dla kazdej zmiennej. Sytuacja nie ulegta poprawie, jesli wariancje réznity
si¢ miedzy klasami.

Wydaje sie, ze egzemplifikacja proponowanych modeli z wykorzystaniem wick-
szych zbioréw danych, cechujacych si¢ wieksza niejednorodno$cia powinna stano-
wié podstawe dalszych badan.
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MODELE ANALIZY CZYNNIKOWEJ Z DWOMA ZMIENNYMI UKRYTYMI
Streszczenie

Celem analizy czynnikowej jest redukcja zmiennych poprzez ich zastapienie mniejsza liczba czyn-
nikéw, ktére traktowane sa jako konstrukty lub zmienne ukryte. Niestety, jesli mamy do czynienia
z niejednorodnym zbiorem danych, estymacja jednego zbioru wartosci $rednich, tadunkéw czynni-
kowych czy wariancji specyficznych moze prowadzi¢ do blednych wnioskéw. Jednym ze sposobéw
radzenia sobie z tg niejednorodnoscig jest wprowadzenie dodatkowej zmiennej ukrytej do modelu
analizy czynnikowej. W konsekwencji zaklada si¢, ze obserwacje pochodzg z dwéch lub wigcej
podpopulacji, ktérych struktura jest nieznana.

W zaleznos$ci od ograniczeni natozonych na macierze tadunkéw czynnikowych i wariancji specyficznej,
mozna otrzyma¢ rézne warianty modelu. W pracy przedstawiono 8§ modeli analizy czynnikowej,
wraz z propozycja procedury estymacji parametréw algorytmem EM. Zwrdécono réwniez uwage na
problem w wykorzystaniu testéw statystycznych, opartych na ilorazie wiarygodnosci, wskazujgc na
kryteria informacyjne jako alternatywne podejscie. Proponowane podejscie zilustrowano przyktadem,
wykorzystujac w tym celu rzeczywiste dane dotyczace satysfakcji.

FACTOR ANALYSIS MODELS WITH TWO LATENT VARIABLES
Abstrakt

The goal of factor analysis is to reduce the redundancy among variables by using smaller number
of factors that are treated as constructs or latent variables. Unfortunately, if we face with data he-
terogeneity, the estimates of a single set of means, factor loadings and specific variances may be
misleading.One way of accounting for unobserved heterogeneity is to include another latent variable
in a factor analysis model. As a consequence, the observations in a samples are assumed to arise
from two or more subpopulations that are mixed in unknown proportions.

Since putting some restrictions on parameters such as factor loadings and specific variancesone can
get more parsimonious models. Therefore, the purpose of this paper is to present the eight factor
analysis models. Methods of optimization to derive the maximum likelihood estimates based on EM
algorithm as well as model selection procedure are considered. Proposed approach is illustrated by
using a set of data referring to preferences.
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INTERPRETACJA W MODELACXCH TOBITOWYCH

1. WPROWADZENIE

Model tobitowy zostal wprowadzony w 1958 roku przez Jamesa Tobina (por. [24])
i stuzy do opisu zmiennej zaleznej cenzurowanej. Model ten mozna traktowaé jako
ciaggle uogdlnienie modelu probitowego przez wlaczenie analizy regresji do opisu ob-
serwowalnej czesci zmiennej zaleznej. W kolejnych latach po pojawieniu si¢ artykuiu
Jamesa Tobina w literaturze przedmiotu powstalo wiele modeli wywodzacych si¢ od
modelu tobitowego, w tym modele selekcji wprowadzone przez Jamesa Heckmana
(por. [6], [7], [8]). W 1984 r. Takeshi Amemiya (por. [1]) dokonat klasyfikacji modeli
wystepujacych w literaturze przedmiotu wyodrebniajac pie¢ gtéwnych typéw modeli
opisujacych zmienna zalezna cenzurowana'. Kryterium podziatu byfa postaé¢ funkcji
wiarygodnosci. T. Amemiya klasyfikowane modele ogdlnie nazwat modelami tobitowy-
mi. Model wprowadzony przez Jamesa Tobina okreslit mianem standardowego modelu
tobitowego lub modelu tobitowego typu 1. Model selekcji oryginalnie rozwazany przez
J. Heckmana to model tobitowy typu III.

Standardowy model tobitowy stosowany byt przez Jamesa Tobina do opisu wydat-
kéw na dobra luksusowe (por. [24]). Modele zmiennej zaleznej cenzurowanej,
a w szczeg6lnosci modele selekcji, rozwijaty si¢ m.in. w analizie zagadniefi zwigzanych
z rynkiem pracy — co zawdzieczamy w duzej mierze Jamesowi Heckmanowi’. Znane s
takie zastosowania modeli zmiennej cenzurowanej jak: badanie (rocznej) liczby godzin
pracy zameznych kobiet z uwzglednieniem samoselekcji do grupy pracujacych, analiza
wysokosci wynagrodzeri z uwzglednieniem samoselekcji do préby pracujgcych, mode-
le stosowane w ocenie: lokalnych i rzadowych programéw doskonalenia zawodowego
bezrobotnych, programéw pomocy w poszukiwaniu pracy i programéw zasitkéw dla
bezrobotnych. Na uwage zastuguja takze analizy wynagrodzei w zaleznoSci od przy-
naleznoS$ci do zwigzku zawodowego czy w zalezno$ci od liczby lat edukacji. Modele
selekcji stosowane byly takze do oceny wystepowania dyskryminacji ptacowe;j.

! Opis modeli zob. takze [5] oraz [17]. W pracy [14] zaprezentowano model tobitowy typu I, w [15]
— model tobitowy typu II. Zastosowanie wybranych modeli tobitowych (typu II lub V) zob. [16] oraz [18].

2 W 2000 r. James Heckman za rozwdj teorii i metod analizy zagadnieii zwiazanych z selekcja préby
otrzymal nagrode im. Alfreda Nobla w dziedzinie nauk ekonomicznych (wraz z Danielem McFaddenem,
ktéry zostal wyrézniony za rozwdj teorii i metod analizy dyskretnego wyboru).
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Obecnie modele tobitowe sg czg¢sto wykorzystywane, takze w polskiej literaturze
przedmiotu. Stosujac je trzeba zwrdci¢ uwage na poprawng interpretacje otrzymanych
wynikéw, w szczegblnosci na fakt, ze interpretacji podlegaja wptywy kraiicowe, ktére
w og6lnym przypadku nie sa réwne poszczegdlnym parametrom modelu. W literaturze
przedmiotu zwracali na to uwage m.in. W. Greene [3], J.F. McDonald i R.A. Moffitt
[22], D.W. Roneck [23]. Ponadto wplywy kraficowe zmiennych binarnych moga by¢
inne niz zmiennych ciaglych, tzn. przy ich wyznaczaniu nalezy skorzysta¢ z innych
WZOrow.

Celem artykutu jest przedstawienie matematycznych podstaw poprawnej interpre-
tacji oraz wnioskowania w oparciu o modele z rodziny tobitowych. Cz¢$¢ z zaprezen-
towanych w artykule wzoréw na wplywy kradicowe zmiennych objasniajacych w mo-
delach tobitowych jest wyprowadzeniem wlasnym autorki, przy czym ogélne zasady
ich wyznaczania sg znane w literaturze od dawna.

2. MODELE TOBITOWE?

Modele tobitowe stuza do opisu zmiennej zaleznej podlegajacej cenzurowaniu lub
nieprzypadkowe;j selekcji z cenzurowaniem®, bedacej pewnego rodzaju uogélnieniem
cenzurowania (por. np. [20]). Niektére modele wystepujg takze w wersji dla zmiennej
ucietej. Ponizej krétko oméwiono wybrane modele tobitowe.

Niech Y* bedzie zmienng ukryta (latent variable), tzn. taka zmienng, ktérej war-
toSci zazwyczaj nie sa obserwowalne lub sg obserwowalne w zaleznosci od pewnych
warunkéw (kryterium obserwowalnosci). Symbolem Y oznaczono zmienng ucieta, cen-
zurowang lub podlegajaca nieprzypadkowej selekcji, ktéra przyjmuje wartosci takie,
jak zmienna Y*, o ile sg one obserwowane, tzn. o ile spelnione sg okreslone warunki.
W przeciwnym wypadku zmiennej Y zostaje nadana pewna umowna warto$¢ progowa
(a lub ¢) lub jej wartoSci nie sg obserwowalne (albo umys$lnie ignorowane). Przez
n oznaczono liczb¢ elementéw w prébie, przy czym dla wygody zapisu przyjeto, ze
pierwszych n; elementéw (i = 1, ..., n;) w probie odnosi si¢ do doktadnie zaobser-
wowanych warto$ci, natomiast nastepne (n —n;) elementéw (i = (n; + 1), ..., n) — do
przypisanych wartoSci umownych (o ile istniejq).

Niech ponadto Z* oznacza zmienna, od ktérej zalezy obserwowalnos$¢ zmiennej Y™
(Y). Zmienna Z* nie musi by¢ bezposrednio obserwowalna. Przyjmuje si¢, ze zmienna
utworzona na bazie zmiennej ukrytej Z* moze byé zmienng dychotomiczng, ucigta,
cenzurowang lub zmienng nie bedaca zmienna ograniczong (jej wartosci sa zwyczajnie
dostepne). Przyjmuje si¢ oznaczenie / dla zmiennej binarnej, w przeciwnym wypadku

3 Przy opisie modeli tobitowych w tym oraz nastgpnym punkcie artykutu korzystano z prac [14],
[15], [16], [17], [18].

4 Szerzej definicje zmiennej ucietej, cenzurowanej oraz podlegajacej nieprzypadkowej selekcji omé-
wiono np. w pracach [16], [17].
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stosuje si¢ oznaczenie Z:

1 gdyz’ ¥
Ii: gyzl>a lubz,-= Zl

0 gdyz; <a

gdy z; >a )
alubbrak gdyz; <a
gdzie a — warto$¢é progowa dla zmiennej Z*.

Model tobitowy typu I (krécej: model tobitowy®) stuzy do opisu zmiennej zalez-
nej cenzurowanej. Po ewentualnym przenumerowaniu obserwacji mozna go zapisaé
w postaci (por. np. [1], [4], [21], a takze [5], [17]):

yiogdyyi>e, i=1,...,m

i = 2

c gdyy; <e, i=(m+1),...,n,

gdzie:

y; = X, + u; — réwnanie regresji,

X; — (k+1)-elementowy wektor (poziomy) warto$ci zmiennych objasniajacych ze
zbioru X = {Xj,..., Xy}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora X; jest réowny jednoSci,

B = Bo,Bi,---,Br) — wektor (pionowy) parametréw réwnania regresji,

u; — sktadniki losowe réwnania, niezalezne i pochodzace z tego samego rozktadu
o wartosci oczekiwanej rownej O oraz stalej wariancji o,. Najczesciej zaklada sie, ze
sktadniki losowe podlegaja rozktadowi normalnemu i tak przyjeto w artykule.

Model tobitowy dla cenzurowania lewostronnego, z wartoscia progowa ¢ =0 oraz
przy zalozeniu rozktadu normalnego sktadnikéw losowych nosi nazweg standardowego
modelu tobitowego®.

W standardowym modelu tobitowym zaréwno prawdopodobiefistwo osiagniecia
przez zmienng wartoSci powyzej progu, P(y; > 0|X;), jak i warunkowa warto$¢ ocze-
kiwana zmiennej ucietej, E(y;ly; > 0,X;), zaleza od tego samego zbioru zmiennych X.
Naturalnym uogélnieniem jest dopuszczenie innego zbioru zmiennych (W) wplywajace-
go na prawdopodobiefistwo osiagniecia przez zmienng zalezna warto$ci powyzej progu
oraz innego (X) — na warunkowg warto$¢ oczekiwang E(y;[y; > 0, X;). To pozwala na
rozwazenie modeli tobitowych opisujacych zmienng zalezng podlegajaca nieprzypadko-
wej selekcji z cenzurowaniem lub ucigciem. Modele te nalezg do szerokiej rodziny tzw.

> W literaturze przedmiotu na ogét stosuje sie nazwe ,;model tobitowy” na okreslenie modelu to-
bitowego typu I. Pojecie ,,modele tobitowe” (w liczbie mnogiej) na ogét odnosi si¢ do rodziny modeli
tobitowych obejmujacych modele tobitowe typu I-V zgodnie z klasyfikacjg zaproponowang przez T. Ame-
miye [1] oraz inne modele wywodzace si¢ od nich.

® W artykule rozwazono tylko modele opisujace zmienng zalezna cenzurowana lewostronnie. Nie
wigze si¢ to ze starta ogélnosci: jesli bowiem zmienna Y jest cenzurowana prawostronnie, to —Y jest
cenzurowana lewostronnie. Ponadto w dalszej czgsci artykutu réwniez bez straty ogdlnosci przyjeto ¢=0
(wystarczy dokonaé przesunig¢cia zmiennej tzn. Y-c). W dalszej czesci, takze bez straty ogdélnosci, przyjeto
warto$¢ progowa a=0.
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modeli selekcji’. Rodzina ta w szczegdlno$ci zawiera modele nazwane przez T. Ame-
miye modelami tobitowymi typu II i III (por. [1]) wraz z modyfikacjami oraz modele
tobitowe typu IV i V — ich dwuwymiarowe odpowiedniki. Ogdlnie mozna powiedzie¢,
ze modele selekcji to modele opisujagce zmienng zalezna, ktérej obserwowalnos$¢ jest
uzalezniona od pewnych warunkéw opisanych przez inng zmienng (lub inne zmienne).
Zagadnienie mozna rozwazaé nie tylko w kontek$cie modeli tobitowych, ale takze
w powigzaniu z modelami zmiennej zaleznej jakoSciowej opisujacej wiele kategorii
(uporzadkowanych lub nie) czy modelami zmiennej zaleznej liczace;.

Modele tobitowe typu II-V znajdujg zastosowanie, gdy pewna — zazwyczaj duza —
czeS¢ wartosci zmiennej zaleznej (zmiennych zaleznych) gromadzi si¢ (skupia) w zerze,
lub innej wartoSci progowej ¢, nie ze wzgledu na cenzurowanie, lecz w wyniku selekcji
wedlug pewnego nielosowego kryterium tzn. w wyniku cenzurowania zmiennej zalez-
nej przez wartosci innej, skorelowanej z nig zmiennej binarnej / (w modelach typu II
i V) lub cenzurowanej Z (w modelach typu III i IV). Mechanizm selekcji, opisywa-
ny przez zmienng / lub Z, moze zaleze¢ od cech badanych jednostek lub otoczenia,
a w szczegdlnosci moze by¢ zwigzany z niekoniecznie Swiadomym podejmowaniem
indywidualnych decyzji i dokonywaniem wyboréw przez badane jednostki.

Model tobitowy typu II definiuje si¢ w nastepujgcy sposéb (por. np. [1], a takze
[17]):

_ Xlﬂ+u,- gdy Il'zl, i=1, ..., np (3)
1 Olbbrak  gdy L=0, i=(+1), ...,n
gdzie:
1 gdyz; >0
I = { . gdy Zi <0 - zmienna binarna opisujaca kryterium obserwowalnosci,
gdy z;

z: = W;y +v; — réwnanie selekcji,
W; — (m+1)-elementowy wektor (poziomy) warto$ci zmiennych objasniajgcych ze

PO uTy g,

zbioru W = {Wy,...,W,}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora W; jest réwny jednosci,
v =0,Y1,--.,Ym) — wektor (pionowy) parametréw réwnania selekcji,
v; — sktadniki losowe réwnania selekcji,
X;, W;,B,u;, — okreslone jak wczesniej, przy czym najczesciej zaklada sie, ze:
2
(uj,vi) ~ N (0, 0; Tu pO'MZO' " 1|, gdzie p — wspélczynnik korelacji miedzy

Uu; 1 V;.

W modelu tobitowym typu II kryterium obserwowalnosci opisane jest przez zmien-
ng binarng /. Z tego wzgledu przyjmuje si¢ o, = 1, podobnie jak w modelu probito-
wym.

" Opis zagadnienia nieprzypadkowej selekcji oraz odpowiednich modeli mozna znaleZé np. w pracach
J. Heckmana ([6], [7], [8], [9], [10], [11]).
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Model tobitowy z selekcja (tobit model with sample selection, double-hurdle mo-
del) jest polaczeniem modelu tobitowego i zagadnienia selekcji. Model ten mozna
nazwaé¢ zmodyfikowanym modelem tobitowym typu II (modelem tobitowym typu II
o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnos$ci). Modyfikacja polega na tym, ze obec-
nie musza by¢ spelnione dwa warunki, aby warto$ci zmiennej zaleznej byly obserwo-
walne. Pierwszy warunek, tak jak w modelu tobitowym typu II, natozony jest na
zmienng binarng /, drugi — na zmienng zalezna: jej wartoSci muszg by¢ wigksze od
zera (lub innej warto$ci progowej), aby mozna je byto zaobserwowaé. Zmodyfikowany
model tobitowy typu II (model tobitowy z selekcja) mozna zapisaé¢ w postaci (por. np.
[2] s. 4, [12], [13]):

yi:{ XBrui gy XPru>0nL=1 . @
Olubbrak gdy Xip+u; <OVI =0

przy oznaczeniach jak przy wzorze (3).
Model tobitowy typu III definiuje si¢ w podobny sposéb jak model typu II (por.
np. [1], a takze [17]):
_ Xifp + u; gdy >0, i=1,...,n )
=) Olbbrak  gdy =0, i=(@u+1), ..., n,

gdzie tym razem zmienna opisujaca kryterium obserwowalnosci jest postaci:

I gdy z >0
l 0 gdy z/ <0

przy pozostatych oznaczeniach jak wczes$nie;j.

Model tobitowy typu III jest jednym z pierwszych modeli selekcji. W literaturze
przedmiotu nazywany jest takze modelem selekcji, modelem doboru préby lub mo-
delem heckitowym (selectivity models, sample selection models, self-selection models,
heckit model).

W zaleznoSci od tego, czy i kiedy wartosci zmiennej / (lub Z) oraz zmiennych ze
zbioréw X i W sa dostepne, mozna wyrdzni¢ ucigty lub cenzurowany model tobitowy
typu II (lub III). Jesli dla wszystkich i = 1, ..., n dostgpne sa warto$ci zmiennej /
(lub Z) oraz zmiennych ze zbioru W, wéwczas model jest cenzurowanym modelem
tobitowym typu II (lub III) lub, ogdlniej, cenzurowanym modelem selekcji. Wartosci
zmiennych ze zbioru X moga by¢ dostepne albo dla wszystkich i = 1, ..., n albo tylko
dlai: ;=1 (zn.i =1, ..., ny). Jezeli wartodci zmiennej / (lub Z) oraz zmiennych ze
zbioru W sg dostepne tylkodlai =1, ..., ny, model (3) lub (5) jest ucietym modelem
tobitowym typu II lub III odpowiednio.

Modele tobitowe typu II lub III dopuszczajg ujemne wartosci dla zmiennej Y, co
jest charakterystyczne dla ucietych i cenzurowanych modeli selekcji. Ponadto w mode-
lach tych zaktada si¢ wyst¢powanie korelacji p miedzy sktadnikami losowymi réwnania
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regresji (u;) 1 réwnania selekcji (v;). Korelacja istotnie r6zna od zera oznacza wyste-
powanie zwigzku migdzy prawdopodobieristwem, ze warto§¢ zmiennej zaleznej jest
obserwowana, i warunkowa wartoscia oczekiwang zmiennej przy warunku, ze jest ona
obserwowana.

Modele tobitowe typu IV lub V powstajag z modelu tobitowego typu III lub II,
odpowiednio, dla zmiennej Y;, przez uwzglednienie dodatkowej zmiennej cenzurowa-
nej Y,. Kryterium obserwowalno$ci jest wspdlne dla zmiennych Y i Y5, lecz wartosci
obu zmiennych nie mogg by¢ obserwowalne réwnocze$nie. W modelu tobitowym typu
IV kryterium obserwowalnoSci jest opisane przez zmienng cenzurowang Z, natomiast
w modelu tobitowym typu V — przez zmienng binarng /. Z konstrukcji wymagane
jest, aby wartoSci zmiennej Z lub [ oraz zmiennych objasniajacych ze zbioru W byly
dostepne dla wszystkichi =1, ..., n.

Model tobitowy typu IV jest postaci (por. [1], a takze [5], [17]):

_ XV 4w edy >0 | XPBYww ey =0
= brak gdy z,=0, = brak gdy z;>0,
(6)

Xgl), XEZ) — wektory (poziome) wartosci zmiennych objas$niajacych ze zbioru
x = {Xfl),...,Xlill)} lub X® = {sz),...,X]g)} odnotowanych dla i—tej obserwacji
(jednostki), przy czym pierwszy element tych wektoréw jest réwny jednosci,

) _ p) 1) (Dyr lub 2 _ (p2) p2) )y k : _

B =®B,".8 ,...,ﬁkl) ub B = (8,78, kz) wektory (pionowe) pa
rametréw rownania regresji dla Y; lub réwnania regresji dla Y»,

*

% gdy >0, i=1,...,n

Z; = . — kryterium obserwowal-
0 gdy /<0, i=(m+1),...,n
nosci wspodlne dla zmiennych Y; i Y»,
z;, Wi,y — jak wezesniej,
uy;, Ui, v;  — sktadniki losowe: réwnania regresji dla Yy, dla Y, oraz réwnania
selekcji; niezalezne, pochodzace z tréjwymiarowego rozktadu normalnego®:

2
o 0 P1O10y
: 2 .
(u1is uzi,vi) ~ N 10,0,0; 0 o5 paoaoy, ||, przy czym:
2
P1O10y 20720 g,

o1 (03) — odchylenie standardowe sktadnika losowego u;; (odpowiednio uy;),
p1 — wspotczynnik korelacji migdzy sktadnikami losowymi v; oraz uy;,
P> — wspotczynnik korelacji miedzy sktadnikami losowymi v; oraz uy;.

8 Réwnania opisujace zmienne Y, oraz Y, sa niezalezne, gdyz s to réwnania dla dwéch wyklu-
czajacych si¢ warunkéw (nie ma mozliwosci, aby oba warunki byly spelnione jednoczesnie), stad zera
W macierzy wariancji-kowariancji.
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W podobny sposéb definiuje si¢ model tobitowy typu V (por. [1], a takze [5],
[17D):

o XOpDuy, gdy L=t f XPPP +uy gdy L=0
i = brak gdy I;=0, 2= brak gdy I, =1,
(7)

przy czym kryterium obserwowalno$ci dla zmiennych Y; i Y, opisuje zmienna binarna:

I - 1 gdy z;>0, i=1,...,m
710 gdy <0, i=@m+D,....n

przy oznaczeniach jak wcze$nie;j.

Podobnie jak w przypadku modelu tobitowego typu Il mozna rozwazy¢ modyfika-
cje modelu typu V przez dotozenie dodatkowych warunkéw na zmienne zalezne Y| oraz
Y,. Posta¢ zmodyfikowanego modelu tobitowego typu V mozna znaleZé w pracy [17].

Dotychczas w artykule zaprezentowano modele tobitowe przy zalozeniu homo-
skedastycznosci sktadnika losowego. W praktyce stosuje si¢ takze modele tobitowe
przy zalozeniu heteroskedastycznosci sktadnika losowego réwnania regresji. Mozna
rozwazy¢ heteroskedastyczno§¢ o multiplikatywnej postaci tzn.:

o; = o, exp(H;a), (®)

gdzie:

H; — J-elementowy wektor (poziomy) warto$ci zmiennych objasniajgcych ze zbioru
H ={H,...,H;} w réwnaniu heteroskedastycznosci,

o= (aj,...,ay) — J-elementowy wektor (pionowy) parametréw réwnania hete-
roskedastyczno$ci.

Definicja heteroskedastyczno$ci sprawia, ze przy o = 0, dla wszystkich i zachodzi
o; = oy, czyli wystepuje homoskedastycznos¢.

Prezentacja metod estymacji w modelach tobitowych wykracza poza ramy niniej-
szego artykutu. W tym miejscu warto wspomniec jedynie, ze na ogdt stosuje si¢ metode
najwigkszej wiarygodnosci (por. np. [1], [4]), ktéra zdaje egzamin takze w wypadku
heteroskedastycznos$ci sktadnika losowego (po odpowiedniej modyfikacji funkcji wia-
rygodnos$ci). Metoda najwiekszej wiarygodnoSci wymaga zatozenia o normalnosci roz-
ktadu skfadnikéw losowych. Przy skomplikowanych modelach o funkcji wiarygodnosci
posiadajacej wigcej niz jedno ekstremum stosuje si¢ dwustopniowg metod¢ Heckmana
(por. np. [1]). W literaturze przedmiotu mozna odnaleZ¢ takze metody semiparame-
tryczne i nieparametryczne. Metody te jednak nie sg pozbawione pewnych wad.

3. WARUNKOWE WARTOSCI OCZEKIWANE

W modelach tobitowych mozna rozwazy¢ rézne warto$ci oczekiwane zmiennej
zaleznej: E(Y™), E(Y), a takze warto§¢ oczekiwang zmiennej Y pod warunkiem, Ze jej
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wartoSci sa obserwowalne (np. E(Y|Y > 0) w modelu tobitowym typu I). We wszystkich
modelach tobitowych warto$é oczekiwana zmiennej wejsciowej Y* jest postaci’:

E(y;[Xy) =X (lub E(y;1X;, Wy) = Xif) €))

Z modelem tobitowym (typu 1) zwiazane sa:

— warto$¢ oczekiwana ,,niezerowych” warto$ci zmiennej zaleznej:

E(ilyi > 0.X;) = Xif + o, A(-22), (10)

Oy

gdzie, w wypadku ograniczenia lewostronnego:

p(a)
Aa) = 11
@ =1 0w (an
nazywane jest lambda Heckmana'?;
— warto$¢ oczekiwana wszystkich wartosci zmiennej zaleznej:
EGifX) = XiB - G2 + g (D) (12)
Migdzy warto$ciami oczekiwanymi (10) i (12) zachodzi nastepujacy zwiazek:
E(iX) = E(ily; > 0.X;) - O(2E), (13)

Wartosci oczekiwane (10) oraz (12) r6znia si¢ od wartosci oczekiwanej zmiennej wej-
Sciowej E(y;1X;) = X;PB. Réznice te sa tym wigksze, im wigkszy jest procent obserwacji
ocenzurowanych (tzn. takich, ze y; = 0).

W modelach tobitowych w zaleznosci od celu prowadzanego badania mozna wy-
znaczy¢ rézne (warunkowe) warto$ci oczekiwane zmiennej zaleznej. W modelu tobito-
wym typu II danym wzorem (3) warto$¢ oczekiwana zmiennej zaleznej pod warunkiem,
Ze jej warto$ci sg obserwowalne jest postaci:

E(yill; = 1,X:, W) = E(yilz; > 0,X;, Wy) = Xip + po, A(-=W ). (14)
Mozna ponadto wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang zmiennej zaleznej zgodnie z formuta:
EGilXi, Wi) = (Xiff + poud(=Wiy)) - D(W;y). 15)

° Z tego wzgledu, ze modele zmiennej zaleznej cenzurowanej, stuza do opisu mikrodanych (danych
indywidualnych, jednostkowych), wyrazenie E(y;) rozumiane jest jako warto$¢ oczekiwana zmiennej Y
dla i-tej badanej jednostki (osoby, przedsigbiorstwa itp.). W artykule przyjeto taka notacj¢ wzorujac si¢
na literaturze przedmiotu (por. np. [21], a takze [5]).

@)

10 Dla ograniczenia prawostronnego lambde Heckmana definiuje si¢ jako: A(a) = @)
a
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Stosownie do celu badania do wyznaczenia wartosci teoretycznych zmiennej zalez-
nej na podstawie otrzymanego modelu wykorzystuje si¢ warto$¢ oczekiwang (14) lub
(15). Jezeli przedmiotem zainteresowania jest opis badanego zjawiska w wybranej na
podstawie kryterium selekcji prébie, wowczas nalezy skorzystaé ze wzoru (14).

W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnosci (por.
(4)) warunkowe warto$ci oczekiwane odnoszace si¢ do zmiennej zaleznej Y sg postaci:

EQily: >0,1; = 1,X;,W;) =

Xz'ﬁ Xlﬁ
. XB Wiy—p T . o, P Wiy
Ty [so( R v ) + pp(Wi)®@ [—W J]
=X;p+ X5 (16)
0,22, Wiy; )
oraz X
E(yilX;, Wi) = EQilyi > 0,1; = 1, X3, Wi) - (7=, Wiy; p), (17)
gdzie @,( -, -;p) jest dystrybuanta dwuwymiarowego rozktadu normalnego o Srednich
réwnych zeru, odchyleniach standardowych réwnych jedno$ci i wspétczynniku korela-
cji p.
Mozna réwniez rozwazy¢ nastepujaca warto$¢ oczekiwana:
EQill; = 1,X;, W)) = E(yilX;, W)/O(Wy). (18)

W modelu tobitowym typu III (por. (5)) mozna wyznaczy¢ nast¢pujace wartosci ocze-

kiwane:
EQilzi > 0,X;, Wi) = X, + por, A(—22), (19)

EQiX;, W) = (X + por A(-55)) - D(52). (20)

Podstawiajac o, = 1 w powyzszych formutach, otrzymuje si¢ wzory na wartosci ocze-
kiwane w modelu tobitowym typu II (por. wzory (14) i (15)).

Wzory na warunkowe wartos$ci oczekiwane zmiennych zaleznych Y| oraz Y, w mo-
delu tobitowym typu IV (por. (6)) wynikaja ze wzoréw na odpowiednie wartosci ocze-
kiwane w modelu tobitowym typu III i sa postaci'':

— dla zmiennej Y;:

E(ilzi > 0,X;, W) = X{B + pyory a(-20), 1)

EGifXi, W) = (XPBY + proa(-21)) - d(B2), (22)

oy

' Dla wygody we wzorach ponizej przyjeto oznaczenie X; = (XE”, XEZ)).
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— dla zmiennej Y>:

E(yulzi = 0.X;, W) = EQails} < 0.X;, W) = XPBP - propa(XY), (23)
E(X;, W) = E(yailzi = 0,X;, W) - P(z; < OX;, W;) =
= (XPB? = p202A(Bh)) - D(— 1), (24)

Wartos$ci oczekiwane zmiennych zaleznych w modelu tobitowym typu V danym wzo-
rem (7) wyznacza si¢ zgodnie ze wzorami (21)—(24) dla modelu typu IV, z podstawie-
niem o, = 1.

4. WPLYWY KRANCOWE ZMIENNYCH OBJASNIAJACYCH W MODELACH TOBITOWYCH

Stosujac modele tobitowe nalezy pamigtac, ze interpretacja parametréw modelu
jest inna niz w zwyktym modelu regresji (por. np. [3], [22], [23]). Wynika to z faktu,
ze kazda z (warunkowych) warto$ci oczekiwanych (10), (12), (14)—(24) jest rézna od
warto$ci oczekiwanej (9). W rezultacie pochodna czastkowa (warunkowej) wartosci
oczekiwanej zmiennej zaleznej w ogélnym przypadku nie jest rGwna parametrowi sto-
jacemu przy odpowiedniej zmiennej objasniajacej. W artykule wplywy kraricowe dla
kolejnych modeli tobitowych wyznaczono obliczajac pochodne czgstkowe z odpowied-
niej warto$ci oczekiwanej zmiennej zaleznej. W literaturze przedmiotu mozna odnalezé
postaé niektdrych sposréd nich, lecz na ogét dla bardziej skomplikowanych modeli nie
sg one podawane.

Poniewaz wartosci oczekiwane (10) i (12) w standardowym modelu tobitowym
réznig sie od wartosci oczekiwanej zmiennej wejSciowej Y* danej wzorem (9), w celu
wyznaczenia wplywu zmiennej objasniajacej na zamienng zalezng Y nalezy obliczy¢
wplywy kraricowe (pochodne czastkowe). Prawe strony wyrazen (10) i (12) w sposéb
nieliniowy zaleza od zmiennej, ktérej wplyw na zmienng zalezng jest badany, zatem
réwniez pochodna czastkowa zalezy od tej zmiennej. Przydatne jest oznaczenie sym-
bolem ¢ pochodnej z funkcji A:

= (@) - al(a). (25)

Odpowiednie pochodne czastkowe sa postaci:

IE(ilyi > 0,X) =B (1= %8 4 (-38) 2 (X)) g (1-5(-2E)),  (26)

a x]l Oy Ou

OE(yiX;) X.p
o, " 0 (35). (27)
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Gdy zmienna objasniajaca X; jest zmienng binarna, jej wplyw wyznacza si¢ jako roz-
nice:

BEOBR B = 1~ iK1 = 00 8)

Jt

Otrzymane wyniki sa cenne ze wzgledu na mozliwos$¢ ich rzeczywistej interpretacji.

Réwnanie (26) informuje, jaki wplyw wywieraja zmiany warto§ci zmiennej objasnia-

jacej X; na zmiany w niezerowych wartosciach zmiennej Y. Wplyw ten jest iloczynem

parametru §; oraz wyrazenia w nawiasie, ktore jest zawsze dodatnie (por. [7]), a jego

warto$¢ wzrasta wraz ze wzrostem warto$ci X;f/o,. Zatem dla wyzszych wartosci
X;B/o, zmiany w wartosci oczekiwanej E(y;|y; > 0,X;) sa wigksze.

Réwnanie (27) wyznacza wplyw zmiennej X; na zmienng Y. Im mniej w pro-

bie jest wartoSci ocenzurowanych (tzn. im wigksze jest prawdopodobienistwo P(y; >

0) = CID()%S)), tym zmiany w warto$ciach zmiennej zaleznej generowane przez zmiany
zmiennej objasniajacej X; sa blizsze ;. Jezeli prawdopodobieristwo @(Xa—f) jest bliskie
jednosci, tzn. w badanej prébie jest bardzo maly odsetek danych ocenzurowanych,
wowczas wplyw zmiennej X; na zmienng ¥ moze byC nieistotnie rézny od ;. Za-
tem wyznaczanie wplywéw kraficowych w modelu tobitowym jest wazne szczegdlnie
wtedy, gdy w prébie jest duzy odsetek obserwacji ,,zerowych” (ocenzurowanych).

Ponadto na bazie wzoru (27) mozna wnioskowac, ze stosunek wplywéw krani-
cowych j—tej i /—tej zmiennej objasniajacej na zmienng Y jest ilorazem parametrow
stojacych przy tych zmiennych, tzn. wynosi §; /ﬁl.

Przydatne jest wyznaczenie pochodnej czastkowej z prawdopodobieristwa © (i’ﬁ)
oo (3£)

T = By (X8 29

ax‘jl O—ll (p ( O-M ) : ( )

Réwnanie (29) okresla, jak zmiany zmiennej objasniajacej X; wplywaja na zmiany
prawdopodobienistwa P(y; > 0|X;), tzn. jak wptywaja na prawdopodobienstwo ,,przej-
Scia” wartoSci zmiennej zaleznej z przedziatu ponizej poziomu zera, do przedzialu
powyzej zera (z nieobserwowalnego do obserwowalnego).

Znak wplywéw kraficowych (26)—(29) jest taki sam, jak znak parametru przy
zmiennej X;. WielkoSci wptywow krafncowych zaleza nie tylko od wielkoSci zmian
zmiennej X, ale takze od wartosSci wszystkich zmiennych objasniajacych.

W praktyce interpretacje wpltywéw kraiicowych podaje sie np. wyliczajac odpo-
wiednie wartosci dla §redniej arytmetycznej, mediany, modalnej lub innej wartosci
zmiennych X1, ..., X;. Mozna réwniez dla wyznaczonego estymatora wektora parame-
trow P dla kazdego i wyznaczyé wartosci pochodnych czastkowych zadanych wzorami
podanymi powyzej, a nastgpnie wyliczy¢ z nich Srednig i dopiero te wartosci zinterpre-
towac jako wplyw zmiennej objasniajacej X; na wartoS¢ oczekiwang zmiennej zaleznej
cenzurowanej lub ucietej, albo na wspomniane wyzej prawdopodobiefistwo. Warto$é
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parametru 3; interpretuje si¢ jako wpltyw zmiennej objasniajacej X; na ukryta zmienng
Y* (np. sktonno$é lub uzyteczno$é'?, ktérej nie mozna zaobserwowac).

W modelu tobitowym typu II punktem wyjScia do interpretacji sa wartosci ocze-
kiwane (14) oraz (15) zmiennej zaleznej Y podlegajacej nieprzypadkowej selekciji.
W modelach tobitowych typu II-V zmienng objasniajaca, ktérej wplyw na zmienng
zalezng jest badany, dla wygody oznaczono przez &;, gdyz bedzie to zmienna ob-
jasniajaca ze zbioru X lub ze zbioru W, albo zmienna nalezaca do czesci wspdlnej
tych zbioréw. Aby okresli¢ wplyw j—tej zmiennej objasniajacej &; na zmienng zalezng
Y trzeba wzigé pod uwage, do ktérego ze zbioréw ta zmienna nalezy. Wyrdznia si¢
nastepujace wplywy kraricowe:

e wplyw posredni zmiennej &; wystepujacej tylko wsréd zmiennych objasniajacych
réwnania selekcji (£, = W\X). Wplyw ten nastepuje posrednio przez ¢(.) i/lub ®(.),
co oznacza, ze na ogdl wielko$¢ wplywu posredniego zalezy od warto$ci zmiennej
&;. Wplyw posredni wynika z faktu, ze zmienna zalezna jest zmienng podlegajaca
nieprzypadkowej selekcji;

e wplyw bezposredni zmiennej &; wystepujacej tylko wsréd zmiennych objasniajacych
réwnania regresji (§; € X\W). Wptyw bezposredni w wigkszoSci przypadkéw nie
zalezy od wartosci zmiennej &;;

e wplyw tqczny zmiennej &; wystepujacej zarowno w réwnaniu regresji i rownaniu
selekcji (£, € X N W). Dla wygody zapisu przyjeto ten sam numer (j) zmiennej,
gdy wystepuje ona w zbiorze X i ten sam, gdy wystepuje w zbiorze W. Wplyw
faczny zmiennej £; € X NW na zmienng zalezna na ogot jest sumg wptywu posred-
niego i bezposredniego tej zmiennej. W takim wypadku we wzorach zamieszczo-
nych ponizej wpisano stowo ,,suma” (suma wplywéw czastkowych &; € X\W oraz
&= WA\X).

Wzory opisujace wielko$¢ wplywu kraiicowego posredniego, bezposredniego oraz
tacznego zmiennej &; na zmienng zalezng w modelu tobitowym typu II sa postaci:

GEGL = 1.X, Wy | YPToWa) o edy g e

AE i Bj gdy ¢ € X\W (30)
g suma gdy ‘fj eXnN W
AE(yiIX;, W,) YW X — po,Wy) gdy & € W\X
o AioW) gdy & € X\W &)
ﬂ suma gdy &€ XN W.

Wartos¢ 0,6(—W,y) jest zawsze dodatnia. Stad, jezeli p > 0, znak parametru stojagcego
przy zmiennej objasniajacej w réwnaniu selekcji jest przeciwny niz znak posSredniego

12 Por. takze [5], s. 16-17, o interpretacji zmiennych jakosciowych w §wietle uzytecznosci lub skfon-
nos$ci. Interpretacje te w analogiczny sposéb przekladajg si¢ na zmienne cenzurowane.
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wplywu kraficowego tej zmiennej na zmienng zalezna Y wyznaczonego zgodnie z (30).
Jezeli p < 0, to znaki te sg takie same.

Gdy j—ta zmienna obja$niajgca jest zmienng binarng, jej wplyw wyznacza si¢ jako
réznice:

AE(yll; = 1,X;,W))
A&ji

= E(yllll = laXi’Wi’é:ji = 1) _E(yllll = laXi’thjl' = 0) (32)

lub, odpowiednio,

AE®yIX;, W)

AZ; = EQilX:, Wi, &i = 1) — EGilXi, Wi, &5 = 0), (33)
Ji

gdzie &; moze by¢ zmienng ze zbioru X lub W. Przy tym zachodzi:
po (W) = A-Wy)) - gdy & € WX

Bj gdy &; € X\W (34)
suma gdy &, e XnNW,

AE(yill; = 1,X;, W;)
A&ji

gdzie WEI) i WEO) — wektory warto$ci zmiennych ze zbioru W z podstawieniem w miej-
sce j—tej zmiennej wartoSci 1 lub 0, odpowiednio. Podobnie w wypadku wplywu
zmiennej binarnej wyznaczonego wzorem (33):

AE(yilX;, W)
A&ji -
XiB (0Wy) - 0(Wy)) + pory (p(W( ) — o(W) gdy & € W\X
= BiO(W) gdy & € X\W
XOB - oW ) - X8 - W Oy) + por, (pWy) - oWy))  gdy &€ XOW,

gdzie X;l) i Xl(.o) — wektory wartoSci zmiennych ze zbioru X z podstawieniem w miejsce
Jj—tej zmiennej wartosci 1 lub 0, odpowiednio.

W szczegdlnosci interesujacy jest wynik, ze wplywy krancowe zmiennej &; € X\W
sg takie same, gdy zmienna ta jest ciggta lub gdy jest zmienng binarng.

W modelu tobitowym typu Il przy zalozeniu heteroskedastycznosci skfadnika loso-
wego o multiplikatywnej postaci, zgodnie ze wzorem (8), odpowiednie wplywy kran-
cowe maja postaé'®:

3 Wartosci oczekiwane E(yi|l; = 1,X;, W,,H;) oraz E(y;[X;, W;, H;)Ww modelu tobitowym typu II
przy zalozeniu multiplikatywnej heteroskedastycznosci skladnika losowego sg postaci (14) oraz (15),
odpowiednio, z podstawieniem o, exp(H;a) w miejsce .
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OE(yill; = 1,X;, W;,H;)
aé:ji B
—Yipouexp(H;)6(-Wyy)  gdy & € W\(X U H) (35)
= B; gdy &€ X\(WUH)
apo, exp(H;a)A(-W;y) gdy ;€ H\(X UW),

agdy e XNH\W, e WNH\X, & e XNW)\H Tub &, € XNWNH, wplywy
kraficowe sg réwne odpowiedniej sumie,

oraz:
OE(yi|X;, W;, H;)
0&ji -
Yie(WXip — po, exp(H;)Wiy)  gdy & € W\(X UH) (36)
= BiO(W:) gdy & € X\(W U H)
a;poy, exp(H;0)p(W ) gdy & € H\(X U W),

agdy&5e XNH)\W, e WNH\X, & e XNW)\H Tub &, € XNWNH, wplywy
kraicowe sa rowne odpowiedniej sumie.

Podobnie jak w modelu tobitowym typu Il przy zalozeniu homoskedastycznosci
sktadnika losowego takze tutaj, gdy j—ta zmienna obja$niajaca jest zmienng binarna,
jej wplyw wyznacza si¢ jako odpowiednia rézniceg, analogicznie jak we wzorach (32)
i (33), lecz tym razem &; moze by¢ zmienng ze zbioru X, W lub H. Zachodzi:

AE(yllll = 15Xi7Wi9Hi) _

A&
pou exp(H;a)[A(-Wy) — A(-Wy)] gdy £ € W\(X UH)
Bj gdy & e X\(WUH)  (37)
= poruA(-Wiy)lexp(H ") - exp(H )] gdy & € H\(XUW)

poulexp[ 0)A-W{'y) - expH @) A-W )] gdy & € (W N H)\X
B+ polexpH P )A(-Wy) — expH O )A(-W"y)] edyé; e XNnWNH

agdy &€ (XNH)\W lub &; € (XN W)\H, wptywy kraficowe sg réwne odpowiedniej
sumie. Przyjeto oznaczenia: Wl(.l) i Wf.o) (Hl(.') i HEO)) — wektor wartoSci zmiennych ze
zbioru W (H) z podstawieniem w miejsce j—tej zmiennej wartosci 1 lub 0, odpowied-
nio.

Wplywy kraficowe zmiennej binarnej w modelu tobitowym typu Il przy zatozeniu
heteroskedastycznos$ci skfadnika losowego wyznaczone w oparciu o warto$¢ oczeki-
wang E(y;|X;, W;, H;) sg postaci:
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AE(y|X;, Wi, H;)
A

X;B (O(W'y) - W) +
+por, exp(Hi0) (¢(Wi"y) - (W) gdy £; € W\(X U H)
B O(Wy) gdy & € X\(W UH)
P A(~Wy)(exp(H @) — exp(H"@))  gdy & € H\(XUW)
X("B- o(Wy) - XV - W y)+
+pory, exp(Hi0) (¢(Wiy) - (W) gdy &7 € (X "\ W)\H
X;B (@(W"y) — o(Wy)) +
+pory (exp(H 0)p(W"y) — exp(H"a)p(W"y))  gdy & € (W N H)\X
(X{"B + poru exp(H @) AW y)) - W)+
— (X{”B + pory expH W) AW ) - ©Wy)  gdy &€ XnWNH
(38)
przy oznaczeniach analogicznych jak wczesniej, przy czym wplyw kraiicowy zmiennej
& € (XN H)\W jest suma wptywoéw krancowych &; € X\(WUH) i &, € H\(X UW).

W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnosci (to-
bitowym z selekcja) wplywy kraficowe wyznaczone jako odpowiednie pochodne czast-
kowe z wartoSci oczekiwanej zadanej wzorem (16) lub (17) sa nastgpujacej postaci:

8E(y,|y, > O,I,‘ = 1,Xl',Wl') _

a‘fji
39)
1 (OEGiIX, Wy) 8<Dz) (
- (VR WD g g, W - 22,
(D%( i 2~ B W) 5

gdzie'*:
0, = 0,22, Wy;
2 = Oo(T5 Wivs p),
B w,
YJSD(WiY)(D(%W] gdy & € W\X

8(1)2 WI'Y_p ﬂ“)’
1-

- = 1pg Xb U E oy .
0 i G'MIBJSD( o )Q)[ Vi ] gdy & € X\W

suma gdy e XnWw

14 Pochodne czastkowe z dystrybuanty dwuwymiarowego rozktadu normalnego o Srednich réw-
nych zeru, odchyleniach standardowych réwnych jedno$ci oraz wspdiczynniku korelacji p wynosza:

d _ Y—pX d — X=py
w0x,y.p) = <p(x)®( W) oraz - ®s(x,y.p) = tp(y)(D(\/T?)-
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oraz
OE(y;[X:, W;)
0&; B
< .
Yj (‘P(W )P W (Xip - po Wiy) +
X—'ﬁ X pWiy
_ O Xﬁ (Tu N i
= o \\/ o £
e =) Tp ] pre( v)so( i edy & € W\X
X oWy Wiy—p Xip
10, + —2—| oW, tfu_' — o Xy, | 2 oy dv & € X\W

a gdy & € X N'W, wplywy kraricowe sg odpowiednig suma.

W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium przy zatozeniu hetero-
skedastycznosci sktadnika losowego o multiplikatywnej postaci odpowiednie wplywy
kraficowe maja postaé'®:

OE(yily; > 0,1; = 1,X;, W;, H;)

08
40)
1 (OE(IX;, W, H) 9O (
- —(F2 L@, — EGilX;, Wi Hy) - >
@2 OEji 0g;; )’
gdzie:
D, ‘I’z(m, Wiy 0),
![SII p
Ve Wip)® [%] ady & € W\(X U H)
X,‘ﬁ
A Bi NP Grexp(Hie)

65][ = o exp](H,-(x) (P(O-M exp(H (l)) { \/I—L;f = gdy é:j € X\(W U H)

XiB
-, X NP &, exp(H;00)
oy, exp(H;a) (cru exp(H (x)) [ W ] gdy é:j € H\(X U W)

f2)
oraz Ez jest réwne odpowiedniej sumie, gdy &; € (X N H)\W, & € (W N H)\X,
ji
EeXNW)\H Iub &, € XNW N H. A ponadto:

e dlaéje W\(XUH):

15 Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(y;ly; > 0,1; = 1,X;, W;, H;) w zmodyfikowanym modelu tobi-
towym typu II przy zalozeniu heteroskedastycznosci sktadnika losowego jest postaci (16) z podstawieniem
o, exp(H;a) w miejsce o,.
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Xip
OE(iX:, Wi, Hi) _ Feoxpza) P WY
= | oWip) | PSR (X — oy exp(Hay W) +
Ji

Xip Xip
_ Wiy—p —— i —— e Wiy
o, exp(H;a) oyexpHiw) | 2 ) o, exp(H;a)
+ o — [‘P( T exp(H @) )QO [ ) 2 ] P ‘10( W IY)QD ( ) 2 ))]

e dlaé;e X\(WUH):

aE(yl-lXi, Wi, Hl) _
9¢ji

X Xp
o, exp(H;a) -pWiy Wiy—p o, exp(H;a)
(I)2 + —— \/— [‘70( lY)‘p [ \/m } ‘70(0- exp(H U.)) [ \/q

e dlaé; e H\(XUW):

_ﬁ]

OE(y;[X:, W;, H;)
OE i -
! Wiy—p X(BH ) ?H W
= 0, exp(H;0) | (5 i) @ f/—f_e;p = | W)@ % "

Xp Xp__
P G exp(H0) L expa) P WY
+a’] X B v— [90( oy exp(H (1) )()0 ( (r(l _e:S( a) ) ‘p(W Y)SD ( = exp( llﬁi)z )) ’

agdy é,€e XNH\W, & €e WNH\X, & €e XNW)\H lub é;, € X NWNH),
IE(yilX;, Wi, Hy)
0¢ji

W modelu tobitowym typu II o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnos$ci przy
zatozeniu homo- lub heteroskedastycznosci dla binarnej j—tej zmiennej objasniajacej
wplywy kraficowe wyznacza si¢ analogicznie jak w modelu tobitowym typu II, tzn.
jako réznice odpowiednich wartosci oczekiwanych (por. wzory (32) i (33)), przy czym
przy zatozeniu heteroskedastycznosci &; moze by¢ zmienng ze zbioru X, W lub H.
Wzory te redukujg sie tylko do nieznacznie prostszej postaci, stad nie zostaly tutaj
przytoczone.

wyrazenie jest réwne odpowiedniej sumie.

W modelu tobitowym typu III wzory stuzgce do oceny wplywu kraiicowego j—tej
zmiennej niezaleznej na zmienng Y sg analogiczne, jak w modelu tobitowym typu II,
z tym, ze obecnie o, jest dowolne, niekoniecznie rowne 1. Tak jak poprzednio nalezy
rozwazyC trzy przypadki: £, € W\X — aby wyznaczy¢ wplyw posredni, &; € X\W —
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aby wyznaczy¢ wplyw bezposredni, oraz &; € X N W — aby wyznaczy¢ taczny wplyw
Jj—tej zmiennej objasniajacej. Wptywy kraficowe oblicza si¢ zgodnie z formufami:

Oy Wy
—yip—0(=5)  gdy e W\X
OE(yilz; > 0,X;, W) _ B O o )i .
0ji ) Bi gdy & € X\W @1
suma gdy é‘:j ceXnN W/’

Ou Wpny XZIS le)
SN TP dy & € W\X
w_ ’YJO_VSO( U-V)(O—u 1Y ; g yfj \

d€;; BN gdy & € X\W
suma gdy &, e XNW.

(42)

Jezeli j—ta zmienna objasniajaca jest zmienng binarng jej wplyw wyznacza si¢, analo-
gicznie jak w modelu tobitowym typu II, jako odpowiednia réznice (por. wzory (32) i
(33).

Wzory stuzace do oceny wplywu j—tej zmiennej objasniajacej na zmienne Y; i Y>
w modelu tobitowym typu IV sg podobne jak w poprzednich modelach. Odpowiednie
wartoSci oczekiwane oraz ich pochodne czgstkowe wzgledem j—tej zmiennej zapisano
ponizej. Analogicznie jak poprzednio f;l) to zmienna, ktérej wplyw na zmienng Y, jest
badany; f;z) to zmienna, ktérej wplyw na zmienng Y, jest badany. Rozwazono wplywy
kraficowe poSrednie, bezposrednie i 1aczne.

e Wplywy kraficowe zmiennej {-‘;.1) na zmienng Y; wynosza:

g ;
_yjp10_15(_WJ_,Vv) ody f5_1) e w\x®

GE(thZ,a;?), X, W) _ /3;-]) ady f;l) e XO\W 43)
7 suma gdy fj.]) exVnw,
D
5 w"—‘so(wfr—‘?@[x" A W”] gdy £ e w\x®
Ol X, W) _ oy 7 o o J “
o€ B DY) gdy & e X\W
suma gdy ‘f;.l) ewnxW.

e Wplywy kraficowe zmiennej 55.2) na zmienng Y, wynosza:

() f
v —0CEE)  gdy £7 € WAX®

OE(y2lzi = 0,X;, W) _
oY

B gdy &7 e X\W (45)
suma gdy fj(.z) ex?nw,
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OE(y2lX;, W;)
()] B
agﬁ 2@
g . X[ B Wi
—y,»—%o(%( - ”’] gdy &7 e W\x® (46)
_ gy ! g2 gy
B B2 gdy £ € XP\W
suma gdy 55.2) exXPnw

Jesli j—ta zmienna objasniajaca jest zmienng binarng, wplywy kraficowe wyznacza
si¢ jako odpowiednie réznice, analogicznie jak przy zaprezentowanych wczesniejszych
modelach.

W modelu tobitowym typu V oraz zmodyfikowanym modelu tobitowym typu V
wzory stuzace do oceny wplywu zmiennych objasniajacych 551) lub f;z) na zmienne
Y1 lub Y;, odpowiednio, sg takie same, jak w modelu tobitowym typu IV (por. wzory
(43)-(46)), z podstawieniem o, = 1.

Odpowiednie wzory dla modelu tobitowego typu V o zmodyfikowanym kryterium
obserwowalno$ci mozna uzyskaé na podstawie wzoru (39) dla zmodyfikowanego mo-
delu tobitowego typu II, uwzgledniajac cenzurowanie prawostronne przy wyznaczaniu
wplywow kraficowych na zmienng Y5, tzn. zmieniajac znak przy parametrach y oraz
wspotczynniku korelacji p, na przeciwny.

Podobnie w modelu tobitowym typu V (oraz jego zmodyfikowanej wersji) przy
zalozeniu heteroskedastycznosci'® skfadnikéw losowych w réwnaniach regresji dla
zmiennych Y, oraz zmiennej Y, nalezy postgpowaé, jak w modelu tobitowym typu II
(oraz jego modyfikacji) przy zatozeniu heteroskedastyczno$ci. W modelu tobitowym
typu V z heteroskedastycznym sktadnikiem losowym w celu wyznaczania wpltywéw
kraficowych zmiennych objasniajacych na zmienng Y; nalezy zastosowa¢ bezposSrednio
wzory (35)—(38) (w zmodyfikowanym modelu — wzdér (40)), za§ na zmienng Y, —
przed zastosowaniem wzoréw nalezy zmieni¢ znak parametréw 7y oraz wspéiczynnika
korelacji p, na przeciwny.

5. PRZYKLAD EMPIRYCZNY

W celu ilustracji dotychczasowych rozwazan, ponizej zaprezentowano przyktad
zastosowania jednego z omawianych modeli, przedstawiono poréwnanie oszacowanych
parametréw i wyliczonych wplywéw kradicowych zmiennych objasniajacych.

Analiz¢ zwrécono w kierunku poszukiwania modelu poprawnie opisujacego ty-
godniowg liczbe godzin pracy zame¢znych kobiet (zmienna zalezna) z uwzglednieniem
czynnikéw wplywajgcych na decyzje o podjeciu zatrudnienia. Podstawg badania byty
dane indywidualne pochodzace z BAEL prowadzonego co kwartat przez GUS. Anali-
zowana proba obejmowata 5183 zameznych kobiet w Polsce w I kwartale 2009 r.

16 postaé heteroskedastycznego modelu tobitowego typu V mozna znalezé np. w pracy [18].
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Tygodniowy czas pracy zameznych kobiet, zgodnie z definicjg BAEL, jest dodatni
tylko dla kobiet pracujacych, natomiast dla kobiet bezrobotnych lub biernych zawo-
dowo wynosi zero godzin. W prébie zameznych kobiet dla 50,138% obserwacji w
I kwartale 2009 roku wartoSci omawianej zmiennej byly dodatnie. Dla pozostatych
obserwacji odnotowano warto$¢ zero. Tak duza reprezentacja wartos$ci zerowych nie
pozwala na ich odrzucenie i zastosowanie np. modelu regresji wielorakiej bez konse-
kwencji w postaci blgednie oszacowanych parametréw modelu. Ponadto to czy zamezne
kobiety posiadaly prac¢ czy jej nie posiadaty nie jest losowe — byto zalezne od pewnych
cech (zmiennych) opisujacych te kobiety. Zmienna odzwierciedlajgca tygodniowg liczbg
godzin pracy zameznych kobiet pracujacych jest zatem zmienng podlegajacy selekcji
(tutaj cenzurowanej). Przy jej opisie trzeba uwzglednié czynniki determinujace wybor
przynaleznoS$ci do grupy pracujacych lub do grupy nie posiadajgcych pracy. Do opisu
takiej zmiennej zaleznej sig¢gnieto po model tobitowy typu Il dany wzorem (3) przy
zatozeniu heteroskedastyczno$ci sktadnika losowego w multiplikatywnej postaci opi-
sanej wzorem (8). Parametry modelu oszacowano metoda najwickszej wiarygodnosci.
Obliczenia wykonano w Srodowisku NLogit 9.0, przy czym korzystano z samodzielnie
napisanych procedur wyznaczajacych wptywy kraicowe.

Ponizej zamieszczono wybrane fragmenty analizy tygodniowego czasu pracy za-
meznych kobiet w Polsce przeprowadzonego przez autorke artykulu w rozprawie dok-
torskiej (por. [19]). Oméwiono wplyw na tygodniowy czas pracy zameznych kobiet
w badanym okresie nast¢pujacych (wybranych) zmiennych objasniajacych odzwiercie-
dlajacych:

— wiek respondentki ze wzgledu na ekonomiczne grupy wieku (produkcyjny mo-
bilny lub miodszy: do 44 lat, produkcyjny niemobilny: 45-59 lat, poprodukcyjny: 60+
lat);

— poziom wyksztalcenia respondentki;

— sektor ekonomiczny instytucji bedacej gléwnym miejscem pracy respondentki
(rolniczy, przemystowy, ustugowy);

— wymiar czasu pracy (niepetny/pelny);

— wykonywanie pracy dodatkowej poza giéwnym miejscem pracy;

— rodzaj wykonywanej pracy (pracujacy najemnie, na wilasny rachunek, jako po-
magajacy nieodplatnie cztonek rodziny).

Jak wspomniano w analizie uwzgledniono takze inne zmienne, jednak ze wzgledu
na ograniczone miejsce nie oméwiono ich w niniejszym artykule (por. [19]).

W tabeli 1 zestawiono oszacowane parametry modelu tobitowego typu II przy za-
lozeniu heteroskedastycznos$ci sktadnika losowego oraz wyznaczone wptywy kraficowe
wybranych zmiennych objasniajacych korzystajac ze wzoréw (35) oraz (37). Zastoso-
wany model tobitowy typu Il przy zatozeniu heteroskedastycznosci sktadnika losowego
sktada si¢ z trzech réwnan: réwnania selekcji (uczestnictwa), réwnania regresji oraz
réwnania wariancji. W kazdym z réwnai oszacowano parametry oraz wptywy kraico-
we zmiennych objasniajagcych. W poszczegdlnych réwnaniach nie muszg wystepowac
te same zmienne i niekoniecznie te same zmienne beda statystycznie istotne.
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Tabela 1.
Oszacowane parametry (w nawiasach podano btedy szacunku) oraz wplywy kraricowe posrednie,
bezposrednie i agczne w modelu tobitowym typu II z heteroskedastycznym skladnikiem losowym
dla I kwartatu 2009 r. — wybrane zmienne

Zmienna: Réwnanie selekeji Edwnanie regresji Réwnanie wariancji | Wplyw
’ Oszac. Wplyw Oszac. Wplyw Oszac. Wplyw | taczny
parametr | posredni | parametr | bezpoSredni | parametr | poSredni
sektor 7,400
przemystowy % % (0,747) 7:400 % % 7,400
sektor 7,663
ushugowy X X (1.775) 7,663 X X 7,663
petny wymiar 17,211
czasu pracy X X (1.840) 17,211 X X 17,211
rodzaj wyk. pracy: 4,404
wlasny rachunek % X (0,732) 4,404 X X 4,404
rodzaj wyk. pracy: 4377
pomagajacy X X ’ 4,377 X X 4,377
. (0,774)
cztonek rodziny
wiek 45-59 lat 0T 5773 X X X X -0,773
(0,041) ’ ’
. -0,397 2,798
wiek 60+ lat (0.062) -2,689 (1.008) 2,798 X X 0,109
wyksztalcenie 0,344 -5,644 0,152
wyzsze'! 0054 | 217 | (0869 5,644 (0,022) | 0284 | 5008
8,195 0,198
praca dodatkowa X X (0.747) 8,195 (0.027) -0,386 7,809

Uwaga: znakiem X oznaczono zmienne statystycznie nieistotne lub nieujgte w danym réwnaniu modelu.
Zrédto: obliczenia whasne na podstawie danych BAEL (GUS) dla I kwartatu 2009 roku.

Warto przyjrze¢ si¢ otrzymanym wynikom. Po pierwsze niekiedy oszacowania
wplywéw kraficowych sg takie same jak parametréw (zob. pie¢ pierwszych zmiennych
w tab. 1). Uwaga ta dotyczy tych zmiennych objasniajacych, ktére wystepujg tylko
w réwnaniu regresji zastosowanego modelu i jest zgodna ze wzorami (35) oraz (37).
Zatem wplyw zmiennych odzwierciedlajacych rodzaj sektora ekonomicznego, wymiar
czasu pracy oraz reprezentujacych rodzaj wykonywanej pracy na tygodniowg liczbe
godzin pracy zameznych kobiet wyznaczony jest za pomoca oszacowanego parametru
modelu. W I kwartale 2009 r. zmiana gtéwnego miejsca pracy z sektora rolniczego (ka-
tegoria przyjeta jako bazowa) na sektor przemystowy lub ustugowy przecigtnie wigzata
si¢ ze zwigkszeniem tygodniowego czasu pracy zameznych kobiet o okoto 7,5 godz.
(7,400 godz. oraz 7,663 godz., odpowiednio). PrzejScie z niepelnego na peten wymiar

17 Rozwazono wyksztatcenie w nastepujacych kategoriach: wyksztalcenie wyzsze (licencjat, inzynier,
magister i wyzsze); policealne lub Srednie zawodowe; Srednie ogélnoksztalcace; zasadnicze zawodowe;
gimnazjum, podstawowe, niepelne podstawowe i bez wyksztalcenia. Wyksztalcenie na poziomie gimna-
zjum lub nizszym przyjeto jako kategorie bazowa. W tab. 1 ujeto tylko wyksztalcenie wyzsze. Pozostate
warianty zmiennej byly statystycznie nieistotne, stad nie przytoczono ich w tabeli.
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czasu pracy skutkowalo przecietnie wydiluzeniem czasu pracy o okoto 17 godz.
(17,211 godz.). Wykonywanie pracy na wlasny rachunek lub w charakterze nieodpfat-
nie pomagajacego cztonka rodziny, w poréwnaniu do pracujacych najemnie (kategoria
przyjeta jako bazowa), powodowalo przecietnie zwigkszenie liczby godzin pracy o
okolo 4,5 godz. (4,404 godz. oraz 4,337 godz., odpowiednio).

Jednakze, jesli zmienna objasniajaca wystepuje takze w réwnaniu selekcji lub réw-
naniu wariancji, wowczas oszacowany taczny wplyw kraricowy tej zmiennej na ogét
nie jest réwny oszacowanemu parametrowi. Przyktadowo zmiana wyksztalcenia z pod-
stawowego (przyjetego jako kategoria bazowa) na wyksztalcenie na poziomie wyzszym
powodowala przecig¢tnie zmniejszenie tygodniowej liczby godzin pracy zameznych ko-
biet o okoto 5 godz. (-5,008 godz.). Przy czym trzeba zauwazy¢, ze za poSrednictwem
réwnania selekcji zmienna ta wplywala na czas pracy dodatnio (2,178 godz.). Fakt ten
mozna interpretowaé w nastepujacy sposob: podniesienie wyksztalcenia do wyksztat-
cenia na poziomie wyzszym wplywalo na zwiekszenie dltugosci tygodniowego czasu
pracy kobiet poprzez zwigkszenie prawdopodobieristwa podjecia pracy (przynaleznosci
do grupy pracujacych), o czym méwi dodatni znak oszacowanego parametru w réwna-
niu selekcji. W rownaniu regresji oszacowany parametr i bezposredni wplyw kraicowy
tej zmiennej byt taki sam (-5,644 godz.), lecz tgczny wplyw zmiany na wyksztalcenie
na poziomie wyzszym na diugos¢ tygodniowego czasu pracy zostat skorygowany przez
uwzglednienie rownania selekcji oraz réwnania wariancji. Nalezy takze zwrécié uwage
na znaczne réznice w oszacowaniach parametrow w tych réwnaniach oraz wplywéw
kraficowych za ich posrednictwem (0,334 i 2,178 w réwnaniu selekcji, 0,152 i -0,284
w réwnaniu wariancji, por. tab. 1). Réznice te wskazuja na skale btedéw w wypadku
interpretacji bezposrednio parametrow modelu, zamiast wptywéw kraicowych.

Pozostate zmienne wptywaly na tygodniowy czas pracy kobiet w nastepujacy spo-
sOb. Zmienna reprezentujgca kobiety w wieku produkcyjnym niemobilnym (45-59 lat)
byta statystycznie istotna tylko w réwnaniu selekcji i jej wplyw na tygodniowy czas pra-
cy byt ujemny, niewielki. Ujemny znak oszacowanego parametru wskazuje na ujemny
wplyw tej zmiennej na prawdopodobiefistwo przynaleznos$ci do grupy pracujacych w
poréwnaniu do kobiet w wieku produkcyjnym mobilnym (do 44 lat, kategoria przyjeta
za bazowy).

Podobnie sytuacja przedstawiata si¢ w grupie kobiet w wieku poprodukcyjnym
(60+ lat), przy czym ujemny wplyw tej zmiennej na tygodniowy czas pracy zameznych
kobiet za posSrednictwem réwnania selekcji byl wiekszy (-2,689 godz.). Wptyw ten byt
réwnowazony dodatnim wptywem tej zmiennej wynikajacym z réwnania regresji (2,798
godz.) i w rezultacie faczny jej wpltyw na czas pracy byt niewielki (0,109 godz.).

Podjecie dodatkowej pracy poza gtéwnym miejscem pracy przyczynialo si¢ prze-
cietnie do zwigkszenia tygodniowego czasu pracy zame¢znych kobiet o okoto 8 godz.
(7,809 godz.). Zmienna ta wystepowala w réwnaniach regresji i wariancji.

W modelach zmiennej zaleznej cenzurowanej oprocz parametréw modelu estymuje
si¢ takze odchylenie standardowe skfadnika resztowego modelu regresji oraz wspol-
czynnik korelacji migdzy sktadnikami losowymi réwnania selekcji i réwnania regre-
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sji. W zastosowanym modelu tobitowym typu II przy zatozonej heteroskedastycznosci
sktadnika losowego estymator stalej multiplikatywnej w réwnaniu wariancji wynosit
11,175, natomiast estymator wspdiczynnika korelacji: -0,778. Poniewaz wspdiczynnik
korelacji byl ujemny, znak oszacowanych wplywéw kraficowych i parametréw w réw-
naniu selekcji byt taki sam, za§ w réwnaniu wariancji — przeciwny (por. wzory (30)
1 (35)). Statystyczna istotno$¢ wspétczynnika korelacji wskazata na konieczno$¢ sto-
sowania modelu tobitowego typu II (statystyczna nieistotno$¢ wspétczynnika korelacji
oznaczalaby, ze wystarczy zastosowa¢ model regresji wielorakiej do opisu zagadnienia).

6. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono wzory umozliwiajagce poprawna interpretacje wynikéw
otrzymanych za pomoca wybranych modeli tobitowych. Niektére z modeli rozwazono
w wersji o zmodyfikowanym kryterium obserwowalnoSci lub przy dopuszczeniu he-
teroskedastyczno$ci sktadnika losowego. W omawianych modelach wplyw kraficowy
na og6t nie jest réwny parametrowi odpowiadajagcemu zmiennej objasniajacej, kto-
rej wplyw na badane zjawisko (zmienng zalezng) jest analizowany. Ponadto nalezy
uwzgledni¢ czy zmienna objasniajgca, ktérej wplyw na analizowane zjawisko jest ba-
dany, jest zmienng binarng (ogdlnie dyskretng) czy ciagla.

Przedstawiony przykfad zastosowania modelu tobitowego typu II jako jednego
z rodziny modeli zmiennej zaleznej cenzurowanej ilustruje, w jaki sposéb interpretuje
si¢ oszacowane wplywy kraiicowe zmiennych objasniajacych w omawianych mode-
lach. Wskazuje takze na réznice w warto$ciach oszacowanych parametréw i tacznych
wplywow kraficowych poszczegdlnych zmiennych objasniajacych.

Stosujac modele z rodziny tobitowych nalezy postuzy¢ si¢ odpowiednim opro-
gramowaniem. Trzeba zwrdci¢ uwagg, czy wykorzystywany program wyznacza tylko
parametry modelu czy takze potrzebne do interpretacji wptywy kraicowe. Dobrym
rozwigzaniem jest siggnigcie po programy, ktére pozwalaja na samodzielne zapisanie
procedur zgodnie z zaprezentowanymi w artykule wzorami na wplywy kraficowe w po-
szczegllnych modelach z rodziny tobitowych (np. NLogit, Gauss, R). Wéwczas mozna
mie¢ pewno$¢, ze otrzymane wyniki pozwolg na poprawng interpretacje analizowanego
zagadnienia.
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INTERPRETACJA W MODELACH TOBITOWYCH
Streszczenie

W artykule krétko scharakteryzowano wybrane modele tobitowe zgodnie z klasyfikacja zaproponowa-
ng przez T. Amemiye ([1]), nastgpnie zaprezentowano postaci wartosci oczekiwanych dla poszczegélnych
modeli oraz wyznaczono wplywy krarficowe. Ze wzgledu na specyfike omawianych modeli wplywy kran-
cowe w ogllnym przypadku nie sg réwne odpowiednim parametrom. Zatem w celu uzyskania poprawnej
interpretacji nalezy wyznaczy¢ pochodne czastkowe z odpowiednich (warunkowych) wartosci oczekiwa-
nych zmiennej zaleznej. Ponadto w artykule zwrécono uwage na fakt, ze wplywy kraiicowe binarnych
zmiennych objasniajacych sg inne niz cigglych.

AN INTERPRETATION IN THE TOBIT MODELS
Summary

At first the tobit models according to T. Amemiya’s classification ([1]) are presented in the paper.
Next, expected values and marginal effects in these models are obtained. In the tobit models marginal
effects are not equal to coefficients of the model in general. To get a proper interpretation in the considered
models, it is necessary to obtain marginal effects as a partial deviation of the expected values. Moreover,
marginal effects are different for binary and continuous variables.
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1. WSTEP

Jedna z waznych zdolnos$ci cztowieka jest umiejetnos¢ rozrézniania i rozpoznawa-
nia obiektéw, zdarzen czy faktéw, a takze ich Iaczenia w grupy. Wydaje sie, ze czyn-
nosci te dla cztowieka sa czym§ naturalnym, fatwym i prostym. Mozna powiedzied, ze
wyodrebnianie jednostek podobnych w celu ich pogrupowania jest niemal zdolnoScig
przyrodzona cztowieka. J.A. Hartigan powiedzialby, ze jest to sposéb myS§lenia o rze-
czach a nie badanie rzeczy samych w sobie, poprzez czerpanie wiedzy z do§wiadczen
1 umiejetnoSci uzyskanych z wielu obszaréw zycia czlowieka (Arabie P., Hubert L.J.,
Soete G.De [1996]). Ten spos6b mysSlenia stal si¢ podstawa rozwoju wielu dziedzin
wiedzy, ktére zaproponowaly w tym zakresie wlasne bogate terminologie i definicje.

Juz 1737 roku Carolus Linnaeus w swoim dziele ,,Genera Plantarum” wskazuje,
ze cala wiedza, jaka rzeczywiscie posiadamy o interesujacych nas jednostkach zalezy
od stosowanych metod, ktére pozwalaja na wyrdznienie podobnych do siebie grup
jednostek. Im wigksze zréznicowanie badanych jednostek obserwujemy, tym latwiej
nam przy pomocy tych metod pojgé ztozona struktur¢ badanego zjawiska. Im badane
zbiory sg bardziej liczne, tym wazniejsze i bardziej konieczne staje si¢ postugiwanie
si¢ takimi metodami (Everitt B.S., Landau S., Leese M., Stahl D. [2011]). Waznym
impulsem do rozwoju metod grupowania byta publikacja z 1963 roku dwoch biologéw
P.H. Sneatha i R.R. Sokala zatytutowana ,,Principles of numerical taxonomy”. Mono-
grafia ta jest czesto uwazana za przetomowsa i wskazujgcg nowe kierunki badar nad
metodami grupowania.

Grupowanie jednostek jest zadaniem ztozonym. Jest wiele czynnikéw wplywaja-
cych na uzyskane rozwigzanie. Do wazniejszych mozna zaliczy¢: liczbg grupowanych
jednostek (stosuje si¢ inne metody grupowania zbioréw o kilkudziesieciu jednostkach
a inne o setkach tysiecy), liczbe cech zmiennych opisujacych dang jednostke (tzw.
problem wymiarowosci), zastosowane skale pomiarowe wszystkich cech (skale mogg
by¢ identyczne dla wszystkich cech lub nie), strukture przestrzenng jednostek (skupie-
nia separowalne lub nie, separowalne liniowo lub nie, posiadajace skupienie gestosci
obiektéw lub roztozone réwnomiernie, i inne), istnienie brakéw danych czy istnienie
wartodci skrajnych (outliers). Kazdy z tych czynnikéw powoduje koniecznos$¢ innego
podejscia do problemu grupowania. Réznorodno$¢ ta jest takze przyczyng istnienia
duzej liczby algorytméw grupowania, czesto opartych na bardzo réznych pomystach.
Poniewaz zbidr jednostek mozna zwykle pogrupowac na bardzo wiele sposobéw jedne
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z nich wydajg si¢ ,,lepsze” a inne ,,gorsze”. Poniewaz pojecia te sg niejednoznaczne,
konieczne stalo si¢ wypracowanie obiektywnych kryteriéw oceny jako$ci wyréznionych
skupien.

W artykule podjeto probe usystematyzowania wiedzy w zakresie istniejacych me-
tod oceny jakoSci struktury grupowej. Przedstawiono propozycje klasyfikacji metod
oceny jakoSci grupowania i wskaZnikéw ustalania liczby skupien.

2. KRYTERIA OCENY JAKOSCI WYNIKOW GRUPOWANIA

Wszelkiego rodzaju procedury oceny uzyskanych wynikéw grupowania znane sg
w literaturze Swiatowej pod nazwa cluster validity (prawdziwo$¢, wiarygodnosé, jakosé,
grupowania). Pojecie to definiuje si¢ jako proces oceny wiarygodnosci algorytmdéw
grupowania przy zastosowaniu réznych warunkéw poczatkowych a takze jako kwan-
tyfikowalng ocen¢ uzyskanych rezultatéw grupowania. Poniewaz istnieje bardzo wiele
samych metod grupowania, w konsekwencji jest takze wiele metod oceny uzyskanej
struktury grupowej. Metody oceny struktury grupowej mozna podzieli¢ na dwie za-
sadnicze grupy: metody wzorcowe i bezwzorcowe. Metody wzorcowe to te, w ktérych
uzyskany podziat jednostek poréwnuje si¢ z innym znanym podziatem. Istnieje wigc
wzorzec idealnego lub zakltadanego podziatu, z ktérym poréwnuje si¢ podzial bieza-
cy. Wzorzec moze pochodzi¢ od eksperta, moze wynikaé z rozwazan teoretycznych
a moze pochodzi¢ z innych badari tej samej zbiorowosci, tg sama metoda ale z innymi
parametrami lub inng metoda. (Brun M., Sima C., Hua J., Lowey J., Carroll B., Suh
E., Dougherty E.R. [2007]). Metody bezwzorcowe to te, ktére do oceny jakosci kla-
syfikacji wykorzystuja jedynie informacje pochodzace bezposrednio z danych. Bierze
si¢ tu pod uwage takie wlasnos$ci uzyskanych skupieri jak ich spdjnosé, separowalnosé,
sferycznos$¢ czy gestosé.

Ta og6lna idea wydaje si¢ by¢ akceptowana przez Srodowiska naukowe reprezen-
tujace rézne dyscypliny. Réznice sprowadzajg si¢ gldwnie do stosowanej nomenklatury
lub stopnia szczegdélowosci opisu. Najbardziej znane propozycje poje¢ pochodzg jesz-
cze z 1967 roku z prac MacQueena. Biorac pod uwage Zrédio pochodzenia informacji
o strukturze grupowej, wyrdzniono trzy klasy wskaznikéw (wspoétczynnikéw) jakosci
grupowania opartych o kryterium: zewngtrzne (external criteria, external validation),
wewngetrzne (internal criteria, internal validation) i wzgledne (relative criteria, relative
validation) (Theodoridis S., Koutroumbas K. [1999, 2003], Halkidi M., Batistakis Y.,
Vazirgiannis M. [2001], Maimon O., Rokach L. [2005]).

Ze wskaznikami bioracymi pod uwagg kryterium zewng¢trzne mamy do czynienia,
gdy uzyskana struktura grupowa i przynalezno$¢ jednostek do skupiert poréwnywana
jest ze z géry zatozong strukturg grupowa badanego zbioru jednostek. Zaktadana struk-
tura jest odzwierciedleniem naszej wiedzy, wiedzy lub intuicji eksperta o analizowanym
zbiorze. Wzorzec grupowania jest, wigc zewnetrzny w stosunku do grupowanych jedno-
stek. Ze wskaZnikami bioracymi pod uwage kryterium wewnetrzne mamy do czynienia,
gdy ocena rezultatéw uzyskanej struktury grupowej dokonana jest w oparciu o infor-
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macje pochodzace z samego analizowanego zbioru jednostek. Informacja o strukturze
grupowej pochodzi wylacznie z danych. Jest wiec wewnetrzna w stosunku do nich.
Ze wskaZnikami bioragcymi pod uwage kryterium wzgledne mamy do czynienia, gdy
ocena rezultatéw uzyskanej struktury grupowej poréwnywana jest w stosunku do innej
struktury grupowej uzyskanej w wyniku zastosowania tego samego algorytmu grupo-
wania, ale z zalozonymi innymi parametrami (np. liczba skupiefi). Ocena grupowania
jest dokonywana wzgledem innych uzyskanych podziatéw populacji (Friedman H.P.,
Rubin J. [1967], Halkidi M., Batistakis Y., Vazirgiannis M. [2001], Duda R.O., Hart
P.E., Stork D.G. [2002], Theodoridis S., Koutroumbas K. [2003], Brun M., Sima C.,
Hua J., Lowey J., Carroll B., Suh E., Dougherty E.R. [2007], Halkidi M., Gunopulos
D., Vazirgiannis M., Kumar N., Domeniconi C. [2008]).

Przy powyzszych definicjach wskazZniki zewnetrzne i wzgledne nalezg do szerszej
grupy wskaznikéw wzorcowych, a wskazniki wewnetrzne do bezwzorcowych. Opie-
rajac sie na tej samej idei, powyzsza klasyfikacje definiuje si¢ czasem stosujac no-
menklature bardziej techniczna. Metody oparte o kryterium zewnetrzne sg nazywane
metodami nadzorowanymi (supervised), oparte o kryterium wewnetrzne — metodami
nienadzorowanymi (unsupervised), a oparte o kryterium wzgledne — metodami rela-
tywnymi (relative). W ramach metod nienadzorowanych wyrdznia si¢ dodatkowo dwie
grupy: miary spéjnosci skupieni (measures of cluster cohesion), ktére okreSlajg jak
blisko powigzane sa ze sobg jednostki w skupieniu oraz miary rozdzielenia, izolacji
(measures of cluster separation), ktére okreslajg jak oddalone jest dane skupienie od
innych (por. schemat 1).

Schemat 1  Wskazniki jakoSci grupowania

zewnetrzne

(nadzorowane)
wzorcowe
i . wzgledne
wskazniki jakosci (relatywne)

grupowania miary spdjnosci
wewnetrzne
bezwzorcowe = N -I:

(nienadzorowane)

miary izolacji

Zrédlo: opracowanie wlasne

Informacja o jakosci uzyskanych skupiefl jest w procesie grupowania danych po-
trzebna na dwoéch etapach badai. Na etapie koficowym, gdy dokonano juz grupowa-
nia jednostek konieczna jest ocena uzyskanego podziatu. Informacja taka jest jednak
konieczna takze w samym procesie wyrdzniania skupien. Wiele metod grupowania
opiera si¢ na pomysle, aby w procesie iteracyjnym optymalizowa¢ wybrane kryterium
podziatu jednostek. Poszukuje sie takiego podziatu, ktéry jest najlepszy z wybranego
punktu widzenia. Poniewaz najlepszy podziat to taki, ktéry pozwala uzyskac skupienia
o najwyzszej jakoSci, konieczne jest zdefiniowanie kryterium oceny jakoSci skupien,
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ktére bedzie w procesie grupowania optymalizowane. Krytycznym etapem optymali-
zacji jest wybor liczby skupieri, na ktérg nalezy zbidr jednostek rozdzieli¢. Nie mozna
uzyskaé dobrej jakoSci skupieit dla blednie ustalonej ich liczby. Jednocze$nie liczba
skupien stanowi parametr aprioryczny dla wielu czesto stosowanych w praktyce metod
grupowania danych takich jak metoda k-$rednich, k-medoid, rozmyta metoda c-Srednich
czy DBSCAN. Konieczne jest zastosowanie obiektywnego, iloSciowego kryterium wy-
znaczania liczby skupieni. Wskazniki takie istniejg i nazywane sg wskaZnikami jakosci
grupowania (cluster validity indices CVIs, cluster separation index, validity measure,
cluster validity measures, validity indices, cluster validity methods). Z powyzszych
powodéw problem ustalania liczby skupier nalezy takze do klasy probleméw oceny
jakoSci grupowania. W dalszej czesci artykutu przyjeto podzial wskaznikéw jakosci
grupowania oparty o kryterium: zewn¢trzne, wewnetrzne 1 wzgledne.

3. KRYTERIUM ZEWNETRZNE

Wskazniki oceny jakoSci grupowania oparte o kryterium zewnetrzne majg szcze-
gblne zastosowanie w sytuacjach gdy: 1) badacz jest zainteresowany informacjg jak
bardzo podobne do siebie (zgodne) sq podzialy uzyskane w drodze zastosowania roz-
nych algorytméw grupowania, 2) nalezy sprawdzi¢ zgodnos$¢ grupowan dokonanych
ta samg metodg ale z réznymi parametrami, 3) konieczne jest poréwnanie skupien
uzyskanych dla tych samych obiektéw obserwowanych w réznych momentach czasu,
4) nalezy oceni¢ zgodno$¢ uzyskanego grupowania ze znang, wzorcowg struktura grup.

W literaturze tematu proponuje si¢ wiele wspdtczynnikéw zgodnosci podziatéw,
stuzacych do oceny podobienistwa wynikéw réznych klasyfikacji. Do bardziej znanych
i czedciej stosowanych nalezg: wspdiczynnik Jaccarda (Jaccard Coefficient, Jaccard’s
Coefficient of Community) (Jaccard P. [1908]), wspélczynnik Randa (Rand Index, Rand
Statistic) (Rand W.M. [1971]), wspoétczynnik Fowlkesa i Mallowsa (Fowlkes and Mal-
lows Index) (Fowlkes E.B., Mallows C.L. [1983]), skorygowany wspdtczynnik Randa
(Rand Adjusted Statistic, Modified Rand) (Hubert L.J., Arabie P. [1985]). Propozycje
wspdlczynnikéw zgodnosSci grupowania przedstawiali rowniez: Kulczynski S. [1927],
Anderberg M.R. [1973], Arabie P., Boorman S.A. [1973], Baker F.B. [1974], Rohlf
F.J. [1974, 1982], Hartigan J.A. [1975], Hubert L.J., Levin J.R. [1976], Szmigiel C.
[1976], Goodman L.A., Kruskal W.H. [1979], Wallace D.L. [1983], Nowak E. [1985],
Gordon A.D. [1987], Mirkin B. [1996], Ben-Hur A., Elisseeff A., Guyon 1. [2002]
i inni. Interesujace zastosowanie wskaZznikow Jaccarda, Randa, skorygowanego Randa
oraz Fowlkesa i Mallowsa do oceny podobiefistwa wynikéw grupowania w badaniu pre-
ferencji i zachowan komunikacyjnych mieszkaficéw Gdyni zaprezentowata K.Migdat
Najman [2011].

Poza tymi najbardziej znanymi wskaZnikami mozna réwniez spotkaé inne propo-
zycje wspolczynnikéw zgodnoSci podziatéw, jak np. miar¢ F (F-Measure, F-Score me-
asure), wskaznik purity, metryke Mirina (Mirkin metric), entropi¢ (entropy), wskaznik
wzajemnej informacji (mutual information), miar¢ NMI (normalized mutual informa-
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tion), wspolczynnik zmienno$ci informacji (variation of information), wspdlczynnik
podziatu (partition coefficient), miar¢ V (V-measure), wspdtczynnik Minkowskiego
(Minkowski score), blad klasyfikacji (classification error, classification metric, CE),
kryterium van Dongena (van Dongen criterion), wspotczynnik lokalnej precyzji (micro-
average precision) i inne (por. Celeux G., Soromenho G. [1996], Holliday J.D., Hu
C-Y., Willett P. [2002], Zhong S., Ghosh J. [2003], Mirkin B. [1996], Handl J., Knowles
J. [2004], Zhao Y., Karypis G. [2004], Rubinov A.M., Soukhorokova N.V., Ugon J.
[2006], Meild M. [2007], Aliguliyev R.M. [2009], Seung-Seok C., Sung-Hyuk C.,
Tappert C.C. [2010], Albatineh A.N., Niewiadomska-Bugaj M. [2011], Labatut V.,
Cherifi H. [2011], Pitchandi P., Raju N. [2011], Rendén E., Abundez 1.M., Gutierrez
C., Diaz Zagal S., Arizmendi A., Quiroz E.M., Arzate E.H. [2011]).

Wiekszos¢ z proponowanych wspétczynnikéw zgodnosci przyjmuje wartoSci z unor-
mowanego przedziatu, np. [0,1]. Warto§¢ réwna O osiggaja, gdy dwa poréwnywane
podzialy sa zupeinie niepodobne a wartos¢ réwng 1, gdy dwa poréwnywane podziaty
sq identyczne.

Szerokie zastosowania wskazZnikéw zgodnos$ci podzialéw w swoich badaniach przed-
stawiali: Szultz J.V., Hubert L.J. [1979], Pal N.R., Biswas J. [1997], Bezdek J.C., Pal
N.R. [1998], Yeung K.Y., Ruzzo W.L. [2001], Mali K., Mitra S. [2003], Bryan J. [2004],
Gatnar E., Walesiak M. [2004], Hoffmann A., Motoda H., Scheffer T. (Eds.) [2005],
Maimon O., Rokach L. [2005], Ayala G., Epifanio I., Simé A., Zapater V. [2006],
Reulke R., Eckardt U., Flach B., Knauer U., Polthier K. (Eds.) [2006], Brun M., Sima
C., Hua J., Lowey J., Carroll B., Suh E., Dougherty E.R. [2007], Falasconi M., Pardo
M., Vezzoli M., Sberveglieri G. [2007], Migdat Najman K. [2007], Ding C., Li T,
Peng W. [2008], Ming-Tso Chiang M., Mirkin B. [2010], Gurrutxaga 1., Muguerza J.,
Arbelaitz O., Pérez J.M., Martin J.I. [2011], Albatineh A.N., Niewiadomska-Bugaj M.
[2011] 1 inni.

4. KRYTERIUM WEWNETRZNE

Celem stosowania wskazZznikow jakoSci grupowania opartych na kryterium we-
wnetrznym jest poszukiwanie odpowiedzi na pytanie: na ile uzyskana struktura grupowa
otrzymana w wyniku zastosowana danej techniki grupowania stanowi dobre podsumo-
wanie informacji zawartej w danych? Wiele z metod grupowania np. hierarchiczne
metody aglomeracyjne (Lance G.N., Williams W.T. [1966a, 1966b], Johnson S.C.
[1967], Lance G.N., Williams W.T. [1967a, 1967b], Anderberg M.R. [1973], Gordon
A.D. [1987]) oparte sg na pomiarze stopnia podobieristwa (similarity) lub zréznico-
wania (dissimilarity) jednostek w przestrzeni cech. To migdzy innymi od wlasciwego
zdefiniowania miary oceniajgcej stopien podobienistwa (similarity measures) lub zrézni-
cowania (odlegtoSci, dissimilarity measures) jednostek bedzie zalezal uzyskany wynik
grupowania. (Sneath P.H.A., Sokal R.R. [1973], Anderberg M.R. [1973], Everitt B.S.
[1993], Mahalanobis P.C. [1936], Spath H. [1980], Tanimoto T. [1958]). Zastosowanie
jednej z metod aglomeracyjnego grupowania hierarchicznego do zdefiniowanej macie-
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rzy podobiefistwa pozwala na prezentacje wynikow klasyfikacji w formie graficznej
w postaci tzw. dendrogramu lub drzewa polaczei (dendrogram, tree diagram, hierar-
chical tree diagram). Wykres taki prezentuje hierarchi¢ taczenia jednostek w grupy
oraz poziomy laczenia (splitting, fusion levels), na ktérych jednostki te potaczyly si¢
po raz pierwszy (Hartigan J.A. [1967], Gordon A.D. [1987, 1999]). Dendrogram jest
efektem zastosowania konkretnej strategii grupowania hierarchicznego i miary podo-
bieristwa lub odlegtosci (Florek K., Lukasiewicz J., Perkal J., Steinhaus H., Zubrzycki
S. [1951], Sneath P.H.A. [1957], Sokal R.R., Michener C.D. [1958], McQuitty L.L.
[1960, 1966, 1967], Sokal R.R., Sneath P.H.A. [1963], Gower J.C. [1967], Hartigan J.A.
[1967], Podani J. [1989], Ward J.H. [1963], Wishart D. [1969]). W potowie lat 60-tych
G.N. Lance i W.T. Williams [1966a, 1966b, 1967a, 1967b] opracowali ogélny schemat
obliczania odlegloSci miedzy skupieniami bioracy pod uwage wszystkie znane metody
aglomeracyjnego grupowania hierarchicznego'. W 1978 roku M. Jambu zaproponowat
poszerzenie tego schematu i umozliwil wigczenie do niego jeszcze innych strategii
(Jambu M. [1978]). Analizujac wlasnosci metod aglomeracyjnego grupowania hierar-
chicznego i mozliwo$¢ zastosowania w nim réznych miar odleglosci lub podobien-
stwa wynika, ze mozemy uzyskaé¢ wiele réznych hierarchii. W literaturze przedmiotu
prezentowane sg rézne metody pozwalajace na zmierzenie dopasowania dendrogramu
wyznaczonego dla zadanej metody aglomeracyjnego grupowania hierarchicznego do
macierzy odlegtosci lub podobienstwa. Ocen¢ jakosci grupowania mozna oprze¢ na
poréwnaniu uzyskanych wynikéw, prezentowanych np. w formie wyjSciowej macie-
rzy odleglosci do macierzy odleglosci uzyskanej dla danej strategii grupowania, ktéra
prezentuje poziomy taczenia, na ktérych pary jednostek pojawily si¢ po raz pierwszy
w tym samym skupieniu. Najbardziej znanym wspdtczynnikiem pozwalajacym na oce-
ne¢ stopnia dopasowania miedzy macierzg odleglosci D a macierza dendrogramu C g,
jest wspdlczynnik korelacji kofenetycznej (cophenetic correlation coefficient CPCC),
zaproponowany w 1962 przez R.R Sokala i F.J. Rohlfa. (Sokal R.R., Rohlf F.J. [1962])
Jego zastosowania mozna znaleZ¢ w pracach: Rohlf F.J., Fisher D.R. [1968], Farris J.S.
[1969], Kruskal J.B., Carroll J.D. [1969], Rohlf F.J. [1970], Holgersson M. [1978],
Trakhtenbrot A., Kadmon R. [2006], Kuramae E.E., Robert V., Echavarri-Erasun C.,
Boekhout T. [2007], Mérigot B., Durbec J.P., Gaertner J.C. [2010]. Innym wspdt-
czynnikiem pozwalajacym na ocen¢ stopnia dopasowania dendrogramu do macierzy
odlegtosci (podobieristwa) jest wspétczynnik Goodmana-Kruskala (Goodman-Kruskal
gamma coefficient, gamma index). Zostal on zaproponowany w 1954 roku (Goodman
L.A., Kruskal W.H. [1954]) do oceny zgodnoSci uporzadkowari cech wyrazonych na
skali porzadkowej. W bogatej literaturze tematu proponuje si¢ takze inne wspétczyn-
niki zgodnos$ci dla cech wyrazonych na skali porzadkowej. Ich propozycje 1 szersze
dyskusje przedstawiali: Kendall M.G. [1945], Somers R.H. [1962a,b], Costner H.L.
[1965], Davis J.A. [1967], Hawkes R.K. [1971], Kim J. [1971], Cunningham K.M.,

! Metody objete schematem przez Lancea i Williamsa: metoda najblizszego sasiada, metoda najdal-
szego sasiada, metoda Sredniej grupowej, metoda centroidalna, metoda mediany i metoda Warda.
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Ogilvie J.C. [1972], Baker F.B. [1974], Hubert L.J. [1974], Rohlf F.J. [1974], Baker
F.B., Hubert L.J. [1975], Giinter S., Bunke H. [2003], Rousson [2007].

Wielu autoréw proponuje takze wskaZniki oparte na réznicach odlegtosci (po-
dobienistwa) w dwoéch poréwnywanych macierzach: Kruskal J.B. [1964], Gower J.C.
[1966, 1967, 1970], Guttman L. [1968], Hartigan J.A. [1967], Jardine C.J., Jardine
N., Sibson R. [1967], Jardine N., Sibson R. [1968], Kruskal J.B., Carroll J.D. [1969],
Sammon J.W. [1969], Anderson A.J.B. [1971], Sneath PH.A., Sokal R.R. [1973],
Everitt B. [1978], Balicki A. [2009], Kalinowski S.T. [2009].

Do oceny rezultatéw uzyskanej klasyfikacji w oparciu o informacje pochodza-
ce z samego analizowanego zbioru moze réwniez postuzy¢ tzw. wskaznik sylwet-
kowy (silhouette index - SI, silhouette coefficient, SIL index) zaproponowany przez
P.J. Rousseeuw w 1987 roku (Rousseeuw P.J. [1987]). Warto$¢ wskaznika SI moz-
na zinterpretowaé jako wskaznik jakoSci otrzymanej struktury grupowej. Interesujace
wykorzystanie wskaznika SI mozna znalez¢ w artykule D. Waneka [2003] do oceny
rezultatéw uzyskanej klasyfikacji klientéw finiskiego przedsigbiorstwa produkujacego
domy z prefabrykatéw.

Zastosowania indeksu SI w swoich badaniach przedstawiali: Kaufman L., Rousse-
euw P.J. [1990], Raymond T.N., Jiawei H. [1994], Tibshirani R., Walther G., Hastie T.
[2001], Bolshakova N., Azuaje F. [2003], Mali K., Mitra S. [2003], Sugar C.A., James
B.M. [2003], Brun M., Sima C., Hua J., Lowey J., Carroll B., Suh E., Dougherty
E.R. [2007], Saitta S., Raphael B., Smith LE.C. [2007], Hennig C. [2008], Schepers
J., Ceulemans E., Van Mechelen 1. [2008], Lago-Fernandez L.F., Corbacho F. [2010],
Ming-Tso Chiang M., Mirkin B. [2010].

5. KRYTERIUM WZGLEDNE

Biorac pod uwage wzgledne kryterium oceny jakosci grupowania ocena uzyskanej
struktury grupowej dokonywana jest poprzez poréwnanie otrzymanego podziatu z in-
nymi wynikami grupowania. Podejécie to wykorzystuje si¢ takze w samym procesie
grupowania do ustalania liczby skupien. Przyjmuje si¢ a priori pewna liczbe skupien
(zwykle dwa), dokonuje grupowania i ocenia jako$¢ uzyskanej struktury grupowej.
Nastepnie przyjmuje si¢ wigkszg o jeden liczbe skupien i powtarza procedurg tak
dtugo, az uzyska si¢ optymalng warto§¢ miary jakoSci grupowania. Ten podziat, ktéry
optymalizuje warto$¢ przyjetego do oceny grupowania wskaZnika be¢dzie uznany za
najlepszy.

W 1953 roku R.L. Thorndike’a w czasopiSmie Psychometrika przedstawit su-
biektywna propozycje ustalania liczby klas?. Podejscie Thorndike’a polegato na po-
réwnywaniu Srednich wewnatrzklasowych przy ustalonej, r6znej liczbie skupied. Au-

2 Jest on twérca pomystu na iteracyjny algorytm optymalizacyjny podziatu zbioru jednostek, na-
zwanego pézniej przez McQueena metoda k-Srednich. Niestusznie uwaza si¢, ze to McQueen jest jego
tworca, gdy w rzeczywistosci prowadzil badania nad ulepszeniem juz znanego pomystu (ulepszanego do
dzis) i nadal mu nazwe.



288 Kamila Migdat-Najman

tor sugerowal, ze wraz ze wzrostem liczby klas nastepuje spadek wartosci $redniej
wewnatrzklasowej. Proponowal prezentowanie tej zaleznoSci w formie graficznej. Na
wykresie, na osi odcietej prezentowane byly kolejne podziaty (zaczynajac od dwdch
klas, number of clusters) a na osi rzgdnej Srednia wewnatrzklasowa dla proponowa-
nych réznych podziatéw (average within-cluster distance for different numbers of clu-
ters). Odczytywanie sugerowanej liczby klas nastgpowalo poprzez poszukiwanie na
liniowym wykresie naglego ,,sptaszczenia” wykresu (badZ postuzenie si¢ kryterium
,fokcia”), ktére nastgpowato wraz ze wzrostem liczby klas (Thorndike R.L. [1953]).
Podobne podejscie proponowane bylo réwniez przez innych autoréw, mig¢dzy innymi
J.C. Gowera w 1975 roku. E.M.L. Beale w artykule z 1969 roku pt. ,,Euclidean cluster
analysis” prezentowanym w Bulletin of the International Statistical Institute, sugero-
wal, ze formalna metoda pozwalajaca na ustalanie optymalnej liczby skupieii moze
by¢ test F (Fishera-Snedecora, réwnosci wariancji). Rozwazat, czy test F moze zostaé
wykorzystany do sprawdzenia, ze podzial na wickszg liczbg klas jest ,,lepszy” niz po-
dzial na mniejsza liczbg klas. Prowadzone badania z zastosowaniem testu F wykazaty
skuteczno$¢ proponowanego podejscia, ale tylko w przypadku skupien do$¢ dobrze se-
parowalnych i hipersferycznych (Everitt B.S. [1979]). W 1969 roku L. Engelman i J.A.
Hartigan testowali podejscie oparte na maksymalizacji ilorazu miedzygrupowej sumy
kwadratéw w stosunku do wewnatrzgrupowej sumy kwadratéw dla zbioru jednostek,
ktéry zostal podzielony na dwa skupienia (Engelman L., Hartigan J.A. [1969]). W
1971 roku F.H.C. Marriott przeprowadzit interesujacq dyskusje nad wykorzystaniem
jako kryterium ustalania liczby klas wyznacznika z macierzy W (macierz rozrzutu,
dyspersji wewnatrzklasowej). Konfiguracja skupieri, ktéra minimalizowalaby iloczyn
liczby klas podniesiony do potegi drugiej i warto$§¢ wyznacznika macierzy W (k2 - [W|)
zostalaby uznana za optymalng liczbg klas (Marriott EH.C. [1971]).

Od czasu badan Thorndike’a zaproponowano przynajmniej kilkadziesiat wskaZni-
kéw jakoSci grupowania stosowanych do ustalania liczby skupiei. W 1985 roku ukazat
si¢ artykul G.W. Milligana i M.C. Cooper, (Milligan G.W., Cooper M.C. [1985]) ktéry
do dzisiaj jest cytowany, jako podstawowe Zrédto wiedzy w tej dziedzinie. Ta wielo§¢é
utrudnia zapoznanie si¢ z nimi i wybdr wlasciwego z punktu widzenia biezacych ce-
16w badawczych. Aby zadanie to utatwié¢ proponuje si¢ ich klasyfikacje uwzgledniajaca
Zrédla i rodzaj informacji brany pod uwage przy ich konstrukcji. Mozna wyrézni¢ tu
5 kryteriéw (por. schemat 2):

1. Wskazniki uwzgledniajace jedynie odlegtoSci miedzy obiektami w skupieniu
i migdzy skupieniami, (mi¢dzy obiektami z réznych skupiefi, miedzy centrami sku-
pief). Naleza do nich migdzy innymi: wskaZznik Dunna (Dunn’s index) (Dunn J.C.
[1974]), wskaZnik sylwetkowy (Global silhouette index, silhouette index-SI, silhouette
coefficient, SIL index) (Rousseeuw P.J. [1987]), wskaznik C (C-index) (Hubert L.J., Le-
vin J.R. [1976]). Interesujace zastosowanie wskazZnika SI zaprezentowano w artykule
K.Migdat Najman, K.Najman [2006a] w klasyfikacji 329 miast Stanéw Zjednoczonych
ze wzgledu na cechy sprzyjajace inwestycjom mieszkaniowym.
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2. Wskazniki uwzgledniajace rozproszenie obiektéw wewnatrz skupier i odle-
gtodci miedzy skupieniami, (miedzy centrami skupieri), np. wskaZnik geometryczny
(Geometrical index) (Lam B.S.Y., Yan H. [2005, 2007]), wskaznik Daviesa-Bouldina
(Davies-Bouldin index) (Davies D.L., Bouldin D.W. [1979]). Interesujace zastosowa-
nie wskaznika Daviesa-Bouldina zaprezentowano w artykule K.Migdal Najman [2010]
w klasyfikacji zwyczajéw i prawidtowosci zakupowych klientéw.

3. Wskazniki oparte na sumie kwadratéw wewnatrz skupien (within-group sum of
squares) 1 miedzy skupieniami (between-group sum of squares). Naleza do nich: wskaz-
nik Balla-Halla (Ball-Hall index) (Ball G.H., Hall D.J. [1965]), wskaZnik Caliiskiego-
Harabasza (Calinski-Harabasz index) (Califski T., Harabasz J.S. [1974]), wskaZnik
Hartigana (Hartigan index) (Hartigan J.A. [1975]), wskaznik Ratkowsky’ego-Lance’a
(Ratkowsky-Lance index) (Ratkowsky D.A., Lance G.N. [1978]), wskaznik Krzano-
wskiego-Lai (Krzanowski-Lai index) (Krzanowski W., Lai Y. [1988]), wskaznik Xu (Xu
index) (Xu L. [1997]). Interesujace zastosowanie wskaZnika Ratkowsky’ego-Lance’a
zaprezentowano w artykule S. Dolnicara i F. Leischa [2004] w segmentacji turystéw
odwiedzajacych Austrie. Wyréznione segmenty nazwano: turystyka aktywna, turysty-
ka zdrowotna i turystyka relaksacyjna. Wskaznik Krzanowskiego-Lai wykorzystano
w artykule J.S. Larsona, E.T. Bradlowa i P.S. Fadera [2005] w klasyfikacji $ciezek za-
kupowych (shopper travel path) klientow pewnego supermarketu w zachodniej czesci
Stanéw Zjednoczonych.

4. Wskazniki oparte na macierzy rozrzutu (scatter matrix) calego zbioru da-
nych (T), macierzy rozrzutu jednostek w skupieniach (wewnatrzklasowej) (W) i mig-
dzy skupieniami (mi¢dzyklasowej) (B). Nalezg do nich: wskaZniki Friedmana-Rubina
(TraceW VB, |T| / [W|) (Friedman H.P., Rubin J. [1967]), wskaZnik Scotta-Symonsa
(Scott-Symons index) (Scott A.J., Symons M.J. [1971]), wskaznik Marriotta (Marriott
index) (Marriott FEH.C. [1971]), wskaZnik TraceCovW (Milligan G.W., Cooper M.C.
[1985]).

5. Wskazniki mieszane i inne (np. oparte na rozmytej funkcji przynaleznosci do
skupieni). Nalezg do nich: wskaznik PC (Bezdek’s partition coefficient PC) (Bezdek
J.C. [1974a]), wskaznik PE (Partition entropy PE) (Bezdek J.C. [1974b]), wskaZnik
CE (Bezdek’s classification entropy) (Bezdek J.C. [1981]), wskaznik Xie-Beni (Xie-
Beni’s separation measure) (Xie X.L., Beni G. [1991]) i inne.

Problem ustalania optymalnej liczby klas prezentowali w pracach: Thorndike R.L.
[1953], Ling R.F. [1972], Marriott F.H.C. [1971], Dunn J.C. [1973, 1974], Sneath
P.H.A., Sokal R.R. [1973], Bezdek J.C. [1974a,b], Calinski T., Harabasz J.S. [1974],
Baker E.B., Hubert L.J. [1975], Davies D.L., Bouldin D.W. [1979], Jain A.K., Dubes
R.C [1979, 1988], Hubert L., Arabie P. [1985], Milligan G.W., Cooper M.C. [1985,
1987], Rousseeuw P.J. [1987], Krzanowski W.J., Lai Y.T. [1988], Gath 1., Geva A.B.
[1989], Kaufman L., Rousseeuw P.J. [1990], Wilson R., Spann M. [1990], Xie X.L.,
Beni G. [1991], Bensaid A.M., Hall L.O., Bezdek J.C., Clarke L.P., Silbiger M.L.,
Arrington J.A., Murtagh R.F. [1996], Celeux G., Soromenho G. [1996], Hardy A.
[1996], Bezdek J.C., Pal N.R. [1998], Bandyopadhyay S., Maulik U. [2001], Halkidi
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Schemat 2 Podstawowe Kkryteria podzialu wskaznikéw jakoSci grupowania

odlegtosci miedzy jednostkami
w skupieniu i miedzy skupieniami

rozproszenie jednostek w skupieniu
i odlegtosci miedzy skupieniami

oparte na sumie kwadratéw wewnatrz

kryterium skupien i miedzy skupieniami

oparte na macierzy rozrzutu catego zbioru
danych, macierzy rozrzutu jednostek
w skupieniach i miedzy skupieniami

mieszane i inne

Zrédto: opracowanie wlasne

M., Batistakis Y., Vazirgiannis M. [2001], Tibshirani R., Walther G., Hastie T. [2001],
Dimitriadou E., Dolnicar S., Weingessel A. [2002], Dudoit S., Fridlyand J. [2002],
Bolshakova N., Azuaje F. [2003], Mali K., Mitra S. [2003], Sugar C.A., James G.M.
[2003], Chou C.H., Su M.C., Lai E. [2004], Sun H., Wang S., Jiang Q. [2004], Lam
B.S.Y.,, Yan H. [2005, 2007], Migdat Najman K., Najman K. [2005, 2006, 2008],
Steinley D. [2006], Walesiak M., Dudek A. [2006], Brun M., Sima C., Hua J., Lowey
J., Carroll B., Suh E., Dougherty E.R. [2007], Cios K.J., Pedrycz W., Swiniarski R.W.,
Kurgan L.A. [2007], Migdal Najman [2007], Halkidi M., Vazirgiannis M. [2008], Saitta
S., Raphael B., Smith LF.C. [2008], Wang J.S., Chiang J.C. [2008], Aliguliyev R.M.
[2009], Muhlenbach F., Lallich S. [2009], Chicco G., Akilimali J.S. [2010], Lago-
Fernandez L.F., Corbacho F. [2010], Yue S., Wang J.S., Wu T., Wang H. [2010],
Ming-Tso Chiang M., Mirkin B. [2010], Mirkin B. [2011] i inni.

B.S. Everitt, S. Landau, M. Leese w ksiazce z 2001 roku ,,Cluster analysis™ twier-
dza, ze nie ma optymalnego kryterium ustalania liczby klas w badanym zbiorze. Na
podstawie badai symulacyjnych podobne wnioski zaprezentowali K. Migdal Najman,
K. Najman [2005, 2006b, 2008], K. Migdat Najman [2007]. H.H. Bock w 1985 roku za-
stosowat cztery testy do weryfikacji hipotezy zerowej stwierdzajacej homogenicznosc,
jednorodno$¢ populacji wobec hipotezy alternatywnej zaktadajacej heterogenicznosé,
niejednorodno$¢ populacji. We wnioskach uzyt okreSlenia, ze zaden z czterech bada-
nych rodzajow testow nie okazat si¢ ,,idealny” (no one of these tests is the ,ideal”)
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w poszukiwaniu struktury grupowej. K. Jajuga potwierdzit, ze ,,JJest to problem nie
rozwigzany dotychczas w spos6b zadowalajacy” (Jajuga K. [1990]).

6. PODSUMOWANIE

Podobnie jak sam problem grupowania danych tak problem oceny jakoSci uzyska-
nej struktury grupowej jest bardzo ztozony. Sktada si¢ na to duza liczba mozliwych
do uzyskania podziatéw, wielo§¢ metod grupowania, z ktérych kazda posiada niematy
czasem zbiér parametréw, wielo$¢ kryteridw i punktéw widzenia na cel grupowania.
Z tego powodu istnieje duza liczba wskaZznikéw oceny jakoSci uzyskanej struktury
grupowej. Tak jak rézne sa cele stawiane przed grupowaniem jednostek tak rézne
muszg by¢ metody oceny ich realizacji. Nie istnieje jeden uniwersalny wskaZnik, kto-
ry mozna stosowaé zawsze, niezaleznie od rozwigzywanego problemu i zastosowanej
metody. Kazdy z nich w swojej konstrukcji uwzglednia jedynie cze$¢ informacji o
strukturze grupowej. Aby wybraé wiasciwy wskaznik dla danego zastosowania ko-
nieczna jest znajomoS$¢ szerokiego spektrum istniejgcych wskaznikéw i podstawowych
ich wlasnoSci.

W artykule dokonano syntetycznego przegladu literatury tematu poczawszy od prac
P. Jaccarda z roku 1908 a skoriczywszy na pracach B. Mirkina z 2011 roku. Dokonano
proby klasyfikacji znanych wskaznikéw jakosSci grupowania, uwzgledniajac kryteria
pochodzace z réznych dyscyplin naukowych. W szczegdlnosci dokonano klasyfikacji
wskaznikéw optymalnej liczby skupienl jako podklasy wskaznikéw jakoSci grupowania.
Wyniki prezentowanych badan powinny by¢ uzyteczne dla wszystkich zajmujacych si¢
problemami grupowania i klasyfikacji.
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OCENA JAKOSCI WYNIKOW GRUPOWANIA — PRZEGLAD BIBLIOGRAFII
Streszczenie

W artykule dokonano syntetycznego przegladu literatury tematu poczawszy od prac P. Jaccarda
z roku 1908 a skoriczywszy na pracach B. Mirkina z 2011 roku. Dokonano préby klasyfikacji znanych
wskaznikéw jakoSci grupowania, uwzgledniajac kryteria pochodzace z réznych dyscyplin naukowych.
W szczegdlnoscei dokonano klasyfikacji wskaznikéw optymalnej liczby skupien jako podklasy wskaznikéw
jakosci grupowania. Wyniki prezentowanych badan powinny by¢ uzyteczne dla wszystkich zajmujacych
si¢ problemami grupowania i klasyfikacji.

Stowa kluczowe: analiza skupien, wskazniki jakosci grupowania

CLUSTER VALIDITY MEASUREMENT - A BIBLIOGRAPHY REVIEW
Summary

In the article are presented the synthetic review of the literature from P. Jaccard in 1908 to B. Mirkin,
2011. In this paper, the concept and classification of cluster validity indices are proposed. There are
presented classification of validity indices to find the optimal number of clusters. The results of this study
should be useful for all concerned with the problems of classification.

Keywords: cluster analysis, cluster validity indices



PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LVIII - ZESZYT 3-4 - 2011

BEATA BAL-DOMANSKA, JUSTYNA WILK

GOSPODARCZE ASPEKTY ZROWNOWAZONEGO ROZWOJU WOJEWODZTW —
WIELOWYMIAROWA ANALIZA POROWNAWCZA

1. WPROWADZENIE

Pojecie rozwoju jest kluczowe dla gospodarki i nauk ekonomicznych. W definicjach
tego pojecia podkresla si¢ znaczenie zmian iloSciowych i jakoSciowych zachodzgcych
w danym obszarze (np. spolecznym, gospodarczym). Zréwnowazony rozwdj jest pro-
cesem integrujgcym zjawiska spoleczne, gospodarcze oraz Srodowiskowe w sposéb
zapewniajacy rozwdj w dlugim okresie, dla obecnych i przysztych pokolen. Zawarta
w definicji zréwnowazonego rozwoju z 1987 roku w Raporcie Swiatowej Komisji
Srodowiska i Rozwoju ONZ wizja uwzglednia zaréwno populacje ludzka, jak i §wiat
zwierzat i roSlin, ekosystemy, zasoby naturalne Ziemi, surowce energetyczne, a takze
w sposob zintegrowany traktuje najwazniejsze wyzwania stojgce przed Swiatem, takie
jak walka z ubdstwem, réwno$¢ plci, prawa cztowieka i jego bezpieczeristwo, edukacja
dla wszystkich, zdrowie, dialog miedzykulturowy [3]. W kontekscie zréwnowazonego
rozwoju zwraca si¢ uwage na trzy jego cechy: samopodtrzymywanie, trwatos$¢ i zréw-
nowazenie [1].

Zréwnowazony rozwoj jest procesem majacym na celu poprawe jakosci zycia i do-
brobytu pokolert w dtugim okresie. Oceniajgc sytuacje w tym zakresie nalezy zwrécié
uwage na dokonywany przez regiony postep w kierunku wyznaczonych celéw lub jego
brak. Istotng role w procesie dazenia do zréwnowazonego rozwoju odgrywa moni-
toring efektéw podejmowanych dzialaii. W artykule przedstawiono propozycje oceny
i poréwnania sytuacji wojewddztw w kontekscie gospodarczych aspektéw zréwno-
wazonego rozwoju z wykorzystaniem miar syntetycznych wykorzystujacych wspdlny
wzorzec rozwoju. Narzedzie to wydaje sie szczegdlnie przydatne do realizacji celu
niniejszej pracy, a mianowicie oceny zréznicowania poziomu i dynamiki zmian.

Analize przeprowadzono w dwdch ujeciach — przestrzennym i czasowym. Pierwsze
ujecie dotyczy oceny zréznicowania wojewddztw pod wzgledem wartoSci wskaznikow
charakteryzujacych kluczowe obszary fadu gospodarczego w 2005 i 2009 roku. Dru-
gie ujecie odnosi si¢ do oceny postgpdéw wojewddztw w kierunku zréwnowazonego
rozwoju w 2009 roku w odniesieniu do 2005 roku.

Struktura artykutu jest nastgpujaca: w pierwszej czgsci okreSlony zostat gospodar-
czy wymiar zrdwnowazonego rozwoju oraz przyjeta procedura badawcza. W drugiej
czesci przedstawiono wyniki analizy sytuacji wojewddztw w obszarach opisujacych tad
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gospodarczy z wykorzystaniem podstawowych miar statystycznych oraz syntetycznego
WZorca rozwoju.

2. GOSPODARCZY WYMIAR ZROWNOWAZONEGO ROZWOJU

Zréwnowazony rozwdj jest zjawiskiem diugotrwatym i ztozonym. W zatozeniach
Unii Europejskiej obejmuje on takie kwestie, jak rozwdj spoteczno-gospodarczy, zréw-
nowazona konsumpcja i produkcja, wlaczenie spoteczne, zmiany demograficzne, zdro-
wie publiczne, zmiany klimatu i gospodarowanie energia, zréwnowazony transport,
zasoby naturalne, dobre rzadzenie i globalne partnerstwo [2].

Nadrzednym celem procesu dazenia do zréwnowazonego rozwoju, z uwzglednie-
niem tych obszaréw, jest trwala poprawa jakoSci zycia poprzez ksztattowanie wilasci-
wych proporcji w wymiarze gospodarczym, Srodowiskowo-przestrzennym i spotecz-
nym, w tym instytucjonalno-politycznym [1]. Zjawiska te sa w stosunku do siebie
komplementarne i wspdtzalezne (rys. 1). W tej koncepcji rozwdj gospodarczy roz-
patrywany jest z uwzglednieniem potrzeb obywateli i rozwoju kapitatu spolecznego
(np. réwnego dostepu do rynku pracy, podniesienia poziomu wyksztatcenia ludnosci),
a takze poszanowaniem Srodowiska naturalnego i korzystania z jego zasobow w sposéb
pozwalajacy na zachowanie funkcji ekosystemow w perspektywie dtugookresowe;.

gospodarczy

' ﬂ spoleczny
srodowiskow w tym
przestizenny stytucjonalno-
polityczny)

Rysunek 1. Uklad tadéw zréwnowazonego rozwoju

Zrédlo: opracowanie wlasne

3. PROCEDURA BADAWCZA

Ocena zréwnowazonego rozwoju nie jest zadaniem fatwym. Pod uwage nalezy
wciaé spektrum wzajemnie powigzanych zjawisk, ktérych oddzialywanie czgsto prze-
kracza jeden aspekt. Dlatego zadaniem szczegdlnie trudnym jest zdefiniowanie wskaz-
nikéw jednoznacznie obrazujacych problem, mierzalnych, dla ktérych istnieje pokrycie
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informacyjne. Kolejnym problemem jest wskazanie optymalnych warto$ci wskaZnika.
Dla wigkszosci wskaZnikéw zréwnowazonego rozwoju nie ma mozliwosci wyznaczenia
iloSciowych celéw. Dzieje si¢ tak m.in. z powodu braku w teorii jednoznacznych wska-
z6éwek, co do pozadanego poziomu zjawisk oraz trudnoSci w okre§leniu dla kazdego
ze wskaZnikéw wspdlnego dla wszystkich jednostek (wojewddztw) poziomu docelowe-
go.

W niniejszej pracy skupiono si¢ na wybranych aspektach rozwoju gospodarczego,
dla ktérych jako przyblizenie progéw docelowych wykorzystano najwyzsze (dla stymu-
lant) lub najnizsze (dla destymulant) wartosci. Nie oznacza to jednak, ze wartoSci te sg
optymalne. Wyznaczaja one najbardziej korzystne, realnie osiggni¢te wartosci. Moze
si¢ zdarzy¢, ze najkorzystniejsze wartoSci, wcigz sg duze nizsze niz wartosci pozadane
(docelowe). W takich przypadkach wartoSci miar syntetycznych wskazuja na blizsza
pozycje wzgledem wzorca niz wynikatoby to z sytuacji optymalne;.

Badaniem obj¢to zmiany wartoSci 15 cech diagnostycznych (por. tab. 1) charak-
teryzujacych gospodarcze aspekty zréwnowazonego rozwoju wojewddztw zgrupowane
w pieciu obszarach:

1. Gospodarka,

Innowacyjnosé,

Gospodarstwa domowe,

Rynek pracy,

Oddzialywanie na srodowisko.

Dla uzyskania poréwnywalnosci skali zjawisk wszystkie cechy diagnostyczne zo-
staly wyrazone jako wartosci relatywne w postaci wskaznikéw (struktury lub natgze-
nia). Przy doborze cech diagnostycznych kierowano si¢ ich merytoryczng przydatnoscig
do oceny zréwnowazonego rozwoju w przestrzeni wszystkich wojewddztw oraz dostep-
noscig poréwnywalnych danych dla wytypowanych lat.

Ocena sytuacji zréwnowazonego rozwoju wojewodztw w konteksScie tadu gospo-
darczego objeta:

— analize wskaZnikowg kazdego obszaru na podstawie wybranych statystyk opiso-
wych,

— konstrukcje rankingéw z wykorzystaniem syntetycznej miary rozwoju (SMR;) w kaz-
dym z obszaréw,

— oceng postepu poszczegdlnych wojewddztw w kierunku zréwnowazonego rozwoju

w 2009 roku w poréwnaniu z sytuacjag w 2005 roku.

Analiza miata charakter statyczny (w zakresie poziomu oraz mi¢dzywojewddzkiego
zréznicowania wartoSci wskaznikéw) oraz dynamiczny, obejmujacy poréwnanie sy-
tuacji wojewddztw w latach 2005 i 2009. W celu poréwnania zmian zachodzacych
w dwdch rozpatrywanych latach wykorzystano procedurg uwzgledniajacg wspdlny wzo-
rzec rozwoju’.

AR

! O konstrukcji miar ze wspélnym wzorcem rozwoju zob. szerzej w: M. Walesiak, Uogélniona miara
odleglosci w statystycznej analizie wielowymiarowej, Wyd. AE, Wroctaw 2006.
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Podstawg konstrukcji rankingéw w ramach obszaréw i ustalenia pozycji poszcze-
g6lnych wojewdédztw bylo wyznaczenie wartosci syntetycznej miary rozwoju (SMR?).
Procedura obliczeniowa objeta nast¢pujace kroki:

1. Normalizacja cech diagnostycznych z wykorzystaniem formuty unitaryzacji ze-
rowane;j:

Xitj — MU Xt j
l

(1

Zitj = : s
max X;; — mMin X,

l l
gdzie: z;;; — wartoS¢ j—tej cechy diagnostycznej (wskaznika) j =1, 2,..., k w i—tym
obiekcie i = 1, 2,..., N(wojewddztwie) w ¢-tym roku (= 2005, 2009) po unitaryzacji;
x;; — realizacja j-tej cechy diagnostycznej w i-tym obiekcie; minx;; (maxx;;) —
najmniejsza (najwicksza) wartoS¢ j-tej cechy diagnostycznej x;;.

W wyniku unitaryzacji warto$ci cech zawarte sg w przedziale [0; 1]. Przy czym
warto$¢ 0 przyjmuje wojewddztwo, dla ktérego wskaznik osiggnat w latach 2005 i 2009
warto$¢ najnizsza (minimalng), a 1 — warto$¢ najwyzsza. Po zastosowaniu unitaryza-
cji zerowanej zmienna mierzona jest na skali przedzialowej z umownym zerem na
poziomie warto$ci minimalne;j.

2. Ze wzgledu na trudnosci z okresleniem warto$ci optymalnej dla nominat badz
realizacje wartoSci wskaznikéw znacznie ponizej potencjalnej warto$ci nominalnej,
wszystkie  wskazniki  potraktowano jako stymulanty badZz destymulanty.
W zwiazku z konieczno$cia ujednolicenia charakteru (preferencji) cech dokonano za-
miany destymulant z” na stymulanty z° z wykorzystaniem formuty:

=1-20, (2)

3. Ustalenie wspotrzednych obiektu-wzorca. Obiekt-wzorzec stanowig najkorzystniej-
sze wartosci wskaznikéw uzyskane facznie w latach 2005 i 2009. Jako wzorcowy
przyjeto gérny wzorzec rozwoju, tzn. za najkorzystniejsze wartoSci cech diagnostycz-
nych w przypadku stymulant uznano wartosci maksymalne, a destymulant — wartoS$ci
minimalne. Wektor wzorca zy przyjmuje forme:

20 = [Zo] 202 ....ZOj]

Z0; = maxz;; dla stymulanty

taki, ze: . 3)
Z0; =mingz;; dla destymulant,
natomiast antywzorca z—:
Z-0 = [2701 7-02 --.Zfoj]
. . Zeo;=mingz;; dla stymulant
taki, ze: 0] " Y Y 4)

Z_g;j =maxz;,; dla destymulanty,
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gdzie: zo;— znormalizowana wartoS¢ (w naszym przypadku po unitaryzacji) j-tego
wskaznika we wzorcowym obiekcie, z;;; — znormalizowana wartoS¢ j-tego wskaznika
w i-tym obiekcie w okresie t.

4. OkreSlenie dystansu i-tego wojewddztwa do obiektu-wzorca z wykorzystaniem
odlegtosci euklidesowej d;p w m-tym (m =1, 2, ..., M) obszarze, na podstawie formuty:

®)

gdzie: dy, — odlegtos¢ euklidesowa miedzy i-tym wojewddztwem w 7-tym okresie
i obiektem-wzorcem w m-tym obszarze.

5. Wyznaczenie wartosci syntetycznej miary rozwoju (SMR]/) w m-tym obszarze
w f-tym okresie dla i-tego wojewddztwa wedtug formuty:

m dlr;lO
SMR}; =1—-—-, (©6)
dy
gdzie: dj — odleglo$¢ migdzy wzorcem i antywzorcem w m-tym obszarze.

Wartosci SMR}} sa unormowane w przedziale [0, 1]. Najlepsza sytuacje osiagnie
wojewddztwo, dla ktérego warto$¢ SMR}; wyniesie 1. Oznacza to, ze wojewddztwo
osiggnelo najkorzystniejsze (wzorcowe) wartosci dla wszystkich wskaznikéw zréwno-
wazonego rozwoju w danym obszarze. Poszczegdlne przedzialy wartosci SMR} inter-
pretowano jako sytuacje:

— [0,0; 0,2] bardzo niekorzystna,
- (0,2; 0,4] niekorzystna,

- (0,4; 0,6] umiarkowana,

- (0,6; 0,8] korzystna,

— (0,8; 1,0] bardzo korzystna.

Na podstawie SMR?, ., okreslono takze przewagi i ograniczenia wojewddztw. Za
przewage uznano obszar, w ktérym wojewddztwo osiggneto warto$¢ na poziomie wyz-
szym badZ réwnym 0,6. Natomiast jako zagrozenie okre§lono obszar, dla ktérego war-
to$¢ ta nie przekroczyta 0,4.

6. Do oceny postepdéw wojewddztw w m-tym obszarze w kierunku zréwnowazonego
rozwoju wykorzystano wartosci przyrostéw SMR};. Jezeli SMR},00 — SMR7 05 =
0,2% uznano, iz w wojew6dztwie wystapil wyrazny postep w kierunku zréwno-
wazonego rozwoju. Natomiast, sytuacje SMR .o — SMR)s < —0,1 uznano za
zagrozenie dla rozwoju wojewddztwa (pogorszenie si¢ sytuacji).

7. Na podstawie SMR]; obliczonych dla poszczegdlnych obszaréw wyznaczono Sred-
nig warto$¢ SMR;; w wojewodztwie:

% Za wystarczajacy mozna byloby uznaé 10% wzrost SMRY, jednakze ze wzgledu na relatywnie duzg
liczbg wojewddztw osiagajacych taki wynik prezentacje¢ ograniczono do regiondéw najszybciej podazajacych

Sciezka zrownowazonego rozwoju.
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1
SMRG > SMRy. ()
m=1

8. Zgodnos¢ otrzymanych w 2005 i 2009 roku uporzadkowan wojewddztw poréwnano
z wykorzystaniem wspétczynnika korelacji liniowej Pearsona.

4. WSTEPNA ANALIZA WSKAZNIKOW ZROWNOWAZONEGO ROZWOJU WOJEWODZTW

W tab. 1 przedstawiono wartoSci podstawowych statystyk opisowych oraz kla-
sycznego wspotczynnika zmienno$ci opartego na Sredniej arytmetycznej i odchyleniu
standardowym dla wskaznikéw ZR wedtug obszaréw®. Jak wynika z analizy, wick-
szo$¢ wskaznikéw charakteryzuje si¢ umiarkowanym stopniem zréznicowania miedzy
wojewddztwami. Najmniejsze zréznicowanie odnotowano w obszarze “Gospodarstwa
domowe” i "Rynek pracy”. W tych dwdch obszarach mozna uznaé, ze sytuacja miedzy
wojewddztwami jest wyréwnana i nie wystepuja znaczne dysproporcje rozwojowe.

Istotne réznice migdzy wojewddztwami odnotowano dla wybranych wskaZnikéw
w obszarach:

1. ,,Gospodarka” — dla wskaznika ,,Udzial gospodarstw rolnych wielkopowierzchnio-
wych w liczbie gospodarstw ogétem”,

2. ,,0ddziatywanie na Srodowisko” — dla 2 wskaznikéw: ,,Emisja zanieczyszczen ga-
zowych z zakladéw szczeg6lnie uciazliwych dla §rodowiska” oraz ,,Zuzycie wody
na potrzeby gospodarki narodowej i ludnosci na 1 mieszkanca”.

W przypadku udziatu gospodarstw wielkopowierzchniowych (czesto monokulturowych)

w calkowitej liczbie gospodarstw rolnych, wysoki ich udzial jest przejawem uprosz-

czenia struktury krajobrazu i Zrédlem zanieczyszczenia wod oraz degradacji gleb, co

zwykle oddziatuje negatywnie na r6znorodnos$¢ biologiczng i krajobraz rolniczy, a takze

»ekologiczno$ci” produktéw rolnych. Najwigcej gospodarstw wielko-powierzchniowych

(powyzej 1% wszystkich gospodarstw rolnych przy przecietnej wielkosci dla Pol-

ski wynoszacej 0,35%) bylo w 2005 roku w wojewddztwach: zachodniopomorskim

i warminisko-mazurskim, w 2009 roku do tej grupy dotaczyly: dolnoslgskie, pomorskie

i lubuskie.

Wojewoddztwa charakteryzowaly si¢ duzym zréznicowaniem takze pod wzgledem
emisji zanieczyszczen gazowych z zaktadéw szczeg6lnie ucigzliwych. W wojewddztwie
slaskim (3074 t/km?), o najwyzszej emisji zanieczyszczeri gazowych, wielkos¢ ta byta
okoto 53 krotnie wyzsza niz w warmifisko-mazurskim — o najnizszym poziomie emisji.
Wysoka emisje odnotowano takze w opolskim i 16dzkim (powyzej 1400 t/km?). Ni-
ska emisja charakteryzowala, oprécz warmifisko-mazurskiego, wojewddztwo podlaskie
(ponizej 90 t/km?).

3 Zrédtem danych w konstrukcji wskaznikéw byt Bank Danych Lokalnych Gtéwnego Urzedu Staty-
stycznego.
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Tablica 1. Wartosci statystyk opisowych dla wskaZnikéw charakteryzujacych poszczegdlne obszary fadu

gospodarczego
Statystyki opisowe
Obszar| Wskaznik (charakter) Rok wsp(f)Iczynni.k
minimum maksimum |mediana| zmiennoSci
(%)
17591,0 40817,0
PKB na 1 mieszkanica 2005 2 . L. 1228575 23,1
(stymulanta) lubelskie mazowieckie
2008 212690 . 4915‘5’0. 26793,4 23,0
podkarpackie | mazowieckie
Udzial wartos$ci dodanej brutto 2005 S?i 73’.7 i 62,8 6,9
< w sektorze ustug w wartosci opolskie mazowieckie
= dodanej brutto ogétem 2008 S (S 63.4 7.1
2 (stymulanta) opolskie mazowieckie
= 0,03 2,12
3 Udzial gospodarstw rolnych 2005 ,mglopolskiej zachodni9— 0,36 107,8
wielko powierzchniowych Swictokrzyskie | pomorskie
w liczbie gospodarstw 0.03 1,96
ogélem (%) (destymulanta) 2009 ’ . zachodnio- 0,44 94,4
matopolskie .
pomorskie
Udzial ludnosci aktywnej 2005 16,6 . 28,.9 . 19.9 13.4
zawodowo pracujacej podkarpackie | mazowieckie
z wyksztalceniem wyzszym
w ludnosci aktywnej zawodowo 305 335
pracujgcej ogétem (%) 2009 . oo | 245 12,2
© (stymulanta) opolskie mazowieckie ’ ’
g 0,1 1,1
é‘ Naktady na dziatalno$é 2005 , . kr K T, i 0,3 70,1
: badawczo-rozwojowa swu;too 1zys ie mazo;v;ec ie
£ w relacji do PKB (%) 2008 L - 0.4 66.0
= (stymulanta) lubuskie mazowieckie
. . . 72
Udzial produkcji sprzedanej 2 34,2
wyrobow nowych/istotnie 2006 ku]awskq— mazowieckie 12.8 506
ulepszonych w przedsie- pomorskie
biorstwach przemystowych 62 374
w produkcji sprzedanej 2008 dl’ i ’ » 10,3 58,1
ogdlem (%) podlaskie pomorskie
(stymulanta)
Dochody do dyspozycji 2005 13079.,0 21982,0 15963 135
brutto w sektorze podkarpackie | mazowieckie ’
2 gospodarstw domowych
9 na 1 mieszkarica (zt) — 16209,0 26882,0
,g ceny state z 2005 roku 2008 podkarpackie | mazowieckie 19375 13,2
< (stymulanta)
g Przecigtna miesieczna 37,9 58,6
£ emerytura i renta brutto 2005 mazowieckie Slaskie 49,6 7.8
2 w relacji do przecigtnego
o miesigcznego wynagrodzenia 39,2 58,5
3 brutto (%) 2009 mazowieckie Slaskie 506 74
(stymulanta)
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cd. Tablicy 1.

1 2 3 4 5 6 7
L. . . 18,8
Wskaznik zagrozenia ubdstwem | 5 8.4 . warmifisko- 132 | 217
skrajnym — procent 0s6b opolskie ki
w gospodarstwach domowych Mazursxie
znajdujacych si¢ ponizej 2,9 10,6
minimum egzystencji (%) 2009 opolskie Swietokrzyskie 38 | 341
(destymulanta)
48,5
2005 zachodnio- 57’.7 i 52,1 | 53
Wskaznik zatrudnienia pomorskie mazowieckie
(%) (stymulanta) 54,9 64.8
2009 zachodnio- — 58,1 | 4,0
pomorskie mazowieckie
§ Wskaznik bezrobocia 0séb 2.0 5,0
g, zarejestrowanych w wieku 2005 | ctopolskie warmirisko- 3,8 | 25,1
% 55 lat i wigcej (%) PO mazurskie
g (destymulanta) 29 5,0
~ 2009 elk ’ sk warmirisko- 39 | 21,6
Wielkopolskie mazurskie
. 11,1
Stopa bezrobocia 2005 | 00 warmifisko- | 7.6 | 20,0
rejestrowanego wsréd oséb wielkopolskie Ki
poszukujacych pracy diuzej mazurskic
niz rok (%) 1.8 5,3
(destymulanta) 2009 wielkonolskie warmifisko- 32 | 322
P mazurskie
62,0 33113
o Emisja zanieczyszczen 2005 warminsko- " k,' 511,5 | 105,7
é gazowych z zaktadéw mazurskie slaskie
2 szczeg6lnie ucigzliwych 506
S ] 3073,8
2 (tkm?) (destymulanta) 2009 |  warmiiisko- ask. 483,2 | 104,2
‘Z mazurskie slaskie
5 Zuzycie wody na potrzeby 0.1 0.9
g= gospodarki narodowej 2005 . zachodnio- 0,1 | 963
g ¢ g . p podlaskie :
s i ludgosm na 1 mieszkanca pomorskie
%‘ (dam’) (destymulanta) 2009 0,1 . o 1,0 ‘ 01 | 1083
S podlaskie Swietokrzyskie
3 o B 0,5 0,8
Zuzycie energii 2006 dk i ecki 0,7 11,9
elektrycznej ogélem podkarpackie mazowieckie
na 1 mieszkarica (MWh) 2009 0,6 0,9 0.7 10.9
(destymulanta) podkarpackie mazowieckie ’ ’

Zrédio: opracowanie wlasne na podstawie danych BDL.

Duze dysproporcje wykazywat takze wskaZnik zuzycia wody na potrzeby gospo-

darki narodowej i ludnoSci w przeliczeniu na 1 mieszkafica. W wojewddztwach o naj-
wyzszym zuzyciu w 2009 roku wynosil od 0,53 dam * w mazowieckim do 0,97 dam *
w Swietokrzyskim. W wojewddztwach o najnizszym zuzyciu, tj. lubuskim, podlaskim,

§laskim i warmirisko-mazurskim, warto$¢ ta nie przekroczyta 0,9 dam °.
Jako pozytywne zjawisko nalezy uznaé zmniejszanie si¢ dysproporcji miedzywo-

jewddzkich. Dotyczyto to 10 sposrdd 15 rozpatrywanych wskaznikéw. Jedynie w przy-
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padku 5 wskaZnikéw odnotowano nieznaczny wzrost dysproporcji migdzywojewddz-

kich w 2009 roku w relacji do 2005 roku, dotyczylo to w obszarze:

— ,,Gospodarka”: udziatu wartosci dodanej brutto w sektorze ustug w wartosci doda-
nej brutto ogétem,

— ,Innowacyjnos$¢”: udziatu produkcji sprzedanej wyrobéw nowych/istotnie ulepszo-
nych w przedsigbiorstwach przemystowych w produkcji sprzedanej ogétem,

— ,,Gospodarstwa domowe”: wskaZnika zagrozenia ubdstwem skrajnym,

— ,,Rynek pracy”: stopy bezrobocia rejestrowanego wsréd oséb poszukujacych pracy
dluzej niz rok,

— ,,0ddzialywanie na Srodowisko”: zuzycia wody na potrzeby gospodarki narodowej
1 ludnosSci na 1 mieszkafica.

5. OCENA OBSZAROW ZROWNOWAZONEGO ROZWOJU WOJEWODZTW W KONTEKSCIE
LADU GOSPODARCZEGO

Analize postgpéw wojewddztw w realizacji koncepcji zréwnowazonego rozwoju
w kontekscie tadu gospodarczego prowadzono wieloaspektowo. Objeta ona oceng sytu-
acji wojewddztw, poziomu spdjnosci terytorialnej oraz kierunku i tempa zachodzacych
zmian.

WartoSci syntetycznej miary rozwoju dla wojewddztw w poszczegdlnych obsza-
rach w latach 2005 i 2009 zestawiono w tab. 2. W relacji do 2005 roku sytuacja
wojewddztw poprawita si¢ w obszarach ,,Gospodarstwa domowe” i ,,Rynek pracy”,
poniewaz kazde wojewddztwo przyblizyto si¢ do wzorca. W obszarze ,,Gospodarstwa
domowe” najwigkszy postep odnotowano dla wojewddztwa warminsko-mazurskiego,
natomiast w obszarze ,,Rynek pracy” dla wojewddztwa zachodniopomorskiego. W za-
kresie ,,Gospodarki” i ,,Innowacyjno$ci” rozwéj okazal si¢ nieréwnomierny. Regres w
obu obszarach odnotowano w wojewddztwach dolno$laskim i lubuskim, w pozostatych
wojewddztwach sytuacja ulegta poprawie. Niekorzystnie nalezy ocenié obszar ,,Oddzia-
lywanie na Srodowisko”, z tego wzgledu ze sytuacja wszystkich wojewddztw pogorszyla
si¢, przy czym najbardziej w przypadku wojewddztwa warmirnisko-mazurskiego.

Relatywnie mate zmiany usytuowania wojewddztw w rankingu zaobserwowano w
obszarze ,,0ddziatywanie na §rodowisko”, natomiast relatywnie duze nastapily w ob-
szarze ,,Innowacyjnos¢” (tab. 3). Wojewddztwa nalezgce do czoléwki w poszczegdlnych
obszarach zwykle zajmowaly podobng pozycje w 2009 roku jak w 2005 roku, podobna
tendencja dotyczyla wojewddztw zamykajacych ranking.

Swoja pozycje w wickszosci obszaréw poprawily wojewodztwa kujawsko-pomorskie
i §wietokrzyskie. Spadek lokat we wszystkich obszarach odnotowano w wojewddztwie
lubuskim. Podobne lokaty jak w 2005 otrzymywaly wojewddztwa 16dzkie i malopol-
skie.
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W 2009 roku znacznie poprawil si¢ poziom spdjnosci regionalnej w obszarach
,,Gospodarstwa domowe” i ,,Rynek pracy” — wspdiczynnik zmiennoS$ci osiagnat o po-
fowe nizsze wartoSci w poréwnaniu z 2005 rokiem (tab. 4). Zmniejszyly si¢ réwniez
dysproporcje migdzywojewddzkie w zakresie ,,Innowacyjnosci”, cho¢ nadal zréznico-
wanie terytorialne jest duze. W pozostatych obszarach (,,Gospodarka” oraz ,,Oddziaty-
wanie na Srodowisko”) nieco zmniejszyl si¢ poziom spdjnosci regionalnej, pozostajac
na relatywnie niskim poziomie.

Rozrzut wartoSci syntetycznej miary rozwoju dla obszaréw, a takze liczebno§é
wojewodztw w poszczegblnych klasach (przedziatach wartosci SMR’Y) w latach 2005 i
2009 zaprezentowano na rys. 2. W 2009 roku uwidocznito si¢ dosy¢ duze tempo zmian
1 zwigzane z nim przesuni¢cia wigkszosci wojewddztw do klasy o korzystniejszej sy-
tuacji, w obszarach ,.Rynek pracy” i ,,Gospodarstwa domowe”. Z kolei zré6znicowane
tempo i kierunek zmian dotyczyl obszaréw ,,Gospodarka” i ,,Innowacyjnosé¢. W 2009
roku pogorszeniu ulegla dotad relatywnie dobra sytuacja wiekszosci wojewddztw w ob-
szarze ,,Oddzialywanie na Srodowisko”.

Gospodarka 2005

2009

Innowacyjnosé_2005

2009
Gospodarstwadomowe_2005
2009

Rynek pracy_2005

_2009
Oddziatywanie na srodowisko_2005

2009

0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
antywzorzec wzorzec

Rysunek 2. Rozrzut warto$ci SMR]; wojewddztw i liczebnosé klas wedtug obszaréw
w latach 2005 i 2009

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie tab. 2.

6. SYNTETYCZNA OCENA ZROWNOWAZONEGO ROZWOJU WOJEWODZTW W ZAKRESIE
EADU GOSPODARCZEGO

Syntetyczng ocen¢ postepéw w dazeniu do zréwnowazonego rozwoju przeprowa-
dzono wyznaczajac dla kazdego wojewddztwa Srednig wartoS¢ SMR;; (tab. 5). W 2009
roku sytuacja wszystkich wojewddztw ulegta poprawie — kazde z nich przesun¢to si¢
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w kierunku wzorca. Tempo rozwoju bylto jednak zréznicowane. Najwicksze przyrosty
wartodci §redniego SMR;; odnotowano w wojewddztwie zachodniopomorskim, pomor-
skim i podkarpackim, najmniejsze za§ w mazowieckim, lubuskim i podlaskim. Kolej-
nos$¢ wojewddztw w rankingu nie zmienita si¢ zasadniczo w stosunku do 2005 roku
(warto$¢ wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona wyniosta 0,92). W obu okresach
pierwsza lokate utrzymato wojewddztwo mazowieckie, a druga malopolskie. Na koricu
rankingu znalazlty si¢ podobnie jak w 2005 roku wojewddztwa opolskie, zachodnio-
pomorskie, Swietokrzyskie i warmiisko-mazurskie.

Tablica 5. Srednie wartosci SMR;, oraz lokaty wojewddztw w 2005 i 2009 roku

Wojewddztwo 2005 2009 Zmiana SMR;; | Zmiana lokaty
Sredni SMR,, | lokata | Sredni SMR;, | lokata
Dolnoslaskie 0,377 8 0,469 8 0,092 -
Kujawsko-pomorskie 0,334 12 0,434 11 0,100 1
Lubelskie 0,410 4 0,511 5 0,101 -1
Lubuskie 0,355 11 0,405 12 0,050 -1
L.odzkie 0,371 9 0,465 9 0,094 -
Matopolskie 0,452 2 0,538 2 0,086 -
Mazowieckie 0,587 1 0,628 1 0,041 -
Opolskie 0,287 15 0,366 16 0,079 -1
Podkarpackie 0,390 7 0,519 4 0,129 3
Podlaskie 0,392 6 0,443 10 0,051 -4
Pomorskie 0,403 5 0,533 3 0,130 2
Slaskie 0,360 10 0,477 7 0,117 3
Swietokrzyskie 0,287 14 0,375 14 0,088 -
Warminsko-mazurskie 0,322 13 0,399 13 0,077 —
Wielkopolskie 0,419 3 0,490 6 0,071 -3
Zachodnio-pomorskie 0,235 16 0,368 15 0,133 1

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie tab. 2 i tab. 3.

W 2009 roku nieco zwigkszyl sie poziom spdjnosci regionalnej — warto§¢ wspot-
czynnika zmienno§ci zmniejszyta si¢ z 20,71% w 2005 do 15,17% w 2009 roku.
Wojewoddztwa przesunely si¢ w kierunku wzorca, na co wskazuje wzrost mediany
(z 0,37 w 2005 na 0,47 w 2009 roku), a takze wartoSci minimalnej (z 0,24 w 2005
do 0,37 w 2009 roku) i maksymalnej Sredniego SMR;; (z 0,59 w 2005 do 0,63 w
2009 roku). Sytuacja wojewddztw nieco poprawita si¢ — w 2005 roku wigkszo$¢ wo-
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jewddztw charakteryzowala sie sytuacjg niekorzystng, a w 2009 roku sytuacja umiar-
kowang (rys. 3).

10 2005 rok wzoZeC

maz&wieckie

e

o <o
zachodniopomorskie

0,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
10 2009 rok wzorzec

mam@lieckie
QOO
opolskie

0,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Rysunek 3. Wykresy rozrzutu S§redniego SMR;, wojewddztw wzgledem wzorca

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie tab. 5.

W 2005 roku sytuacja umiarkowanie korzystng charakteryzowaly si¢ wojewddz-
twa mazowieckie, matopolskie, wielkopolskie, lubelskie i pomorskie (rys. 4). Na ich
pozycje w zasadniczy spos6b wptynety dobre warunki w obszarze ,,Gospodarka” i ,,In-
nowacyjnos¢, a takze ,,Rynek pracy” i ,,Oddzialywanie na Srodowisko”.

Pozostate wojewodztwa charakteryzowaly sie sytuacja niekorzystna, no co najwick-
szy wplyw mialy bardzo zte warunki w zakresie ,,Innowacyjno$ci” oraz staba sytuacja
w obszarach ,,Gospodarstwa domowe” i ,,Rynek pracy”.

W 2009 roku mimo tego, ze ogdlna sytuacja wojewddztw poprawita sie, tylko
pozycje wojewddztwa mazowieckiego mozna okresli¢ jako korzystna, przede wszystkim
z uwagi na dobre warunki w obszarach ,,Gospodarka” i ,,Innowacyjno$¢” oraz ,,Rynek
pracy” (rys. 5).

Grupe wojewddztw charakteryzujacq sie sytuacja umiarkowanie korzystng repre-
zentuja wojewddztwa malopolskie, pomorskie, podkarpackie, lubelskie, wielkopolskie,
Slaskie, dolno§laskie, 16dzkie, podlaskie, kujawsko-pomorskie i lubuskie. Wykazaty
si¢ one relatywnie dobra sytuacja w obszarach ,Rynek pracy”, ,,Oddzialywanie na
Srodowisko” i ,,Gospodarstwa domowe”.
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Rysunek 4. Sytuacja wojewddztw w zakresie zréwnowazonego rozwoju w kontekscie fadu
gospodarczego w 2005 roku

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie tab. 5.

Rysunek 5. Sytuacja wojewddztw w zakresie zréwnowazonego rozwoju w kontekscie tadu
gospodarczego w 2009 roku

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie tab. 5.

Sytuacj¢ pozostatych wojewddztw, tj. warmifisko-mazurskiego, Swietokrzyskiego,
zachodniopomorskiego i opolskiego mozna okresli¢ jako niekorzystng w wigkszosci
obszar6w.
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Biorac pod uwage wartosci SMRY i lokaty w poszczeg6lnych obszarach okreslo-
no korzysci (przewagi) i ograniczenia wojewddztw (tab. 6). Na podstawie przyrostow
warto$ci SMR;! okreSlono takze szanse i zagrozenia wojewddztw na drodze do zréw-
nowazonego rozwoju dla kazdego obszaru.

Tablica 6. Korzysci i ograniczenia oraz szanse i zagrozenia wojewddztw w zakresie fadu gospodarczego

Lokata L L . . .
w 2000 t. Wojewédztwo| Korzysci Ograniczenia Szanse Zagrozenia
G dark —
| Zopodarnd, Oddziatywanie | Rynek pracy, —Innavtfacy JnO3C,
1 mazowieckie | Innowacyjnosc, . . Oddziatywanie
————— | na Srodowisko Gospodarka . .
Rynek pracy _— na Srodowisko
Rynek pracy,
2 malopolskie Gospodarka, Rynek pracy |-
Innowacyjnos¢
Rynek pracy, Gospodarstwa
3 omorskie Gospodarka domowe,
p P P Rynek pracy,
Innowacyjnosc I Sy
nnowacyjnosc
Gospodarstwa Gospodarstwa
4 dk " Oddziatywanie | domowe , domowe,
podkarpackie | = rodowisko | Innowacyjnosé, | Rynek pracy, |~
Gospodarka Innowacyjnos¢
Oddziatywanie | Gospodarstwa
5 lubelskie na Srodowisko, | domowe, Innowacyjnosc¢ |-
Rynek pracy Innowacyjnos¢é
. . Innowacyjnosé .
Rynek : ’ s
6 wielkopolskie | Rynek pracy Gospodarka Rynek pracy Innowacyjnos¢
Rynek pracy, Oddziatywanie
. ————~__— | Rynek ,
7 Slaskie Gospodarstwa | nqg Srodowisko, ynek pracy, | _
— . | Gospodarka
domowe Innowacyjnosé
P Oddziatywanie | Innowacyjnosé, Gospodarka,
R _
8 dolnoslaskie na Srodowisko | Gospodarka ynek pracy Innowacyjnos¢
Rynek pracy,
9 16dzkie Gospodarstwa | Innowacyjno$é | Rynek pracy |-
domowe
. .| Innowacyjnos¢,
10 podlaskie Od(,izu:ilyw.aﬁle Gospodarstwa |- -
na srodowisko | o .
kujawsko- Oddzialywanie L
1 pomorskie na Srodowisko Innowacyjnosé Rynek pracy |-
. .| Innowacyjnos¢,
12 lubuskie Od(}izmlyw.ame Gospodarka, Rynek pracy Gosp odarfca,, .
na Srodowisko R . Innowacyjnos¢
'ynek pracy
Rynek pracy,
i hoko- : o | Gospodarka, Rynek pracy, ; ;
13 warmml?(o Od(’lzu:ilyw.a i‘e Innowacyjnosé, | Gospodarstwa —Odc{zzaly W‘.mle
mazurskie na srodowisko | Gospodarstwa | Zomowe | 4 Srodowisko
domowe
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cd. Tablicy 6.

Gospodarstwa
domowe,
‘o . Oddziatywanie Oddziatywanie
14 |Swigtokrzyskie |— nGa o Lé ow{(sk 0. Rynek pracy na Srodowisko
ospodarka,
Innowacyjnosé
Gospodarka,
. Innowacyjnos¢, | pyok
15 Zachodm.o Gospodarstwa Oddziatywanie ynek pracy, |
pomorskie domowe na §rodowisko, | Gospodarka
Rynek pracy
16 ki Gospodarka, Rvnek
opoisiie - Innowacyjnos¢ ynek pracy |-
. maksymalny maksymalny
Podkreslenie malisxrflzllr‘lij mlntlm,%h;a;u R dodatni ujemny
Legenda wartose i | Wartose it przyrost SMR} | przyrost SMR}
. | warto$é warto$¢ przyrost przyrost
Wytluszezenie| ¢y pm > 0,6 | SMR' < 0.4 | SMR'>0,2 | SMR' < ~0,1
ur 12,3 lokata | 14, 15, 16 lokata | 3 MWieksze 3 najwicksze
ursywa w rankingu w rankingu PrEyrosy PIZyrosty
dodatnie ujemne

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie tab. 2, tab. 3, tab. 5.

Wsréd wojewddztw nie bylo lidera w zakresie wszystkich rozpatrywanych ob-
szaréw. Czesto wojewddztwa mocne w zakresie ,,Gospodarki” lub ,,Innowacyjnosci”
byly stabsze w obszarze ,,Oddzialywanie na §rodowisko”, i odwrotnie. Z kolei wysoka
pozycja w rankingu niekoniecznie oznaczala jednoczesne wystepowanie pozytywnych
zmian warto$ciSMR]/; niektore wojewddztwa mimo pozostawania na niskich lokatach
dokonaly znacznych postepéw w danym obszarze.

Najlepszg ogdlng sytuacja, oceniajgc na podstawie Sredniego SMR;, zaréwno
w 2005 jak i 2009 roku, charakteryzowalo si¢ wojewddztwo mazowieckie, chociaz
sposréd wszystkich jednostek w 2009 roku w poréwnaniu do 2005 roku dokonato
najmniejszego postepu (oceniajac tgcznie wszystkie obszary). W obu okresach byto
liderem w zakresie ,,Gospodarki” i ,,Innowacyjnosci”’. Charakteryzowalo si¢ réwniez
korzystng sytuacjag w zakresie ,,Rynku pracy” (3. lokata). W stosunku do 2005 roku
dokonato najwickszego sposrod wszystkich wojewddztw progresu w obszarze ,,Gospo-
darka”, a takze duzego postepu w obszarze ,,Rynek pracy”. W wojewddztwie nastapit
najwiekszy, na tle pozostatych wojewddztw, regres w ,.Innowacyjnosci”’. Pomimo tego
utrzymato pierwszg pozycje w tym zakresie. Istotny spadek lokat (5 lokat w dot)
nastgpit w obszarze ,,Gospodarstwa domowe”. Wojewddztwo w obu latach charakte-
ryzowalo si¢ niekorzystng sytuacja w zakresie ,,Oddzialywania na Srodowisko” (15.
lokata w 2009 roku) i wykazuje ono ryzyko pogorszenia si¢ tej sytuacji w przysztosci.

Wojewoddztwo matopolskie utrzymato w 2009 roku druga lokate. Wsrdd atutéw
wojewodztwa wskaza¢ mozna korzystng sytuacje i jednoczes$nie pozytywne tenden-
cje w zakresie ,,Rynku pracy”. Wojewddztwo uplasowato si¢ na wysokich pozycjach

2z 299

w rankingu w obszarach ,,Gospodarka” i ,Innowacyjno$¢”. Mimo dokonania znacz-
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nych postepéw w zakresie ,,Gospodarstw domowych” na tle pozostalych wojewddztw
wypadto dosy¢ stabo i zajeto 11. lokate.

Istotny postep w dazeniu do zréwnowazonego rozwoju charakteryzowal woje-
wodztwo pomorskie. Sytuacje wojewddztwa w wigkszosci badanych obszaréw mozna
okresli¢ jako umiarkowanie korzystng. Wzmocnito ono jednak znacznie swojg pozy-
cje w obszarach ,,Gospodarstwa domowe”, ,,Rynek pracy”, a takze ,,Innowacyjnos$c¢”.
W zakresie ,,Rynku pracy” dokonato znacznego postepu i jednoczesnie przeskoku az
o 5 lokat w gore. Poza tym zajmuje wysokie pozycje w aspektach ,,Gospodarka”
i ,,Innowacyjnos¢”.

Bardzo pozytywne zmiany zaobserwowano w wojewodztwie podkarpackim,
przede wszystkim w zakresie ,,Gospodarstw domowych” i ,,Rynku pracy”, ale takze ,,In-
nowacyjnos$ci”’. W obu poréwnywanych latach wojewddztwo bylo liderem w obszarze
,,Oddziatywanie na §rodowisko”. Jednoczes$nie charakteryzuje si¢ najmniej korzystnymi
warunkami w aspekcie ,,Gospodarstwa domowe” (16. lokata). Uzyskalo nienajlepsze
wyniki oraz niskg pozycje w zakresie ,,Gospodarki” (11. lokata), a takze ,,Innowacyj-
nosci”.

Usytuowanie wojewddztwa lubelskiego na tle pozostatych jest zadowalajace. Cha-
rakteryzuje si¢ ono pozytywnymi uwarunkowaniami w zakresie ,,Oddziatlywania na
Srodowisko” (2. lokata), a takze ,,Rynku pracy”. Jednak sytuacj¢ ,,Gospodarstw domo-
wych” nalezy okresli¢ jako niekorzystna, mimo ze wojewddztwo dokonato przesunigcia
w kierunku wzorca. W ciggu kilku lat nastgpita widoczna poprawa w obszarach ,,Rynek
pracy”, ,IJnnowacyjnos$¢”, ale w tym ostatnim sytuacja nadal jest niezadowalajgca.

Znaczny spadek w rankingu (3 lokaty) charakteryzowal wojewddztwo wielkopol-
skie. Odznacza si¢ ono duzym zréznicowaniem w poszczegdlnych obszarach. Dokonato
znacznego postepu w zakresie ,,Rynku pracy” i jego sytuacja jest obecnie najkorzyst-
niejsza na tle pozostatych wojewddztw. Wyrazne zmiany na korzy$¢ nastgpily rowniez
w przypadku ,,Gospodarstw domowych”. Z1g sytuacje i bardzo niekorzystne tendencje
wojewddztwo wykazato w obszarze ,,Innowacyjnosci”’; odnotowalo spadek w rankingu
az o 7 lokat. Poprawy wymaga réwniez obszar ,,Gospodarka”.

Swoja pozycje na tle pozostatych wojewddztw o 3 lokaty poprawilo $laskie. Zajmu-
je najwyzszg pozycje w zakresie ,,Gospodarstw domowych” i dokonato dosy¢ duzego
postepu w tym zakresie w stosunku do 2005 roku, cho¢ daleko mu jeszcze do wzorca.
Charakteryzuje si¢ dobra sytuacjg w zakresie ,,Rynku pracy”. Zrobito znaczny postep
w tym obszarze w stosunku do 2005 roku i dzigki temu wspigto si¢ o 3 lokaty w gére.
Dosy¢ korzystne zmiany zaobserwowano w obszarze ,,Gospodarka”; w ktérym wo-
jewédztwo odnotowato drugi (za mazowieckim) najwigkszy przyrost wartosci SMR;;
i przeskoczylo o 3 lokaty w gére. Najmniej korzystnie ze wszystkich wojewddztw
wypadio w obu okresach w obszarze ,,Oddziatywanie na Srodowisko”. Niekorzystna
sytuacja dotyczy réwniez ,,Innowacyjnosci”.

Og6lng sytuacje wojewddztwa dolnoslgskiego mozna ocenié jako przecietng (8. lo-
kata). Bardzo istotne zmiany na korzys$¢ dotyczyly obszaru ,,Rynek pracy. Cho¢ zajmuje
ono przecigtne pozycje w zakresie ,,Gospodarki” i ,,Innowacyjnosci”, to charakteryzuje
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si¢ bardzo niekorzystnymi tendencjami w obu tych obszarach i odnotowato spadek lokat
(odpowiednio o 6 i 3 pozycje). W obszarze ,,Oddzialywania na §rodowisko” awanso-
walo o 4 lokaty (3. lokata) i wykazalo najmniejsza ujemna zmian¢ SMR! wsréd
wojewddztw (relatywnie najkorzystniejsza sytuacje), za§ w obszarze ,,Gospodarstwa
domowe” zyskato 3 lokaty w gére dokonujac znacznego postepu w tym zakresie.

Ogodlna sytuacja wojewddztwa todzkiego ulegla poprawie, ale jego pozycja w ran-
kingu nie zmienita si¢ w stosunku do 2005 roku. Dosy¢é mocna strong wojewddztwa
jest obszar ,,Gospodarstwa domowe”, gdzie zajmuje 2. lokate i dokonato dosy¢ duzego
postepu w stosunku do 2005 roku. Zajmuje réwniez wysoka lokate w zakresie ,,Go-
spodarki” (4. pozycja). Korzystne tendencje nastgpily w tym wojewddztwie w obszarze
»Rynek pracy”. Natomiast obszarem wymagajacym poprawy jest ,Innowacyjnos$c”.

Niewielki postep i1 jednoczeSnie niekorzystne zmiany usytuowania w rankingu (4
lokaty w dot) charakteryzowaly wojewddztwo podlaskie. Zdecydowanej poprawy wy-
maga w tym przypadku obszar ,,Innowacyjnos¢” (12. lokata), a takze ,,Gospodarstwa
domowe” (13. lokata), cho¢ odnotowano znaczny postep w tym zakresie. Niewielki
postep i, co za tym idzie, najwigkszy spadek (o 7 lokat) zaobserwowano w obszarze
,-Rynek pracy”.

Wojewddztwo kujawsko-pomorskie nalezy do grupy regionéw o umiarkowanie
korzystnej sytuacji w zakresie ,,Gospodarki” (6. lokata) i ,,Gospodarstw domowych”
(6. lokata, 4 pozycje wyzej i znaczne zmiany na korzy$¢ w stosunku do 2005 ro-
ku). Umiarkowanie dobrg sytuacje i korzystne tendencje zaobserwowano w zakresie
»Rynku pracy”, cho¢ wojewddztwo nadal nisko plasuje si¢ w rankingu (12. lokata).
Do stabych stron wojewddztwa nalezy obszar ,,Innowacyjno$¢”, natomiast do mocnych
,,Oddzialywanie na Srodowisko”.

Wojewddztwo lubuskie znalazto si¢ w piatce wojewddztw zamykajacych ranking.
Poczynito nieznaczny postep w kierunku wzorca. Do stabych stron wojewddztwa nalezg
~Innowacyjno$¢” (15. lokata) i ,,Gospodarka™ (14. lokata). Oba obszary charakteryzuja
sie¢ niekorzystnymi tendencjami i wojewddztwo odnotowato spadek lokat (odpowiednio
0 31 4 lokaty w do6t). Mimo nienajgorszej pozycji w rankingu (obecnie 7. pozycja,
co oznacza spadek o 3 lokaty w stosunku do 2005 roku) oraz dokonania postepu,
jako niekorzystng sytuacje mozna réwniez wskazaé obszar ,,Gospodarstwa domowe”.
Pozytywne zmiany, mimo spadku o 3 lokaty, dotycza ,,Rynku pracy”.

Wojewddztwo warminsko-mazurskie charakteryzuje si¢ zréznicowang sytuacja
w poszczegdlnych aspektach. Zajelo ostatnie miejsce w zakresie ,,Rynku pracy”, ale
jednoczesnie zauwazyé mozna korzystne tendencje w tym obszarze. Do jego stabych
stron nalezy réwniez ,,Gospodarka”, a takze ,Innowacyjno$¢”. W obszarze ,,Oddziaty-
wanie na Srodowisko” wykazato najwiekszy regres. Wykazuje najbardziej pozytywne
zmiany w obszarze ,,Gospodarstwa domowe” (4. lokaty w goére), cho¢ nadal sytuacja
w tym obszarze nie jest najlepsza.

Sytuacja wojewddztwa Swietokrzyskiego jest wyréwnana w wigkszosci rozpatry-
wanych obszaréw, tj. ,Innowacyjnos$¢”, ,,Gospodarstwa domowe” i ,,Oddzialywanie na
srodowisko”. W przypadku ,,Innowacyjnosci” mimo znacznego postepu w kierunku
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wzorca, wojewddztwo odnotowato spadek pozycji w rankingu o 3 lokaty. Wojewddz-
two wykazalo niekorzystne tendencje i spadek o 4 lokaty w obszarze ,,Oddzialywanie
na §rodowisko”. Pozytywne zmiany dokonane zostaty na ,,Rynku pracy”.

Duzym potencjatem gospodarczym wykazalo si¢ wojewddztwo zachodnio-
pomorskie. Na tle pozostalych wojewddztw wypadlo dosy¢ dobrze w obszarze ,,Go-
spodarstw domowych”, w ktérym zajmuje 3. lokate (o 3 pozycje wyzej niz w 2005
roku) i dokonato znacznego postepu w tym zakresie. Cho¢ sytuacja w obszarze ,,Rynek
pracy” jest nadal umiarkowanie korzystna, to wojewddztwo dokonalo bardzo pozy-
tywnych przemian w tym zakresie. Do jego stabych stron nalezy ,,Innowacyjno$¢”,
,Gospodarka” (gdzie wykazato korzystne tendencje) i ,,Oddzialywanie na Srodowisko”
(13. lokata).

Wojewddztwo opolskie uplasowato si¢ na koricu rankingu. W obszarze ,,Rynek
pracy” wykazalo ono znaczny postep w poréwnaniu do 2005 roku i korzystne zmiany
w zakresie ,,Gospodarstw domowych”, mimo tego w tym ostatnim obszarze odnotowato
spadek o 3 lokaty. Charakteryzowalo si¢ najmniej korzystna sytuacjg w obszarach

z

,»Gospodarka” i ,,Innowacyjnos¢” (16. lokaty).

7. PODSUMOWANIE

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna méwié o pewnym postepie woje-
wodztw w kierunku zréwnowazonego rozwoju w kontekscie fadu gospodarczego, choé
nie byta to radykalna zmiana. W 2005 roku sytuacje wiekszosci wojewddztw mozna
bylo okresli¢ jako niekorzystna, natomiast w 2009 roku jako umiarkowanie korzystna.
Wynikalo to zar6wno z osiagnigtego poziomu wskaznikéw, jak i poniekad bylo wyni-
kiem zastosowanej metody badawczej. Przy konstrukcji miar syntetycznych opartych
na kilku zmiennych, rzeczg czesto spotykang jest usrednienie ich realizacji.

Najkorzystniejsze zmiany — ze wzgledu na poprawe sytuacji wojewddztw oraz
zwigkszenie spdjnosci terytorialnej — zaszly w obszarach ,,Gospodarstwa domowe”
i ,,Rynek pracy”.

W relacji do 2005 roku nastapity niewielkie przesuniecia wojewddztw w rankingu.
W 2009 roku nadal liderem bylo wojewddztwo mazowieckie, cho¢ jego dystans w sto-
sunku do pozostatych wojewddztw ulegt zmniejszeniu. Natomiast w grupie wojewodztw
o najmniej korzystnej sytuacji, podobnie jak w 2005 roku, znalazly si¢ zachodniopo-
morskie, opolskie, §wietokrzyskie i warminsko-mazurskie.

Najwickszy postep w kierunku wzorca charakteryzowal wojewddztwo zachodnio-
pomorskie. Relatywnie duzg zmiane na korzy$¢ wykazaly réwniez wojewddztwa po-
morskie, podkarpackie, §laskie, lubelskie i kujawsko-pomorskie. Jednocze$nie wick-
szo$¢ z tych wojewddztw (oprécz lubelskiego) obnizyto swojg lokate w rankingu.
Oznacza to, ze nawet tak duzy post¢p nie wystarczyl, aby doréwnaé wojewddztwom
o lepszej sytuacji.

Swoje usytuowanie w rankingu znacznie poprawily wojewddztwa podkarpackie
i Slaskie. Relatywnie duzy spadek lokat odnotowano w przypadku wojewddztwa pod-



Gospodarcze aspekty zrownowazonego rozwoju wojewodztw. . . 321

laskiego oraz wielkopolskiego. Wojewddztwa te charakteryzowata niewielka poprawa
sytuacji w wiekszoSci obszaréw.

Interpretujac wyniki przeprowadzonych badan nalezy mie¢ na wzgledzie specyfike
wojewddztw (m.in. usytuowanie geograficzne, profil gospodarczy) oraz ich wewngtrzne
zréznicowanie (spdjnos¢ terytorialng), a takze relatywnie krdtki okres badania oraz
przyjete umownie wzorcowe wartoSci wskaZznikow, ktére nie zawsze sg wartoSciami
optymalnymi w danej dziedzinie.

Katedra Gospodarki Regionalnej,
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu
Katedra Ekonometrii i Informatyki,
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu
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GOSPODARCZE ASPEKTY ZROWNOWAZONEGO ROZWOJU WOJEWODZTW —
WIELOWYMIAROWA ANALIZA POROWNAWCZA

Streszczenie

Zréwnowazony rozwdj jest nadrzednym celem Unii Europejskiej. Zaktada podniesienie poziomu
i jakosci zycia poprzez osiggnigcie kompromisu w zakresie rozwoju gospodarczego, spolecznego i §rodo-
wiskowego. W artykule dokonano oceny zréwnowazonego rozwoju wojewddztw Polski w kontekscie tadu
gospodarczego w 2005 i 2009 roku. Wojewddztwa opisano zestawem wskaznikéw, ktére pogrupowano
w pieé obszaréw, tj. gospodarka, innowacyjnos¢, gospodarstwa domowe, rynek pracy i oddzialywanie na
$rodowisko. Analizowano sytuacje wojewddztw, poziom spdjnosci terytorialnej oraz kierunek zachodza-
cych zmian. W tym celu zastosowano wybrane statystyki opisowe oraz porzgdkowanie liniowe z formuig
WZOICOWa.

Stowa kluczowe: zréwnowazony rozwdj, tad gospodarczy, wielowymiarowa analiza statystyczna
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ECONOMIC ASPECTS OF SUSTAINABLE DEVELOPMENT IN POLISH VOIVODESHIPS —
MULTIVARIATE DATA ANALYSIS

Abstract

Sustainable development is basic and superior aim of European Union. It assumes growing standard
and quality of life by achieving compromise in respect to economic, social and environmental develop-
ment. In this paper an evaluation of sustainable development in Polish voivodeships with reference to
economic order in 2005 and 2009 was performed. The voivodeships were described by a set of indicators
grouped into five areas such as economy, innovativeness, households, labour market and impact upon the
environment. The voivodeships situation, territorial cohesion and direction of changes were investigated.
Selected description statistics and linear ordering with pattern formula were applied.

Keywords: sustainable development, economic order, multivariate data analysis
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KILKA UWAG O WARTOSCIACH WEASNYCH MACIERZY KORELACII

W niniejszej pracy, w nawigzaniu do pracy Kolupa, 2006, podajemy konstrukcje
przedziatu [@®, BR], w ktérym leza wszystkie wartosci wlasne macierzy korelacji R(k)
= [r;;] stopnia k, gdzie r;; oznacza wspéiczynnik korelacji pomiedzy standaryzowa-
nymi zmiennymi Z; oraz Z; bedacymi zmiennymi objasniajacymi jednoréwnaniowego
liniowego modelu ekonometrycznego postaci:

Y=aZ1+...+ oy Z; +e. (1)

Wspomniana konstrukcje przedziatu [a®, BR] wykorzystujemy prezentujac kryterium
(dwie wersje), na podstawie ktérego rozstrzygamy o dodatniosSci wszystkich wartosci
wlasnych macierzy korelacji R(k).

Dodajmy jeszcze, ze przedstawione nizej kryterium jest inne niz dotychczas znane
i opisane w literaturze (Mostowski, Stark, 1968).

Jezeli A = [a;;] jest rzeczywista macierza symetryczng stopnia k, to wszystkie jej
warto$ci wlasne leza w przedziale [ a, B ], gdzie:

@ = %trA - % V(k = D[ktrA? — (trA)?], )

B= %trA + % Vk — DIktrA? — (trA)?]. (€)

Oznaczmy symbolem d nastgpujace wyrazenie:

1
d=7 V(k = D[ktrA2 — (trA)?] @)
(por. np. Kolupa, 2006).
Woéwczas jak to wynika ze wzordw (2) i (3) mamy:

B 2trA
Tk

a—pB=-2d

+p ®)
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Poniewaz macierz korelacji R(k) = [r;;]iq jest rzeczywista macierza symetryczng prze-
to:

1
LuR(K) =1 (6)
aR2(k) = k + Z r 9
ity
[rR(k)]* = k? (8)
Wobec tego:
ktrR2(k) — [trR(K)]? = k2 + k Z -k =k Z r )
;¢jj g}
co pocigga za soba, ze:
(k=1) [keR? (k) — [rR(K)P?| = (k — Dk Z r (10)
L.
i#]

Wéwezas na podstawie (2) i (3) uwzgledniajac rezultaty podane we wzorach (6), (7),
(8), (9) i (10) mamy przedziat [ o®, gR], gdzie:

a® =1-dR, (1)

BR =1+d®, (12)

1
R _ * _ 2
d* = |=Dk § 2. (13)
i:{]

Oznacza to, ze wszystkie warto$ci wlasne /llR macierzy korelacji R(k) lezg w prze-
dziale:
1-d® < B <1+d%i=1,2,.. .k (14)
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Zadamy, aby AR > 0, czyli:

1-d%>0 (15)
albo:
k2>k22r$j—kzr?j. (16)
it ity

Zapisujemy (16) w rdownowaznej postaci:

i,j
i#] i#]

1- erj K> —kzrfj. (17)
i,J

Ostatecznie:

1—2;@ k>—zr§., (18)

LJ LJ
i£] i#]

Z nieréwnosci (18) wyznaczamy k. Moga zaistnie¢ dwa przypadki, ktére oznaczamy
symbolami A oraz B.

Przypadek A:
sign|1=3"r = +1. (19)
by
#]
Wéwczas:

k > u, (20)
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zas:
-3 rl_2f
i#]
U= ———. 21
= 1)
ij "
i#]
Nier6wnos¢ (20) jest, to jak tu wida¢ ze wzoru (21), zawsze spetniona.
Przypadek B:
sign 1—Zr3j -1 (22)
Ly
1#]
Wéwczas:
k< u, (23)

gdzie u dane jest wzorem (21).

Tak wigc w obydwu przypadkach (przypadek A oraz przypadek B) jest spetniona
nierownos¢ (15).

Oznacza to, ze wowczas wszystkie wartosci wlasne macierzy R(k) sa dodatnie.

Dodajmy jeszcze, ze warunek (19) ma miejsce wowczas, kiedy:

dor<, (24)

bJ
i#]

za$ warunek (22) zachodzi wéwczas, kiedy:

Zr,?j > 1. (25)

bJ
i#]

Tak wigc otrzymujemy dwie wersje kryterium na podstawie ktérego mozna rozstrzy-
gnadé, czy wszystkie warto$ci wlasne macierzy korelacji R(k) sa dodatnie.
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Wersja 1
Jezeli jest spetniony warunek (24), to wszystkie warto$ci wlasne macierzy korelacji
R(k) sa dodatnie (nieréwnos$¢ (19) jest zawsze spetniona).

Wersja 2

Jezeli sg spelnione warunek (22) i nieréwnos¢ (23), to wszystkie warto$ci wlasne
macierzy korelacji R(k) sg dodatnie.

Odwotamy si¢ do kilku przyktadéw ilustrujacych opisane rezultaty.

Przyktad 1
Dana jest macierz R(2) postaci:
1 0,2
B(Q2) = ’ 26
(2) l 0.2 1 l (26)
Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze:
1-2 0,2
det [R(2) — AI(2)] = det ’ =0, 27
et[R(2) - AAQ2)] e[o’z o 27)
czyli:
(1-2>-0,04=0 (28)
albo:
1-21+2*-0,04=0 (29)
2 =21+0,96=0 (30)
A=4-4.-0,96=4-0,04 30D
VA=2-0,2 (32)
2-2-0,2 4
Al=————=1-0,2=—, 33
1 5 3 (33)
2+2-0,2 6
/12=%=1+0,2=§ (34)

Ze wzoréw (11) i (12) wynika, ze w omawianym przypadku dla macierzy (26) mamy:

1 1 4
a/R:1—5\/1~2'O,08=1—5\/0,16=§, (35)

1 1 6
,8R=1+§\/1-2-0,08=1+§\/0,16=— (36)

5
Wszystkie warto$ci wtasne macierzy R(2) danej wzorem (26) naleza do przedziatu

46
[g, g] A zatem sg dodatnie.
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Przyktad 2 (ilustracja wersji 1)

Rozpatrzymy ponownie macierz R(2) dang wzorem (26). Mamy zatem:

2
Dk =0,2? 40,22 =2-0,04 = =,

czyli:

— 25
L
i#]

2 23
1— 212 ==,
2.7 25~ 25

i
i#]

(37)

(38)

Jest zatem speiniony warunek (19). Tym samym nieréwnos$¢ (20) jest zawsze speiniona.
Oznacza to, ze wszystkie warto$ci wlasne macierzy danej wzorem (26) sg dodatnie, co
sprawdziliSmy tez bezpoSrednio (patrz przyktad 1).

Przykiad 3 (ilustracja wersji 2)

Dana jest macierz:

1 0,8 0
RB3)={0,8 1 0
0 0 1

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze:

0 =det[R3)—-AUB)] =det| 0,8

czyli:

stad:

1-4 0,8 0
1-4 0 ,
0 0 1-21

(1-2°>-0,64(1 -2 =0,

(1= D[ (1 =D =064 + 0,644] = 0,

(1-D[ 22 -21+1-0,64 + 0,641] = 0,

stad:

oraz:

(1 - D[ 221,364 + 0,36] = 0,

=1

A2 -1,361 + 0,36 = 0,

(39)

(40)

(41)

(42)
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przeto:
A = 1,8496 — 1,4400 = 0,4096
VA = 0,64
1,36 - 0,64
J= =22 20,36 43)
1,36+ 0,64
d= 2o (44)

A zatem wszystkie wartoSci wlasne macierzy R(3) danej wzorem (39) sg dodatnie. Tym
razem skorzystamy z wersji 2 kryterium, na podstawie ktérego mozna rozstrzygnaé czy
wszystkie warto$ci wlasne macierzy R(3) danej wzorem (39) sg dodatnie.

Zauwazmy, 7e:

Dk =0,64+0,64=1,28 (45)

ij
i#]

i wobec tego jest spetniony warunek (25), czyli:

1_Zr2.=1—1,28:—0,28 (46)

i
ij
i#]

oraz nieréwnos$¢ (23), bo u dana jest wzorem (21). Zatem:

1,28
“=720.28

Wobec tego dla k = 3 (taki jest stopieri macierzy R(3) danej wzorem (39)) mamy:

~ 4,57 > 0. 47)

3<4,57. (48)

A to oznacza, ze wszystkie warto$ci wlasne macierzy R(3) danej wzorem (39) sg
dodatnie.

SprawdziliSmy to bezposrednio (patrz wzory (41), (42) i (43)).

Podamy teraz przedziat [ o®, gR], w ktérym leza wszystkie wartosci wlasne roz-
patrywanej macierzy.

Dla macierzy R(3) danej wzorem (39) na podstawie wzoréw (11), (12) i (13)
mamy kolejno:

1 3
d® = 5\/2-3-1,28 = ?\/_\/2,56:0,5737- 1,6 = 0,91792,
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przeto:

aR=1-4®
BR=1+a®

1 -0,91792 = 0,08208,
1+ 091792 = 1,91792,

a zatem wszystkie wartosci wlasne /llR i =1, 2, 3 macierzy korelacji R(3) danej
wzorem (29) naleza do przedziatu [ o®, R, czyli:

0,08208 < /llR < 191792,i=1, 2, 3,
co stwierdziliSmy bezposrednio (patrz wzory (41), (42) i (43)).

Zauwazmy nastepnie, Ze podane rezultaty przenoszg si¢ na przypadek macierzy
uniwersalnej G(k) = [g;;] stopnia k, dla ktdrej:

1 dla i=]
i = 49
8 {r,-r, dla  i#j “9

gdzie r, oznacza wspoiczynnik korelacji pomigdzy para zmiennych (Z;Z;), p = i, j
oraz réwniez macierzy uniwersalnej Q(k) = [g;;] stopnia k, dla ktérej:

L dla 0=
=J
i=qi=14 i 50
qij = 4ji = dla oy (50)
T
gdzie r; oraz r; maja te same znaczenie o ktérym informowaliSmy omawiajac macierz
uniwersalna.
Dodajmy jeszcze, ze macierz uniwersalna i neutralna zostaly wprowadzone do
ekonometrii przez Z. Hellwiga (patrz np. Hellwig, 1976).

prof. zw. dr hab. Michat Kolupa,
Politechnika Radomska w Radomiu

dr hab. Joanna Plebaniak, prof. SGH.
Szkota Gtowna Handlowa w Warszawie

LITERATURA

[1] Hellwig Z., (1976), Przechodnios¢ relacji skorelowania zmiennych losowych i ptynqce stqd wnioski
ekonometryczne, ,,Przeglad Statystyczny” nr 3, Warszawa.

[2] Kolupa M., (2006), O konstrukcji przedziatu dajgcego oszacowanie wartosci wilasnych regularnej
macierzy symetrycznej — Matematyka jezyk uniwersalny — AE Krakéw.

[3] Mostowski A., Stark M , (1968), Algebra liniowa, PWN, Warszawa.



Kilka uwag o wartosciach wtasnych macierzy korelacji 331

KILKA UWAG O WARTOSCIACH WEASNYCH MACIERZY KORELACIJI
Streszczenie

W pracy wykazano, ze wszystkie wartoSci wlasne macierzy korelacji R(k) = [r;;] stopnia k leza
w przedziale [ R, gR], gdzie:

oa®=1-4g®

BR=1+a®

zas:

Wartosci wlasne macierzy korelacji sa dodatnie, jezeli tylko jest spetniony jeden z dwdch nastepuja-
cych warunkéw:

albo:
2 < 1ik >
ri; < lik > u
ij
i#]
albo:
2
Z ri; > 1
ij
i#]
oraz :
k<u
gdzie:

-3
< Ui
ij
i#j

u = —--

_ 2

-2
ij
i#]

Stowa kluczowe: macierz korelacji, warto$ci wlasne macierzy
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SAME REMARKS ABOUT CHARACTERISTIC ROOTS OF MATRIX
OF CORRELATION R(k) = [r;;]ixk

Summary

The paper is devoted presentation construction the of the interval [ R, g®] for all characteristic
roots of matrix of correlation R(k) = [rijliw:

a®=1-gR

BY=1+d"

1

R _ _ _ 2

d® =+ | (k= Dk § 2
:’ij

The all characteristic root /l,R are positive, if:

where:

sign I—Z:r.2 =+landk > u

ij
ij

A) i#]
or:
sign| 1 —erj =-1
ij
B) i#j
and:
k<u
where:
2
- Z Tij
ij
i#]
U= ———
2
1=
ij
i#]

Keywords: matrix of correlation, characteristic roof of matrix
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PRZEGLAD SEMIPARAMETRYCZNYCH METOD ESTYMACII
MODELI TOBITOWYCH TYPU I-III

1. WPROWADZENIE

Modele tobitowe rozwijajg si¢ od 1958 roku, kiedy to po raz pierwszy James Tobin
w pracy [45] rozwazyl model regresji dla zmiennej zaleznej cenzurowanej. Model ten
nazwano modelem tobitowym od nazwiska jego tworcy oraz ze wzgledu na pewne
pokrewieristwo z modelem probitowym. W kolejnych latach nastepowat rozwdj mo-
deli zmiennej zaleznej ograniczonej (limited dependent variable models), tzn. modeli
zmiennej zaleznej ucietej (truncated models), cenzurowanej (censored models) lub
podlegajacej nieprzypadkowej selekcji! (sample-selection models, selection models).
Takeshi Amemiya w pracy [1] dokonat przegladu istniejagcych modeli i usystematy-
zowal je ze wzgledu na posta¢ funkcji wiarygodnosci. W rezultacie wyodrebnit pigé
gléwnych typéw modeli tobitowych?.

W celu estymacji parametréw w modelach tobitowych typu I-III (lub wyzszego
typu) na og6t stosuje si¢ metode najwickszej wiarygodnosci. Metoda ta jednak wymaga
zalozenia o normalno$ci rozktadu sktadnika losowego. Metod¢ mozna stosowac takze
w modelach tobitowych przy zatozeniu heteroskedastycznosci sktadnikéw losowych.
W modelach z rodziny tobitowych o funkcji wiarygodnoSci posiadajacej wiecej niz
jedno ekstremum mozna stosowaé takze dwustopniowg metode zaproponowang przez
J. Heckmana w pracy [11], ktéra wymaga stabszych zalozeri. Metoda ta w pierwszym
kroku wykorzystuje analize probitowa, za§ w drugim — korzysta z klasycznej metody
najmniejszych kwadratéw. Obecnie stosuje si¢ ja zazwyczaj do wyliczenia wartosci po-
czatkowych estymatoréw zgodnych w procedurze iteracyjnej wyznaczania estymatorow
najwiekszej wiarygodnosci.

! Zmienne ucigte (ang. truncated variables) to zmienne, ktérych wartosci sa obserwowalne tylko
w pewnym przedziale, a nie sa brane pod uwage wartosci spoza niego. Zmienne cenzurowane (ang.
censored variables) to takie zmienne, ktérych dokladne wartosci sa znane, gdy wystepuja w pewnym
przedziale, a nie sg znane te wartos$ci, ktére s3 spoza niego i woéwczas zmiennej zostaje przypisana
umowna warto$¢ z brzegu przedziatu. Jezeli to, czy wartosci badanej zmiennej s3 obserwowane czy
nie, zalezy od wartosci innej skorelowanej z nig zmiennej, wéwczas wystepuje tzw. nieprzypadkowa
selekcja (selekcja, samoselekcja, ang. self-selection, sample selection), bedaca uogdlnieniem ucigcia lub
cenzurowania. Pojecie zmiennej ucietej, cenzurowanej i podlegajacej nieprzypadkowej selekcji omdéwiono
np. w pracach [21], [22].

2 Przeglad modeli tobitowych mozna odnalezé we wspomnianej pracy [1] oraz [9], [22], [24].
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Gdy nie ma zadnych przestanek odnosnie rozktadu sktadnika losowego modelu
zmiennej zaleznej cenzurowanej lub, gdy w wyniku przeprowadzenia odpowiedniego
testu zatozenie o rozktadzie normalnym zostanie odrzucone, odpowiednim narzedziem
do oszacowania modelu mogg okazaé si¢ metody semiparametryczne. Metody te wyma-
gaja stabszych zatozen o rozktadzie, przy ktérych mozna uzyska¢ estymatory o dobrych
wlasno$ciach, tj. zgodne, asymptotycznie normalne. Niektére z metod nie wymagajg
zatozenia o homoskedastycznosci sktadnika losowego.

W literaturze anglojezycznej metody semiparametryczne dla modeli zmiennej za-
leznej cenzurowanej (modeli tobitowych) omawiane sa od szeregu lat. W artykule
zaprezentowano niektére metody estymacji semiparametrycznej oraz wskazano na ich
przydatno$¢ przy weryfikacji zalozefi narzuconych na rozktad sktadnika losowego. Sku-
piono uwage na metodach odnoszacych si¢ do modeli tobitowych typu I, II oraz III
zgodnie z klasyfikacja T. Amemiyi (por. [1]).

2. MODELE TOBITOWE TYPU I-11I

W celu prezentacji poszczegdlnych metod wprowadzono nastepujace oznaczenia®.

Niech Y* oraz Z* beda zmiennymi ukrytymi (latent variable), tzn. zmiennymi, kt6-
rych wartodci zazwyczaj nie sa obserwowalne lub sg obserwowalne w zaleznoS$ci od
pewnych warunkéw (kryterium obserwowalnoS$ci). Przez n oznaczono liczbe elemen-
téw w prébie, przy czym dla wygody zapisu przyjeto, ze pierwszych n; elementéw
(i=1, ..., n;) w prébie odnosi si¢ do doktadnie zaobserwowanych wartosci zmiennej
Y*, natomiast nastgpne (n — ny) elementéw (i = (n; + 1), ..., n) — do przypisanych
wartos$ci umownych (o ile istnieja).

MobkeL ToBrrowy TYPU I jest postaci* (por. [24]):

o yi gdyy: >0, i=1,...,n 0
N gdyy! <0, i=(m+1),...,n,
gdzie:

yi =X;B+u; — réwnanie regresji,

X; — (k+1)-elementowy wektor (poziomy) wartoSci zmiennych objasniajacych ze
zbioru X = {Xj,...,X,}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora X; jest rowny jednosci,

B = (Bo.B1,....B) — wektor (pionowy) parametréw réwnania regresji,

u; — skladniki losowe réwnania, niezalezne i pochodzace z tego samego rozktadu

o wartodci oczekiwanej réwnej 0 oraz stalej wariancji o,. Najczesciej (w celu esty-
macji metodg najwigkszej wiarygodnosci) zaktada si¢, ze sktadniki losowe podlegaja
rozktadowi normalnemu.

3 Zob. prace [24].
4 W artykule rozwazono modele z warto$cia progowa réwna zero. Nie wiaze sie to ze strata ogélnosci.
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MonbEL ToBrrowy Typu Il jest postaci (por. [24]):

o Xiﬂ"'ui gdy Iizl, i=1,...,n1 (2)
=) owb brak  gdy L=0, i=(u+1), ..., n,
gdzie:
1 gdyzi>0
I; = By ka — zmienna binarna opisujgca kryterium obserwowalnosci,
0 gdyz; <0

z: = Wiy + v; — réwnanie selekcji,
W, — (m+1)-elementowy wektor (poziomy) warto$ci zmiennych objas$niajacych ze

zbioru W = {Wy,...,W,}, odnotowanych dla i—tej obserwacji (jednostki), przy czym
pierwszy element wektora W; jest rowny jednosci,
v =0, Y1,.-.,¥m) — wektor (pionowy) parametréw réwnania selekcji,

v; — skladniki losowe réwnania selekcji,

X;,W,, B8, u;, — okreslone jak wczesniej, przy czym najczesciej (w celu estymacji
metoda najwiekszej wiarygodno$ci) zaktada sie, ze:

or  poo, D _ . . T
(uj,vi) ~ N0, 0; ) , gdzie p — wspotczynnik korelacji miedzy
po,o, O,

u; i Vi.

W modelu tobitowym typu II kryterium obserwowalnosci opisane jest przez zmien-
ng binarng /. Z tego wzgledu przyjmuje si¢ o, = 1, podobnie jak w modelu probito-
wym.

MobEeL ToBrrowy 1YPU III jest postaci (por. [24]):

X;B+u d z>0, i=1,...,n
yi={ b i~ 1 )

0 lub brak gdy z=0, i=(m+1),...,n,
gdzie tym razem zmienna opisujaca kryterium obserwowalnosci jest postaci:
o) & &y >0
’ 0 edy 7/ <0’

przy pozostatych oznaczeniach jak wczesnie;j.
Przeglad modeli tobitowych (modeli zmiennej zaleznej cenzurowanej) mozna zna-
lez¢ m.in. w pracach: [1], [9], [27], [28], a takze [22], [24].

3. ESTYMACJA SEMIPARAMETRYCZNA W MODELU TOBITOWYM TYPU I

Wsréd wielu metod semiparametrycznych stosowanych w wypadku modelu to-
bitowego typu I najbardziej popularne sag metody wprowadzone przez J.L. Powella
(zob. [38], [39], [40], [41]) oraz B.E. Honoré’a i J.L. Powella ([16]). S3 to m.in.
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metody: CLAD, STLS/SCLS, ICLAD oraz ICLS. W metodach tych okre§la si¢ postaé
parametryczng réwnania regresji, ale nie narzuca si¢ postaci parametrycznej rozkladu
sktadnika losowego. Zaprezentowane metody semiparametryczne dajg estymatory o
dobrych wilasnos$ciach dopuszczajac dowolny rozktad sktadnika losowego i/lub jego
heteroskedastyczno$é, przy pewnych stabszych zatozeniach. Ponizej metody te omd-
wiono dla modelu tobitowego typu I z cenzurowaniem w zerze.

METODA NAJMNIEJSZYCH ODCHYLEN BEZWZGLEDNYCH Z CENZUROWANIEM (censored least
absolute deviations, censored LAD, CLAD). Metoda CLAD, wprowadzona przez J.L.
Powella w pracy [38], jest metoda estymacji semiparametrycznej stosowang w mode-
Iu tobitowym typu 1. Przy do$¢ ogélnych zatozeniach estymatory otrzymane metodg
CLAD sg zgodne i asymptotycznie normalne. Sposréd wymaganych zatozei nalezy
wspomnieé nastepujace’:

e skladniki losowe u; sg niezalezne, o tym samym rozkladzie, przy czym ich rozklad
moze by¢ dowolnym rozktadem, w ktérym mediana réwna jest zero (warunkowo

od X)),

procent obserwacji ,,zerowych” (ocenzurowanych) nie jest zbyt wysoki,

dla obserwacji ,,zerowych” odpowiadajace im zmienne X; nie sg wspotliniowe.

Jezeli w probie jest znaczacy procent obserwacji ,,zerowych”, mozna zastosowac
estymator oparty na cenzurowanej regresji kwantylowej (ang. censored quantile regres-
sion) bazujac na kwantylu wyzszego rzedu niz mediana® (por. [39]). Gléwna zaleta
metody jest fakt, ze dopuszcza dowolny, w tym réwniez asymetryczny (por. [5], s. 34),
rozklad sktadnika losowego oraz heteroskedastycznosé’. Metoda CLAD charakteryzuje
si¢ duzg ztozono$cig numeryczng.

Celem metody CLAD jest uzyskanie estymatora wektora parametréw . Estymator
ten otrzymuje si¢ wyznaczajac wektor BCL 4p Minimalizujacy wyrazenie:

L3 Iy — max{0; X8, @)

=1

przy czym mediana zmiennej zaleznej wynosi: Me(y;) = max{0; X;5}.

Sposéb wyznaczenia zgodnego estymatora asymptotycznej macierzy kowariancji
mozna znaleZzé w pracach J.L. Powella (zob. [38], [41]). W wypadku estymatoréw
otrzymanych metoda CLAD w modelu tobitowym typu I mozna stosowaé test Walda®
odno$nie ewentualnych restrykcji natozonych na parametry.

Metoda CLAD oraz inne metody semiparametryczne oparte na kwantylach nie sg
odpowiednie do estymacji modeli regresji ucietej.

5 Szczegbély mozna odnalezé w pracy J.L. Powella [38], s. 307.

® Estymator CLAD jest szczegélnym przypadkiem estymatora opartego na cenzurowanej regresji
kwantylowe;.

" Przy heteroskedastycznym skladniku losowym estymatory otrzymane metoda CLAD nadal pozo-
stang zgodne i asymptotycznie normalne (por. [38], s. 308).

8 Postaé testu Walda mozna odnalezé np. w [28].
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METODA NAIMNIEJISZYCH KWADRATOW Z SYMETRYCZNYM PRZYCINANIEM lub CENZUROWA-
NIEM (ang. symmetrically trimmed least squares, STLS; symmetrically censored least
squares, SCLS). Metoda ta, réwniez zaproponowana przez J.L. Powella w pracy [40],
znajduje zastosowanie zaréwno w modelu regresji uci¢tej (metoda STLS) jak i cenzu-
rowanej (metoda SCLS). W niniejszym artykule oméwiono tylko wersje metody dla
cenzurowania. Metoda SCLS jest prostsza w zastosowaniach niz metoda CLAD, ale
daje estymatory asymptotycznie mniej efektywne (por. [17], s. S65).

J.L. Powell w pracy [40] zauwazyl, ze cenzurowanie lub uci¢cie zmiennej zaleznej
sprawia, ze rozktad sktadnika losowego jest asymetryczny, co jest gtéwng przyczyng
niezgodnoSci estymatoréw otrzymanych metoda najmniejszych kwadratéw. W meto-
dzie SCLS zaklada si¢’, 7e u; sa niezalezne o tym samym symetrycznym rozkladzie
warunkowo od X; (metoda dopuszcza dowolny symetryczny rozklad, niekoniecznie
normalny). Korzystajac z tego zalozenia sztucznie cenzuruje si¢ dane: obserwacjom Yy,
takim, ze y; > 2X; 8 przypisuje si¢ wartos$¢ 2X; S.

Estymator Bsc.s otrzymuje sie wyznaczajac argument minimalizujacy wyrazenie:

D o= max{hys XeBD? + D 1y > 2X,8) - (7 - max(0;Xi B, (5)
i=1 i=1

gdzie 1{A} jest funkcjg charakterystyczna zbioru A.

Takze ta metoda prowadzi do estymatoréw zgodnych i asymptotycznie normal-
nych'®, nawet przy wystapieniu heteroskedastycznosci (o nieznanej formie). J.L. Po-
well (zob. [40], s. 1444-1445) wskazal zgodny estymator asymptotycznej macierzy
kowariancji (por. takze prace [18] oraz [33], s. 129).

METODA OPARTA NA ROZNICY PAR (ang. pairwise difference method). Metoda ta zostala
zaproponowana przez B.E. Honoré’a i J.L. Powella w pracy [16] dla modeli regresji
ucietej lub cenzurowanej, przy gtéwnym zalozeniu, ze u; sa niezalezne o tym samym
rozktadzie, a przy tym niezalezne od zmiennych objasniajacych X;. Dopuszczalny jest
rozktad asymetryczny sktadnika losowego u;, natomiast wykluczona jest jego hetero-
skedastyczno$¢ (por. takze [5], s. 34). Idea metody polega na symetrycznym sztucznym
cenzurowaniu par danych w taki sposéb, aby po cenzurowaniu pary te mialy identyczny
rozktad'!. Estymator parametréw modelu otrzymuje si¢ wyznaczajac argument mini-
malizujacy wyrazenie (por. [4], s. 18):

n-1 n
2. 2 sy Xi=X)B), (©)

i=1 j=i+l

® W pracy [33], s. 127, opisano sposoby weryfikacji zalozen gwarantujacych zgodnosé estymatoréw
otrzymanych metoda SCLS dla modelu tobitowego.

10" Por. [40], gdzie zamieszczono szersza dyskusje odnosnie istnienia globalnego minimum oraz omé-
wiono wlasno$ci otrzymanych estymatoréw przy pewnych warunkach.

1 Opis metody mozna znalezé w [16], a takze [4], s. 16, lub [15], s. 112.
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gdzie:
E(y) = (2 +0)EO) gdy o < -y
s(y1,2,0) = E(yi —y2-9) gdy -y <d<y , (7
E(=y2) + (1 = 0)é(=y2) gdy y1 <6

E(.) — pewna parzysta i wypukia funkcja,

&(.) — pewna nieparzysta funkcja, dla ktérej powyzsze wyrazenia majg sens.

Estymatory uzyskane ta metodg sa zgodne i asymptotycznie normalne. Jednak za
jej pomoca nie mozna wyznaczy¢ estymatora wyrazu wolnego bez nalozenia dodatko-
wych warunkéw (zatozenie o niezaleznosci u; od X; nie naklada restrykcji na potozenie
rozktadu skladnika losowego)'?.

B.E. Honoré i J.L.. Powell w pracy [16] przyjeli E(d) = |d| otrzymujgc estymatory o
dobrych wlasnosciach nawet dla matej préby. W literaturze przedmiotu (por. [5], s. 32)
w tym wypadku metod¢ nazywa si¢ metoda najmniejszych odchyleii bezwzglednych
z identycznym cenzurowaniem (ang. identically censored least absolute deviations,
ICLAD). W przypadku, gdy Z(d) = d* dla metody stosuje sie nazwe metoda naj-
mniejszych kwadratéw z identycznym cenzurowaniem (ang. identically censored least
squares, ICLS). Stosowanie estymatora ICLAD jest bardziej wskazane niz estymatora
ICLS (por. [5], [16]).

Estymator ﬁ,CLAD otrzymuje si¢ wyznaczajac argument minimalizujacy wyrazenie
(por. [15], s. 113):

’

(1= 1{yr < max{0, (X = X)) B); y; < max{0, (X; = X) BY)) - [yi = y; - (Xi = X)) B

i<j
) 8)
natomiast estymator f8;-;¢ — minimalizujacy wyrazenie (por. [15], s. 113):
2
> (maxy;, (X; = X;) B} - max{y;, (X; - X)) B} - (X; = X) B) +
1<j (9)

+2 - Ny < (Xi = X)) B} - (Xi = X)) B = y)y,+
+2- Hy; <(X; = X)) B} - (X; = X)) B = y))yi

Na zakoriczenie rozwazai o metodach semiparametrycznych dla modelu tobitowego
typu I warto wspomnie¢ o pewnej wlasnosci przydatnej przy wnioskowaniu o popraw-
nos$ci specyfikacji modelu, w tym poprawnosci zatozen. Mianowicie wartoS$ci estyma-
toréw otrzymanych metoda CLAD mozna traktowac jako pewnego rodzaju nieformalne
kryterium weryfikujace poprawnos$¢ zatozen modelu, gdyz estymator ten jest zgodny
przy:

e zalozeniu normalno$ci skfadnika losowego u; — wymaganym do zgodnoS$ci estyma-

toréw otrzymanych metoda najwiekszej wiarygodnosci,

12 Por. np. [4], s. 16.
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e zalozeniu niezaleznoSci u; — wymaganym do zgodnosci estymatoréw otrzymanych
metoda ICLAD lub ICLS,

e zalozeniu warunkowej symetryczno$ci rozktadu u; — wymaganym do zgodnoSci
estymatoréw otrzymanych metodg SCLS.

Faczne poréwnanie'® wartosci estymatoréw otrzymanych réznymi metodami pozwala

wnioskowaé o ewentualnym naruszeniu zalozen (por. [4], s. 21-24).

4. ESTYMACJA SEMIPARAMETRYCZNA W MODELU TOBITOWYM TYPU II

Metody semiparametryczne dla modeli, w ktérych réwnanie selekcji jest opisane
za pomocg zmiennej binarnej /, w tym dla modelu tobitowego typu II danego wzorem
(2), na ogdét wymagaja, aby co najmniej jedna zmienna nalezaca do zbioru zmiennych
W opisujacego réwnanie selekcji, nie nalezata do zbioru zmiennych X objasniajacego
réwnanie regresji (por. [5], s. 35, [30], s. 24, [46],[47], s. 219). W zastosowaniach
zalozenie to nie jest wygodne i prawdopodobnie z tego wzgledu semiparametryczne
modele tobitowe typu Il sg znacznie rzadziej stosowane niz np. modele tobitowe typu I
lub III. Ponadto catkowity brak znajomosci wartosci zmiennej Z* w modelu tobitowym
typu II sprawia, ze nie jest mozliwe w szczeg6lnosci zastosowanie metod analogicznych
do tych, odpowiednich dla modelu tobitowego typu 1. Czesciej natomiast stosuje si¢
metody nieparametryczne.

Tak jak poprzednio metody semiparametryczne pozwalajg na oslabienie zatozenia
o rozktadzie normalnym sktadnika losowego.

Wigkszo$¢ z metod dla modelu tobitowego typu II przebiega w dwdch etapach,
podobnie jak dwustopniowa metoda Heckmana'*. W kazdym z etapéw stosuje sie
metody semiparametryczne lub nieparametryczne. Podstawg estymacji jest zapisanie
warunkowej warto§ci oczekiwanej zmiennej zaleznej w nastgpujacy sposob:

EQill; = 1,X;, W) = X; B+ E(ull; = 1,X;, W)). (10)

Przy tym zazwyczaj zaklada sig, ze warunkowa warto$¢ oczekiwana skladnika losowego
u; jest funkcjg W;y i tylko w ten sposéb zalezy od W;, tzn. (por. [46], s. 139 i n.):

E(ull; = 1,X;, W;) = g(W;y), (11)

gdzie g jest nieznang funkcija'’.
W pierwszym kroku estymuje si¢ wektor parametréw y w réwnaniu selekcji bez
narzucania konkretnego rozktadu na skfadnik losowy v; réwnania selekcji. Mozna za-

13 Poréwnania te przeprowadza si¢ w sposéb podobny do testu Hausmana.

" Por. [11], [12].

15 Warunkowa warto$é oczekiwana mozna zapisaé w ogdlny sposéb E(yill; = 1,X;, W;) = g;(X;) +
2(W;y), gdzie g, oraz g, — nieznane funkcje, przy czym zazwyczaj okresla si¢ posta¢ funkcji g; np.
liniowa. Szersza dyskusje odno$nie odpowiednich zatozen i postaci funkcji mozna znalezé np. w pracy
[29], s. 353-358.
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stosowaé jedna z metod semiparametrycznych lub nieparametrycznych dla modeli bi-
narnych np. metode R.W. Kleina i R.H. Spady (zob. [19])'® prowadzaca do zgodnych
i asymptotycznie normalnych estymatoréw.

Roéwniez w drugim kroku estymacji semiparametrycznej modelu tobitowego typu
II mozna postapi¢ na wiele sposobéw!’. Jedna z metod przebiega nastepujaco (por.
[31]). Korzystajac z estymatora W, % oraz przyblizajac funkcje g za pomocg szeregu
aproksymacji opartego na odwrotnosci wspétczynnika Millsa réwnanie regresji modelu

tobitowego typu II nalezy zapisa¢ w postaci'®:

yi = XiB+ 00+ HAW D) + LW D) + .+ L AMWi ) + &, (12)
gdzie:
4] . . . . .
Na) = m — odwrotno$¢ wspétczynnika Millsa dla cenzurowania lewo-
- O(a
stronnego,
Bo+<&, PBis---»Pr, (1,...,{L — nieznane parametry.

Ten sposéb aproksymacji ma te zalete, ze przy L = 1 model (12) jest tozsamy
z modelem tobitowym typu II z zalozeniem rozktadu normalnego. Jezeli oszacowane
parametry {,...,{; modelu (12) nie sa facznie statystycznie nieistotne, mozna przy-
puszczad, ze zalozenie o rozkladzie normalnym nie jest poprawne (por. [25], s. 333),
a takze [37]). Posta¢ asymptotycznej wariancji podano w pracy [34] autorstwa W.K.
Neweya.

Estymacje parametréw réwnania (12) przeprowadza si¢ na podstawie obserwaciji,
dla ktérych I; = 1. Nalezy zastosowaé jedna z metod odpornych na heteroskedastycz-
nos¢ skladnika losowego &; (np. metode P.M. Robinsona [43], por. [31], s. 70).

Przy zastosowaniu aproksymacji (12) nie ma jednoznacznej reguly okreslajacej
warto$¢ L. Jedna z propozycji ustala kryterium doboru L w taki sposéb, by doda-
nie nastepnego elementu w szeregu aproksymacji nie zmieniato zasadniczo wartoSci
wyrazu wolnego (por. [25]).

Wyraz wolny modelu (12) jest sumg dwéch wyrazéw wolnych: By + {o. W celu
estymacji oddzielnie S8y i {y mozna skorzysta¢ z propozycji J. Heckmana w pracy [13]
lub D. Andrewsa i M. Schafgans w pracy [2]".

5. ESTYMACJA SEMIPARAMETRYCZNA W MODELU TOBITOWYM TYPU III

Sposoby estymacji semiparametrycznej w wypadku modelu tobitowego typu III
danego wzorem (3) sg odmienne od tych majacych zastosowanie w modelu tobitowym

16 Opis metody mozna znalez¢ np. w [30], s. 25, [36], s. 283. Inng metode zaproponowano np. w pracy
[42]. W pracy [30], Appendix A, przedstawiono takze testy umozliwiajace poréwnanie réwnania selekcji
opisanego za pomocg modelu probitowego z tym otrzymanym metodg semi- lub nieparametryczna.

17 W artykule zaprezentowano tylko jedno z wielu mozliwych podejsé. Szeroki opis stosowanych
metod mozna znaleZ¢ np. w [41] lub [46].

13 Tnne postaci aproksymacji zaprezentowano np. w pracy [8], [25], [34], [37].

19 Por. prace [25] lub [44] odnosnie dyskusji na temat wiasnoci tego estymatora.
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typu II. Réznice wynikaja przede wszystkim z faktu, Ze obecnie dostepnych jest wig-
cej informacji: znane sg wartoSci zmiennej Z. Oczywiscie w celu estymacji modelu
tobitowego typu III mozna zastosowaé réwniez metody semiparametryczne odpowied-
nie do estymacji modelu tobitowego typu II wykorzystujac tylko informacje o znaku
zmiennej Z*. Jednakze ze wzgledu na utrate informacji (nie korzysta si¢ ze znanych
doktadnych warto$ci zmiennej cenzurowanej Z), otrzymane estymatory zazwyczaj beda
mniej efektywne.

W literaturze przedmiotu metody semiparametryczne dla modelu tobitowego typu
III rozwazano m.in. w pracach: [15], a takze [6], [26]. W artykule zaprezentowano
metody opisane w pierwszej z tych prac.

Pierwsza metoda zaproponowana w pracy>’ [15] opiera sie gféwnie na zafozeniu,
ze dwuwymiarowy rozkfad skfadnikéw losowych (u;,v;) warunkowo od (X;, W;) jest
rozktadem symetrycznym w takim sensie, ze (u;,v;) pochodza z tego samego roz-
ktadu co (—u;, —v;). Ponadto, aby otrzymane estymatory parametréw f oraz y byly
zgodne i asymptotycznie normalne, muszg by¢ spetnione pewne dodatkowe warunki
regularnosci'. Warto podkresli¢, ze metoda dopuszcza heteroskedastycznosé sktadnika
losowego.

W pierwszym kroku omawianej metody nalezy zastosowa¢ metode CLAD Ilub
SCLS do réwnania selekcji (bedacego modelem tobitowym typu I) w celu wyznacze-
nia estymatora wektora parametréw y (por. wzér (4) lub, odpowiednio, (5)). W drugim
kroku wartoSci Wy, 4p (odpowiednio W,y ;) wykorzystuje si¢ do symetryczne-
go przycigcia (cenzurowania) rozkladu sktadnikéw losowych u;. Nastepnie wystarczy
zastosowaé np. metode LAD lub, odpowiednio, metode najmniejszych kwadratéw do
réwnania regresji po przycieciu, czyli na nowej, przycietej probie. W rezultacie estyma-
tor wektora parametréw B otrzymuje si¢ wyznaczajac argument B, ,p, minimalizujacy
wyrazenie:

1 n
- {0 < z; < 2W;y -lyi = XiBl, 13
~ 2 10 <z < 2Widepap) - b~ Xipl (13)

i=1

przy zastosowaniu metody LAD lub argument [zf scrs minimalizujacy wyrazenie:
1 n
=D 10 <5 <2WiF) - (i - XiB)P, (14)
i=1

przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadratéw.

Druga z proponowanych w pracy [15] metod bazuje giéwnie na zalozeniu, ze
zmienne objasniajace X oraz W sa niezalezne od sktadnikéw losowych u oraz v,
przy czym nie narzuca si¢ zalozenia odnoSnie symetryczno$ci rozkladu sktadnikéw

20 W pracy [15] podano takze sposéb wyznaczania estymatoréw w wypadku modeli selekcji uciete;.
2l Szczegblowe zalozenia mozna znalezé w [15], s. 115.
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losowych®>. W celu uzyskania estymatoréw zgodnych i asymptotycznie normalnych
wymagane sa pewne dodatkowe warunki regularno$ci®.

Tym razem w pierwszym kroku metody nast¢puje estymacja réwnania selekcji
metoda semiparametryczng stuzaca do estymacji modelu tobitowego typu I przy za-
ozeniu niezaleznos$ci zmiennych objasniajacych i skfadnikéw losowych. W pracy [15]
stosowano metody ICLAD Iub ICLS zaproponowane przez B.E. Honoré’a i J.L.. Po-
wella (zob. [16]), tzn. wyznaczono estymator ¥;-;4p (por. wzor (8)) lub odpowiednio
Yicrs (por. wzor (9)) wektora parametréw 7, traktujac réwnanie selekcji jako model
tobitowy typu L

W drugim kroku w celu eliminacji efektu selekcji zastosowano podejécie bazujace
na rozkladzie réznicy par?*, analogicznie jak w opisanej wczesniej semiparametrycznej
metodzie B.E. Honoré’a i J.L. Powella (por. [16]) dla modelu tobitowego typu I (por.
wzory (8) 1 (9)). Estymatory wektora parametrow otrzymuje si¢ wyznaczajgc argument

Bicrap minimalizujacy wyrazenie:

D e > max{o, (We = Wi craphi 2 > max{0, (W) = Woderaph - [yi = vy = (X; = X8|

i<j

lub odpowiednio ﬁ[CLS minimalizujacy wyrazenie:

Z 1 {Zi > max{0, (W; = W¥,crs}; z; > max{0, (W — Wi)f’]CLS}} : (Yi -y - X - Xj)ﬂ)z-

i<j

Przy tym, tak jak poprzednio, bardziej wskazane jest stosowanie metody bazujacej na
ICLAD.

6. WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

Przydatna jest mozliwo$¢ poréwnania réznych specyfikacji modeli tobitowych np.
postaci parametrycznej z modelem semiparametrycznym. W literaturze przedmiotu sto-
suje sie np. test J.A. Hausmana (zob. [10]). Idea tego testu jest nastepujaca®. Niech
M —elementowe wektory 7y oraz 7| bedg dwoma estymatorami wektora parametréw m,
ktére przy zatozeniu hipotezy zerowej sq zgodne i asymptotycznie normalne o asymp-
totycznych macierzach wariancji odpowiednio: Vy oraz V;. Ponadto przy zatozeniu
hipotezy zerowej 7 jest estymatorem asymptotycznie efektywnym oraz V; — Vj jest
nieujemnie okreslona. Przy zalozeniu hipotezy alternatywnej estymator 7; pozostaje

2 W przypadku przyjecia wspomnianego zafozenia o niezaleznosci nalezy rozpatrywaé model bez
wyrazu wolnego w réwnaniu regresji i w réwnaniu selekcji (por. [15], s. 112).

2 Por. [15], s. 117.

2% Idea metody bazuje na fakcie, ze rozktad réznicy niezaleznych zmiennych losowych pochodzacych
z tego samego rozktadu jest symetryczny wokol zera.

* Por. np. [28], s. 558-559, [32], s. 1321, [33].
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zgodny, ale estymator 7y traci t¢ wlasnos$¢ (nie jest zgodny). Statystyka testowa jest
postaci:

N - (@) — 7o) (Vi = Vo) (71 — 7o) ~ x*[M], (15)

gdzie N jest liczbg elementéw proby.

W.K. Newey (zob. [33]) podat sposéb zastosowania testu Hausmana w celu po-
rOéwnania estymatoréw parametréw modelu tobitowego typu I otrzymanych metodg
najwickszej wiarygodnoSci przy zatozeniu rozktadu normalnego i homoskedastyczno-
Sci sktadnika losowego z estymatorami otrzymanymi metoda semiparametryczng SCLS
odporng na naruszenie tych zatozen. Dzieki odpornosci tego ostatniego estymatora test
Hausmana mozna zastosowaé jako narzedzie sprawdzajgce podstawowe zalozenia pa-
rametrycznego modelu tobitowego typu I. W przypadku odrzucenia hipotezy zerowej
nalezy uznaé, zZe co najmniej jedno z zatozen (o rozktadzie normalnym lub o homoske-
dastycznos$ci) nie jest spetnione. Do przeprowadzenia dalszego wnioskowania nalezy
postuzyC si¢ estymatorami otrzymanymi metodg semiparametryczng.

Na podobnej zasadzie mozna skonstruowal test poréwnujacy estymatory otrzy-
mane metodg najwickszej wiarygodnosci z estymatorami otrzymanymi dowolng inng
metoda semiparametryczng (por. [17], s. S67, [39]). Przy tym nalezy zwrdci¢ uwagg,
ze macierze wariancji estymatoréw fy oraz 7y wyznacza si¢ przy zalozeniu hipotezy
zerowej. Jest to szczegdlnie przydatne, gdyz macierze wariancji estymatorow otrzy-
manych metodami semiparametrycznymi sa zazwyczaj proste do wyznaczenie przy
zatozeniu rozkladu normalnego (por. [4]).

B. Melenberg i A. van Soest w pracy [31] zastosowali test Hausmana w celu po-
réwnania modelu tobitowego z rozktadem normalnym z modelem otrzymanym metodg
CLAD, jak réwniez przy pordwnaniu semiparametrycznych specyfikacji modelu. Takze
w pracy [4] przeprowadzono analize réznic warto$ci semiparametrycznych estymato-
réw powolujac sie na podobienistwo do testu Hausmana. Gtéwnym celem takiej analizy
jest wskazanie, ktore z zalozen modelu zostato naruszone, gdyz kazdy z oméwionych
estymatoréw semiparametrycznych modelu tobitowego wymaga innych zatozen.

Test Hausmana w odpowiedniej postaci mozna réwniez zastosowaé do poréwna-
nia specyfikacji parametrycznych (model probitowy) i semiparametrycznych réwnania
selekcji (por. np. [35]).

Takze analiza reszt modelu w semiparametrycznych modelach tobitowych moze
poméc w okresleniu, czy ktére§ z zalozen o rozkladzie skladnikéw losowych jest
naruszone (por. np. [4]). W literaturze przedmiotu zazwyczaj stosuje si¢ mniej formalne
testy, w tym w duzej mierze graficzne (por. [7], [17]).

7. UWAGI KONCOWE

Zaprezentowane metody estymacji semiparametrycznej znajdujg zastosowanie
w modelach tobitowych typu I-III, a takze innych modelach zmiennej zaleznej ogra-
niczonej. Metody te pozwalajg w szczegdlnosci na rozluZnienie zatozenia o rozkladzie
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normalnym sktadnikéw losowych, narzucajac jednoczesnie inne, na 0gét mniej krgpuja-
ce warunki. Ponadto siegnigcie po metody semiparametryczne umozliwia weryfikacje,
ktére z zatozen o rozkladzie sktadnika losowego modelu zostalo naruszone. Dzigki
temu mozna zweryfikowac, czy mozna zastosowa¢ np. metod¢ najwiekszej wiarygod-
noSci, umozliwiajacg m.in. poprawng interpretacje wynikow.

Omawiane metody nie s3 jednak pozbawione pewnych wad. Jedng z nich jest
wystepujacy w niektérych metodach problem niejednoznacznej identyfikacji wyra-
zu wolnego modelu. Ponadto niektére metody, np. CLAD, charakteryzuja si¢ duza
ztozonos$cig obliczeniowa. Kolejng niedogodnoscia jest brak metod pozwalajacych na
poprawng interpretacj¢ uzyskanych wynikéw. Specyfika modeli tobitowych typu I-I11,
oraz innych modeli zmiennej zaleznej ograniczonej, sprawia, ze wplywy kraficowe
zmiennych objasniajacych nie sa réwne parametrom modelu®. Ze wzgledu na brak
okreslenia parametrycznej postaci rozkladu sktadnika losowego wystepuja trudnosci
z wyznaczeniem wpltywéw kraincowych zmiennych objasniajacych na analizowane zja-
wisko. Brak mozliwosci wyznaczenia wplywow kraficowych réwnoznaczny jest z bra-
kiem poprawnej interpretacji otrzymanych wynikéw na podstawie modeli tobitowych.
Jest to duze utrudnienie w stosowaniu metod semiparametrycznych w wypadku roz-
wazanych modeli tobitowych.
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PRZEGLAD SEMIPARAMETRYCZNYCH METOD ESTYMACIJI MODELI TOBITOWYCH TYPU

-1

Streszczenie

Estymacja parametréw modeli tobitowych, tzn. modeli opisujacych zmienng zalezng cenzurowang, za

pomocg metody najwigkszej wiarygodno$ci wymaga m.in. zalozenia o normalnosci rozktadu sktadnikéw
losowych. Siggniecie po metody semiparametryczne pozwalajace na ostabienie zalozen jest szczegdlnie
przydatne. W kolejnych punktach krétko przedstawiono modele tobitowe typu I, II oraz III. Nastgpnie
zaprezentowano wybrane metody estymacji semiparametrycznej tych modeli oraz wskazano przydatno$é
przedstawionych metod przy weryfikacji zalozen narzuconych na rozktad sktadnika losowego.
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THE REVIEW OF THE SEMI-PARAMETRIC METHODS FOR THE TOBIT TYPE I-1IIl MODELS
Summary

The estimation of parameters of the tobit type models, that is models for a censored dependent
variable, by the MLE method requires an assumption of the normal distribution of disturbances. Semi-
parametric methods are very useful, because allow to weaken these assumptions. In the paper, at first the
tobit type I, II and III models are introduced, next some known in the literature semi-parametric methods
for these models are presented. At the end of the paper there is shown the usefulness of semi-parametric
methods to a verification of assumptions imposed on the distribution of disturbances.
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1. WPROWADZENIE

Gtéwnym celem dziatalnosci Polskiego Towarzystwa Statystycznego, ktére zostato
powotane w Krakowie w 1912 r. byto opracowanie publikacji statystycznych obejmuja-
cych swym zasiggiem terytorialnym wszystkie trzy zabory. Wykonania tego zamierze-
nia podjat si¢ dwczesny kierownik krakowskiego Miejskiego Biura Statystycznego doc.
dr hab. Kazimierz Wtadystaw Komaniecki we wspétpracy z Wiadystawem Stadnickim
i poparciu prezydenta m. Krakowa prof. dr Juliusza Leo, pierwszego prezesa PTS.

W ramach zaprojektowanej

dziatalnosci publikacyjnej PTS wydalo
,otatystyke Polski” wydrukowang w 1915 .
w drukarni Uniwersyteckiej. ,,Statystyka
Polski” byta pierwszym polskim STATYSTYKA POLSKI
roczniklem StatyStycznym' (por' Strona HANDBUCH DER POLNISCHEN STATISTIK
tytulowa).
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Warto wspomnie¢ o najstarszych obecnie dziatajgcych towarzystwach statystycz-
nych:

1. Krélewskie Towarzystwo Statystyczne , powstalo w 1834r. i liczy obecnie okolo

7200 cztonkéw,

2. Amerykanskie Towarzystwo Statystyczne, powstato w 1839r. i liczy obecnie ponad

17000 czlonkow,

3. Paryskie Towarzystwo Statystyczne , powstalo w 1860r. (obecnie Francuskie Towa-
rzystwo Statystyczne),

4. Niemieckie Towarzystwo Statystyczne, powstalo w 1911r. i liczy obecnie 800 czton-
kow,

5. Polskie Towarzystwo Statystyczne , powstalo w 1912r. i liczy obecnie okoto 700
czlonkow.

Aktywnos¢ statystykéw polskich przejawiata si¢ na wielu ptaszczyznach, o czym
Swiadczy powolanie Towarzystwa Ekonomistéw i Statystykéw Polskich w Warszawie
w 1917 1., a 0 jego genezie mOwi nastepujacy zapis: ,, Wsrdéd grona ekonomistow i staty-
stykéw zamieszkujacych w Warszawie i skupiajacych si¢ wokoét redakeji ,,Ekonomisty™,
ktéry od roku 1916 redagowat Stefan Dziewulski i byt kwartalnikiem po$§wieconym
sprawom gospodarczym i spolecznym, powstala my$l powolania do zycia organiza-
cji naukowej, specjalistycznej pod nazwg <« Towarzystwa Ekonomistow i Statystykéw
Polskich>".

W 1921 r. Rada Towarzystwa ' ROK XXIl.
uznata kwartalnik ,,Ekonomist¢” za
organ Towarzystwa Ekonomistow

i Statystykéw Polskich. Mozna tez E Ko N o M l STA

przyjaé, ze ,,Ekonomista” byl jednym
z pierwszych czasopism statystycznych KWARTALNIK POSWIECONY NAUCE I POTRZEBOM ZYCIA
o profilu ekonomiczno-statystycznym ORGAN TOW. EKONOMISTOW I STATYSTYKOW POLSKICH
(por. strona tytutowa). W WARSZAWIE :

Wydawca i Redaktor: STEFAN DZIEWULSKI
Zastepca Redaktora: TADEUSZ SZTURM de SZTREM.
Sekretarjat Redakeji prowadzi Instytut Gospodarstwa Spolecznego.

Adres Redakcji i Administracji; Warszawa, Jasna 19,

TOM |

(ZA KWARTAL PIERWSZY)

1922

Jeszcze w okresie niewoli przed I wojna Swiatowa zaczal si¢ rozwdj statystki
na ziemiach polskich. Zwracali na to uwage m.in. prof. Zygmunt Szweykowski i dr
Wactaw Skrzywan. Statystyka byla wykfadana na polskich uniwersytetach w Krakowie
i we Lwowie. Publikowane byly tez prace oparte na danych statystycznych, jak np.
Witolda Zaleskiego pt. ,,Z statystyki poréwnawczej Krélestwa Polskiego (1908r.)”, J6-
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zefa Koriczyniskiego pt. ,,Ludnos¢ Warszawy (1913r.), czy Jana Czekanowskiego, ktory
wydal swéj podrecznik pt. ,,Zarys metod statystycznych w zastosowaniu do antropologii
(1913r.)”.

Rozwdj polskiej statystyki staje si¢ zorganizowany i usystematyzowany dopiero po
powstaniu Gtéwnego Urzedu Statystycznego w 1918r. W dniu 13 lipca 1918r. utwo-
rzono GUS, a kierowanie pracami powierzono prof. dr J6zefowi Buzkowi. Jego zastugi
w zakresie organizacji GUS sg ogromne. Skupit on m.in. w tej instytucji najwybitniej-
szych statystykéw tamtych czaséw i tak zorganizowal wszystkie prace, ze byly one od
poczatku na najwyzszym poziomie.

W 1919 r. zaczat si¢ ukazywac ,,Miesiecznik Statystyczny”, a od 1924r. w ,,Kwar-
talnik Statystyczny”. Miat on za zadanie podawanie informacji liczbowych, interpretacji
danych, formutowanie wnioskéw, a takze rozwdj teorii statystyki. Autorami artykutéw
byli wszyscy wybitni statystycy polscy.

W polowie lat trzydziestych, kiedy pojecie zawodu statystyka bylto juz uksztatto-
wane, statystycy polscy widzieli potrzebe stworzenia odrebnej organizacji spotecznej
o charakterze naukowym.

Dnia 14 maja 1937 r. komisarz rzadu na m. ST. Warszawe zarejestrowal statut
Polskiego Towarzystwa Statystycznego oparty na statucie z 1912 r. Walne Zgroma-
dzenie odbylo si¢ w dniach 31 pazdziernika i 1 listopada 1937 r. w lokalu Szkoty
Gli6wnej Handlowej, ktéremu przewodniczyt prof. Jan Czekanowski. Na zgromadzeniu
tym omawiano plany pracy, dziatalno$§¢ wydawniczg i organizacyjng zebran naukowych.
Powotano 4 sekcje tematyczne, a mianowicie: Sekcje Statystyki Matematycznej, Sekcje
Statystyki Ludnosci, Sekcje Statystyki Gospodarczej i Spotecznej oraz Sekcje Statystki
w Przedsigbiorstwie. Postanowiono przystgpi¢ do wydawania wlasnego czasopisma,
poswigconego zagadnieniom badai statystycznych. Na zebraniu stwierdzono, ze Towa-
rzystwo musi znalez¢é poparcie wsrdd spoteczefistwa, a popularyzacja statystyki musi
sta¢ sie jednym z zasadniczych celéw Towarzystwa, aby spoteczeristwo zrozumiato
potrzebe prowadzenia tego rodzaju badai. Juz wéwczas zdawano sobie sprawe z tego,
ze zadania PTS realizowane powinny by¢é w aspekcie ogélnospotecznym.

W dniu 1 listopada 1937 r. odbyto si¢ posiedzenie Rady Polskiego Towarzystwa
Statystycznego, na ktérym wybrano Komitet Redakcyjny Przegladu Statystycznego w
sktadzie: Z. Limanowski (przewodniczqcy), S. Szulc (wiceprzewodniczgcy), J. Wisniew-
ski (sekretarz) oraz A. Lomnicki i J. Piekalkiewicz.
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Na szczegblne podkreslenie zastug
statystykéw zrzeszonych w Polskim
Towarzystwie Statystycznym zastuguje PRZEGLAD STATYSTYCZNY
utworzenie nowego czasopisma

naukowego pt.: ,,Przeglad Statystyczny”

. . v . ORGAN POLSKIEGO
1 uznanie tego €zasopisma JakO organu TOWARZYSTWA STATYSTYCZNEGO
Polskiego Towarzystwa Statystycznego.

(por. strona tytutowa I tomu).

WARSZAWA 1938

Warto przytoczy€ ,,Stowo wstepne” do I tomu oraz strukture spisu tresci:

Inicjatorem reaktywowania po II wojnie §wiatowe]j Polskiego Towarzystwa Staty-
stycznego byt 1947r, prof. Stefan Szulc, 6wczesny prezes Gtéwnego Urzedu Statystycz-
nego.

Juz 15 czerwca 1947 r. odbylo si¢ w Warszawie walne zgromadzenie PTS. Podjeto
szereg uchwal dotyczacych m.in. wznowienia prac dzialajacych przed wojna sekcji
statystyki: matematycznej, ludnosci, spolecznej i gospodarczej, w przedsiebiorstwie,
utworzenia nowych sekcji — statystyki w gospodarce planowej i statystyki miejskiej
oraz wznowienia wydawania ,,Przegladu Statystycznego”.

Zataczono strone tytulowg Il tomu i Redakcje ,,Przegladu Statystycznego™ i spis
tresci.
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E. Viehase — Ocena $ci wynilkéw historycznej

WARSZIAWA 1949
Sprnwozdanla { recenzje
metody

W latach 1950 — 1956 totalna kontrola polityczna aparatu partyjno-pafistwowego
nad zyciem spoteczno-gospodarczym przyczynita si¢ do stopniowego zamierania prac
réznych organizacji, w tym Polskiego Towarzystwa Statystycznego, ktérych dziatal-
nos¢ kolidowata z kierunkiem polityki panstw komunistycznych. Na tamach radzieckich
czasopism statystycznych (Waprosy Ekonomiki, 1949r., Z.4) zaatakowano statystyke za
uleganie burzuazyjnemu obiektywizmowi i formalizmowi. Takie tendencje wystepowa-
1y oczywiscie i w PRL — na I Kongresie Nauki Polskiej (czerwiec/lipiec 1951r.) oraz
na konferencji katedr statystyki szkét wyzszych (grudzien 1952r.) gdzie proponowano
utworzenie sekcji statystyki w ramach Polskiego Towarzystwa Ekonomicznego.

Losy Towarzystwa rozstrzygneto ostatnie Walne Zgromadzenie w dniu 12 grudnia
1953r. W obecnosci 10% cztonkéw podjeto uchwate o likwidacji PTS i przekazaniu
majatku Polskiemu Towarzystwu Ekonomicznemu. Z formalnego punktu widzenia za
ostateczng dat¢ uznaje si¢ ostatnie posiedzenie Komisji Likwidacyjnej PTS w dniu 4
kwietnia 1955r. Organ PTS ,,Przeglad Statystyczny” zostal przejety przez sekcje staty-
styki PTE i w latach 1955 — 1973 wychodzit pod redakcjq prof. Kazimierza Romaniuka,
od 1974r. jest organem Komitetu Ekonometrii i Statystyki Polskiej Akademii Nauk.

Dziatalno$¢ Polskiego Towarzystwa Statystycznego w okresie blisko 100 lat przy-
czynita si¢ niewatpliwie do rozwoju polskiej mys§li statystycznej, w tym m. in. do
rozwigzywania probleméw teoretycznych i praktycznych badar statystycznych. Ponad-
to wskazata kierunki dalszych badari umozliwiajacych tworzenie w zakresie polskiej
nauki statystycznej zwlaszcza oryginalnych metod ws$rdd ktérych na szczegdlne wy-
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réznienie zastugujg prace Jerzego Splawy-Neymana z zakresu estymacji, weryfikacji
hipotez i metody reprezentacyjne;j.

Ze wzgledu na inicjujacy charakter prezentowania i inspirowania wynikéw ba-
dan statystycznych najwybitniejszych statystykéw polskich szczegdlnie w ,,Przegladzie
Statystycznym” postuluj¢ po pierwsze: o nowa numeracje ,,Przegladu Statystycznego”
od biezacego roku uwzgledniajac 3 tomy ,,Przegladu Statystycznego” z lat 1938, 1939
1 1949; po drugie: o zamieszczenie nazwy i logo Polskiego Towarzystwa Statystycznego
na stronie tytutowej tego czasopisma.

,»Nie trzeba klania¢ si¢ okolicznosScia
A prawdom kazaé, by za drzwiami staly”
Cyprian Kamil Norwid

Czestaw Domanski
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