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PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LIX — ZESZYT 2 - 2012

EMIL PANEK, HENRYK J. RUNKA

DWA TWIERDZENIA O MAGISTRALI W MODELU VON NEUMANNA

1. WSTEP

W pracy [5] przedstawiono prosty dowdd ,,stabego” twierdzenia o magistrali w mo-
delu von Neumanna, w ktérym w charakterze kryterium wzrostu przyjeto wartos$¢
(mierzonej w cenach réwnowagi) produkcji wytworzonej w koincowym okresie usta-
lonego horyzontu 0,1,. .. ,t;. Nawigzujac do niej obecnie prezentujemy dwie wersje —
,»stabg” 1 ,bardzo silng” — twierdzenia o magistrali w modelu von Neumanna, w ktérym
role kryterium wzrostu gra taczna warto$¢ mierzonej w cenach réwnowagi produkcji
wytworzonej w catym horyzoncie 0,1,... ;.

Specyfika dowodzonego w punkcie 4 ,bardzo silnego” twierdzenia o magistrali
polega na tym iz okazuje si¢, ze optymalny proces wzrostu, ktéry w pewnym okresie
dociera do magistrali, pozostaje na niej wszedzie dalej (,,wejsScie” optymalnego procesu
na magistral¢ jest bezpowrotne).

Obowigzuja oznaczenia z pracy [5].

2. TECHNOLOGICZNA I EKONOMICZNA EFEKTYWNOSC PRODUKCJI. ROWNOWAGA VON
NEUMANNA

W modelu von Neumanna o zuzyciu oraz produkcji n towaréw decyduje technolo-
gia produkcji utozsamiana z pewng liczbg m tzw. bazowych proceséw technologicznych
tworzacych wiersze neumannowskich macierzy

aln app ... dip b11 b12 b]n
A= any ary N ) ’ B= b21 b22 bzn
anl Am2 ... Amn bml bm2 bmn

naktadéw (zuzycia) i wynikéw (produkcji).

Wiersz a; = (aj;, ...,aj,) > 0 macierzy A nazywamy wektorem nakfadow (zuzy-
cia), a wiersz b; = (b1, ..., b;,) = 0 wektorem wynikow (produkcji) w j-tym bazowym
procesie technologicznym stosowanym z jednostkowa intensywno$cia. Model jest li-
niowy w tym sensie, ze jezeli przez v = (vi,...,V;;) 0znaczymy nieujemny wektor

m

intensywnosci stosowania procesOw technologicznych, to z nakladéw vA = Zv a;
J=1
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m
mozna wytworzy¢ produkcje vB = Z v,;b;. Kazda para (vA,vB), gdzie v = 0, tworzy
j=1
dopuszczalny proces produkcji. Zbiér (stozek) Z = {(x, y)|x =vA,y = vB;v = 0}
tworzy neumannowskg przestrzeri produkcyjng.
O neumannowskich macierzach naktadéw A i wynikéw B zakladamy, ze
(I) Kazdy wiersz nieujemnej macierzy A zawiera element dodatni (tzn. w kazdym
bazowym procesie zuzywany jest co najmniej jeden towar),
(II) Kazda kolumna nieujemnej macierzy B zawiera element dodatni (tzn. kazdy
towar jest wytwarzany w co najmniej jednym bazowym procesie).!
Liczbe

a(v) = max{a |avA < vB)

nazywamy wskaZnikiem technologicznej efektywnoSci procesu (x, y) = (vA, vB).
Nietrudno wykazac, ze funkcja « jest ciagta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na

R™\ {0} ={veR"| v >0}

oraz ze istnieje taki okre§lony z dokfadnoScig do struktury wektor intensywnosci v > 0,
iz

aV) =ay = mag(a(v) > 0.
V>

Nazywamy go wektorem intensywnos$ci stosowania bazowych proceséw technologicz-
nych w modelu von Neumanna. Odpowiadajagce mu wektory ¥ = VA , y = VB nazy-
wamy optymalnymi wektorami naktadéw (zuzycia) i wynikéw (produkcji). Liczbe ay
nazywamy optymalnym wskaZnikiem technologicznej efektywnosci. Zakladamy, ze
(III) Istnieje taki optymalny wektor intensywnosci v > 0, ze vB > 0.
Innymi stowy, istnieje optymalny proces produkcji, w ktérym wytwarzane sa wszyst-
kie towary. Warunek (III) nazywamy warunkiem regularno$ci modelu. Warunek ten
pociagga za sobg warunek (II), ktéry od tej chwili staje si¢ w zwigzku z tym zbed-
ny.
Wezmy dowolny wektor intensywnos$ci v > 0 i oznaczmy przez p > 0 n-wymiarowy
wektor (kolumnowy) cen towaréw. Liczbe B(v, p) = vA_p (tam gdzie jest okre§lona) na-
vap
zywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu (x, y) = (vA, vB) , natomiast
liczbe
vBp
P = nvlzag( VAp
(tam gdzie jest okreS§lona) nazywamy optymalnym wskaZnikiem ekonomicznej efek-
tywnosci produkcji (przy cenach p).

! Z glebsza interpretacja ekonomiczng modelu von Neumanna mozna zapoznaé si¢ np. w pracy [1]
oraz [4] pkt. 5.2.
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o Twierdzenie 1. Przy zatozeniach (I), (IIl) istniejg ceny p > 0, przy ktdérych

B vBp vBp
,Bﬁ—nv;agcwﬁ—%—ﬂ(v,p)—a(v)—aqv>0.

Nazywamy je cenami (réwnowagi) von Neumanna. Z dowodem mozna zapoznaé
sie¢ w pracy [5], twierdzenie 2. O tréjce {ay, v, p} spelniajacej warunek (1) méwimy, ze
charakteryzuje gospodarke von Neumanna w réwnowadze. Dochodzi w niej do zréw-
nania efektywnosci ekonomicznej gospodarki z jej efektywnoscia technologiczng i jest
to najwyzsza efektywnosc¢, jakg moze osiagnaé gospodarka, zapewniajgc réwnoczesnie
najszybsze tempo réwnomiernego wzrostu (bedzie o nim mowa w punkcie 3).

Ceny p w réwnowadze sg okreSlone z dokladnoscig do struktury. Z twierdzenia
1 wynika w szczeg6lnosci, ze dla dowolnego wektora intensywnos$ci v > 0 spetniony
jest warunek

vBp — ayvAp <0, 2)

B
tzn. B(v, p) = % < ay 1 jedynie dla v = v zachodzi S(V, p) = ay. Jedynie w réwno-
%

wadze dochodzi do zréwnania ekonomicznej efektywnosci produkcji z jej efektywno-
Scig technologiczng. Przy cenach réwnowagi nigdzie efektywnos$¢ ekonomiczna pro-
dukcji nie jest wyzsza od efektywnosci technologicznej.

3. WZROST. ,,SLABY” EFEKT MAGISTRALI

Zaktadamy, ze czas zmienia si¢ skokowo, t = 0,1,....f;. Symbolem v(¢) =
v1(2), ..., vy(t)) oznaczamy wektor intensywnoSci stosowania bazowych proceséw w okre-
sie t,

pi(?)
p(t) = : jest wektorem cen towaréw w okresie 7. Standardowo zaktadamy,
Pa(t)
ze naktady x(r + 1) = v(f + 1)A musza mie¢ (w zamknigtej gospodarce) pokrycie
w produkcji z okresu poprzedniego y(t) = v(¢)B , czyli

vit+ DASv®B, r=0,1,...,6 -1,

3
v(®) 20, t=0,1,...,1, 3)

Niech v* > 0 bedzie intensywnoscia z jaka bazowe procesy technologiczne sa stoso-
wane w okresie poczatkowym ¢ = 0:

v(0) =", “4)

Rozwigzanie {v(t)};l:0 uktadu (3)-(4) nazywamy GADE dopuszczalng trajektorig in-
1

tensywnoS$ci. Odpowiadajace im ciagi {x(z‘)};:0 , {y(t)};‘: o> gdzie x(r) = v(HA , y(1) =
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v(#)B nazywamy dopuszczalnymi trajektoriami naktadéw i produkcji. O tréjce ciggdéw
{v(t),x(z‘),y(t)};‘:0 méwimy, ze opisuje dopuszczalny proces wzrostu w modelu von
Neumanna.

Jezeli (v°1;) — dopuszczalna trajektoria intensywnosci jest postaci

v(t) =y,  gdziey > 0, 5)

wéwczas nazywamy jg trajektorig stacjonarng z tempem wzrostu y. Podstawiajac (5)
do (3) widzimy, ze stacjonarna trajektoria intensywnosci z tempem 7 istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie uktadu nieréwnosci:

y°A <1OB,

VOZO, v > 0.

Nietrudno zauwazy¢, ze przy zatozeniach (I), (III) uktad ten jest niesprzeczny. Co
wiecej, istnieje rozwiazanie ¥ > 0, v > 0 zadania

max y
vvA < vB 6)
v >0,

spetniajace warunek ¥y = ay = a(v) oraz warunek regularnosSci vB > 0 (zob. [5],
twierdzenie 1). Trajektori¢ intensywnosci

W(t) = ayv

nazywamy optymalng stacjonarng trajektoria intensywnosci w modelu von Neumanna.
Odpowiada jej optymalna stacjonarna trajektoria naktadéw () = v(t)A = a/\ VA i pro-
dukeji y(r) = v(t)B = @y, vB. O tréjce trajektorii {V(t),f(t),)?(t)};‘zo méwimy, ze opisujg
optymalny stacjonarny proces wzrostu. W optymalnym stacjonarnym procesie wzrostu

O t
— = — =95 = const.
vl vl
yo _ vB
— = — = § = const.
Iyl VBl

(tutaj i wszedzie dalej ||x|| = Z |x;]). Wektory §¥,5°,57 charakteryzuja strukture inten-

sywnosci stosowania bazowychl proceséw technologicznych, strukture naktadéw i struk-
ture produkcji w optymalnym stacjonarnym procesie wzrostu.
Pétproste
NY ={A5" | 1> 0},
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N* ={a5" | 1> 0},
N ={a5 1> 0}

nazywamy magistralami (promieniami von Neumanna) w przestrzeni intensywnosci,
naktadéw i produkcji.

Kazda optymalna stacjonarna trajektoria lezy na wiasciwej magistrali, na ktorej
wzrost odbywa si¢ w maksymalnym, technologicznie dopuszczalnym tempie ay (ze
stopg ay — 1). Wobec zalozenia regularnosci modelu (IIT) struktura produkcji & na
magistrali N7 jest wektorem dodatnim. W celu zapewnienia jednoznacznos$ci magistral
dodatkowo przyjmiemy nastgpujace zalozenie:

B5
V) Jezeli v ¢ N”, to ekonomiczna efektywnos$¢ B(v, p) = % procesu (x,y) =
VAp

(vA, vB) jest nizsza od optymalnej.

W mysl tego zatozenia poza magistralg ekonomiczna efektywnos¢ procesu (x,y) =
(vA,vB) spetia warunek (v, p) = lez < ay. Latwo zauwazy¢, ze przy zatozeniu

VAp

(IV) warunek ten zachodzi takze gdy x = vA ¢ N* lub y = vB ¢ N” .

o Twierdzenie 2. Jezeli spelnione sg zatozenia (I), (III), (IV), to dla dowolne;j
liczby € > 0 istnieje taka liczba d, > 0, ze jezeli zachodzi ktérykolwiek z warunkéw

i_gx

[lxl

v ,
- _ 5“
[IvI]

>e HL -5
Iyl

> &,
gdzie x = vA, y =vB , to

vBp
B, p) = —L < ay -6, (7
VAp

Z dowodem mozna zapoznaé si¢ w pracy [5] (twierdzenie 3).> W tejze pracy przesle-
dzone zostalo rozwigzanie {v*(¢) }:‘:0 nastgpujacego dynamicznego, liniowego zadania
maksymalizacji wartos$ci produkcji, mierzonej w cenach p > 0 réwnowagi von Neu-
manna, wytworzonej w koiicowym okresie horyzontu 0,1,. .. ,#:

max v(¢t;)Bp

pw.(3) - (4)
(wektor W ustalony).

PokazaliSmy tam, ze przy zatozeniach (I), (IIT), (IV) prawie zawsze — niezaleznie od
dtugosci horyzontu, czasu 0,1,...,f; — struktura optymalnej trajektorii intensywnosci

2 Dowdd nawiazuje do artykutu R. Radnera [6].
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*

V(1)
vl

tura naktadow

rézni si¢ dowolnie mato od struktury intensywnosci na magistrali NV, struk-

*

x* (1)
llx* @)l
N*, a struktura produkcji

rézni si¢ dowolnie mato od struktury naktadéw na magistrali

*

Y
lly* @)l

rézni si¢ dowolnie malo od struktury produkcji na

magistrali N”.

Obecnie wynik ten uogélnimy na przypadek, kiedy kryterium oceny proceséw jest
wyrazona w cenach réwnowagi warto$¢ produkcji wytworzonej w calym horyzoncie
0,1,....n

Interesuje nas rozwiazanie nastepujacego zadania:

1

max Z v(t)Bp ()

t=0
vie+ DA< v()B, t=0,1,..,6 -1
vi) 20, t=0,1,..,4 9)
v(0)=v">0
(wektor v° ustalony)

Niech ciagg {v*(¢) }t bedzie rozwigzaniem tego zadania. Tradycyjnie nazywamy go
0%, p) - optymalnq trajektorig intensywnosci. Ciagi {x"(¢) }t 0 I J o gdzie
x*(t) = v'(1)A oraz y*(t) = v*(¢+)B, nazywamy optymalnymi trajektoriami naktadéw
i produkcji. O tréjce {v*(z), x"* (1), y*(¢) };1:0 méwimy, ze opisuje optymalny proces wzro-
stu w modelu von Neumanna.

o Twierdzenie 3 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Wezmy dowolny (v, ¢, p) — optymalny proces {v*(r), x*(¢), y*(¢) };‘:0. Jezeli spet-
nione sa zalozenia (I), (IIT), (IV) oraz tempo wzrostu gospodarczego na magistrali ay
jest wieksze od 1 (stopa wzrostu ay —1 > 0), to dla dowolnej liczby & > 0 istnieje taka
liczba naturalna k., ze liczba okresow, w ktérych zachodzi ktérykolwiek z warunkéw

o . X0 H Yo
vl B @l RO
nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dtugosci horyzontu(tj. od #,).

Dowod. Wezmy (v°, 71, ) — optymalna trajektoria intensywnosci {v*(¢) }i': o Wow-
czas

>e (10)

’

Vit+ 1)ASV()B,

a po przemnozeniu obu stron nieréwnos$ci przez wektor cen réwnowagi p

ViE+DAp <V (@®OBp, t=0,1,..,1—1.
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Zgodnie z (2)
VOBp<anv'@®Ap, t=0,1,..,4

skad otrzymujemy uktad nieréwnosci:

an(l)Bp<v(1)Ap<v Bp<ayAp
an(Z)Bp<v(2)Ap<v Bp<a'Nv0Ap an
ay' v (t)Bp < v* (tl)Ap<v (ti - DBp<aWAp.

Zalézmy, ze w okresach 71 < 15 < ... < 174 < f; trajektoria {v*(¢) };’:0 nie spetnia
warunku (10). Wéwcezas, zgodnie z twierdzeniem 2 (warunek (7)), istnieje taka liczba
0y >0, ze

VIO)Bp <(any =0V (DAP, t=T1,.., Tk (12)

L.aczac warunki (11), (12) dochodzimy do ukfadu nieréwnosci:
V(DBp < aiAp

VQ)Bp <aiAp

Vit —k)Bp < a/;\‘fk”voAﬁ

Vit —k+1) Bp < a7 ay - oA p

vi(t) Bp < a ™ ay - 6D AR
a stad

n —k+1

Zv (HBp<WAp Z 01N+a/[‘ kel OApZ(aN o). (13)

t=1 t=2 T=1

Poniewaz V' > 0, wiec przy zatozeniach (I), (IIl) istnieje taka liczba o > 0, ze 0 <
o§'A < VOB i wobec tego istnieje ('r;) — dopuszczalna trajektoria intensywnosci

{9(r) )", postaci:
0
N v, dla r=0
V(t) = { v -1
oS

o, dla r=1,..0.

Wowczas
h

Vi()Bp > 3 Jt)Bp=03Bp 3 ot (14)
2 2 DN

=1 =1 =1
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Z (13), (14) otrzymujemy nieréwnos¢

—k+1 k h
VAP Z aN+a}'\‘,_k+lv0AﬁZ(aN—6;)T > (TEVBﬁZa/j\?l, (15)
=1 t=1
a stad
—k+1 O‘SVB
Z QN+Cl’tI —k+1 Z(a, —6V)T pZ
czyli

2 ¢ =k v = At
ay(ay ™ —1) 4 gk (ay —0)[(an — 6;)" —-1] S o§Bpay—1

> 0.
ay—1 N ay — 0y —1 WA ay-1

Biorac liczbg 6, > 0 dostatecznie mala (tak aby oy — 1 — 6, > 0) otrzymujemy:

'Bp
0<C=222F < A,k + By, b, (16)
WAp
gdzie
a2 (@ -1
Aty k) = v B )—>0przyk—>+00,t1 > k
ay —1
oraz
k+1
av — 1 o S5Y k _
B(t1,k) = oy =D (an ~8o)l(ay =57 ~ 1) — 0 przy k — +oo,1; > k,

5\11—1 ay — 6V—1

co przeczy (16). Istnieje zatem taka, niezalezna od dlugosci horyzontu #; (natomiast
zalezna od ¢) liczba naturalna k., ze liczba okreséw czasu, w ktérych zachodzi warunek
ORI

vl
trajektorii naktadéw {x*(¢) }t1 i produkcji {y*(¢) } L, brzebiega podobnie.

> &, nie przekracza k.. Dowodd analogicznych wlasnosci optymalnych

4. ,BARDZO SILNE” TWIERDZENIE O MAGISTRALI

»Slabe” twierdzenia o magistrali gltosza, ze optymalne procesy wzrostu prawie we
wszystkich okresach ustalonego horyzontu przebiegaja w bliskim otoczeniu magistral.
Przez ,prawie wszystkie” rozumie si¢ wszystkie okresy horyzontu za wyjatkiem ich
pewnej skorficzonej liczby, niezaleznej od dtugosci horyzontu (zatem liczba ta jest nie-
skorficzenie mata wyzszego rzedu w stosunku do dlugosci horyzontu). ,,Silne” wersje
twierdzert o magistrali precyzuja czas, w ktérym moze nastapi¢ wytracenie optymalne-
go procesu z otoczenia magistrali. Dowodza, ze wszystkie takie zdarzenia mogg miec
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miejsce tylko w poczatkowych i/lub koficowych okresach horyzontu, zob. np. [3] rozdz.
13, [2], [7] rozdz. 7.

Natomiast w ,,bardzo silnych” twierdzeniach o magistrali (termin wprowadzony
chyba po raz pierwszy przez W.L. Makarowa [2]) mowa jest o optymalnych procesach,
ktére prawie zawsze, pomijajac pewien okres poczatkowy przebiegajg po magistrali.
Wersje takiego twierdzenia przytaczamy ponize;j.

o Twierdzenie 4. (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali)

Jezeli spetnione sg zatozenia (I), (III) oraz (IV) 1 (VO, t1, p) — optymalna trajektoria
intensywnosci {v*(¢) };‘: o — rozwiazanie zadania (8)-(9) — w pewnym okresie 7 < 1
dochodzi do magistrali, tzn.

vi(t) €N, a7

wtedy v*(¢) € N dla kazdego 7 > 7.
Dowéd. Jezeli (0,1, p) — optymalna trajektoria intensywnosci {v*(r) };‘: o Spelnia
warunek (17), to (°, 1)) — dopuszczalna jest takze trajektoria intensywnosci

B vi(), dla t=0,1,..,T1,
V(t) = * -7
vVim)ay', dla t=t+1,.,1,
gdzie v*(r) = o §" dla pewnej liczby o > 0. Poniewaz
(1) =v'()dlar=0,1,..,1
oraz {v*(¢) }?:0 jest procesem (v°, 11, p) — optymalnym, wiec

h

ZV*(Z)BﬁZiﬁ(t)Bﬁ=o'§VBﬁia1’\7T. (18)

=7 =1 =7

Z drugiej strony, dla ¢ > 7, zwazywszy na (2), (3), mamy:
ViM)Bp=03'Bp
Vie+ D)Bp <ayv'(t+ DAp < ayv'(r)Bp = ayo 5" Bp
(19)

Vvi(t) Bp < ayv'(t)Ap < ayv'(ti — DBp < a)y "o 5 Bp.

Whbrew tezie zatézmy, ze istnieje taki okres # > 7, w ktérym v*(¢) ¢ N. Niech #y bedzie
pierwszym takim okresem, tzn. v'(t) e Ndlat =71, 7+ 1,..,1p — 1 oraz

vi(tg) ¢ N”.
Zgodnie z twierdzeniem 1, istnieje taka liczba 6 > 0, ze

Vi(to)Bp < (ay — 8" W (1)Ap < (ay — 8" W' (to— ) B p < &y (ay - ") 5 B,



134 Emil Panek, Henryk J. Runka

co facznie z uktadem (19) prowadzi do nieréwnosci:

151 h-7
Z V(OB <o 5B p(z al, - (%43‘”) . (20)
t=1 t=0

Z (18), (20) otrzymujemy warunek

N n-t
0< G'EVBﬁZa;T < o'EvBﬁ(Za/jv - 6Va/;f}_T_1],

t=1 t=0
z ktérego wynika, ze §” < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowdd twierdzenia.

Twierdzenie pozostaje prawdziwe réwniez wowczas, gdy w optymalnym procesie
wzrostu magistrale osigga ktérakolwiek z pozostatych optymalnych trajektorii (nakta-
déw, produkcji). Przy jego dowodzie nie jest wymagana dodatnia stopa wzrostu gospo-
darczego na magistrali (tempo ay > 1). Warunek ten gra natomiast istotng role przy
dowodzie twierdzenia 3. Efekt magistrali, o ktérym mowa w twierdzeniu 3 ilustruje
ponizszy przyktad numeryczny.

5. PRZYKLAD

Mamy 2 bazowe procesy technologiczne i 3 towary. Neumannowskie macierze
naktadéw i wynikéw majg nastepujacq postac:

L5 0,5 0 1 1,5 1
A= , B= . 21)
0,5 1 1,5 1 0,5 1
Wektor intensywnosci stosowania bazowych procesow ma posta¢ v = (vi,v;) > O.

Rozwiazujac zadanie
max o

avA < vB
v>0
z macierzami A, B postaci (21) otrzymujemy:

10 ; 7A
ay =4 =L1I1, 8= ﬁ = (0.4, 0.6), 5 = —— = (0.346, 0.308, 0.346),
7B

~lvAll
§ = —
VBl

= (0.345, 0.31, 0.345).

(22)
Warunek (2) zachodzi dla kazdego wektora intensywnosci v > 0, wigc jest on réwno-
wazny z uktadem nieréwnosci
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Bp—ayAp =0,

10
ktérego rozwigzaniem, po podstawieniu macierzy (21) i wskaznika ay = OR jest
(okreslony z dokladnoscia do struktury, wektor cen p = (1, p2, p3)':

7=13,0,27", 1>0 (23)
Ustalamy poczatkowy wektor intensywnosci v® > 0, np. niech
v? = (250, 50). (24)
0
Wowczas V—O = (0.125, 0.25, 0.625). Przyjmujac #; = 10 i rozwigzujac zadanie (8)-
%

(9) z macierzami A, B postaci (21), warunkiem poczatkowym (24) i cenami réwnowagi
(23) otrzymujemy optymalng trajektori¢ intensywnosci {v*(r) },120 (tabela 1). Odpowia-
daja jej optymalne trajektorie naktadéw x*(r) = v*(¢£)A i wynikéw y*(¢) = v*(¢)B (tabele
2, 3).

Tabela 1.

t]o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v}(1)|250 | 186,6667 | 207,4074 | 230,4527 | 256,0585 | 284,5095| 316,1216 | 351,2463 | 390,2736 | 433,6374 | 481,8193
vy(n[170| 280  [311,1111{ 345,679 |384,0878 |426,7642|474,1825 | 526,8694 | 585.4104| 650,456 |722,7289

Zrédlo: obliczenia wlasne

Tabela 2.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xj(1)[460| 420 |466,6667|518,5185|576,1317|640,1463|711,2737|790,3041 | 878,1157 | 975,6841| 1084,093
x5(#)[295(373,3333 |414,8148 | 460,9053 | 512,1171| 569,019 |632,2433|702,4925|780,5473 | 867,2747|963,6386

x5(1)|255] 420  466,6667 |518,5185|576,1317|640,1463 | 711,2737|790,3041 |878,1157|975,6841| 1084,093

Zrédto: obliczenia wiasne

Tabela 3.
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¥1(2) 420 466,6667|518,5185|576,1317|640,1463 | 711,2737|790,3041 | 878,1157 | 975,6841| 1084,093 | 1204,548

y5(1) 460 420 466,6667|518,5185|576,1317|640,1463 | 711,2737|790,3041 | 878,1157|975,6841|1084,093
¥;(1)|4201466,6667 | 518,5185|576,1317 |640,1463 | 711,2737 |790,3041 | 878,1157|975,6841 | 1084,093 | 1204,548

Zrédto: obliczenia wlasne

Zbieznosci struktury intensywnosci stosowania proceséw technologicznych s;,(7)

*(t *(t
v_(), struktury naktadow s.(f) = x*_() i struktury wynikéw (produkcji) sy(r) =
IIV*Etgll llx= (@)l
y(

w procesie optymalnym do odpowiednich magistral ilustruje rysunek 1.

y* @l
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Jak widzimy, bardzo prosta struktura zadania (2 procesy, 3 towary) sprawia, ze
optymalne trajektorie docieraja do magistrali juz po jednym okresie.
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Rysunek 1. Ilustracja ,.efektu magistrali” w przestrzeni intensywnosci; f,(¢) = ||s§(t) -5
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DWA TWIERDZENIA O MAGISTRALI W MODELU VON NEUMANNA
Streszczenie

Artykut nawigzuje do pracy [5], w ktérej przedstawiono prosty dowdd ,,stabego” twierdzenia o magi-
strali w modelu von Neumanna, w ktérym w charakterze kryterium wzrostu przyjeto warto$¢ (mierzonej
w cenach réwnowagi) produkcji wytworzonej w kocowym okresie ustalonego horyzontu gospodarki
0,1,....,t;. Prezentujemy w nim dwie wersje — ,,;stabg’ oraz ,,bardzo silng” — twierdzenie o magistrali
w modelu von Neumanna, w ktérym rol¢ kryterium wzrostu gra faczna warto$¢ produkcji, mierzonej
w cenach réwnowagi, wytworzonej w calym horyzoncie 0,1.. .. .#.

Stowa kluczowe: model von Neumanna, ,,sfabe” i ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali

TWO TURNPIKE THEOREMS IN THE VON NEUMANN GROWTH MODEL

Abstract

The article refers to the paper [5], in which a simple proof of the “weak” turnpike theorem in the
von Neumann Growth Model was presented. In that paper we accepted as the growth criterion the output
value (measured in the equilibrium price) produced in the finite stage of the established horizon of the
economy. Whereas in this article we present two versions — “weak” and “very strong” — of the turnpike
theorem in the von Neumann Growth Model, in which the part of the growth criterion is assigned to the
cumulative output value, measured in the equilibrium price, produced in the entire horizon.

Key words: von Neumann Growth Model, “weak™ and “very strong” turnpike theorem
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POTOKI W SIECIACH TRANSPORTOW YCH.
ROZKEAD PRZESTRZENNY I JEGO WEASNOSCI DYNAMICZNE

1. WSTEP

Analizy rozktadu potokéw w sieci transportowej odgrywaja wazng role w teorii
i praktyce transportu. Alternatywa dla tych analiz s z jednej strony badania empirycz-
ne, te za$, szczegdlnie w makroskali, sg na tyle kosztowne, ze zakres i czgstotliwo$é
ich przeprowadzania nie moga by¢, i nie sa, zbyt duze. Stad naturalna potrzeba wy-
korzystania mozliwie doktadnych modeli opisujgcych przestrzenny rozktad potokdw.
Odnosi si¢ to zaréwno do sfery przewozdéw towarowych jak i pasazerskich.

Praca dotyka dynamicznych aspektéw zagadnienia przydziatu ruchu, koncentru-
jac si¢ na modelowym ujeciu zjawiska formowania si¢ konkretnych przestrzennych
rozktadéw potokéw w sieci. Przyjeta w pracy terminologia odnosi si¢ do przewozu
fadunkéw, nie wydaje sie jednak, aby aparat formalny nie mégt znale7¢ zastosowania
w modelowaniu potokéw pasazerskich.

Konkretny rozklad potokéw jest postrzegany jako wypadkowa jednostkowych decy-
zji o wyborze tras i nastepujacych po nich dziatar podejmowanych przez przewozZnikéw.
Zasadniczym naszym zamystem jest zbadanie réznych modeli decyzyjnych (przede
wszystkim opartych na zalozeniu ograniczonej racjonalnosci). Uwaga zostanie sku-
piona przede wszystkim na modelu populacji przewoznikéw zlozonej z continuum
drobnych podmiotéw (graczy), ktéry to przypadek wydaje sie ,,dobrze dopasowany”
do realiéw wigkszosci rynkéw transportowych.

Dotychczasowe propozycje réwnan okreslajgcych dynamike przeptywoéw w sieciach
transportowych miaty przede wszystkim charakter modeli deterministycznych, choé nie
brakuje konstrukcji opartych na paradygmacie probabilistycznym. Stuzyly one do badan
nad stabilno$cig réznych rodzajéw réwnowag sieci (klasyczna réwnowaga uzytkowni-
kéw sieci transportowej, User Equlibrium, UE, np. Wardrop [20], jak i jej stochastyczna
odmiana, Florian et all. [7]). Z badari nad modelami z czasem cigglym mozna tu wy-
mieni¢ prace Smitha [15], Friesza [8], Watlinga [17-18], Zhanga i Nagurney [19], Cho
i Hwanga [5], Mounce’a [14]. Analizy modeli z czasem dyskretnym mozna znaleZé
w Cantarella i Casscetta [3], Bie i Lo [2]. Wydaje si¢ jednak, Ze zasadniczg role
odgrywalo zatozenie o racjonalnoS$ci zachowar uczestnikéw rynku. W niniejszej pracy
czegsSciowo zrezygnowano z tego zatozenia na rzecz ograniczonej (a doktadnie proce-
duralnej) racjonalno$ci podmiotéw rynkowych i zaproponowano réwnania okre$lajace
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przestrzenny rozktad potokéw we wspomnianym przypadku. Réwnania te pozwalajg
w szczegblnosci, przy ustalonej wielkosci globalnego popytu na przewozy, na identy-
fikowanie obszaréw przyciagania standw réwnowagi; mogg wigc stanowi¢ pewien glos
w dyskusji nad badaniami stabilnoSci stanéw réwnowagi sieci transportowych.

2. MODEL DYNAMIKI POTOKOW

Kluczowe znaczenie w konstrukcji modelu opisujacego przestrzenny rozktad po-
tokéw przewozowych maja, oprécz struktury samej sieci transportowej, informacje o
strukturze populacji przewoZnikéw oraz zalozenia o mechanizmach decyzyjnych prze-
wozZnikéw, przede wszystkim w aspekcie wyboru tras realizacji przewozéw. Omoéwimy
pokrétce obie te kategorie.

2.1 PRZEWOZNICY

W wielu krajach, takze w Polsce, samochodowy transport tadunkéw jest zdecen-
tralizowany. Dostarczycielami ustug transportowych jest stosunkowo duza liczba ma-
tych przedsiebiorstw transportowych!. Istnieja znaczace rozbieznosci danych o liczbie
tych podmiotéw. Burnewicz [3] szacowal jg na ponad 80 tys. (w 2006r). Inni autorzy
(Bentkowska-Senator, Kordel [1]) na podstawie réznych Zrédet szacuja ja na okoto
110 tys., w znaczacej wiekszosci dysponujgcych 1 lub 2 samochodami ci¢zarowymi.
Warto wspomnieé, ze wedltug danych GUS [16], w koricu 2008r. byto okoto 1200
przedsigbiorstw posiadajacych 11-50 samochodéw i niewiele ponad 100 firm dysponu-
jacych wigkszym taborem. Mimo ciggtych zmian (z jednej strony rejestracje nowych,
z drugiej za$ bankructwa i wyrejestrowania z innych powodéw) wydaje si¢, ze tgczna
ich liczba pozostaje na mniej wigcej jednakowym poziomie. Istniejg wiec tym samym
praktyczne przestanki, aby zbiorowos¢ przewoZnikéw uzna¢ za jednorodna, za$ kazde-
go z przewoznikdéw za malego gracza rynkowego a wigc podmiot, ktérego dziatalno$é
ma znikomy wplyw na taczng wielko$¢ przewozéw. Wydaje sie takze akceptowal-
nym zatozenie o niezaleznym charakterze dziatalnoSci przewoznikéw, wyrazajacym si¢
w podejmowaniu przez nich niezaleznych decyzji o wyborze konkretnego uktadu tras
w celu realizacji zadan przewozowych.

! Prawo polskie (Ustawa o swobodzie dziatalnosci gospodarczej, Dz.U. Nr 173, poz. 1807 z péin.
zm.) precyzuje, zZe przedsigbiorca jest osoba fizyczna, osoba prawna lub jednostka organizacyjna ma-
jaca zdolno$¢ prawnag — wykonujaca we wlasnym imieniu dziatalno$¢ gospodarcza. Dodatkowo Ustawa
o transporcie samochodowym (Dz.U. z 2004r., Nr 204, poz. 288) okresla przewoZnika drogowego jako
przedsigbiorce uprawnionego do wykonywania dzialalnosci gospodarczej w zakresie transportu drogowe-

go.
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2.2. SIEC TRANSPORTOWA I POTOKI LADUNKOW

Elementem sieci transportowej (zwanej dalej siecig) jest skierowany multigraf, kt6-
rego wierzchotki odpowiadajg geograficznym miejscom, pomigdzy ktérymi zachodzi
wymiana towarowa, tuki reprezentujg mozliwe polgczenia drogowe pomiedzy wierz-
chotkami.

Niech W oznacza zbiér uporzgdkowanych par wierzchotkéw multigrafu, P; — zbiér
drég (nie zawierajacych cykli) taczacych poczatkowy wierzcholek z koficowym wierz-
chotkiem pary i € W. Rozktad przewozow na drogach (tukach) sieci jest okreslony
wektorami /, v, ktérych sktadowe przedstawiaja wielkosci potokéw wyrazajacych sie
iloScia fadunkéw przewozonych w jednostce czasu na poszczegdlnych drogach (fukach)
sieci. Miedzy tymi rozktadami zachodzi zalezno$¢ liniowa, v = 6h, gdzie ¢ jest macie-
rza incydencji drég i tukéw grafu. Kazda droga — element zbioru P = Ujew P; — jest
scharakteryzowana uktadem stosownych parametréw i funkcji (np. czas lub, wyrazone
w pieniadzu, koszty przewozu). Z uwagi na kongesti¢ transportowg i towarzyszace jej
zjawiska wielkosci te sg funkcjami aktualnego rozktadu ruchu.

2.3. ROWNANIA DYNAMIKI

Wielko$¢ tacznych przewozdéw jest wynikiem agregacji czastkowych potokéw gene-
rowanych przez przewoZnikéw. Te ostatnie za$, a doktadniej ich rozktad przestrzenny
(na drogach sieci), odzwierciedlaja jednostkowe decyzje o wyborze tras przewozow.
Wielko$¢ potoku na drodze p w chwili ¢ jest dana wzorem:

hp,t:ﬂp,tD[,t VPEP[, ieW, (1)

gdzie h,, jest potokiem tadunku na drodze p € P;, D; — tacznym popytem na przewozy
pomigdzy parg wierzchotkéw i, 7, — prawdopodobieristwem wyboru drogi przez re-
prezentatywnego przewoznika. Zalezno$¢ taka zachodzi dla kazdego momentu (czasu).
Otrzymujemy z niej bezposrednio formuly dla potokéw na drodze p € P; (i € W):

dhp,t = Dl‘,tdﬂp,t + ﬂp,thi,t’ (2)

hp, i1 = hp = AD; ;1) 111 + Di [Amp ;. (3)

Wyprowadzenie réwnar opisujgcych dynamike potokéw wymaga okreslenia zmian obu
czynnikéw: zmian globalnego popytu na przewozy oraz zmian prawdopodobieristw
wyboru drég. Pierwszy z nich wyznaczony jest przez czynniki makroekonomiczne,
w szczegblnosci zmiany wolumenu produkcji poszczegdlnych sektoréw gospodarki jest
w duzym stopniu niezalezny od dziatalno$ci przewoZnikéw. Sposéb modelowego opisu
drugiego czynnika — odnoszacego si¢ do zmian prawdopodobiefistw 7, ; — opiera si¢
0 znang z teorii gier populacyjnych koncepcje procedury. W rozwazanym przypadku
— modelowania zachowai przewoZnikéw — jest to zesp6t czynno$ci polegajacy na wy-
pracowaniu dla biezacych warunkéw odpowiednio dobrej strategii przewozowej, przy
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okazji stuzagcy tez zweryfikowaniu, czy stosowana dotychczas strategia moze by¢ na-
dal ”w dostatecznym stopniu” akceptowalna. Procedura moze polega¢ na przyktad na
dodatkowych obserwacjach, uwzglednieniu dodatkowych danych, przeprowadzeniu sto-
sownych kalkulacji itp.), ktérej wyniki maja wptyw na decyzje przewoZnika w zakresie
jego dziatalnosci, to jest sposobu realizacji przewozdéw. Przyjmijmy, ze w kazdym mo-
mencie mechanizm decyzyjny kazdego z przewoZnikéw jest zgodny z tzw. schematem
Calvo: przewoznik realizuje procedure, w wyniku czego moze, zgodnie z jej wynikami,
zmieni¢ swojg dotychczasowg decyzje¢ odnosnie do wyboru drogi, badZ zachowad w tej
materii status quo.

Formalnie proces ten mozna opisa¢ nastepujaco. Niech A,(z, t + &) (gdzie € > 0
jest ustalone) oznacza prawdopodobienistwo, iz przewoZnik, ktéry tuz przed momentem
t wybieraldroge p € P;, droge t¢ wybierze takze w chwili # + €. Dla ustalonego
p € P, liczba ﬂgroc oznacza prawdopodobiefstwo utrzymania dotychczasowego wyboru
(fj. drogi p) po zrealizowaniu procedury. Zmiany tych prawdopodobiefistw opisuje
réwnanie wynikajace bezposrednio z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym:

proc

Tp1ve = Ty 4 At t+e)+mp (1 = A2, 1 + &)). @

Dla modelu z czasem dyskretnym wystarczy przyjaé € = 1. W przypadku modelu
z czasem ciaglym zakladamy, ze A,(t, t + €) = A, ;6 + o(¢) dla ¢ | 0, gdzie 4, ; > 0.
Z (4) wynika wtedy istnienie granicy

lgig)l(ﬂ'p, t+e — Tp, Z—O)/S = /lp,t(ﬂgf(t)c = TTp, t—O) (5)

i w konsekwencji ciagtos¢ i rézniczkowalnos¢ funkcji ¢ = 7, ;. Ostatecznie mechanizm
modyfikacji prawdopodobieristwa wyboru drég moze zosta¢ zapisany nastepujgco:

Tptsl = Mp s = /lp,,(nf,fﬁc ) model z czasem dyskretnym, (6)
dry = Ay, (ngfc,)c - ﬂp,,) dt model z czasem ciaglym. (7)

W konsekwencji réwnanie opisujgce dynamike potoku na drodze p € P; (i € W) majq
odpowiednio postac:

hp,t+1 - hp,l = (ﬂ;f(t)c/lp,t + np,t(l - /lp,t))(Di,Hl - Di,t) + /lp,t(ﬂ;f(t)c - ﬂp,t)Di,l’ (8)

dhy,; = A, (75 = 7p.1) Digdt + A 7y dDi . 9)

Punkty krytyczne tego ukfadu odpowiadaja odmianie réwnowagi proceduralnej: wyko-
nanie procedury i ewentualne wdrozenie jej wynikdw, a wiec reoptymalizacja strategii
przewoznika, nie zmienia sumarycznego rozkladu potokéw?. Naturalne jest zalozenie,

2 Mozna pokazaé (por. [2], [6]), ze w okreslonych przypadkach punkty krytyczne réwnan (8,9) sa
punktami réwnowagi uzytkownikéw.
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iz (n) )" : p € P) zaleza od wczesniejszych obserwacji wielkosci ruchu, przede wszyst-
kim dotychczasowych kosztow przewozu. Przykladowa posta¢ zaleznosci dla modeli

z czasem ciggltym i dyskretnym moze by¢ nastepujaca:

A Wi ep(hys) = (i),
ot = o 20 VpeP,ieW, (10)
A Of w(t = $)e( ¢p(hi—s) — (i) )ds,

gdzie c? = min{c; : k € P;} jest minimalnym kosztem przewozu pomiedzy parg wierz-
chotkdéw i, za$ A, ¢ oraz w sg zadanymi funkcjami. Druga z nich jest funkcja nierosnaca,
trzecia — zwykle niemalejaca. To ostatnie zwigzane jest z tym, iz zwykle przyjmuje si¢,
ze dane pochodzace z odlegtej przeszto$ci maja mniejszy wplyw na rezultat biezacego
wnioskowania, niz dane mtodszej daty. Posta¢ funkcji A jest wyznaczona przez waru-
nek unormowania prawdopodobienstwa tak, aby ' iepiﬂgf?c = 1. Tym samym wlasnosci
dynamiczne modelu zalezg od charakteru zmiennosci facznego popytu, a przy stalej
wartosci tego ostatniego — sg okreslone przez rodzaj wykonywanej procedury oraz
sktonnos$¢ przewoznikéw do akceptacji i uwzglednienia jej wynikéw. Ilustracja tego
mogg by¢ przytoczone w dalszej czesci przykiady.

3. PRZYKLADY

Rozwigzemy réwnania dynamiki (8)-(9) w przypadku grafu ztozonego z dwdéch
wierzchotkéw potaczonych dwoma tukami (tu takze drogami p = 1, 2). Dopuszczal-
ne rozktady potokéw tworza sympleks okreslony warunkami x; + x, = D, x, x5 > 0.
Jednostkowe koszty przewozu zaleza liniowo od wielkosSci potokéw: cij(h) = hy,
Cz(l’l) = 2h2

Bedziemy zaktadali, ze state sg prawdopodobiefistwa A, = A. Wspdlng ich war-
to§¢ mozna traktowaé jako miare sktonnosci przewoznikéw do uaktualnienia sposobu
realizacji przewozéw. Przyjmiemy, ze kazdy z przewoZnikéw modyfikuje swoje wy-
obrazenia za pomocg procedury uwzgledniajacej wyniki jedynie biezgcych obserwacji
wielkosci ruchu tak, ze jedynym branym pod uwagg czynnikiem jest koszt przewozu.
W przypadku, gdy procedura charakteryzuje si¢ takim swoistym ,,brakiem pamigci”,
co odpowiada przyjeciu we wzorze (10) wy = 0 dla s # 0 oraz w w postaci delty Diraca
odpowiednio w przypadku modelu z czasem dyskretnym i cigglym, otrzymujemy:

proc

ﬂp’,

=Ap(c,—cY)  VpeP;, ieW. (11)
Rozwazymy szczegdlny przypadek (11), gdy prawdopodobiefistwa wyboru drég sa
okreslone modelem logitowym:

proc

e ~ exp(—a(c, — ) ~ exp(—acy), (12)
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gdzie @ > 0 jest parametrem okreslajgcym wrazliwo$¢ prawdopodobiefistwa wyboru
drég na zmiany kosztéw przewozu. Z warunku unormowania otrzymujemy dla rozwa-
zanych prawdopodobiefistw wielomianowy model logitowy:

7y.i (hp) = exp(=acy(hy)/ ((exp(-aci(h) + exp(-aca(h2))) - 13)

W zamieszczonych przyktadach zbadamy niektére wtasnoSci dynamiki potokéw. Z uwa-
gi na skomplikowang natur¢ réwnan dynamiki, do efektywnego przeprowadzenia ja-
kosciowej analizy rozwigzan konieczne jest zastosowanie stosownych procedur nume-
rycznych. Prezentowane w dalszej cze$ci wyniki zostaly uzyskane za pomocg programu
IDMC (Interactive Dynamical Model Calculator, por. [11],[12]) oraz autorskich skryp-
téw dla programu R.

Przyktad 1.

Zat6zmy dodatkowo, ze staly jest faczny popyt na przewozy (D; = D). W przy-
padku modelu z czasem dyskretnym i cigglym wielkoSci potokéw ewoluujg zgodnie
z réwnaniami (8)-(9), ktére przyjmujg postaci:

D eXP(—a/Cp(hp t))
hp i1 = hp, = A ’ —h 14
el (exp(—aclau,,)) +exp(-acy(hny) ') (14
D exp(—ac,(hp,;)) )
dh,, = A1 : —h dt. 15
& (exp(—acmhl,t)) Top—actny (15)

Pochodna (wzgledem h,) prawej strony (14) oraz (15) jest lokalnie ograniczona co
gwarantuje istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan zagadniefi poczatkowych.
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Rysunek 1. Diagram bifurkacyjny ukladu (14). Parametrem jest A € [0, 1]. Warto$ci pozostalych
parametréw sg nastepujace: D = 10, warunek poczatkowy h|;-o = D/2 oraz @ = 1 lub @ = 3
(odpowiednio dla lewego i prawego panelu)

Charakter dynamiki zalezy w sposéb istotny od wartosci parametréw modelu. Dla
niewielkich wartosci popytu, nawet istotne korekty tras proponowane w wyniku prze-
prowadzenia procedur nie sg ilo§ciowo znaczgce. W konsekwencji dynamika uktadu



144 Stawomir Dorosiewicz

Procedury Procedury

& oy ok b hh Biap -
¥ B83IBRBIZEBREIE

sxponentis)
expanentis)

(RS ERERERRERERSRSEE]

o
2

5
¢

2z | am
s o]

ar | Py ar
o;0 055 ow o a3 o3 om 03 0w 0w om 0 os o o7 07 0% 0m om0 0m 1a 200 005 o o o3 03 om 03 om 06 om 03 om 08 07 07 o 08 00 08 13
fambda lambda

Rysunek 2. Wartosci wyktadnikéw Lapunowa ukfadu (14). Wartosci parametréw identyczne jak
w przypadku odpowiednich paneli rys. 1
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Rysunek 3. Dwuwymiarowe diagramy bifurkacyjne uktadu (14). Parametrami bifurkacyjnymi sg D, A.
Lewy i prawy panel odpowiadajg warto$ciom « = 1 oraz o = 3

jest stosunkowo zachowawcza i istnieje doktadnie jeden asymptotycznie stabilny punkt
réwnowagi dla wszystkich wartosci A € [0, 1]. Za pomocg dos¢ elementarnych narzedzi
mozna pokazaé, ze dla 0 < A < 1 istnieje dokladnie jeden punkt réwnowagi uktadu
(14,15). Co wigcej, dla zadanych wartodci D, « istnieje dodatnia liczba A = A(D, ),
ze dla 0 < A < A(D, @) wspomniany punkt réwnowagi jest asymptotycznie stabilny.

W miar¢ wzrostu popytu zakres A dla ktérego istnieje jedyny punkt réwnowagi
kurczy sig¢, pojawiaja si¢ rozwigzania okresowe o wyzszych okresach, rozwigzania
quasi-okresowe oraz (dla wigkszych wartosci @) takze rozwigzania chaotyczne. Przy-
ktadowo, dla @ = 3 istniejg zakresy prawdopodobieristwa A dla ktérych dynamika jest
chaotyczna (rys. 1 i 3). Swiadcza o tym pasma z dodatnimi wartosciami wyktadnika
Lapunowa (rys. 2). W praktyce jednak prawdopodobiefistwa reoptymalizacji zachowan
przewoznikéw, a wigc wartos$ci parametru A, wydajg si¢ stosunkowo niewielkie (choé
weryfikacja tej tezy wymaga szczegétowych badan), dlatego nie nalezy spodziewacd si¢
chaotycznych zmian rozktadu potokéw.
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W modelu z czasem ciggltym, w przypadku rozwazanej sieci transportowej, wy-
stepowanie chaotycznej dynamiki jest w ogéle wykluczone. W zaleznoS$ci od wartosci
parametrow obserwujemy stabilne punkty krytyczne badZ rozwigzania okresowe lub —
czesdciej — quasi-okresowe.

Przyktad 2.

Zajmiemy si¢ réwnaniami dynamiki w przypadku rozwazanym w poprzednim
przykladzie z jedna réznica polegajaca na uchyleniu zalozenia o staloSci popytu na
przewozy. Dokladny opis jego zmian wymaga analizy Sciezki rozwoju otoczenia go-
spodarczego transportu.

W pierwszym przyblizeniu mozna pomina¢ inne czynniki zewnetrzne i przyjaé
zalozenie, iz samo tempo zmian popytu na przewozy, jak i jego odchylenia od tren-
du, zaleza jedynie od biezacej wielkosci tego popytu. Réwnanie dynamiki wielkosci
przewozow moze by¢ zapisane w postaci:

D;.1 — D; = D;(r(D,) + oo(Dy)&;) model z czasem dyskretnym, (16)
dD, = D, (r(D;) + o(D,)dW,) model z czasem cigglym, )

gdzie r, o sg funkcjami opisujacymi odpowiednio $rednie tempo zmian i wahania
przypadkowe popytu na przewozy, &; jest gaussowskim procesem biatego szumu, za$
W, — procesem Wienera.

W najprostszym przypadku, uzasadnionym zwlaszcza w przypadku analiz krétko-
okresowych, mozna przyjaé, iz funkcje r, o sa state. W takim przypadku taczny popyt
jest zgodny z geometrycznym ruchem Browna:

=1

D, = Dy 1—[(1 +r+0&), model z czasem dyskretnym,

=0
D, = Dy exp ((r - 522t + sW,) , model z czasem cigglym.

Przyjmujac, iz pozostale elementy — w tym definicja procedury — sa identyczne jak
w poprzednim przykladzie, z formut (8)-(9) oraz (16)-(17) wynikajg réwnania dynamiki
potokéw. Dla przypadku czasu dyskretnego i cigglego majg one postaé:

exp(—ac))
exp(—acy) + exp(—acs)

hp,te1 = hpt = ADpyq —Ah, + (A =D +r+og), (18)

exp(—acy)
exp(—ac)) + exp(—ac;)

dhy,, = (,w, +(r - /l)hp,,) dt+oh, dW,. (19)

Dla zadanej wartos$ci popytu poczatkowego istnieje silne rozwigzanie tego réwnania
i jest ono jednoznaczne. W przypadku modelu z czasem cigglym uzyskanie analitycznej
postaci rozwigzania nie wydaje sie¢ mozliwe. Funkcje: wartosci oczekiwanej i odchy-
lenia standardowego rozwigzania zostaly oszacowane za pomoca schematu Milsteina
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([10]) zaimplementowanego w pakiecie R. Wykresy wspomnianych funkcji momento-
wych dla potoku ¢ — h; ; — pokazano na rys. 4.
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Rysunek 4. Oszacowane metoda Monte Carlo: warto$¢ oczekiwana Eh; i odchylenie standardowe Dh;
wielkosci potoku na drodze 1 (odpowiednio lewy i prawy panel)

4. UWAGI KONCOWE

W rozwazanym modelu wielko$¢ popytu na przewozy byla kategoria egzogeniczna.
Konstruujgc subtelniejsze wersje modeli, w tym analizujac dtugookresowe $ciezki po-
pytu, nalezy uwzglednic fakt, iz przewozy sa osadzone w systemie transportowym, a ten
z kolei jest czescig konkretnego uktadu gospodarczego. Ich zwiazki maja skomplikowa-
ng nature, ktéra nietatwo poddaje sie¢ kwantyfikacji. Do branych pod uwage czynnikéw
majgcych wptyw na wielko$¢ przewozéw zaliczy¢ mozna zasadnicze wielkosci cha-
rakteryzujace wzrost gospodarczy i towarzyszgcy mu wzrost dochodéw i zamoznosci
spoteczenstwa: wielko§¢ PKB, wolumen wymiany z zagranica, liczebno$¢ i strukture
spoleczeiistwa, poziom jego dochodéw, poziom konsumpcji wzrost zasobéw i wartosci
czasu wolnego, zmiany w strukturze sieci osiedlericzej, relacjach cenowych, strukturze
zatrudnienia oraz czgstkowe wskazniki stopnia racjonalizacji danej formy transportu,
uwzgledniajace stopieni liberalizacji rynku, wprowadzania nowych technologii, rozbu-
dowy infrastruktury itp. ([3] oraz [13]).

Druga kwestig, takze o zasadniczym znaczeniu, wydaje si¢ odpowiedni dobor
procedury. Szczegblnie wazny wydaje si¢ przypadek, w ktérym wyniki procedur wy-
konywanych przez przewozZnikéw opisuja niezalezne procesy Markowa. Réwnania opi-
sujace rozklad potokéw opierajg si¢ wtedy bezposrednio na réwnaniach Chapmana-
Kolmogorowa, za$ istota wykonywanych procedur determinuje intensywno$ci zmian
decyzji przewoZnikéw i warto$ci warunkowych prawdopodobiefistw wyboru przez nich
poszczegblnych drég przewozu, (por. np. [6]).
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POTOKI W SIECIACH TRANSPORTOWYCH.
ROZKEAD PRZESTRZENNY I JEGO WEASNOSCI DYNAMICZNE

Streszczenie

Praca dotyczy zagadnienia przydziatu ruchu. Sformutowano dynamiczny model opisujacy przestrzen-
ny rozklad potokéw w sieci transportowej. Zbadane zostaly wlasnosci dynamiczne tego modelu w kilku
przypadkach szczegdlnych.

Stowa kluczowe: Zagadnienie przydziatu ruchu, ograniczona racjonalnos¢, ukiady dynamiczne

FLOWS IN TRANSPORTATION NETWORKS.
SPATIAL DISTRIBUTION AND ITS DYNAMIC PROPERTIES

Abstract

This paper refers to Dynamic Traffic Assignment Problem. A consecutive dynamic model of traf-
fic flows is formulated. Some of its dynamical properties (including existence of chaotic solutions and
bifurcations) are examined in special cases.

Key words: Traffic Assignment, Bounded Rationality, Dynamical Systems
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ZALEZNOSCI POMIEDZY STOPAMI PROCENTOW YMI
RYNKU MIEDZYBANKOWEGO W POLSCE

1. WSTEP

Polityka dyskontowa jest jednym z trzech podstawowych instrumentéw posrednich
wykorzystywanych przez banki centralne w polityce pieni¢znej. Przyjete na rok 2008
i lata nast¢pne zalozenia polityki pieni¢znej Narodowego Banku Polskiego zaktadajg
ksztaltowanie stawki POLONIA w poblizu stopy referencyjnej. Przejscie z ksztalto-
wania stopy WIBOR SW na stawke POLONIA motywowano zmianami jakie zaszty
w strukturze terminowej rynku pieni¢znego, migdzy innymi wzrostem udzialu nie-
zabezpieczonych miedzybankowych lokat O/N w catoSci obrotéw, ktére we wrzesniu
2007 roku, gdy przyjeto nowe ramy polityki pieni¢znej stanowity zdecydowang wick-
szo$¢ transakcji, a ich dzienny obrét siegat nawet 10 mld PLN. Stawka POLONIA
formalnie jest stopa kontrolowana przez NBP od poczatku 2008 roku. Analizujac
wlasnosci spreadu pomiedzy stawkag POLONIA a stopa referencyjng mozna dojs¢ do
whniosku, Ze bank centralny usitowat stabilizowaé stawke POLONIA na poziomie stopy
referencyjnej nawet 2 lata wczesniej, chociaz formalnie zaktadano jeszcze stabilizacje
stopy WIBOR SW.

Stawka POLONIA (POLish OverNight Index Average) zostata wprowadzona na
polski rynek w 2005 roku. Okresla ona oprocentowanie depozytéw w polskiej walucie
udzielanych lub przyjetych w terminie O/N. Réznica wzgledem stép WIBOR 1 WIBID
ON jest zasadnicza. Stopy WIBOR wyznaczane sa na podstawie kwotowan 16 bankdw:
dileréw rynku pienieznego wytonionych przez NBP. Kwotowanie nastepuje codziennie
o godzinie 11 na fixingu organizowanym przez ACI — Stowarzyszenie Dileréw. Wartos¢
kwotowania jest obliczana jako §rednia po odrzuceniu dwoéch najwiekszych i dwdch
najmniejszych wartosci.

Wyznaczajac stawke POLONIA bierze si¢ pod uwage wszystkie transakcje do
godziny 16 zawierane przez grupe bankéw zatwierdzona przez ACI Polska. Wobec
tego stawka POLONIA w o wiele wigkszym stopniu odzwierciedla cen¢ pienigdza na
rynku. W praktyce warto$¢ stawki POLONIA ksztaltuje si¢ pomi¢dzy warto$ciami stép
WIBOR ON i WIBID ON.

! Praca naukowa finansowana ze §rodkéw budzetowych na nauke w latach 2010-2013 jako projekt
badawczy N N111 035139.
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Warto podkreslié, ze wzrost udzialu depozytéw O/N w caloSci obrotéw na rynku
migdzybankowym obserwowalny jest rowniez w krajach wysoko rozwinietych. Dlate-
go ramy polityki pieni¢znej FED uwzgledniajg ksztattowanie oprocentowania funduszy
federalnych (FED funds rate), ktdra jest stopa overnight, na poziomie stopy podstawo-
wej, natomiast Europejski Bank Centralny potwierdza jedynie, ze dazy do stabilizacji
rynkowych stép procentowych. Analiza wlasnoSci spreadu pomiedzy stawka EONIA
a stopg operacji podstawowych refinansujacych pokazuje, ze celem polityki pieni¢znej
ECB jest ksztattowanie stawki EONIA. Teze ta potwierdzaja takie pozycje w literaturze
jak prace Nautz i Offermanns [16] oraz Pérez Quirds i Rodriguez Mendizéabal [19],
ktérzy wykazali, ze spread pomiedzy stawka EONIA, a stopg podstawowych operacji
refinansujacych jest szeregiem stacjonarnym, czy Hasslera i Nautza [13], ktérzy doszli
do wniosku, ze spread ten jest szeregiem z dluga pamigcia.

Celem niniejszego artykutlu jest poznanie mechanizméw oddzialywania na sie-
bie zmiennosci stép polskiego rynku miedzybankowego. W szczeg6lnosci zamierzamy
sprawdzi¢, w jaki spos6b zmienno$¢ stawki POLONIA oddziatuje na pozostate stopy
procentowe, oraz czy jej wplyw jest wiekszy niz miato to miejsce w przypadku kon-
trolowanej wczesniej stopy WIBOR SW. Duzy wplyw zmienno$ci stawki POLONIA
na stopy procentowe rynku miedzybankowego o dtuzszym terminie zapadalnosci ozna-
czalby mimowolng ingerencj¢ banku centralnego w struktur¢ zmiennosci wszystkich
stop rynku miedzybankowego. Jednoczesnie oznaczalaby ona duzg site stosowanego
przez Narodowy Bank Polski narzedzia. Dawalaby miedzy innymi mozliwo$¢ stabili-
zowania poprzez stawke POLONIA stopy WIBOR 3M, ktéra jest podstawowq stopg
na ktorej opiera si¢ oprocentowanie kredytéw hipotecznych.

Aby dokona¢ oceny wzajemnych powigzan pomi¢dzy zmiennos$ciami stOp pro-
centowych, mozna zastosowa¢ dwa podejscia. Pierwsze to wprowadzenie do réwnan
zmienno$ci poszczegdlnych stép procentowych dodatkowych zmiennych objasniajacych
reprezentujgcych zmienno$¢ innych stép, podobnie jak to zrobita Vila Wetherilt [23].
Niewatpliwie lepszym podejSciem jest zastosowanie modelu wielowymiarowego, gdyz
pozwala ono na jednoczesne zbadanie wszystkich kierunkéw transmisji zmiennoSci.
Podejscie takie zostato wykorzystane przez Avouvi-Dovi i Jondeun [4]. Autorzy wyko-
rzystali w tym celu model BEKK (por. [11]). Same reakcje na impuls badane byly za
pomoca wprowadzonej przez Hafnera i Herwartza [12] funkcji VIRF (Volatility Im-
pulse Response Function), ktéra bazuje na wielowymiarowym modelu BEKK. Autorzy
badali jedynie cztery stopy procentowe, podczas gdy my rozwazajac stawk¢ POLONIA
oraz stopy WIBOR o okresie do zapadalnosci od jednego tygodnia do jednego roku
zmuszeni jesteSmy do jednoczesnego modelowania az 8 stdp procentowych. Jak wia-
domo zastosowanie wielowymiarowego modelu zmiennoSci do tak duzej przestrzeni
nie jest mozliwe, chociazby ze wzgledu na ogromng liczbe parametréw. Wykorzystany
przez Avouvi-Dovi i Jondeun [4] dla obcigtej struktury terminowej model BEKK(1,1,1)
w naszym przypadku miatby ich 110. W takiej sytuacji wlaSciwym rozwiazaniem mo-
ze wydawac si¢ zastosowanie analizy gtéwnych sktadowych oraz bazujacych na nich
ortogonalnych modeli GARCH. W pracy zdecydowano si¢ na wykorzystanie wpro-
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wadzonego przez van der Weide [25] modelu GO-GARCH (Generalized Orthogonal
GARCH), podobnie jak to zrobil Vojtek [24] badajac stopy procentowe rynku migdzy-
bankowego z kilku krajéw Europy $rodkowe;j.

2. METODY BADAWCZE

Jak juz zostato wspomniane we wstepie, do opisu warunkowej wariancji stop pro-
centowych zastosowaliSmy model GO-GARCH. Model ten jest rozwinigciem koncepcji
wprowadzonej przez Alexander i Chibumba [3] i rozwijanej przez Alexander w pracach
[1] i [2] wykorzystane]j do konstrukcji modelu O-GARCH (Orthogonal GARCH). Kon-
cepcja modelu O-GARCH polega na niezaleznym wyznaczeniu wariancji warunkowej
za pomocg modelu GARCH dla m pierwszych giéwnych skladowych k-wymiarowe;j
przestrzeni danych. Macierz kowariancji warunkowej opisana jest za pomoca nastepu-
jacego réwnania

H, = AD,A’,

gdzie D, jest diagonalna, m Xm wymiarowa macierzg wariancji warunkowej zmiennych
sktadowych, natomiast A jest k X m wymiarowa macierzg tadunkéw poszczegélnych
sktadowych. Macierz H; spetni warunek dodatniej pétokreslonosci z reguty tylko wtedy
jesli m jest znacznie mniejsze od k. Ponadto macierz A powinna spetnia¢ warunek
ortogonalno$ci. Jezeli badane szeregi sg ze sobg stabo skorelowane warunek ten jest
trudny do osiggniecia (por. [25]).

Wykorzystany w niniejszej pracy model GO-GARCH (Generalized Orthogonal
GARCH) wolny jest od wigkszosci wymienionych powyzej wad modelu O-GARCH.
Podstawowa réznica wzgledem modelu O-GARCH polega na tym, ze macierz tadunkéw
zostata pomnozona przez ortogonalng macierz o wyznaczniku 1 postaci

U= ]_[Gij(gij)’ -—n< 9,']' <, l,] = 1,2,...,k,

i<j

gdzie G;;(6;;) jest macierzg rotacji bazy kanonicznej przestrzeni R* o kat 0;;, ktore-
go wartoSci estymowane sg wraz z innymi parametrami modelu GO-GARCH. Dzigki
tej modyfikacji macierz A nie musi spetniaé warunku ortogonalnosci, a wystarczy,
ze bedzie ona macierzg odwracalng. W modelu nie wystepujg réwniez trudnos$ci ze
spetnieniem warunku dodatniej pétokreslonoSci przez macierz korelacji. (por. [25]).
Witasnie z tego tez powodu model GO-GARCH moze wykorzystywaé wszystkie skla-
dowe, podczas gdy model O-GARCH da si¢ zastosowa¢ jedynie dla kilku pierwszych
sktadowych.

Trzeba zaznaczy¢, ze podej$cie zaproponowane przez van der Weide [25] réwniez
nie jest pozbawione wad. Zalezno$¢ macierzy U od k(k — 1)/2 parametréw uniemoz-
liwia stosowanie modelu dla bardzo duzych wymiaréw przestrzeni danych. Z tego
powodu Boswijk i van der Weide [5] wprowadzaja posta¢ modelu GO-GARCH, w
ktérej macierz U jest wyznaczona w inny sposéb. Autorzy stosujg w tym celu regresje
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macierzowa, ktoérej parametry sg szacowane za pomocg nieliniowej metody najmniej-
szych kwadratéw.

Wymiar rozwazanej w niniejszym artykule przestrzeni danych jest na tyle niewiel-
ki, ze mozemy zastosowa¢ wersje modelu GO-GARCH zaproponowang przez van der
Weide [25].

Estymacji parametréw modelu GO-GARCH dokonujemy za pomoca metody quasi
najwickszej wiarygodnosci. Jest to niewatpliwie jedna z najpopularniejszych metod
estymacji wielowymiarowych modeli GARCH. Jej gtéwng zaletg jest stosunkowo nie-
wielka ztozono$¢ obliczeniowa pozwalajaca uzyskaé wyniki estymacji w stosunkowo
krétkim czasie. Obecnie w kontek$cie wielowymiarowych modeli GARCH opracowy-
wane sg takze metody bayesowskie, cechujgce si¢ znacznie wieksza pracochtonnoscig
ale zarazem wigksza precyzja. Do kluczowych pozycji poruszajacych ten temat mozna
by zaliczy¢ m.in. prace Della Corte i in. [6] i [7], a takze artykuly polskich autoréw,
w szczegdlnosci prace Osiewalskiego [17] oraz Osiewalskiego i Pajor [18].

Poniewaz posta¢ funkcji VIRF (Volatility Impulse Response Function) znana jest
jedynie dla modeli BEKK, dlatego w celu okreSlenia kierunkéw transmisji zmien-
nosci, po doktadnym zbadaniu wlasnosci otrzymanej za pomocg modelu GO-GARCH
wariancji warunkowej dopasowujemy do niej model VAR, ktérego rzad zostal wybrany
na podstawie kryterium informacyjnego Akaike, a nastepnie wyznaczamy standardowe
funkcje odpowiedzi na impuls.

3. DANE

Model zmiennos$ci warunkowej zostanie dopasowany facznie do stawki POLONIA
oraz stop procentowych WIBOR o okresie zapadalnosci od 1 tygodnia do 1 roku.
Rozwazanie terminéw zapadalnosci dtuzszych niz 1 rok dla polskiego rynku nie byloby
fatwe, gdyz instytucje bankowe pozyczaja pieniadze i udzielajg depozytéw z reguly na
krétsze okresy i stopy o terminie dltuzszym niz rok nie sg nawet oficjalnie notowane.
Jednoczesnie stopa WIBOR ON i WIBOR TN zostaly wykluczone z badania, jako,
ze stopa depozytéw jednodniowych jest juz reprezentowana przez stawke POLONIA.
Notowania pochodza z okresu 1 stycznia 2008 do 3 marca 2010, a wigc od poczatku
okresu w ktérym bank centralny rozpoczat kontrole stawki POLONIA.

W pierwszej kolejnosci przeprowadzamy testy pierwiastka jednostkowego, aby
sprawdzi¢ czy mozliwe jest modelowanie pozioméw stép. Wykorzystamy w tym celu
rozszerzony test Dickeya-Fullera (por. [22]), test Phillipsa-Perrona [20] oraz dwa testy
Elliotta-Rottenberga-Stocka [6]. Przedstawione w tabeli 1 wyniki testéw pierwiastka
jednostkowego jednoznacznie wskazujg na niestacjonarno$¢ szeregéw poziomow stop
WIBOR oraz stawki POLONIA (jedynie w przypadku tej ostatniej jeden test odrzucit
hipoteze zerowa méwiaca o tym, ze szereg zawiera pierwiastek jednostkowy). W takiej
sytuacji zdecydowaliSmy si¢ na modelowanie przyrostéw stép. Ponadto przy estymacji
modelu pewne utrudnienie stanowi¢ moze stosunkowo krétka préba liczaca zaledwie
552 obserwacje.
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Statystyki opisowe przyrostéw poszczegdlnych stép procentowych przedstawione
sa w tabeli 2, natomiast ich korelacje — w tabeli 3. Na rysunku 1 dodatkowo przedsta-
wiamy poziomy badanych stép procentowych w rozwazanym okresie. Poczawszy od
poczatku IV kwartatu 2008 roku obserwujemy pogtebiajace sie rozbieznosci pomiedzy
stopami o krétkim i dlugim terminie zapadalnoS$ci. R6znice te ulegaja stabilizacji okoto
maja 2009 roku, a dopiero pod koniec badanego okresu ulegaja one stopniowemu po-
mniejszeniu. Sytuacja ta jest efektem poglebiajacego si¢ kryzysu finansowego w 2008,
a przede wszystkim gloSnego upadku banku Lehmann Brothers 15 paZzdziernika 2008,
uwazanego za najwicksze bankructwo w historii USA. Byt on gtéwna przyczyna spadku
zaufania na Polskim rynku miedzybankowym. Mozna zauwazy¢ ze poczawszy od tej
daty nast¢puje znaczgcy wzrost wariancji stawki POLONIA oraz obnizenie jej poziomu
wzgledem innych stép. Zmienno$¢ stawki Polonia pozostaje szczegdlnie duza w okresie
od 17 pazdziernika 2008 do 20 lutego 2009, w ktérym Narodowy Bank Polski dostar-
czal bony pienigzne w ilosci zaspokajajacej popyt przechodzac tym samym na pasywne
zarzadzanie plynnoscig. Gdy 20 lutego 2009 bank centralny zdecydowatlsi¢ na ogra-
niczenie podazy bonéw zmiennos¢ stawki POLONIA ulegta zmniejszeniu natomiast
jeszcze bardziej wzrosta réznica pomiedzy poziomami stawki POLONIA a stopami
o dluzszym terminie zapadalnosci (por. Raport NBP — Polska Wobec Swiatowego
Kryzysu Gospodarczego [21]).

Wariancja przyrostow stop WIBOR oscylujaca w przedziale 0,0269 — 0,0433 jest
kilkukrotnie mniejsza od wariancji stawki POLONIA. Ttumaczy to znacznie mniejszg
korelacje jaka wystepuje pomiedzy przyrostami stawki POLONIA i dowolnej ze stép
WIBOR od korelacji pomiedzy przyrostami poszczegélnych stép WIBOR.

Tabela 1.
Wyniki testéw pierwiastka jednostkowego przeprowadzonych dla szeregéw stawki POLONIA oraz st6p
WIBOR o terminie zapadalnosci od 1 tygodnia do 1 roku

ADF PP DF-GLS P
szereg (1984) (1988) (1996) (1996)
POLONIA 12,8525 (>0,05) 2334 (>0,1) | -2,8469 (>0,05) | 2,4441 (<0,025)
WIBOR SW 10,85619 (>0,1) 0,8956 (>0,1) | -0,89149 (>0,1) | 16,798 (>0,1)
WIBOR 2W 10,3842 (>0,9) 01127 (>0,9) | -0,60421 (>0,1) | 44,384 (>0,1)
WIBOR 1M -0,51018 (>0,1) -0,58453 (>0,1) | -0,6009 (>0,1) 38,138 (>0,1)
WIBOR 3M | -0,0001183 (>0,95) | -0,20525 (>0,9) | -0,22513 (>0,1) | 53,436 (>0,1)
WIBOR 6M | 0,044427 (>095) | -0,17882 (>0.9) | -0,36888 (>0.1) | 54,862 (>0,1)
WIBOR OM | 0,11197 (>0,95) | -0,13810 (>0,9) | -0,38306 (>0,1) | 53452 (>0,1)
WIBOR 1Y 0,14846 (0,95 | -0,11797 (>0,9) | -0,39658 (>0,1) | 51,121 (>0,1)
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Statystyki opisowe przyrostéw stawki POLONIA i stép WIBOR o terminie zapadalnosci od 1 slagzegiiz .
do 1 roku
POLONIA WIBOR SW WIBOR 2W WIBOR 1M
Srednia -0,00397 -0,00151 -0,00341 -0,00174
Wariancja 0,12933 0,00743 0,00564 0,00245
minimum -1,41000 -0,57000 -1,03000 -0,57000
maksimum 2,75000 1,14000 1,04000 0,83000
Skosnosé 1,77658 2,39933 -0,39639 5,43514
Kurtoza 10,93785 66,07094 133,11847 178,07916
WIBOR 3M WIBOR 6M WIBOR 9M WIBOR 1Y
Srednia -0,00209 -0,00278 -0,00299 -0,00316
Wariancja 0,00113 0,00104 0,00101 0,00104
minimum -0,51000 -0,51000 -0,51000 -0,51000
maksimum 0,31000 0,21000 0,09000 0,08000
Skosnosé -5,64161 -7,83789 -9,42814 -9,27541
Kurtoza 111,22378 122,88294 137,33053 131,26503
Tabela 3.
Korelacja przyrostow stawki POLONIA i stop WIBOR o terminie zapadalnosci od 1 tygodnia do 1 roku
POLONIA | SW 2W IM 3M 6M oM 1Y
POLONIA 1 0,385 | 0,3405 | 0,3405 | 0,3405 | 0,3409 | 0,3397 | 0,3425
SwW 1 0,9431 | 0,951 | 0,9315 | 0,9274 | 0,9223 | 0,918
2W 1 0,9435 | 0,921 | 0,9157 | 0,9101 | 0,9052
IM 1 0,9905 | 0,9875 | 0,9839 | 0,9807
3M 1 0,9976 | 0,9966 | 0,995
6M 1 0,9982 | 0,997
oM 1 0,9988
1Y 1

4. ANALIZA GLOWNYCH SKEADOWYCH STRUKTURY TERMINOWEJ, ESTYMACJA MODELU
GO-GARCH

W tabeli 4. przedstawiamy wyniki analizy gtéwnych skfadowych przeprowadzonej
dla przyrostéw stawki POLONIA oraz st6p WIBOR na bazie macierzy korelacji. Za-
stosowanie macierzy kowariancji, ktérej juz bardzo niewielka liczba sktfadowych moze
opisaé przeszto 90% wariancji przestrzeni danych w tym przypadku nie byto wskaza-
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Rysunek 1. Poziomy stawki POLONIA oraz stép procentowych WIBOR o terminie zapadalnosci od
jednego tygodnia do jednego roku z okresu 01.08.2008 — 03.03.2010

Tabela 4.
Wartosci wlasne skladowych przyrostéw stawki POLONIA oraz stép WIBOR z okresem zapadalnosci
od 1 tygodnia do 1 roku oraz udzial sktfadowych w opisie wariancji

sktadowa warto$¢ wilasna udzial w opisie wariancji Skumgl(.)wany.udz.i.al
w opisie wariancji
1 5,0994 0,63743 0,63743
2 1,2596 0,15745 0,79488
3 0,95644 0,11956 0,91444
4 0,28091 0,035113 0,94955
5 0,22984 0,028729 0,97828
6 0,076370 0,0095463 0,98783
7 0,064523 0,0080654 0,99589
8 0,032873 0,0041092 1,0000

ne. Przeprowadzona w ten spos6b analiza gtéwnych skfadowych prowadzi do sytuacji,
w ktérej zmienne o najwigkszej wariancji maja najwigkszy wptyw na wynik (por. [2]).
W praktyce wariancja warunkowa szeregéw o najwiekszej wariancji zostanie zawyzo-
na, a szeregdw O najmniejszej zanizona. Zastosowanie tej metody jest wigc wskazane
tylko wtedy, gdy poszczegdlne zmienne majg zblizong wariancj¢, natomiast wariancje
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badanych przez nas szeregdw sa bardzo zrdéznicowane, o czym wspomnieliSmy juz
wczesnie;j.

W przypadku naszej przestrzeni danych juz 3 pierwsze sktadowe opisuja przeszio
91% wariancji, co sugeruje ze zastosowanie modelu O-GARCH dla trzech pierwszych
sktadowych mogtoby da¢ zadowalajace wyniki. Model GO-GARCH posiada jednak
lepsze wlasnosci statystyczne a dodatkowo pozwala na wykorzystanie wszystkich skfa-
dowych a wiec w istocie pozwala na opis catej wariancji badanych szeregéw. Przepro-
wadzajac modelowanie nowej przestrzeni danych w celu mozliwie dobrego dopasowa-
nia modelu GO-GARCH wpierw badamy wlasnoSci poszczegdlnych skfadowych.

Wyniki testu Engle’a przeprowadzonego dla poszczegdlnych sktadowych. Wartosci statystyk (p—»\rf:rtizléii?
Z];f; maks. opdznienie = 2 | maks. opdZnienie = 5 |maks. opéZnienie = 10 | maks. opéZnienie = 15

1 0,219285 (0,89615) | 0,230759 (0,99875) 0,27178 (1) 0,312632 (1)

2 12,6011 (0,00184) 12,7498 (0,02584) 13,0928 (0,21853) 13,4874 (0,5647)

3 22,9003 (1,06E-5) 23,255 (0,000302) 23,9123 (0,00784) 25,2597 (0,04656)

4 0,0102956 (0,99487) | 1,17164 (0,94757) 1,6046 (0,99857) 1,77308 (0,99999)

5 111,348 (6,62E-25) | 118,756 (5,76E-24) | 118,287 (1,13E-20) 117,972 (4,68E-18)

6 33,8969 (4,36E-8) 34,2548 (2,12E-6) 44,1408 (3,11E-6) 52,247 (5,14E-6)

7 9,36521 (0,00926) 12,8594 (0,02473) 14,4995 (0,1514) 16,6644 (0,33932)

8 102,285 (6,15E-23) | 105,825 (3,12E-21) 105,484 (4,33E-18) 107,527 (4,8E-16)

Zaréwno test Engle’a jak i analiza autokorelogramdéw wyznaczonych dla kwadra-
tow poszczegdlnych skladowych sugeruje, ze zaleznoSci istnieja jedynie dla bardzo
matych opdznieni. Obserwujemy, ze jesli odrzucenie hipotezy zerowej wystepuje dla
testu Engle’a z maksymalnym opéZnieniem wyzszym niz 2, to jest ono znacznie slabsze
niz w przypadku testu z nizszg wartoscia maksymalnego opdZnienia. Przedstawione
na rysunku 2 autokorelogramy pokazuja, ze w przypadku szeregu pierwszej i czwartej
sktadowej nie istnieje istotna autokorelacja dla kwadratéw poszczegdlnych wyrazéw
szeregu, natomiast dla pozostalych sktadowych istnieje ona wylacznie dla opdZnienia 1.
W takiej sytuacji jedynym rozwigzaniem wydaje si¢ wykorzystanie do opisu wariancji
warunkowej poszczegdlnych sktadowych modeli ARCH(1). Krétkookresowos$¢ zalezno-
Sci kwadratowych w szeregach przyrostow stop procentowych rynku miedzybankowego
nie jest zaskoczeniem. W niektdrych pozycjach, takich jak artykut Vili Wetherilt [23],
w ktérych badano miedzybankowe stopy procentowe przed wybuchem $§wiatowego kry-
zysu gospodarczego, testy statystyczne wykazaty brak efektu ARCH w modelowanych
stopach LIBOR wobec czego zdecydowano si¢ do ich opisu zastosowa¢ modele oparte
jedynie na zalezno$ciach liniowych.

W tabeli 6. Przedstawione sg oszacowania parametréw a; dla poszczegSlnych
sktadowych, wraz z bledem standardowym i p—wartoSciami ¢ statystyki. Duze biedy
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Rysunek 2. Autokorelacje wyznaczone dla szeregéw kwadratéw poszczegdlnych sktadowych

standardowe niektérych parametréw sg konsekwencjg wspomnianej krétkookresowosci
zalezno$ci kwadratowych w poszczegdlnych sktadowych lub w przypadku niektérych
sktadowych nawet ich braku. Inng przyczyng stosunkowo duzych btedéw standardowych
parametréw moze by¢ stosunkowo kroétka préba liczgca zaledwie 552 obserwacje. Po-
mimo to dopasowanie modelu GO-GARCH mozna uzna¢ za zadowalajace. Statystyczna
nieistotnos$¢ parametru «dla czwartej sktadowej uzasadniony jest catkowitym brakiem
autokorelacji w kwadratach (rys. 2).

Do uzyskanych za pomoca modelu GO-GARCH wariancji warunkowych poszcze-
gblnych stép dopasowujemy model wektorowej autoregresji, by w dalszej kolejnosci
wyznaczy¢ funkcje odpowiedzi na impuls. Wczesniej konieczne jest sprawdzenie, czy
uzyskane szeregi wariancji warunkowej nie posiadaja pierwiastka jednostkowego. Wy-
korzystamy w tym celu testy, ktére wczesniej zastosowaliSmy do weryfikacji wyste-
powania pierwiastkéw jednostkowych w szeregach poziomdéw stawki POLONIA oraz
stop WIBOR. Wyniki przedstawiamy w tabeli 7. Testy jednoznacznie odrzucity hipo-
teze zerowg moéwiaca o pierwiastku jednostkowym w szeregach wariancji warunkowej,
wobec tego do ich opisu mozemy zastosowa¢ model VAR.
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Oszacowania parametréw a; w modelach ARCH dla poszczegélnych skfadowych fibela ¢
oszacowanie btad standardowy p-wartos$¢

a; (1 sktadowa) 0,417867 0,16578 0,0120
a; (2 sktadowa) 0,388546 0,20811 0,0625
a3 (3 skfadowa) 0,442321 0,11930 0,0002
a4 (4 sktadowa) 0,017161 0,077518 0,8249
as (5 skladowa) 0,908392 0,015910 0,0000
ag (6 skladowa) 0,393851 0,27962 0,1596
a7 (7 sktadowa) 0,308048 0,11264 0,0065
as (8 skfadowa) 0,252856 0,11464 0,0279

Tabela 7.

Wyniki testéw pierwiastka jednostkowego przeprowadzonych dla wyznaczonych za pomocg modelu
GO-GARCH szeregéw wariancji warunkowych stawki POLONIA oraz stép WIBOR o terminie
zapadalno$ci od 1 tygodnia do 1 roku

ADF PP DF-GLS P
szereg (1984) (1988) (1996) (1996)

POLONIA | -22,6391 (<0,01) | -22,8174 (<0,01) | -22,6597 (<0,01) | 0,323294 (<0,01)
WIBOR SW | -21,9843 (<0,01) | -22,1707 (<0,01) | -22,0043 (<0,01) | 0,334637 (<0,01)
WIBOR 2W | -22,3909 (<0,01) | -22,4306 (<0,01) | -22,4113 (<0,01) | 0,301483 (<0,01)
WIBOR IM | -20,3203 (<0,01) | -20,5108 (<0,01) | -20,3389 (<0,01) | 0,275716 (<0,01)
WIBOR 3M | 224185 (<0,01) | -22,627 (<0,01) | 22,4389 (<0,01) | 0314431 (<0,01)
WIBOR 6M | -22,157 (<0,01) | -22,3678 (<0,01) | -22,1772 (<0,01) | 0,309381 (<0,01)
WIBOR 9M | 0,11197 (<0,01) | -0,13810 (<0,01) | -0,38306 (<0,01) | 53,452 (<0,01)
WIBOR 1Y | 0,14846 (<0,01) | -0,11797 (<0,01) | -0,39658 (<0,01) | 51,121 (<0,01)

Na rysunkach 3 i 4 przedstawiamy wykresy odpowiedzi na impuls otrzymane za
pomocg modelu VAR(1) dopasowanego do wariancji warunkowych stawki POLONIA
oraz stop WIBOR o terminie zapadalnosci od 1 tygodnia do 1 roku. Poniewaz na
wyniki tej analizy duzy wplyw ma uszeregowanie zmiennych w modelu, wiec usze-
regowaliSmy stopy wedlug terminéw zapadalnosci: od najkrétszego do najdiuzszego.
Zaktadamy bowiem, ze wariancja stop krétkoterminowych wptywa na wariancje stop
dlugoterminowych, a nie odwrotnie. Na rysunku 3 i 4 widzimy, ze zmienno$¢ stawki
POLONIA wptywa na zmienno$ci pozostatych stép ze zblizong sitg co stopa WIBOR
SW. Zmienno$¢ stopy WIBOR SW nie wywiera jednak prawie zadnego wplywu na
zmienno$¢ stawki POLONIA. Z tego wzgledu przejScie z ksztattowania stopy WIBOR
SW na stawke POLONIA wydaje si¢ by¢ tym bardziej uzasadnione.
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Rysunek 3. Odpowiedzi na jednostkowy impuls zmiennosci stawki POLONIA
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5. ZAKONCZENIE

Celem przeprowadzonych badan bylo okreslenie kierunkéw przenoszenia si¢ im-
pulséw pomiedzy zmiennoSciami stawki POLONIA oraz stop WIBOR. Analiza wykre-
sOow odpowiedzi na impuls prowadzi do jednoznacznych wnioskéw. Reakcja zmiennoSci
stop WIBOR na jednostkowe zaburzenie zmiennosci stawki POLONIA oraz WIBOR
SW jest silna i natychmiastowa, natomiast zmienno§¢ stawki POLONIA nie reaguje
w ogodle na zmienno$¢ stopy WIBOR SW. Oznacza to, ze banki komercyjne poda-
jac kwotowania stop WIBOR w ogromnym stopniu kieruja si¢ zachowaniem stawki
POLONIA - stopy stanowigcych zdecydowanie najwigksza czeS¢ rynku depozytow
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jednodniowych, natomiast rynek migdzybankowych depozytéw jednodniowych nie re-
aguje na publikacje stawek WIBOR SW wecale, lub co najwyzej w stopniu pomijalnie
matym. Warto podkresli¢, ze znaczenie stawki POLONIA wobec narastajacego kryzy-
su zaufania stato si¢ jeszcze wieksze. Strach przed niewyplacalnoScig kontrahenta oraz
niemoznos$cig uzyskania odpowiedniej pozycji ptynnosciowej doprowadzil do niemal
calkowitego zamarcia mig¢dzybankowego rynku depozytéw o terminie zapadalno$ci
dluzszym niz jeden dzied. W efekcie tego jedyng stawka odzwierciedlajgcg rynkowa
cen¢ pieniadza stata si¢ stawka POLONIA, wobec czego banki komercyjne podajac na
fixingu kwotowania st6p WIBOR mogly si¢ kierowaé wylacznie ta stawka.

Poznanie zaleznoSci wystepujacych pomiedzy stopami procentowymi rynku mig-
dzybankowego pozwala na lepsze zrozumienie wyst¢pujacych na nim zalezno$ci oraz
wyciagni¢cie wnioskéw na temat jego kondycji. Nie sposéb w tym miejscu nie wspo-
mnie¢ o innym kierunku badari jakim jest wyznaczanie krzywych dochodowosci, a
wiec funkcji opisujacych zaleznosci pomigdzy poziomem stép procentowych a ich cza-
sem zapadalnoscia. Ksztalt krzywej odzwierciedla oczekiwania rynku co do przysztych
zmian stop procentowych, a banki centralne wykorzystuja ja do kontrolowania inflacji.
Poréwnanie krzywych wyznaczonych na podstawie papieréw dtuznych z krzywymi stop
rynku miedzybankowego moze postuzy¢ ocenie skali obecnego na tym rynku ryzyka
kredytowego. Z punktu widzenia wydarzen ostatnich lat analiza taka mogtaby ona
postuzy¢ m.in. do okreSlenia momentu transmisji kryzysu zaufania na poszczegdlne
rynki miedzybankowe lub wptywu poszczegdlnych impulséw na poziom zaufania na
tych rynkach.

Agata Kliber, Pawel Kliber — Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu,
Piotr Ptuciennik — Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
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ZALEZNOSCI POMIEDZY STOPAMI PROCENTOWYMI RYNKU
MIEDZYBANKOWEGO W POLSCE

Streszczenie

W artykule badamy kierunki przenoszenia si¢ zmiennosci pomi¢dzy stawka POLONIA oraz stopami

procentowymi rynku mi¢dzybankowego o dluzszym czasie zapadalnosci. Szczegdlny nacisk zostat polozo-
ny na okreslenie sily impulséw wysylanych przez stawk¢ POLONIA oraz stopg WIBOR SW. Ta pierwsza
jest stopa kontrolowang przez Narodowy Bank Polski poczawszy od 2008 roku, natomiast na druga byla
nig wczesniej. Poniewaz warunkowa zmiennos$¢ stép procentowych jest nieobserwowalna, a brak dostep-
nosci danych $réddziennych uniemozliwia szacowania zmiennoS$ci zrealizowanej, wyznaczamy zmienno$¢é
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warunkowa wykorzystujac w tym celu wprowadzony przez Van der Weide [25] model GO-GARCH. Do
identyfikacji impulséw w szeregach wariancji warunkowej wykorzystaliSmy model VAR.

Stowa kluczowe: Analiza giéwnych skladowych, funkcja odpowiedzi na impuls, wielowymiarowe
modele zmienno$ci warunkowej, struktura terminowa

INTERDEPENDENCES BETWEEN INTEREST RATES ON THE POLISH INTERBANK MARKET

Abstract

In the article we verify the direction of impulse response between volatility of POLONIA rate and
interbank interest rates. The authors concentrate especially on the power of POLONIA and WIBOR SW
volatility impulses. POLONIA rate is controlled by Polish Central Bank since the beginning of 2008. As
the conditional volatility of interest rates is unobservable, and the absence of intraday quotations prevent
from estimation of realized volatility, we determine volatility using the GO-GARCH model introduced by
Van der Weide in [25]. To identify impulses in variance series we use VAR model.

Key words: principal component analysis, impulse response function, multidimensional models of
conditional variance, term structure of interest rates
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WYKORZYSTANIE ANALIZY KORESPONDENCJI W BADANIU
CZYNNIKOW ROZNICUJACYCH WYNIKI Z DWOCH CZESCI
EGZAMINU GIMNAZJALNEGO UZYSKANYCH PRZEZ UCZNIOW
Z ROZNYCH OBSZAROW TERYTORIALNYCH!

1. POLSKI SYSTEM EDUKACIJI I JEGO REFORMA

Celem badan przeprowadzonych w ramach prezentowanego artykutu jest wska-
zanie analizy korespondencji jako metody niezwykle uzytecznej w rozpoznawaniu
wspolwystgpiert kategorii zmiennych wyréznionych w trakcie egzaminu gimnazjalne-
go. Wskazanie powigzan migdzy kategoriami zréznicowanych zmiennych pozwoli na
dalsza modernizacje systemu edukacji, tak by dostep do wiedzy nie byt ograniczany.

System edukacji w Polsce poddano radykalnej reformie, ktérg zapoczatkowano
w 1999 r. Jej celem bylo podniesienie jakosci ksztalcenia oraz dopasowanie syste-
mu edukacji do wymagan gospodarki opartej na wiedzy. Reforma ta miata réwniez
wspomoéc rozwdj programéw propagujacych ksztalcenie przez cate zycie. Jednym z
najwazniejszych rozwiazai proponowanych w reformie szkolnictwa byto wprowadzenie
nowej struktury szkolnictwa (od poziomu przedszkolnego do studiéw doktoranckich)
oraz zmiana dotychczasowego systemu egzaminacyjnego. Reforma dotyczyta réwniez
kwestii ksztalcenia i podnoszenia kwalifikacji nauczycieli oraz systemu finansowania
1 zarzadzania.

Rozpoczecie reformy systemu edukacji w Polsce zbieglo sie¢ w czasie z prébnym
(eksperymentalnym) badaniem PISA (OECD Programme for International Student As-
sessment). Badanie to ma na celu sprawdzenie wiedzy i umiejetnosci 15-latkéw w kra-
jach stowarzyszonych. W 2000 r. przeprowadzono pierwsze badanie PISA z udziatlem
polskich uczniéw, ktérzy jako ostatni zakonczyli nauke w starym systemie.

W przeprowadzone] analizie wzigeto pod uwage wyniki osiagniete przez uczniéw
z egzaminu gimnazjalnego. Egzamin ten wprowadzono w trakcie reformy systemu
edukacji. Ten sprawdzian wiedzy uczniéw jest formg egzaminu zewngtrznego, ktory
ma na celu przestrzeganie wystandaryzowanych procedur, zapewnienie poréwnywalno-
Sci wynikéw, przestrzeganie anonimowosSci uczniéw. Nie ma on by¢ traktowany jako

U Artykul napisany w ramach grantu MNiSW nt. Metody wielowymiarowej analizy statystycznej
i modelowania danych jakoSciowych w ocenie wiedzy i umieje¢tnosci uczniow gimnazjum (nr N N111
279038).
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kryterium do kontynuowania dalszej nauki, ale jedynie ma by¢ informacjg dla ucznia
0 poziomie jego wiedzy. Egzamin ten jest jednak powszechny i obowigzkowy.

Prace badawcze wykonane w ramach przedstawianego artykutu, sa czescig re-
alizacji unikatowego projektu badawczego finansowanego przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego®. Z uwagi na zastosowane metody badawcze i realizacje ce-
16w naukowych i aplikacyjnych projekt ma charakter niepowtarzalny, gdyz analiza
wynikéw egzaminacyjnych gimnazjalistéw nie byla jeszcze prowadzona na tak szero-
kg skale. Zastosowanie analizy korespondencji do oceny prezentowanych w artykule
danych nie jest postepowaniem powszechnym, najczesciej analiza sprowadzana jest do
wyznaczenia podstawowych jednowymiarowych wskaZnikéw statystycznych.

2. ZAKRES BADANIA

Dysponowano wynikami Centralnej Komisji Egzaminacyjnej dla poszczeg6lnych
uczniéw w wojewddztwach opolskim i dolnoS§laskim z podzialem na szkoly, gminy,
ple¢ oraz tematyczne obszary egzaminacyjne w zakresach przedmiotéw matematyczno-
przyrodniczych i humanistycznych z lat 2003-2010.

Egzamin w zakresie nauk humanistycznych obejmuje takie przedmioty jak: jezyk
polski, historia, wiedza o spoteczefistwie, plastyka i muzyka. Obszary egzaminacyjne
w tej czg¢Sci egzaminu to:

— czytanie 1 odbior tekstow kultury;

— tworzenie wlasnego tekstu.

Egzamin w zakresie nauk matematyczno-przyrodniczych obejmuje takie przedmioty

jak: matematyka, fizyka, astronomia, chemia, biologia i geografia. Obszary egzamina-

cyjne w tej czesci egzaminu to:

— umiejetne stosowanie terminéw, pojec i procedur z zakresu przedmiotéw matematy-
czno-przyrodniczych niezbednych w praktyce zyciowej i dalszym ksztat ceniu;

— wyszukiwanie i stosowanie informaciji;

— wskazywanie i opisywanie faktéw, zwigzkow i zaleznos$ci w szczegdlnosci przyczy-
nowo-skutkowych, funkcjonalnych, przestrzennych i czasowych;

— stosowanie zintegrowanej wiedzy i umiejetnosci do rozwigzywania problemaéw.

Wiekszo$¢ przedstawionych powyzej zmiennych zmierzono na skali nominalnej. Wy-

niki uzyskane przez uczniéw w poszczegdlnych obszarach zakreséw egzaminacyjnych

przeksztalcono na pomiar na skali porzagdkowej, ktérej budowa jest bardzo zblizona

do skali nominalnej. Taki zestaw zmiennych pozwolit na zastosowanie wielowymiaro-

wej analizy korespondencji (wykorzystano macierz Burta oraz wielowymiarowg tablice

kontyngencji).

Wyniki egzaminu gimnazjalnego uczniéw z obszaru Dolnego Slaska postuzyly
autorkom do przygotowania artykutu pt. ,,Comparative analysis of the competences

2 Grant nr NN 111 279038 pt. Metody wielowymiarowej analizy statystycznej i modelowania danych
jakosciowych w ocenie wiedzy i umiej¢tnosci uczniéw gimnazjum.
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of gymnasium students in Lower Silesia districts™. W trakcie przeprowadzonych tam

klasyfikacji hierarchicznych uzyskano podzial powiatéw na cztery klasy, w ktérych
gimnazjaliSci osiaggali wyniki niskie, umiarkowane, dobre i bardzo wysokie. Na tej
podstawie postanowiono wprowadzi¢ taki sam podzial uzyskiwanych przez uczniéw
wynikéw, czyli w skali czterostopniowej. Mozliwg do osiggnigcia maksymalna sume
punktéw podzielono na cztery roztaczne klasy i przyporzadkowano do nich wyniki
uczniéw. Na rys. 1 zaprezentowano rozktad osigganych wynikéw w obydwu czesciach
egzaminu w latach 2003 i 2010 w wojewddztwach dolnoslaskim i opolskim.
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Rysunek 1. Rozklad osigganych wynikéw egzaminacyjnych z czg¢$ci humanistycznej (HUM)
1 matematyczno-przyrodniczej (MP) w badanych populacjach w latach 2003 i 2010.
Zrédto: opracowanie wiasne.

Zgodnie z rozktadami wynikéw egzaminacyjnych nalezy stwierdzié, ze sytuacja
w obydwu wojewddztwach w rozpatrywanych obszarach egzaminu nie zmienia si¢ w
czasie. W przypadku wynikéw z czeéci humanistycznej mamy do czynienia z asymetrig
lewostronna, natomiast dla cze¢$ci matematyczno-przyrodniczej prawostronng. Analizu-
jac wykresy na rys.1 zasadne wydaje si¢ pytanie, czy wyniki analizy korespondencji

3 Artykut ztozony do druku w Pracach Naukowych Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroclawiu pt.
Theory and Applications of Quantitative Methods [1].
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przeprowadzone na podstawie wynikow przydzielonych do czterech klas oddajg rze-
czywista sytuacje w badanych populacjach. Z tego wzgledu przeprowadzono analizg
dzielac badang populacj¢, a nie jak poprzednio wyniki, na pi¢¢ klas uwzgledniajac
uszeregowanie wzgledem osigganych wynikéw (wyniki: bardzo wysokie — A, wysokie
— B, srednie — C, niskie — D, bardzo niskie — E)*. Przynalezno$¢ wynikéw do kolejnych
klas wykonano dzielgc uszeregowane od najwyzszego do najnizszego wyniku egzaminu
na 5 réwnolicznych czesci.
Analiz¢ przeprowadzono dla trzech poréwnan regionalnych:
— poréwnanie ogélnych wynikéw (dla czgsci humanistycznej i matematyczno-przyrod-
niczej) osigganych w gminach z wojewddztw dolnoSlgskiego i opolskiego (dane
z 2010 r.);
— jednoczesna analiza ogélnych wynikéw egzaminu w obydwu wojewddztwach (dane
z 2010 r.);
— poréwnanie w czasie wynikéw egzaminéw na Dolnym Slasku i w wojewddztwie
opolskim (lata 2003 i 2010).

3. METODOLOGIA BADANIA?

W prowadzonym badaniu wykorzystano r6zne odmiany analizy korespondenciji.
W Kklasycznej analizie korespondencji, ktéra jest podstawa przeprowadzania jej
modyfikacji, niezbedne jest zbudowanie tablicy kontyngencji:

Nz{l’l,‘j} (1)

gdzie:
— n;; to zaobserwowana liczba jednoczesnych wystapien i-tej kategorii cechy A

r C
oraz j-tej kategorii cechy B, a Z Z nij =n;
i=1 j=1

— n to liczebno$¢ badanych obiektéw.

Analiza korespondencji ma na celu zaprezentowanie jednoczesnych wystapien ka-
tegorii dwoch cech w przestrzeni o niskim wymiarze. Optymalne rozwiazanie tego
problemu mozna osiagnaé wyznaczajac wspétrzedne rzutowania na podstawie dekom-
pozycji macierzy (P-re’) wedtug wartosci osobliwych. W tym celu nalezy wyznaczy¢
macierz standaryzowanych réznic:

A=D;"2(P-rc")D;"”, ()

A=UrvT, 3)

* W celu usprawnienia opisu wynikéw przeprowadzonych analiz, w dalszej czesci artykutu uzywa-

ne jest okreSlenie skala 4 stopniowa wyznaczona na podstawie osiaganych wynikéw lub 5 stopniowa

wyznaczona na podstawie liczebno$ci populacji badane;j.
5 Idee analizy korespondencji i jej techniczne aspekty opisuje A. Stanimir [4].
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gdzie:

s
- P= {l} , jest to tzw. macierz korespondencji;
n

o ~ 7yj . .
- r={pi}= {n—l} = Z —L 1 to wektor czestosci brzegowych wierszy;

n = n
Te; "y oni
- c¢= { P-,‘} = { nj} = {Z 7’} to wektor czgstosci brzegowych kolumn;

— 1 to liczebnoSci brzegowe wierszy, n,; to liczebnosci brzegowe kolumn;
—  Dr = {p:} to diagonalna macierz czestosci brzegowych wierszy;
- D¢ = {p. j} to diagonalna macierz czestosci brzegowych kolumn;
— T to macierz diagonalna (k - k) niezerowych wartosci osobliwych y;
(k = 1,...,K) macierzy A, ulozonych w porzadku nierosnagcym, K jest rzedem
macierzy A oraz K < min (r;c);
— U to macierz (r - k) lewych wektoréw osobliwych;
— 'V to macierz (c - k) prawych wektoréw osobliwych.
Wektory macierzy U sa nazywane gtéwnymi osiami rzutowania kategorii zapisanych
w kolumnach, a wektory macierzy V to osie gtéwne wierszy.
Wspbtrzedne kategorii obydwu cech sg obliczane nast¢pujaco:

— cecha A F =D, "ur, @)
— cecha B G =D_"VI. Q)

Pierwsze kolumny macierzy F i G zawierajg, odpowiednio, wspélrzedne wierszy i ko-
lumn na pierwszej osi gtéwnej. Drugie kolumny zawieraja wspétrzedne na drugiej osi
gtéwnej itd.

Dla macierzy A oraz I mozna zapisa¢ zaleznos¢:

2 K
trATA = 1rAAT = 1A = )‘7 =1=>7 (6)
k=1

gdzie:

—  x? jest wartoscia statystyki y? dla zadanej macierzy kontyngencji o (r-1)(c-1) stop-
niach swobody;

— 7k to k-ta warto$¢ osobliwa macierzy A;

- A= y,f (A =T'?) to wartosci wlasne macierzy ATA oraz AAT;

K
— A to inercja calkowita, A = Z Ak.
k=1
Bardzo waznym pojeciem w calej analizie korespondencji jest inercja catkowita A.

Warto$¢ ta jest sumg wszystkich wyznaczonych, podczas dekompozycji macierzy A,
wartoSci wlasnych (inercje glowne) i jest interpretowana jako miara zaleznosci miedzy
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cechami. Greenacre [2] stwierdzil, ze inercja calkowita jest miarg wariancji elementéw
w tabeli lub miarg rozproszenia punktéw w rzeczywistej przestrzeni rzutowania.

Rzeczywista przestrzen prezentacji punktéw obrazujacych kategorie cech jest o wy-
miarze K = min (r — 1; ¢ — 1). Wymiar ten jest jednak najczesciej bardzo wysoki, a naj-
wigksza czes$¢ informacji (procent inercji catkowitej, jaki stanowig inercje gtéwne) jest
zawarty w przestrzeni najwyzej trojwymiarowe;j.

Punktem wyjScia w analizie korespondencji wielu zmiennych jest ztozona macierz
znacznikéw. Jest to macierz o wymiarach n - r, gdzie n jest liczba obiektéw, r jest to
liczba kategorii cechy; kazdy wiersz tej macierzy zawiera tylko zera i jedng jedynke
W miejscu oznaczajacym wybor okreslonej kategorii. Ztozona macierz znacznikéw Z
sktada si¢ z blokéw (podmacierzy) odpowiadajacych kolejnym zmiennym:

7 =[2,...72p], @)

gdzie Z, ...Z¢ to macierze znacznikéw kolejnych cech, Q jest liczbg cech.

Liczba wierszy w kazdej macierzy znacznikéw (podmacierzy) jest taka sama i réw-
na liczbie badanych obiektéw. Natomiast liczba kolumn kazdego bloku jest inna i réwna
liczbie kategorii cechy, ktérej odpowiada blok.

Elementy zlozonej macierzy znacznikéw przyjmuja tylko wartosci zero i 1. Liczba
jedynek w kazdej podmacierzy jest réwna liczbie obiektéw. W kazdym wierszu macie-
rzy Z wystapi doktadnie Q jedynek, a liczba jedynek w catej macierzy Z bedzie réwna
n-Q, gdzie n jest liczbg obiektéw. Rzeczywisty wymiar przestrzeni prezentacji kategorii
analizowanych cech to K = J — Q, gdzie J to taczna liczba kategorii wszystkich cech.

Korzystajac ze ztozonej macierzy znacznikéw budowana jest macierz Burta, ktd-
ra jest w literaturze dotyczacej analizy korespondencji bardzo czesto podawana jako
podstawowa macierz stuzaca do analizy wspotwystapiei kategorii wielu zmiennych.
Macierz ta jest wynikiem dziatania:

B=717 (8)

gdzie:

— Z to zlozona macierz znacznikéw.

Macierz Burta jest symetryczna i sktada si¢ z blokéw. Na gléwnej przekatnej
znajduja si¢ macierze diagonalne, zawierajace liczebnoSci wystgpien kategorii cech.
Poza przekatna umieszczone sg tablice kontyngencji dla kazdej pary cech. Analize ko-
respondencji macierzy Burta przeprowadza si¢ analogicznie do podejscia klasycznego,
jednak wspdélrzedne wystarczy wyznaczy¢ dla wierszy lub kolumn.

Kolejnym sposobem analizy wspotwystgpien kategorii wielu zmiennych nominal-
nych jest przeprowadzenie analizy korespondencji na podstawie wielowymiarowej ta-
blicy kontyngencji. Jest to tablica, ktéra umozliwia krzyzowa klasyfikacja wielu zmien-
nych. Rozpatrujac trzy cechy, tablice takqg mozna stworzy¢ z wierszy, kolumn i warstw.
By stworzy¢ takg tablice nalezy dysponowaé danymi o liczbie jednoczesnych wystapien
wszystkich kombinacji kategorii réznych cech. Sposéb tworzenia wielowymiarowej
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tablicy kontyngencji komplikuje si¢ wraz ze wzrostem liczby analizowanych cech.
Warstwy moga wystapi¢ réwniez w kolumnach.

Korzystajac z reguly addytywnosci statystyki x> mozna réwniez przeprowadzié
analiz¢ korespondencji wielu zmiennych. W tym celu buduje si¢ taczong tablice kontyn-
gencji. Dla grupy danych dotyczacych zblizonego, pod wzgledem wielkoSci i struktury,
doswiadczenia, wartoSci statystyk Xl_z uzyskanych z kazdego pomiaru mozna zsumowaé
i na tej podstawie wyciagna¢ wnioski o calym rozpatrywanym zjawisku®. Sumowa-
niu w takim przypadku podlegajg réwniez wartoSci stopni swobody. Tworzenie na
tej podstawie tgczong tablice kontyngencji zaktada, ze kazda z tablic sktadowych ma
w kolumnach t¢ samg ceche wspdlng.

Interpretacja wynikéw w klasycznej analizie korespondencji i analizie wykonanej
na podstawie Macierzy Burta jest nastepujgca. Po dokonaniu rzutowania punktéw na
przestrzeni o niskim wymiarze ocenia si¢ potozenie punktéw. To postgpowanie ma na
celu sprawdzenie:

— czy punkty obrazujace kategorie zmiennych lezg blisko czy w znacznej odlegto-
$ci od centrum rzutowania. Punkty najbardziej oddalone wnosza najwigcej informacji
o niezaleznoSci cech;

— czy wystepuja kategorie tej samej cechy, ktére sg bardzo blisko siebie polozone,
punkty wrecz naktadaja sig; takie liczebnosci takich kategorii mozna polgczyé wpro-
wadzajac w zamian nowg kategorie; dziatanie to jest zasadne, gdy chcemy zredukowac
rzeczywisty wymiar przestrzeni prezentacji wspotwystgpien kategorii zmiennych, osia-
gajac tym samym wyzszg jako$¢ prezentacji w przestrzeni o niskim wymiarze;

— czy punkty opisujgce kategorie nalezace do réznych cech sg potozone blisko
siebie; jesli tak to oznacza to wspdtwystepowanie analizowanych kategorii zmiennych.

Whnioskowanie na podstawie rozrzutu punktéw kategorii cech zapisanych w wielo-
wymiarowej lub faczonej tablicy kontyngencji odbywa si¢ analogicznie jak w powyz-
szych przypadkach. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, by nie analizowaé np. wspotwy-
stapieft kategorii pochodzacych z tej samej zmiennej kombinowanej (czyli stworzonej
z warstw tablicy wielowymiarowej). W faczonej tablicy kontyngencji réwniez nie jest
wlasciwe znajdowanie wspoiwystapierh migdzy kategoriami zmiennych z ktérych zadna
nie jest cecha wspélng w omawianej tablicy.

4. POROWNANIE REGIONALNE WYNIKOW EGZAMINU GIMNAZJALNEGO

W celu przeprowadzenia poréwnania regionalnego osigganych wynikéw egzaminu
wybrano dwa sasiadujace ze soba wojewddztwa. Obszary te bardzo rdznia si¢ miedzy
sobg np. ze wzgledu na:

— powierzchni¢ wojewddztwa, co dalej pociaga za sobg liczb¢ mieszkaricéw oraz
liczb¢ gmin we wszystkich ich typach;
— wielko$¢ miast wojewddzkich oraz liczbe duzych miast.

® Wiasnosé ta jest szczegtowo oméwiona w pracy Yule’a i Kendalla [5].
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Z tego wzgledu interesujace wydaje si¢ pytanie, czy wyniki uzyskiwane przez gimna-
zjalistéw (uwzgledniajac ptec, miejsce zamieszkania) w obydwu wojewddztwach réznig
si¢. Na rys. 2 zaprezentowano wyniki analizy korespondencji otrzymane w obydwu
podejsciach dla rozpatrywanych wojewddztw. Analizy przeprowadzono na podstawie
macierzy Burta.
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Rysunek 2. Poréwnanie wynikéw egzaminu w dwdch czedciach, humanistyczne;j
i matematyczno-przyrodniczej, uzyskanych w wojewddztwach dolnoslaskim i opolskim
Zrédto: opracowanie wilasne.

Wyniki prezentacji analizy korespondencji na podstawie macierzy Burta w obydwu
wojewddztwach i dla obydwu typéw skal ocen zachowuja okolo 30% rzeczywistych
wspolwystapien kategorii analizowanych zmiennych: 26% (rys.2A), 30% (rys.2B), 23%
(rys.2C), 26% (rys.2D).

Niezaleznie od przeprowadzonej analizy (skala czterostopniowa i skala pigciostop-
niowa) w kazdym wojewddztwie sytuacja przedstawia si¢ w bardzo podobnie.

W wojewddztwie dolnoslaskim (rys. 2A, rys. 2C) bardzo niskie wyniki z obydwu
czgSci egzaminu nie mogg by¢ jednoznacznie uznane za wyniki najczesciej osiagane
przez chlopcéw lub dziewczgta. Nie mozna réwniez polaczyC tych wynikéw z zadnym
ze wskazanych obszaréw terytorialnych. Polozenie punktéw obrazujacych dziewczgta
i chlopcéw jest bliskie centrum rzutowania, zatem kategorie tej cechy w mniejszym
stopniu, niz pozostale kategorie, przyczyniajg si¢ do stwierdzenia o zaleznoS$ci analizo-
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wanych cech. Punkty obrazujace dziewczeta sg potozone blizej punktéw przedstawia-
jacych wyzsze wyniki egzaminacyjne (dla obydwu skal ocen), niz punkty obrazujace
chlopcéw. W obydwu przeprowadzonych analizach punkty prezentujace gminy miej-
skie, miejsko/wiejskie i wiejskie sa potozone blisko centrum rzutowania i przesunigte
w poréwnaniu do punktéw przedstawiajacych pozostate obszary (czyli duze miasta)
w kierunku wynikéw przecigtnych z obydwu czgsci egzaminu. Uczniowie z duzych
miast wojewddztwa dolnoSlaskiego osiagaja najlepsze (w poréwnaniu do oséb z po-
zostatych obszaréw) wyniki z obydwu cz¢Sci egzaminu, niezaleznie od przyjetej skali
ocen.

W wojewddztwie opolskim rezultaty analizy wynikéw egzaminu przeprowadzo-
nej na podstawie dwdéch skal ocen sg interpretowane podobnie jak w wojewddztwie
dolno$laskim. Dziewczeta w wojewddztwie opolskim osiggaja lepsze, niz chtopcy, wy-
niki z obydwu czesci egzaminu. Bardzo niskim wynikom egzaminu nie mozna jedno-
znacznie przypisaé, zadnej z kategorii pozostatych analizowanych zmiennych. Wyniki
uczniéw z Opola sg w tym wojewddztwie znaczaco wyzsze niz wyniki uczniéw z po-
zostalych wyr6znionych gmin.

Mozna zauwazy¢ delikatng zmian¢ w pozycji miast wojewddzkich po wprowadze-
niu w obydwu regionach podziatu populacji na pie¢ klas w zaleznosSci od osigganych
wynikéw, w poréwnaniu do skali czterostopniowej. Punkty okreslajagce uczniéw z Wro-
clawia i Opola w skali cztero stopniowej sa potozone migdzy punktami obrazujacy-
mi bardzo wysokie wyniki z czg$ci humanistycznej i dobre z cze$ci matematyczno-
przyrodniczej. Podziat populacji w zaleznosci od osigganych wynikéw wskazal, ze to
wyniki dobre z czgsci matematyczno-przyrodniczej egzaminu sg najbardziej charakte-
rystyczne dla uczniéw z tych miast.

Przeprowadzenie analizy na podstawie macierzy Burta nie rozwigzuje w pelni po-
stawionego problemu badawczego. Nie mozna wskazad, czy migdzy chlopcami i dziew-
czgtami z réznych gmin wystepuja réznice w osigganych wynikach egzaminu. Z tego
wzgledu postanowiono przeprowadzié analiz¢ korespondencji na podstawie innych ta-
blic wielodzielczych.

5. JEDNOCZESNA ANALIZA WYNIKOW,EGZAMINU GIMNAZJALNEGO
W WOJEWODZTWACH DOLNOSLASKIM I OPOLSKIM

W celu stwierdzenia, czy mig¢dzy chlopcami i dziewczetami z réznych regiondw
i gmin wystepujg réznice w osigganych wynikach egzaminu przeprowadzono analiz¢
korespondencji z wykorzystaniem zaproponowanej w pracy Stanimir [3] kombinacji
dwdch podejsé stosowanych w analizie korespondencji na podstawie: wielowymiarowej
i faczonej tablicy kontyngencji. W celu przeprowadzenia tej analizy niezbgdne byto
polaczenie kategorii wybranych zmiennych, tworzac tzw. warstwy. Stworzono dwie
tablice kontyngencji, w ktérych wystapily nast¢pujace zmienne:

— gmina/pte¢ oraz wynik z czedci humanistycznej egzaminu;

— gmina/pte¢ oraz wynik z czesci matematyczno-przyrodniczej egzaminu.
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Z powstatych w ten sposéb dwdch tablic zbudowano 13czong tablice kontyngencji
z cecha wsp6lng gmina/pte¢. Badanie wykonano zaréwno dla skali cztero- jak i pigcio-
stopniowej. W obydwu przypadkach uzyskano o wiele wyzsza jako§¢ odwzorowania
rzeczywistych wspétwystapien kategorii cech niz w trakcie analizy na podstawie ma-
cierzy Burta (rys. 3: 96%, rys. 4: 95%). Wyniki prezentuja rys. 3 oraz 4. Na wykresach
potaczono odcinkami kolejne oceny z obydwu czesci egzaminu.

Na obydwu rysunkach mozna zaobserwowac, ze bardzo wysokie wyniki z obydwu
czesci egzaminu sg bardzo oddalone od pozostatych ocen, miedzy ktérymi odlegtosci
nie sg juz tak znaczace. Niezaleznie od wprowadzonej skali ocen punkty obrazujace
dziewczeta z Wroctawia i Opola (Wroctaw/D, Opole/D) sa potozone miedzy punktami
przedstawiajacymi bardzo dobre wyniki z obydwu czedci egzaminu (rys. 3: HUM-
bardzo_wysokie, MP-bardzo_wysokie; rys. 4: HUM/A, MP/A). Chiopcy z Wroclawia
(Wroctaw/CH) bardzo czesto osiagajg bardzo wysokie oceny z cze$ci matematyczno-
przyrodniczej. Chiopcy uczacy si¢ w Opolu i Legnicy osiagaja troche nizsze wyni-
ki z tej czgSci egzaminu, o czym $wiadczy umiejscowienie punkéw Opole/CH oraz
Legnica/CH miedzy dwiema najwyzszymi ocenami z tej czeSci (rys. 3). Dziewczeta
uczace sie¢ w Legnicy i Jeleniej Goérze uzyskuja najczesciej dwie najwyzsze oceny
z humanistycznej czesci egzaminu. Chiopcy z gmin miejskich wojewddztwa dolno-
Slaskiego, gmin miejsko/wiejskich oraz wiejskich wojewddztwa opolskiego najczesciej
osiggaja z czesci humanistycznej wyniki dobre lub umiarkowane (rys. 3: HUM-dobre,
HUM-umiarkowane; rys. 4: HUM/C HUM/D). Uczniowie z gmin wiejskich i miej-
sko/wiejskich wojewddztwa dolno$laskiego osiagaja gorsze wyniki z cze$ci humani-
stycznej (rys. 3: HUM-umiarkowane; rys. 4: HUM/D, HUM/E) niz uczniowie z tych
samych obszaréw wojewddztwa opolskiego.

Dla pozostatych kategorii cech zaobserwowano, niewielkie réznice w interpretacji
ich polozenia na wykresie. Jesli przyjmiemy czterostopniowg skale ocen, to dobre wy-
niki z czes$ci humanistycznej egzaminu uzyskujg chtopcy z gmin miejskich wojewddz-
twa opolskiego. Dziewczeta z gmin miejskich, miejsko/wiejskich i wiejskich z obydwu
wojewddztw osiggaja zblizone wyniki z egzaminu (punkty DS-M-D, DS-M/W-D, DS-
W-D, OP-M-D, OP-M/W-D, OP-W-D leza bardzo blisko siebie), jednak najbardziej
charakterystyczne sg dla nich dobre wyniki z cze$ci humanistycznej i umiarkowane
wyniki z czeSci matematyczno-przyrodnicze;.

W wyniku wprowadzenia pigciostopniowej skali ocen uzyskano bardziej szczegé-
fowa charakterystyke dziewczat ze wzgledu na uzyskiwane wyniki egzaminu. Uczen-
nice z gmin miejskich i wiejskich wojewddztwa opolskiego osiggaja wysokie wyniki
z czgSci humanistycznej (HUM/B). Uczennice z gmin wiejskich i miejsko/wiejskich
wojewddztwa dolno$laskiego uzyskuja z czeSci matematyczno-przyrodniczej Srednie
1 niskie oceny.

Poréwnujac utozenie punktéw na obydwu wykresach mozna stwierdzié, ze:

— punkty obrazujace dziewczgta sg potozone w gérnej czesci wykresu i odpo-
wiadajg im punkty niskich wynikéw z cze$ci matematyczno-przyrodniczej (dla gmin
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Rysunek 3. Graficzna prezentacja wynikéw analizy korespondencji wedlug czterostopniowej skali ocen
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Zrédto: opracowanie whasne.

miejskich, miejsko-wiejskich, wiejskich), przechodzac stopniowo do wyzszych wyni-
kéw z czegSci humanistycznej egzaminu dla duzych miast i miast wojewddzkich;

— punkty obrazujace chiopcéw sg potozone w dolnej cze¢sci wykresu i odpo-
wiadajg im punkty niskich wynikéw z czegSci humanistycznej (dla gmin miejskich,
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miejsko-wiejskich, wiejskich), przechodzac stopniowo do wyzszych wynikéw z czesci
matematyczno-przyrodniczej egzaminu dla duzych miast i miast wojewddzkich;

— wsréd chtopcéw osiggajacych bardzo dobre wyniki z egzaminu mozna zauwa-
zy¢ ,specjalizacje”, czyli punkty obrazujace chtopcéw z miast wojewddzkich sg po-
fozone blisko punktéw obrazujagcych bardzo dobre wyniki z cze$ci matematyczno-
przyrodnicze;j.

— wérdd dziewczat z miast wojewddzkich dominuje ,,wszechstronno$¢”, czyli punk-
ty obrazujgce dziewczetasg potozone miedzy punktami prezentujacymi bardzo wysokie
wyniki z obydwu cz¢Sci egzaminu.

6. POROWNANIE W CZASIE WYNIKOW EGZAMINOW NA DOLNYM SLASKU I W
WOJEWODZTWIE OPOLSKIM (LATA 2003 1 2010)

Ostatnia z przeprowadzonych analiz ma na celu sprawdzenie, czy poziom wynikéw
uzyskiwanych w obydwu czgSciach egzaminu przez dziewczeta i chlopcow w wyrdz-
nionych gminach i duzych miastach zmieniat si¢ w czasie.

W celu przeprowadzenia tej analizy réwniez postuzono si¢ tablicg kontyngen-
cji zbudowang dla poprzedniej analizy oraz analogiczng tablica dla danych z 2003r.
Wyniki analiz przedstawione w poprzednich rozdziatach wskazuja, ze zastosowanie
skali pigciostopniowej dzielacej populacje ze wzgledu na osiggane wyniki jest uszcze-
gbtowieniem analizy na podstawie skali czterostopniowej. Z tego wzgledu prezento-
wang ponizej analiz¢ wykonano jedynie dla pigciostopniowej skali ocen. Prezentacja
przeprowadzonej analizy w przestrzeni dwuwymiarowej zachowuje 93% rzeczywistych
wspolwystapien kategorii analizowanych cech. Wyniki analizy przedstawia rys. 5. (po-
wigkszenie fragmentu na rys. 6).

Na podstawie rozrzutu punktéw na rys. 5 mozna zauwazyé, ze wysokie oceny
z obydwu czesci egzaminu w latach 2003 i 2010 sg potozone bardzo blisko siebie. Na
tej podstawie mozna stwierdzi¢, ze w obydwu analizowanych okresach osigganie tak
wysokich ocen z egzaminu nie zmienia si¢ w badanych populacjach ze wzgledu na pteé
i typ gminy. Tak jak w poprzednich analizach, réwniez ta, ktérej wyniki zobrazowano
na rys. 5 wskazuje, ze uczennice z Opola i Wroctawia bardzo dobrze radza sobie
z obydwiema cz¢Sciami egzaminu, natomiast chtopcy z tych miast zdecydowanie pre-
feruja przedmioty matematyczno-przyrodnicze, z ktérych w trakcie egzaminu uzyskujg
bardzo dobre oceny.

Najnizsze oceny z cz¢Sci humanistycznej egzaminu ani w 2003 ani w 2010 roku
nie charakteryzuja w sposob szczegdlny uczniéw z zadnej z rozpatrywanych gmin
w podziale na ptec.

Punkty obrazujace $rednie i niskie wyniki egzaminu w 2003 i 2010 r. s od siebie
oddalone, co oznacza, ze badane populacje réznily si¢ ze wzgledu na uzyskiwanie prze-
cigtnych wynikéw w obydwu analizowanych okresach (HUM/C_2003, HUM/C_2010,
MP/C_2003, MP/C_2010, HUM/D_2003, HUM/D_2010, MP/D_2003, MP/D_2010).
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Zaréwno w roku 2010 jak i 2003 wysokie wyniki z czgSci humanistycznej sa cha-
rakterystyczne dla dziewczat z gmin miejskich, miejsko-wiejskich oraz wiejskich wo-
jewddztwa opolskiego oraz gmin miejskich wojewddztwa dolnoslaskiego. Wyniki z tej
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czesci egzaminu uczennic z Jeleniej Géry i Legnicy sg troche lepsze (o czym $wiad-
czy polozenie punktéw Legnica/D, JeleniaG./D miedzy punktami HUM/A i HUM/B
z obydwu okreséw). Natomiast wyniki uczennic z gmin wiejskich i miejsko-wiejskich
z cze$ci humanistycznej egzaminu sg gorsze.

Podobnie jak w analizie, ktérej wyniki zaprezentowano w rozdziale 5, punkty
obrazujace chtopcéw sg na wykresie potozone nizej, a zatem ci uczniowie osigga-
ja wyzsze wyniki w obydwu okresach z czgSci matematyczno-przyrodniczej w du-
zych miastach, a w pozostalych gminach przewazajq stabe wyniki z cze¢$ci humanisty-
cznej.

7. PODSUMOWANIE

Zaprezentowane techniki wykorzystania analizy korespondencji umozliwily roz-
poznanie zréznicowania w osigganych wynikach z egzaminu gimnazjalnego przez
uczniéw wojewddztw dolnoslaskiego i opolskiego.

W przeprowadzonym badaniu wyniki uzyskiwane przez uczniéw podzielono na
4 lub 5 klas. Drugi podziat jest bardziej trafny, gdyz uwzglednia rozktad wynikéw
w populacji badanej, w wiekszym stopniu szczegétowoSci pozwala okreSlaé réznice
migdzy wskazywanymi grupami demograficznymi uczniéw.

Whioskowanie przeprowadzone na podstawie wynikéw analiz wykonanych techni-
kg klasyczna i z wykorzystaniem macierzy Burta, wskazato trudno$ci w rozréznieniu
poziomu wiedzy i umiejetno$ci chlopcéw i dziewczat w rozpatrywanych obszarach te-
rytorialnych. Problem ten rozwigzano wprowadzajac do analizy technike opisang przez
Stanimir [3], bazujaca na taczonej i wielowymiarowej tablicy kontyngencji. Uszczego-
fowienie obserwacji juz na etapie tworzenia macierzy danych zaowocowato bardzo do-
ktadnym opisem poziomu wiedzy chlopcéw i dziewczat we wszystkich analizowanych
gminach i duzych miastach obydwu wojewddztw. To postgpowanie umozliwito réwniez
podniesienie jakosci odwzorowania wsp6iwystapien kategorii zmiennych w przestrzeni
o niskim wymiarze, w poréwnaniu do klasycznej analizy korespondencji i analizy na
podstawie macierzy Burta.

Anna Btaczkowska — Wyzsza Szkota Bankowa we Wroctawiu,
Alicja Grzeskowiak, Anna Krél, Agnieszka Stanimir —
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

LITERATURA

[1] Bfaczkowska A., Grzeskowiak A., Krél A., Stanimir A., Comparative analysis of the competen-
ces of gymnasium students in Lower Silesia districts. PN Uniwersytetu Ekonomicznego nr 194,
Econometrics 31, Wroctaw 2011, s. 76-87.

[2] Greenacre M., Correspondence Analysis in Practice. London, Academic Press 1993.



Wykorzystanie analizy korespondencji w badaniu czynnikow rozZnicujqcych wyniki z dwoch czesci egzaminu. . . 177

[3] Stanimir A., Zastosowanie roznych technik analizy korespondencji w analizie danych personalnych.
PN Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroclawiu nr 161, Nauki o Zarzadzaniu 6, Badania Rynkowe,
red. K. Mazurek-Lopacifiska, Wroctaw 2011, s. 36-48.

[4] Stanimir A., Analiza korespondencji jako narzedzie do badania zjawisk ekonomicznych. Wydaw-
nictwo Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu, Wroctaw 2005.

[5] Yule G.U., Kendall M.G., Wstep do teorii statystyki. Warszawa, PWN 1966.

ANALIZA POROWNAWCZA WYNIKOW Z DWOCH CZESCI EGZAMINU GIMNAZJALNEGO
UZYSKANYCH PRZEZ UCZNIOW Z ROZNYCH OBSZAROW TERYTORIALNYCH

Streszczenie

Celem badan przeprowadzonych w ramach prezentowanego artykutu jest wskazanie analizy kore-
spondencji jako metody niezwykle uzytecznej w rozpoznawaniu wspolwystgpiei kategorii zmiennych
wyrdznionych w trakcie egzaminu gimnazjalnego. Wskazanie powiazai miedzy kategoriami zréznicowa-
nych zmiennych moze by¢ wskazéwka do dalszej modernizacji systemu edukacji, tak by dostep do wiedzy
nie byt ograniczany.

System edukacji w Polsce poddano radykalnej reformie, ktérg zapoczatkowano w 1999 r. Jej celem
bylo podniesienie jakosci ksztalcenia oraz dopasowanie systemu edukacji do wymagan gospodarki opartej
na wiedzy. Jednym z najwazniejszych rozwigzan proponowanych w reformie szkolnictwa bylo wprowa-
dzenie nowej struktury szkolnictwa. W trakcie reformy systemu edukacji wprowadzono miedzy innymi
egzamin gimnazjalny, ktérego wyniki z lat 2003-2010 wzieto pod uwage w prowadzonej analizie. Egzamin
ten jest jednak powszechny i obowigzkowy. Dysponowano wynikami Centralnej Komisji Egzaminacyjnej
dla poszczegélnych ucznidw w wojewddztwach opolskim i dolno§laskim z podzialem na szkoly, gminy,
ple¢ oraz tematyczne obszary egzaminacyjne w zakresach przedmiotéw matematyczno-przyrodniczych
i humanistycznych. Przeprowadzono analiz¢ korespondencji wykorzystujac podejscie klasyczne i dla wielu
zmiennych.

Stowa kluczowe: analiza poréwnawcza, egzamin gimnazjalny, analiza korespondencji

COMPARATIVE ANALYSIS OF THE RESULTS OF TWO PARTS OF THE GYMNASIUM EXAM
ACHIEVED BY STUDENTS FROM VARIOUS TERRITORIAL AREAS

Abstract

The aim of the research presented in this article is to indicate the correspondence analysis as a very
useful method in recognizing the categories’ associations of variables identified in the gymnasium exam.
Indication of the relationships between categories of different variables may give a recommendation to
further reform of the education system so that the access to knowledge is not limited.

A radical reform of the educational system in Poland started in 1999. Its aim was to improve the
quality of education and to adjust the education system to the requirements of the knowledge-based
economy. One of the main solutions proposed in the reform was the introduction of the new education
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structure. An external, universal and compulsory gymnasium exam was implemented and its results from
the years 2003-2010 were taken into consideration in this scrutiny. The analysis was based on the results
collected by the Central Examination Board for individual students in the dolno$laskie and opolskie
voivodships with regard to school, community, gender and exam thematic areas in the fields of humanities,
mathematics and science. The correspondence analysis was performed using both simple and multiway

approaches.

Key words: comparative analysis, gymnasium exam, correspondence analysis
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ANALIZA PIODNOSCI KOBIET W POLSCE Z WYKORZYSTANIEM
BAYESOWSKIEGO MODELU REGRESJI POISSONA'

1. WSTEP

Zagadnienia dotyczgce ptodnosci sg obecnie bardzo szeroko analizowane ze wzgle-
du na postepujgcy proces starzenia si¢ ludnosci oraz niski wskaznik dzietnosci, ktéry
uniemozliwia zastgpowanie pokolefi. Dla wigkszoSci krajéw europejskich wspdtczyn-
nik dzietnosci® waha sie od 1.2 do 1.9, dla Polski wynosi 1.3 ([2]). Utrzymanie sie
w dlugim okresie obserwowanych zmian w liczbie i strukturze ludno$ci moze istotnie
wplynaé na rozwdj gospodarczy oraz stabilno$¢ istniejacych rozwiazan instytucjonal-
nych systemu ubezpieczen spotecznych i emerytalnych. Analizom ekonomicznych skut-
kéw zachodzacych proceséw demograficznych, powinno towarzyszy¢ badanie wptywu
czynnikdw spoteczno-ekonomicznych na te wlasnie procesy ([1]). Jednoczes$nie, aby
dotrze¢ do istoty badanych przemian, trzeba je zglgbia¢ na poziomie uwarunkowan
zachowan jednostkowych, ktére nastepnie przekladaja si¢ na procesy ludnoSciowe na
poziomie makro ([43]).

Zachowania prokreacyjne mogg by¢ warunkowane wieloma réznymi czynnikami
spotecznymi, kulturowymi, ekonomicznymi, demograficznymi oraz innymi, zwigzany-
mi m.in. z wykorzystaniem Srodkéw kontroli ptodno$ci. Zatem w analizie mechani-
zméw przyczynowo-skutkowych zjawisk demograficznych konieczne jest uwzglednie-
nie réznych aspektéw zycia cztowieka. Celem niniejszej pracy jest zbadanie zachowan
prokreacyjnych Polek poprzez identyfikacje czynnikéw je determinujacych z wyko-
rzystaniem metod bayesowskich. Analiza ptodnosSci kobiet zostata przeprowadzona na
podstawie danych indywidualnych pochodzacych z polskiego badania retrospektywnego

,Przemiany rodziny i wzorce dzietnosci w Polsce’™.

! Badanie zostalo zrealizowane w ramach badaf wiasnych ,,Bayesowska estymacja modelu regresji
Poissona” nr 03/E/0028/09, Szkota Gtéwna Handlowa.

2 Wspblczynnik dzietnosci (TFR) okresla srednig liczbe dzieci, ktéra urodzitaby kobieta w ciagu
calego okresu rozrodczego, zakladajac, ze intensywno$¢ urodzer pozostalaby niezmienna na poziomie
badanego roku ([2]).

3 Badanie zrealizowane przez Instytut Statystyki i Demografii SGH oraz Gtéwny Urzad Statystyczny
w 1991 roku w ramach europejskiej rundy badan ,,Family and Fertility Survey” koordynowanej przez
Population Activity Unit Commission for Europe, UN Geneva.
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Badanie determinant ptodnosci wymaga nie tylko odpowiednich danych, ale réw-
niez metod analizy. Opisowa charakterystyka determinant ptodnosci oraz trendéw jej
zmian dla Polski w latach 1950-2005 ze szczegdlnym uwzglednieniem okresu trans-
formacji ustrojowej zawarta jest m.in. w [2] i [44]. Inne podejScie polega na uzyciu
odpowiedniego modelu statystycznego, ktéry umozliwi badanie wplywu réznych czyn-
nikéw na dzietno§¢. W badaniach procesu tworzenia si¢ rodziny wykorzystywane sg
réwniez metody i modele analizy historii zdarzefi (np. [20], [21]), modele te na og6t-
nie wymagaja znajomosci rozkladu zaleznej zmiennej losowej*. Ponadto w literatu-
rze mozna znaleZ¢ wiele opracowan dotyczacych modelowania decyzji prokreacyjnych
z wykorzystaniem odpowiednich modeli regresji ([1], [6], [68])5 .

Pierwsze préby modelowania ptodno$ci przy uzyciu modelu regresji mozna zna-
lez¢ w pracy 1. Adelman ([1]). Celem tej publikacji byto zbadanie wplywu determinant
spoteczno-ekonomicznych na ptodnos$¢ i umieralnos¢. W badaniu wspétczynnika uro-
dzen zywych, dla wybranych grup wiekowych kobiet uwzgledniono nastgpujace czyn-
niki spoteczno-ekonomiczne: wielko$¢ dochodu narodowego na mieszkarica, wskaznik
procentowy zatrudnienia poza rolnictwem, poziom wyksztalcenia matki oraz gestos¢
zaludnienia.

Modelowanie decyzji prokreacyjnych gospodarstw domowych z wykorzystaniem
uogblnionego modelu regresji Poissona w oparciu o klasyczng metode najwigkszej
wiarygodnos$ci przedstawiono natomiast w pracy [68]. W. Wang i F. Famoye pokazali,
kiedy wybrany model jest lepszy w poréwnaniu ze zwyklym modelem regresji Poissona
i modelem ujemnym dwumianowym, jednak ostatecznie otrzymano, ze wartoSci wy-
znaczonych parametréw sg podobne w obu modelach Poissona. Wykorzystany model
dat mozliwo$¢ weryfikacji elementéw ekonomicznej teorii plodnosci Beckera-Lewisa
poprzez uwzglednienie w badaniu wybranych zmiennych spofeczno-ekonomicznych.

W pracy Ch. Hilgemana i C. T. Buttsa [35] przeprowadzono analize zwigzkéw po-
migdzy ptodnoscig kobiet, a ich udzialem w rynku pracy przy uzyciu bayesowskiego
modelu hierarchicznego z wykorzystaniem niejednorodnego procesu Poissona z funkcja
kawalkami stala, w estymacji wykorzystano metody Monte Carlo oparte na faiicuchach
Markowa. Badaniu poddano 20 krajéow bez uwzglednienia Polski. Zmienng zalezng
byta catkowita liczba dzieci kiedykolwiek urodzonych (total number of children ever
born) do momentu przeprowadzenia badania. Zastosowany model umozliwit badanie
wybranych czynnikéw indywidualnych oraz socjalno-ekonomicznych dla poszczegdl-
nych panistw. W przeciwienistwie do innych badan ([9], [61]), ktérych wyniki sugeruja,
ze kraje o wyzszej dzietnoSci charakteryzowata réwniez wyzsza aktywnos$¢ zawodowa
kobiet, w pracy [35] otrzymano, ze wzrostowi aktywno$ci zawodowej kobiet w okresie
lat 80-tych towarzyszyt spadek ptodnosci.

* Do modeli analizy historii zdarzeri zaliczamy réwniez modele parametryczne, wéwczas znana jest
analityczna postaé gestosci rozktadu prawdopodobieristwa.

5 W pracach tych nie wykorzystywano podejscia bayesowskiego; w niniejszej pracy po raz pierwszy
wykorzystano bayesowski model regresji w analizie ptodnos$ci na danych polskich.
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W niniejszej pracy podjeto probe zbadania wplywu wybranych czynnikéw na ogél-
ng liczbe dzieci posiadanych przez kobiety, ktére okres prokreacyjny miaty juz za soba.
Uwzgledniajac charakter zmiennej objasnianej mozna przyjac, ze odpowiednim narze-
dziem analizy jest model regresji Poissona. Model ten umozliwia okreSlenie kierunku
i skali wptywu wybranych czynnikéw na liczbe dzieci posiadanych przez kobiety.

Dotychczas w powszechnie prowadzonych badaniach dotyczacych modelowania
plodnosci kobiet w Polsce wykorzystywano tzw. podejScie klasyczne, ktére opiera
si¢ wylacznie na informacji zawartej w probie losowej. Zaproponowane w niniejszej
pracy podejécie bayesowskie umozliwia wigczenia do wnioskowania statystycznego
wiedzy a priori, pochodzacej z wynikéw innych dotychczasowych badad. W pracy
oszacowano modele, w ktérych wykorzystano nieinformacyjne i informacyjne rozktady
a priori. Wybierajac rozklady nieinformacyjne uzyskano wyniki analogiczne do tych,
ktére mozna by otrzymac wykorzystujac podejscie klasyczne, ale nalezy podkreslié, ze
w podejsciu bayesowskim nieznane parametry modelu sg zmiennymi losowymi, zatem
interpretacja otrzymanych wynikéw w tych dwoéch podejsciach jest rézna. Inne zalety
stosgwania metod bayesowskich przedstawione sg m.in. w publikacjach [8], [26] oraz
[197°.

2. ZAKRES BADAN

Istnieje wiele teorii plodnosci, w kontekscie ktérych mozna rozwazaé obserwowane
w Polsce zachowania prokreacyjne przed okresem transformacji. Wtasciwg podstawe
dla tych rozwazan mogg stanowi¢ ekonomiczne teorie ptodnosci oraz koncepcja dru-
giego przejscia demograficznego.

Podstawowe zalozenia ekonomicznej teorii plodnosci zostaty sformutowane przez
H. Leibensteina ([46]). Opart on swojg teori¢ na dwdch podstawowych aksjomatach.
Pierwszy z nich to przekonanie, ze racjonalny wybdr jest czynnikiem regulujagcym
wszelkie sfery ludzkiej aktywnoSci, zatem rodzice decydujac o liczbie dzieci zachowujg
si¢ w sposéb racjonalny. W mysl drugiego aksjomatu dziecko traktowane jest jako
dobro dostarczajace rodzicom trzech form uzytecznosci: konsumpcyjnej, produkcyjnej
1 zabezpieczajacej.

W ekonomicznej teorii plodnoSci wyrdznia si¢ dwa przeciwstawne sobie nurty:
,-model szkoty chicagowskiej” oraz ,,model szkoly pensylwariskiej”. GIéwnym przedsta-
wicielem pierwszego nurtu jest G. S. Becker, ktory wyrazal przekonanie o mozliwoSci
analizy decyzji prokreacyjnych w ramach ekonomicznej teorii zachowan konsumenc-
kich ([4]). Uwazat on, ze dzieci stanowig trwale dobro konsumpcyjne oraz produkcyjne
i traktowat je na réwni z innymi dobrami konsumpcyjnymi takimi jak domy i samo-
chody. Jego przekonania podzielali min. R. J. Willis, M. R. Rosenzweig, P. Schulz oraz

® Publikacja ta zawiera poréwnanie wersji klasycznej i bayesowskiej modelu regresji Poissona, otrzy-
mano m.in., ze w przypadku testowania hipotez o istotno$ci parametréw modelu, rezultaty uzyskane
tymi dwoma metodami sg réwnowazne, natomiast w przypadku estymacji parametréw lepsze wyniki daje
podejscie bayesowskie.
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Y. Ben-Porath. Modyfikacja koncepcji Beckera wraz z odwolaniem si¢ do stwierdzen
Leibensteina bylta, okreslana mianem modelu ,,szkoty pensylwariskiej”, teoria ptodnosci
R. A. Easterlina ([18]). Proponowat on model zachowan prokreacyjnych wykraczajacy
poza ramy teorii mikroekonomicznej i uwzgledniajacy réwniez zmienne socjoekono-
miczne, a takze proces zmiany historycznej. Uwazal, ze podejmowane decyzje pro-
kreacyjne wynikaja z kalkulacji korzysci i kosztéw zwigzanych z posiadania dzieci,
a nie z wysokosci dochodu. Szersze rozwazania na temat teorii ekonomicznych mozna
znaleZz¢ w opracowaniu [63].

Koncepcja drugiego przejscia demograficznego dotyczy przemian demograficz-
nych zachodzacych od lat 60 w wysoko rozwinigtych krajach Europy Zachodniej, a od
poczatku lat 90 w krajach Europy Srodkowo-Wschodniej. Przemiany strukturalne zwia-
zane z uprzemysfowieniem, urbanizacja, ogélng poprawa poziomu zycia, wzrostem
poziomu wyksztalcenia i wigkszg rola kobiet w zyciu ekonomicznym i spolecznym
przyczynily si¢ do nasilania dgzen samorealizacyjnych jednostki i odrzucania wartosSci
tradycyjnych na rzecz liberalnych. W odniesieniu do ptodnosci obserwowane wéwczas
procesy przejawialy si¢ gtéwnie spadkiem dzietnos$ci ponizej poziomu prostej zaste-
powalnos$ci pokoleri, op6Znianiem decyzji o urodzeniu pierwszego dziecka, wzrostem
liczby urodzeri pozamalzeniskich oraz spadkiem sklonnosci do zawierania matzernistw.
Za tworcéw tej teorii uznaje si¢ przede wszystkim D. Van de Kaa ([66], [67]) i R. Le-
sthaeghe’a ([47], [48], [49]). Analiza zmian demograficznych w Polsce w konteksScie
drugiego przejsScia demograficznego jest tematem wielu opracowan ([23], [44], [45])
i dotyczy gtéwnie okresu transformacji systemowej — wtedy to przedstawione procesy
ulegly znacznej intensyfikacji.

W nawigzaniu do powyzszych teorii i innych opracowan przedstawimy teraz po-
tencjalne zmienne objasniajace i zwiazane z nimi problemy badawcze.

Wigkszo$¢ opracowan prezentuje rézne mierniki rodnosci, ptodnosci i ich trendy
ogoblnie dla Polski oraz z podziatem na miasto i wie$ ([2], [36], [44]). Uwzgledniajac
w badaniu miejsce zamieszkania, nalezy jednak pamigtaé, ze lata 1950-1990 pozosta-
waly pod silnym wplywem migracji wewnetrznych, zwlaszcza przemieszczenn ze wsi
do miast. Duze migracje migdzy obszarami wiejskimi a miejskimi charakteryzowaty
zwlaszcza pierwszg dekade¢ podanego okresu. Do roku 1980 obserwowano stale ro-
sngce saldo dla miast i dopiero kryzys lat osiemdziesiatych doprowadzit do istotnego
zmniejszenia mobilnosci przestrzennej ludnosci ([43]). Migranci przenosili do miast
model rodziny wielodzietnej, co miato wptyw na stosunkowo wysoki poziom dzietno-
$ci. Jednak w calym okresie obserwowano wyzsza plodnoSci na wsi, niz w miastach,
co mozna m.in. ttumaczy¢ na gruncie ekonomicznej teorii ptodnosci, wedtug Beckera
([4]) dzieci niekiedy mogg takze dostarczaé dochodu pieni¢znego i wtedy stanowig
dobro produkcyjne. Na wsi dzieci pracowaly, zatem przyczynialy si¢ do wzrostu do-
chodu rodziny, w mieScie posiadanie dzieci okazato si¢ zbyt kosztowne ([45]). Biorac
pod uwage powyzsze rozwazania zbadamy, w jakim stopniu miejsce zamieszkania
wplywalo na liczbe posiadanych dzieci w badanym okresie.
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Zgodnie z teorig inwestowania w kapitat ludzki Beckera ([5]) inwestowanie w wy-
ksztalcenie daje mozliwos¢ uzyskania w przyszioSci wiekszych dochodéw, ale jedno-
czes$nie powoduje spadek plodnosci. Posiadanie wigkszej wiedzy daje kobietom inne
mozliwoSci samorealizacji gtéwnie w postaci pracy zawodowej ([2]). Wplyw ten mo-
ze mie¢ charakter bezpoSredni poprzez m.in. poszerzenie wiedzy na temat Srodkéw
kontroli urodzen. Natomiast poSredni wptyw wyksztatcenia moze by¢ zwigzany z pod-
wyzszaniem wieku zawierania malzeristw oraz ograniczeniem umieralno$ci noworod-
kéw. W badaniach czesto wyksztalcenie traktowane jest jako determinanta aktywno-
Sci zawodowej 1 dochodu, jednak warto zaznaczyC, iz takie znaczenie wyksztalcenia
w gospodarkach centralnie planowanych byto znacznie mniejsze ze wzgledu na system
regulacji wynagrodzeri. Wedtug Leibensteina ([46]) wzrost dochodu na osobe zmniej-
sza potrzebg korzystania z dzieci jako Zrédta dochoddéw, ponadto rozwdj systeméw
opieki spolecznej zmniejsza znaczenie dziecka w tej roli. Mozna zatem przypuszczad,
ze kobiety bardziej wyksztalcone beda posiadaty mniej dzieci.

W okresie powojennym przyspieszone procesy industrializacji spowodowaly duze
zapotrzebowanie na site roboczg, ponadto ze wzgledu na popularyzacje emancypacji
zawodowej kobiet, byly one zatrudniane na duza skale ([20]). Che¢ poprawy jakosci
zycia rodziny réwniez sklaniata kobiety do podejmowania dodatkowych prac. Takie
zachowania kobiet mogly z jednej strony negatywnie wptywac na plodnos¢ (np. [35]),
z drugiej strony wzrost dochodu powinien prowadzi¢ do wzrostu zaréwno liczby, jak
i jako$ci potomstwa (Becker [4]). W krajach zachodnich w badanym okresie kierunek
korelacji pomigdzy dzietnoscig a aktywno$cig zawodowa byt rézny. Polske w okresie
socjalizmu charakteryzowal relatywnie wysoki poziom dzietnosci i aktywnoSci zawodo-
wej. Na poziom urodzer wptywa réwniez skuteczna polityka ludnosciowa. Jednym z jej
elementéw jest prawo pracy i zakres uprawnien przystugujacy pracujacym kobietom w
okresie cigzy, potogu i wychowania matego dziecka. Dopiero w 1974 r. skodyfikowano
prawo i uchwalono kodeks pracy, ktéry zapewniatl kobietom m.in. trwato$¢ stosunku
pracy w okresie cigzy i platne urlopy macierzyriskie, natomiast od 1981 r. kobiety
mogg korzysta¢ z 3 letniego urlopu wychowawczego oraz z zasitku wychowawczego
([25]), zachowujac przy tym ciaglo$é pracy. Mimo tego wkrétce rozpoczal sie proces
spadku liczby urodzen, zatem nalezy zbadad, czy sytuacja na rynku pracy faktycznie
determinowata decyzje prokreacyjne kobiet.

Pomimo zaobserwowanego malejacego wspétczynnika zawierania zwiazkéw mal-
zefiskich i rosnacego wspolczynnika rozwodéw w latach 1960-1990, matzenstwo by-
fo i jest wazng instytucjg spoteczng w Polsce ([43]). Réznice w plodnosci kobiet
zame¢znych i niezameznych zalezg w duzym stopniu od charakterystyk spoteczno-
gospodarczych. Warto réwniez podkreslié, ze dla niektérych kobiet matzeristwo upraw-
nia je do posiadania dzieci, dla innych malzefistwo jest zawierane po urodzeniu dziecka
w celu zalegalizowania tego urodzenia ([2]). Niewatpliwie istnieje zwigzek pomiedzy
liczbg posiadanych dzieci, a faktem pozostawania w zwigzku matzeriskim, zatem warto
zbadaé jego skale.
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Polska jest krajem z mocno osadzonymi wartoSciami religijnymi i wpltywem
Kos$ciota. Mozna przypuszczaé, ze kobiety bardziej religijne przywigzane byly do
tradycyjnego modelu rodziny, zatem mniej chetnie uczestniczyly w pracy zawodo-
wej, co moglo sprzyja¢ wigkszej liczbie posiadanych przez nie dzieci. Uzasadnia to
uwzglednienie w badaniu wyznania jako czynnika potencjalnie wplywajacego na ptod-
nos¢.

Podsumowujac, w badaniu ptodno$ci wskazane jest uwzglednienie wielu réznych
zmiennych. Szczegétowa charakterystyke poszczegdlnych zmiennych obja$niajacych
zawiera tabela 1.

Tabela 1.

Zmienna Opis zmiennej Poziom Struktura

. . miejsce zamieszkania 0 = miasto 395
m_zamieszkania . . .
w momencie badania 1 = wies§ 192
1 = podstawowe 224
. . . 2 = zasadnicze 121
wyksztalcenie poziom wyksztalcenia 3 = érednie 197
4 = wyzsze 45
. 1 = pracujaca zawodowo 445
zatrudnienie sytuacja na r.ynku . 2 = niepracujaca zawodowo 119
pracy w momencie badania o . .

3 = nigdy niepracujaca zawodowo 23
swiazek fakt pozostawania 0 = nie 12
w zwigzku matzenskim 1 = tak 575
Wyznanie wWyznanie 0 = inne niz rzymskokatolickie 15
y Y 1 = rzymskokatolickie 572

Zrédto: obliczenia wlasne

W demografii za wiek rozrodczy kobiet przyjmuje si¢ wiek od 15 do 49 roku zy-
cia, co oczywiscie wynika z uwarunkowan biologicznych. W pracy [60], po§wigconej
metaanalizie trendéw zmian ptodnos$ci, autor rozwazat liczbe dzieci kiedykolwiek uro-
dzonych (CEB — Children Ever Born). Miernik ten moze by¢ uzywany w przypadku
dowolnych grup wiekowych, jednak ze wzgledu na cel badania autorzy uwzglednili
tylko kobiety powyzej 40 roku zycia. W naszym badaniu réwniez uwzgledniamy tylko
kobiety, ktére okres prokreacyjny majg juz za sobg. Na podstawie wstgpnych obliczen
dla catego zbioru danych otrzymano, ze wiek kobiety w chwili urodzenia ostatniego
dziecka wynosi maksymalnie 44 lata. Uwzgledniajac to, postanowiono badaniu poddaé
587 kobiet w wieku powyzej 44 lat. W badaniu zmienna objasniana wyrazajaca og6lng
liczbe posiadanych dzieci przez kobiety przyjmuje wartosci od 0 do 8.

3. METODA BADANIA

3.1. PODEJSCIE BAYESOWSKIE

Podejscie bayesowskie stanowi metode analiz statystycznych alternatywna w sto-
sunku do analiz cz¢sto$ciowych i jest obecnie stosowane na réwni z podejSciem kla-
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sycznym. Laczenie subiektywnej wiedzy a priori z informacjg pochodzacg z proby
stanowi podstawe metod bayesowskich. Twierdzenie Bayesa przeksztalca posiadang
wiedzg¢ przed obserwacjg oraz informacje zawartg w empirycznych danych w praw-
dopodobienistwo a posteriori. Wnioskowanie w statystyce bayesowskiej bazuje na tak
otrzymanych rozktadach a posteriori.

Niech Y oznacza przestrzefi prob, ® przestrzefi parametréw, a {Py : 6 € @} ro-
dzine mozliwych rozktadéw prawdopodobiefistwa na przestrzeni Y. W estymacji bay-
esowskiej dodatkowo zaktada si¢ istnienie pewnego rozktadu prawdopodobiefistwa na
pewnej klasie podzbioréw mierzalnych zbioru ®. Rozkfad ten nazywany jest rozkla-
dem a priori parametru’ 6, opisuje on stopiefi naszej wiary w rézne warto$ci para-
metru zanim zostang wykonane odpowiednie obserwacje ([59]). Gléwna wadg analiz
bayesowskich jest brak informacji dotyczacych wyboru rozktadu a priori, o wyborze
odpowiedniego rozktadu moga decydowac zdobyte doSwiadczenia oparte na wczesniej-
szych badaniach lub pewne logiczne przestanki®. Warto podkresli¢, ze jesli w wyniku
doswiadczenia otrzymuje si¢ dostatecznie duzo informacji, to nawet dos$¢ znaczne zmia-
ny rozktadu a priori nie pociggaja za soba wiekszych zmian w rozktadach a posteriori
([59D.

Rozwazmy estymacje parametru 6 na podstawie danych y = {yi,...,y,}. Jesli
przyjmiemy, ze p(#) oznacza rozklad a priori parametru 6, p(y|6) taczna funkcje
prawdopodobienistwa lub gestosci zalezng od parametru 6, to ze wzoru Bayesa warun-
kowy rozklad p (fly) parametru 6 (rozktad a posteriori) wyznaczany jest w nastgpujacy
spos6b

p16) p©)

9 =
p0ly) >0y

b

gdzie p(y) oznacza rozklad brzegowy. Powyzszy wzdr z dokladnoscig do normalizu-
jacej stalej mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci p (6ly) o< L (6;y) p (6), gdzie L (0;y)
oznacza funkcje wiarygodno$ci parametru 6.

3.2. UOGOLNIONY MODEL LINIOWY

Wykorzystany w pracy model regresji Poissona nalezy do klasy uogélnionych mo-
deli liniowych. Uogdlnione modele liniowe umozliwiajg testowanie wptywu predykto-
réw jakoSciowych oraz ciaglych na zmienng zalezna, ktdrej rozktad nalezy do rodziny
rozktadéw wyktadniczych, ponadto zmienne niezalezne moga wplywac¢ na zmienng
zalezng w sposéb nieliniowy. Omawiane modele zostaly po raz pierwszy przedstawio-
ne w pracach [51] i [53], dodatkowe informacje oraz przyklady zastosowarh mozna
réwniez znalezé m.in. w [15], [32] oraz [62].

7 Parametr 6 traktowany jest jako zmienna losowa lub wektor losowy o okreslonym rozkladzie.
8 Przyklady zastosowari subiektywnych rozkladéw a priori mozna znalez¢é m.in. w pracach [8], [64]
oraz [65].
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Uogodlniony model liniowy mozna zapisaé w postaci macierzowej nastepujacym

wzorem:

g(E(Y)) = X8,
gdzie Y oznacza wektor warto$ci zmiennej zaleznej, E (Y) wektor wartosci ocze-
kiwanych zmiennej zaleznej, X macierz warto$ci zmiennych niezaleznych, § wektor
wspdlczynnikéw, a g funkcje wiazaca (np. [62]).

Podstawg definicji uogélnionych modeli liniowych jest zatozenie, ze zmienna zalez-
na ma rozktad nalezacy do rodziny rozktadéw wyktadniczych. Jesli rozktad prawdopo-
dobieristwa zmiennej zaleznej y ma rozklad prawdopodobiefistwa nalezacy do rodziny
rozktadéw wyktadniczych, to mozna go przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

f(;0,¢) = exp {yg—b(g)
a(p)

gdzie a, b i ¢ sa z gory ustalonymi funkcjami, 6 jest kanonicznym parametrem, ¢
jest za§ parametrem skali, jesli jest on nieznany, to traktowany jest jako parametr
rozproszenia.

Istnieje wiele rozktadéw prawdopodobienstwa, ktére mozna przedstawi¢ w powyz-
szej postaci. Przyjmujac 6 = Ind, ¢ = 1, a(p) = ¢, b(0) = A oraz c(y,¢) = —In (k!)
otrzymujemy rozktad Poissona:

+c(y, 90)} ,

/lk
fk; ) = e{ k=0,1,2,3,..., 1>0.

W zaleznoSci od rozktadu zmlennej zaleznej mozna uzy¢ réznych funkcji wiazacych,
dla rozktadu Poissona standardowg funkcja wigzgcg jest funkcja logarytmiczna.

3.3. MODEL REGRESIJI POISSONA — PODEJSCIE BAYESOWSKIE

Przedstawimy teraz model regresji Poissona w ujeciu bayesowskim. Rozwazania do-
tyczgce bayesowskich modeli regresji mozna znaleZ¢ m.in. w [8], [14], [19] oraz [26].
Zat6zmy, ze zmienna losowa y;, i = 1,2,...n ma rozklad Poissona z parame-
trem’ ;. Wybierajac za funkcje wiazaca funkcje logarytmiczna otrzymujemy In (1;) =
k
Z x;;B;, gdzie x;; sa zmiennymi objasniajagcymi, 8 = (B, ..., Bx) wektorem nieznanych
J=1
k
parametréw. Stad A; = exp [Z x;;B j]. Przy przyjetych oznaczeniach funkcja wiarygod-
j=1
nosci dla wektora parametréw [ ma nastgpujaca postac:

n -1 n k
L(B;y) = (1_[ )’i!] exp [_ Z exp [Z xl/ﬁj] + ZIBJ xijyi)'
=1

i=1 j=1 Jj=1 i=1

S

9 A jest §rednia i wariancja rozkladu Poissona.
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Specyfikacje rozktadéw a priori dla parametréw regresji uogélnionych modeli linio-
wych mozna znaleZzé w [14], zazwyczaj wybieramy rozktady normalne ze §rednig
zero i pewng wariancja. We wnioskowaniu bayesowskim szczegdlnag role odgrywajg
nieinformacyjne rozktady a priori, niosace ze soba minimalng wiedze statystyczna, ale
czesto zamiast nich stosujemy rozktady wystarczajaco mato informacyjne!®. W pracy
[38], autorzy pokazuja, ze uzycie nieinformacyjnego jednostajnego rozktadu a priori
w estymacji uogdlnionych modeli liniowych moze prowadzi¢ do niewtasciwych rozkta-
déw a posteriori, w tym przypadku alternatywnym wyjSciem moze by¢ wykorzystanie
reguly Jeffreysa ( [39], [40]).

Przyjmujac dla niezaleznych parametréw S, ..., Bx rozklady normalne a priori ze
Srednig m; 1 wariancja 0']2, otrzymujemy nast¢pujacy wzor na taczng gesto$¢ a priori

Lo 1 2
p(ﬂla-uaﬁk):l—ll jmexp(—g?(ﬁj—mj) J

=19

Woéwczas rozktad a posteriori mozna zapisaé, z doktadnoscig do normalizujgcej stalej,
W nastgpujacej postaci

k k ) n n k
P (Br,- ... Bly) o exp [— Z #ﬂ? + Z (g + Z xij)’i)ﬂj - Z exp [Z xijﬁj]]-
' i\% =

Jj=1 J Jj= i=1 Jj=1

Whioskowanie o dowolnej wspéirzednej wektora parametréw S = (8, ..., Br) odbywa
si¢ z brzegowego rozkladu a posteriori, otrzymanego poprzez calkowanie po pozosta-
lych wspétrzednych facznego rozkiadu a posteriori i tylko w podrecznikowych przy-
ktadach moze opiera¢ si¢ jedynie na metodach analitycznych ([55]). W praktyce czesto
wykorzystujemy metody symulacyjne, ktére umozliwiajg generowanie préb losowych
z dowolnej gestosci a posteriori. Obecnie duzg popularnoscig ciesza si¢ metody Monte
Carlo oparte na fancuchach Markowa (Markov Chain Monte Carlo Method — MCMC).
Podstawg metod MCMC jest generowanie ergodycznego faficucha Markowa, ktéry po
uplywie odpowiednio dlugiego czasu osigga rozklad stacjonarny zwany w podejsciu
bayesowskim rozkladem a posteriori. Najbardziej znanym algorytmem tych metod ob-
liczeniowych jest algorytm Metropolisa oraz jego uogdlnienie — algorytm Metropolisa-
Hastingsa. Natomiast szczegélnym przypadkiem algorytmu Metropolisa-Hastingsa jest
prébnik Gibbsa.

W niniejszej pracy przy estymacji modeli skorzystano z losowania Gibbsa'!, kt6-
rego schemat przedstawiamy ponizej. Rozwazmy Igczny rozklad a posteriori o gestosci
p (Bly), gdzie 8 = (B1,...,B), k > 1, jest wektorem parametréw.

10" W przypadku rozktadéw normalnych dla §redniej przyjmujemy warto$é zero, a dla wariancji pewna
duzg liczbe.

" Przyktady wnioskowania bayesowskiego dla uogélnionych modeli liniowych z wykorzystaniem
prébnika Gibbsa mozna réwniez znalezé w pracy [11].
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Kroki algorytmu Gibbsa (np. [11], [24], [58]):

1. Przyjmujemy ¢ = 0. Wybieramy dowolne wartosci poczatkowe

BO = (ﬁ«»’ o ]<(o>) _

2. Wygenerowanie jednej realizacji gV = (ﬁ(l’“), ﬁg“), ey ](CHI)) wymaga nastepu-

jacych losowan z pelnych warunkowych rozktadéw a posteriori:
B (BB 50.)

t+1) ~ t+1 t t
O (Bals By, B Y)

(t+1) ~ (t+1) (1+1)
k p(BkWI s Mk 7y)

3. Przyjmujemy ¢ = t + 1 i wracamy do kroku drugiego, az do uzyskania zbieznosci
algorytmu. Nastepnie krok drugi powtarzamy, az do uzyskania pozadanej liczby
realizacji.

Przedstawiony algorytm przy pewnych ogélnych warunkach jest zbiezny, zatem rozktad
losowanego wektora 8 dazy do rozktadu p (Bly), gdy ¢ — co.

Istotng czgs¢ analiz bayesowskich stanowi ocena zbiezno$ci wygenerowanych tar-
cuchéw. W teorii probnik moze dziata¢ w nieskoriczono$é, wéwczas zbiezno$¢ jest
osiagnieta, w praktyce konieczne jest ustalenie pewnej liczby cykli spalonych (wstegp-
nych), a do wnioskowania a posteriori wykorzystujemy tylko te wlasciwe realizacje.
W ocenie zbiezno$ci taficucha Markowa istniejg pewne trudnosci, poniewaz brakuje
decydujacych testow, ktore rozstrzygaja, czy tanicuch dazy do rozktadu stacjonarnego,
dostepne testy sprawdzajg na ogét tylko warunek konieczny zbiezno$ci. Do najbardziej
znanych testow, ktére umozliwiajg ocen¢ zbieznoSci taiicucha Markowa w réznych
aspektach nalezg: test Gelmana i Rubina ([10], [27]), test Geweke’a ([29]), test He-
idelbergera i Welcha ([33], [34]) oraz test Raftery’a i Lewisa ([56], [57]).

4. BUDOWA, ESTYMACJA I OCENA MODELU

Estymacja i weryfikacja wszystkich modeli zostala przeprowadzona przy uzyciu
systemu SAS, w estymacji bayesowskiej wykorzystano metody Monte Carlo oparte na
faficuchach Markowa. Metody te sg obecnie coraz czesciej wykorzystywane w statysty-
ce bayesowskiej do wyznaczania rozktadéw a posteriori, jednak w literaturze rzadko
wspomina si¢ o badaniu zbieznoSci wygenerowanych faicuchéw. Wnioskowanie w es-
tymacji bayesowskiej przy niesprawdzonych zbieznosciach dla wszystkich parametréw
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modelu moze prowadzi¢ do btednych wnioskéw. Poniewaz rézne testy badajg rézne
aspekty zbiezno$ci taricuchéw i brakuje testéw jednoznacznie rozstrzygajacych, czy
wygenerowany faficuch osiggnat rozktad stacjonarny, w niniejszej pracy wykorzystano
trzy metody oceny zbieznoSci.

Budowe modelu wykorzystanego w badaniu rozpoczeto od oszacowania kilku mo-
deli regresji Poissona metoda klasyczng. Nastepnie korzystajac z podstawowych miar
dobroci dopasowania do obserwowanych danych (np. [62]) oraz badajac korelacje mie-
dzy zmiennymi wybrano najlepszy model.

W estymacji bayesowskiej, w celu poréwnania wrazliwosci wynikoéw na zmiany
zalozeri dotyczacych rozktadéw a priori, estymowano dwa modele. W pierwszym mo-
delu przyje¢to nieinformacyjne rozktady a priori dla wszystkich parametréw modelu,
w drugim modelu oprécz nieinformacyjnych rozktadéw a priori wykorzystano réwniez
pierwszego fancucha przyjeto wartosci parametréw estymowanych metoda najwigk-
szej wiarygodnos$ci. Ponadto, aby zminimalizowa¢ wplyw oddziatywania tych wartosci
poczatkowych na wnioskowanie a posteriori przyjeto, ze liczba cykli spalonych ma
wynosi¢ 2000, a liczba wlasciwych realizacji do wnioskowar a posteriori 10000.

Dla wstepnego modelu zadano nieinformacyjny rozktad normalny a priori ze Sred-
nia réwna 0 i wariancja 10° dla wszystkich parametréw regresji: p (8) ~ No (0, 1061).

Wyniki estymacji modelu ze wszystkimi zmiennymi zawiera tabela 2.

Tabela 2.

Parametr Wartosci ocz.eki.wane Odchylania sta.ndflrdowe Obsz’al.'y najwit;l.(SZfalj2
a posteriori a posteriori gestosci a posteriori
Wyraz wolny -0.9426 0.3618 -1.6958 -0.2489
m_zamieszkania 0.3097 0.0588 0.1932 0.4232
wyksztalceniel 0.3835 0.1211 0.1600 0.6441
wyksztalcenie2 0.2126 0.1276 -0.0285 0.4787
wyksztalcenie3 0.2054 0.1222 -0.0256 0.4568
zatrudnieniel 0.1164 0.1342 -0.1609 0.3601
zatrubnienie2 0.1428 0.1440 -0.1459 0.4128
zwiazek 1.0258 0.3079 0.4710 1.7063
wyznanie 0.2812 0.1575 -0.0447 0.5758

Zrédto: obliczenia wlasne

Na podstawie otrzymanych obszaréw najwickszej gestoSci a posteriori mozna
stwierdzi¢ ([8]), ze zmienne zatrudnienie oraz wyznanie sa statystycznie nieistotne,

12 Obszary najwickszej gestosci a posteriori (HPD) zostaly wyznaczone przy a = 0.05 dla wszystkich
parametréw modelu, w kolejnych estymacjach wartos$¢ ta pozostaje bez zmian.
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zatem oszacowano kolejny model bez uwzglednienia tych zmiennych. Ponownie za-
dano nieinformacyjny rozklad normalny a priori ze $rednia réwna 0 i wariancja 10°
dla wszystkich parametréw regresji: p (8) ~ Ng (0, 1061). Wyniki estymacji nowego
modelu zostaly przedstawione w tabeli 3.

Tabela 3.

Warto$ci oczekiwane | Odchylania standardowe | Obszary najwiekszej

Parametr _ s . P A

a posteriori a posteriori gestosci a posteriori
Wyraz wolny -0.5530 0.3270 -1.2238 0.0386
m_zamieszkania 0.2928 0.0579 0.1872 0.4134
wyksztalceniel 0.3856 0.1248 0.1541 0.6422
wyksztalcenie2 0.2178 0.1323 -0.0272 0.4930
wyksztalcenie3 0.2047 0.1262 -0.0359 0.4587
zwiazek 1.0337 0.3083 0.4857 1.7081

Zrédto: obliczenia wiasne

Nastepnie estymowano kolejny model, do ktérego wiaczono dodatkows wiedze
spoza proby. Subiektywny rozkiad a priori przyjeto w oparciu o informacje zawarte
w publikacji [2] oraz na podstawie danych GUS. Dla parametru m_zamieszkania zadano
rozktad normalny a priori ze $rednig réwna 0.398645 oraz wariancjg réwng 0.00374.
Dla wszystkich pozostalych wspétczynnikéw regresji przyjeto nieinformacyjny rozktad
normalny a priori ze $rednia réwna O i wariancja 10°. Niestety wygenerowane taficuchy
dla niektérych parametréw modelu charakteryzowaly si¢ wysoka autokorelacjg i nie
byly zbiezne, zatem estymowano kolejny model znacznie zwickszajac liczbe iteracji.
Charakterystyki pigédziesigciotysigcznych préb a posteriori przedstawiono w tabeli 4.

Tabela 4.

Warto$ci oczekiwane | Odchylania standardowe | Obszary najwiekszej

Parametr . - P -

a posteriori a posteriori gestosci a posteriori
Wyraz wolny -0.5049 0.3143 -1.1470 0.1015
m_zamieszkania 0.3169 0.0277 0.2644 0.3551
wyksztalceniel 0.3781 0.1236 0.1359 0.6173
wyksztalcenie2 0.2152 0.1313 -0.0411 0.4736
wyksztalcenie3 0.2062 0.1265 -0.0385 0.4561
zwiazek 0.9787 0.2989 0.4179 1.5929

Zrédto: obliczenia wlasne

Dla dwdch ostatnich modeli otrzymano podobne wartosci charakterystyk oraz wila-
sno$ci wygenerowanych préb a posteriori z niewielkim wskazaniem na ostatni mo-
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del. Zatem w pracy poddano interpretacji i ocenie ostatni model, réwniez z powodu
uwzglednienia w nim dodatkowej wiedzy a priori.

W badaniach zbiezno$ci wygenerowanych taricuachéw w przypadku modeli wielu
parametréw czesto stosowany jest test Gelmana i Rubina ([10], [27]), ktéry bazuje na
wielokrotnych symulacjach taficuchéw MCMC dla tych samych parametréw przy wy-
borze réznych wartosci inicjujacych. Istota tego testu polega na poréwnaniu wariancji
wewnatrz faficucha z wariancja miedzy tymi taficuchami. Duze réznice pomig¢dzy tymi
dwiema wariancjami wskazuja na brak zbieznoS$ci faficucha. Przedstawione w tabeli 5
warto$ci wskazuja na zbieznoSci wszystkich wygenerowanych taiicuchéw.

Tabela 5.
Parametr Oszacowanie ogranisczzesn?z gérne

Wyraz wolny 1.0183 1.0465
m_zamieszkania 1.0000 1.0001
wyksztalceniel 1.0011 1.0040
wyksztalcenie2 1.0010 1.0036
wyksztalcenie3 1.0008 1.0028
zwiazek 1.0172 1.0421

Zrédto: obliczenia wiasne

Najprostszym testem, pozwalajagcym wnioskowaé, czy wygenerowany faiicuch osig-
gnat rozktad stacjonarny jest test Geweke’a ([29]). Oparty jest on na poréwnaniu war-
toSci Sredniej dla poczatkowych realizacji taficucha z wartoscig Sredniej dla dalszych
realizacji tafdicucha. Statystyka testowa ma asymptotyczny standardowy rozktad nor-
malny. Na podstawie wynikéw przedstawionych w tabeli 6 stwierdzono brak podstaw
do odrzucenia hipotezy, ze wygenerowane taricuchy dla poszczegdlnych parametrow
modelu sg zbiezne, przy dowolnym poziomie istotnosci.

Tabela 6.
Parametr z Pr > |z]
Wyraz wolny 1.1757 0.2397
m_zamieszkania 1.3187 0.1873
wyksztalceniel 0.2703 0.7869
wyksztalcenie2 0.2815 0.7783
wyksztalcenie3 0.3184 0.7501
zwiazek -1.3635 0.1727

Zr6dto: obliczenia wiasne
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Test Geweke’a bada zbiezno$¢ wygenerowanych taiicuchéw, test Heidelbergera-
Welcha ([33], [34]) ocenia réwniez, czy otrzymany laficuch jest wystarczajacy do esty-
macji $redniej z zadana dokfadnoscia. Test Heidelbergera-Welcha sktada si¢ z dwéch
czgdci: testu stacjonarnoSci (stationarity test) i testu polszerokosci (halfwidth test).
Test stacjonarno$ci testuje hipoteze, ze taricuch Markowa jest zbiezny do rozktadu
stacjonarnego, natomiast test pétszerokosci sprawdza, czy liczno$¢ préby a posteriori
jest wystarczajaca, aby estymowaé wartoS¢ Srednig z zadang dokfadnoscia. Otrzymano
(tabela 7), ze brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy o zbieznoSci taricuchéw dla
wszystkich parametréw modelu, przy dowolnym poziomie istotno$ci, ponadto liczeb-
nosci prob a posteriori sg wystarczajgce do oszacowania Sredniej z doktadnoscig 0.05.

Reasumujac mozna przyjaé, ze otrzymane proby a posteriori sg odpowiednie do
wnioskowan statystycznych.

Tabela 7.
Test stacjonarnosci Test pélszerokosci
Farametr Cramsetr?-yvsglk:/[isesa szl;g(l)(;(vfs}ci Srednia \’Nzgl(;dna’ p
Stat. Poziom p przedz. ufnosci poiszerokos¢
Wyraz wolny | 0.0956 0.6071 0.0441 -0.5049 -0.0874
m_zamieszkania | 0.1336 0.4435 0.000269 0.3169 0.000849
wyksztalceniel | 0.2798 0.1543 0.00548 0.3781 0.0145
wyksztalcenie2 | 0.3140 0.1235 0.00536 0.2152 0.0249
wyksztalcenie3 | 0.2907 0.1436 0.00539 0.2062 0.0262
zwiazek 0.0761 0.7150 0.0428 0.9787 0.0437

Zrédto: obliczenia wiasne

5. ANALIZA WYNIKOW ESTYMACII I WNIOSKI

Rozwazania na temat pfodnos$ci mozna prowadzi¢ w wielu aspektach, w niniejszej
pracy w modelowaniu liczby posiadanych dzieci przez kobiety uwzgledniono nastgpu-
jace determinanty: miejsce zamieszkania, wyksztatcenie, fakt pozostawania w zwigzku
malzeniskim, zatrudnienie oraz wyznanie. Otrzymano, ze dwie ostatnie zmienne oraz
dwa poziomy zmiennej wyksztalcenie nie maja statystycznego wpltywu na modelowang
zmienng.

Bardziej szczeg6towa analiza otrzymanych rezultatéw wymaga dodatkowych obli-
czefi, ktérych wyniki przedstawiono w tabeli 8.

Analizujac od roku 1950 wartosci wspoétczynnikéw dzietnosci ([2], [36], [44])
mozna zaobserwowaé znaczace roznice w ptodnoSci pomiedzy miastem i wsig. Uzy-
skane w niniejszej pracy wyniki potwierdzajg wspomniane réznice w zachowaniach
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prokreacyjnych pomig¢dzy kobietami zamieszkujacymi miasta i wsie. Otrzymano, ze
kobiety mieszkajace na wsi posiadaja o okoto 37% wigcej dzieci niz kobiety miesz-
kajace w miastach. Natomiast bez uwzglednienia dodatkowej wiedzy a priori (por.
tabela 3) otrzymano, Ze ta réznica jest mniejsza i wynosi blisko 34%. Uzyskany wynik
jest zgodny z zatozeniami ekonomicznej teorii ptodnosci zaréwno Lebensteina jak i
Beckera. W badanym okresie dzieci na wsi pracowaly, zatem o ich liczbie mogly
decydowac spodziewane dochody rodziny uzyskane z przysziej pracy dziecka.

Tabela 8.
Parametr Wartosci oc?ek.il\;vane Exp(WartoSci (?czc.ekiwane
a posteriori a posteriori)
m_zamieszkania 0.3169 1.3729
wyksztalceniel 0.3781 1.4595
wyksztalcenie2 0.2152 1.2401
wyksztalcenie3 0.2062 1.2290
zwiazek 0.9787 2.6610

Zrédto: obliczenia wiasne

Zgodne z teoria Beckera ([5]) oraz innymi badaniami dotyczgcymi Polski sg réw-
niez otrzymane wyniki dotyczace wpltywu wyksztalcenia na plodnos$¢ — im wyzszy
poziom wyksztalcenia, tym mniejsza liczba posiadanych dzieci (np. [2]). Zatem po-
twierdzilo si¢ wczesniejsze przypuszczenie, ze nizszy poziom wyksztalcenia w poréw-
naniu z wyksztalceniem wyzszym skutkuje wigkszg liczbg posiadanych dzieci, réznica
ta pomigdzy kobietami z wyksztalceniem podstawowym i wyzszym wynosi okoto 46%.
Ponadto otrzymali§my, ze dwa poziomy wyksztalcenia: zasadnicze i Srednie nie majg
istotnego wptywu ma liczbe posiadanych dzieci. Odwotujgc si¢ do koncepcji drugie-
go przejscia demograficznego mozna stwierdzié, ze coraz wigksze pozytywne zmiany
w aspiracjach edukacyjnych spoleczeristwa niestety skutkujg obnizeniem ptodnosci.

Pomimo, ze zdarzenia takie jak zawarcie malzefistwa i urodzenie dziecka nieko-
niecznie s ze sobg powigzane, to jednak w wigkszoSci krajéw ciagle wyzszy wspot-
czynnik dzietnoSci wystepuje wsréd matzenstw. Réwniez w Polsce w calym okre-
sie powojennym plodno$¢ pozostaje w bardzo silnym zwigzku z malzefiskoScig ([2]).
Z drugiej strony od roku 1980 obserwowany jest ciggly wzrost urodzen pozamalzei-
skich, co niewatpliwie §wiadczy o zachodzacych przemianach spotecznych. W badaniu
otrzymano, ze kobiety bedace kiedykolwiek w zwigzku malzeiskim maja przeszio
dwu i pétkrotnie wigcej dzieci niz pozostate kobiety. Zatem mozna przypuszczaé, ze
posiadanie kolejnego dziecka przez kobiety zamezne jest duzo bardziej prawdopodob-
ne niz w przypadku pozostatych kobiet. Pozytywny wplyw zwigzku matzeriskiego na

13 Wartosci z tabeli 4.
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dzietno$¢ jest rowniez zauwazalny w innych krajach, ale skala tego wplywu jest ré6zna
([35D.

Analizy wzajemnych powigzain pomiedzy plodnoscia a aktywnoS$cia zawodowa
sa przedmiotem wielu badain prowadzonych gtéwnie dla krajéw Europy zachodnie;j.
Obserwowany w Polsce w latach 1960-1988 wzrost udzialu kobiet w rynku pracy
([36]) i spadek ptodnosci ([2]) sugeruja konflikt pomigdzy macierzyistwem, a praca.
Potwierdza to raport ONZ (1985), wediug ktérego wzrost liczby kobiet pracujacych
jest powigzany ze spadkiem poziomu plodnodci. Wyniki przedstawione w tabeli 2
wskazuja na nieistotng dodatnig zalezno$¢ pomig¢dzy liczba dzieci a sytuacjg na rynku
pracy, co moze sugerowac, ze kobiety, ktére kiedykolwiek pracowaly posiadaja wick-
szg liczbe dzieci. Nieistotno$¢ rozwazanej determinanty w Polsce mozna tlumaczyc
tym, ze w warunkach gospodarki centralnie planowanej rozwigzania w sferze polityki
rodzinnej przenosily role opiekuniczo-wychowawcze z rodzicow na panstwo poprzez
szeroki dostep do instytucji ustug spolecznych (ztobki, przedszkola, szkoly, zajecia
pozalekcyjne), zatem urodzenie dziecka nie musialo wigzac si¢ z rezygnacja z pracy.
Dodatnia zalezno$¢ pomiedzy zatrudnieniem a ptodnoscia dla innych krajéw zostala
réwniez przedstawiona w publikacjach [9] i [61], szersze rozwazania na ten temat
mozna takze znalezZ¢ w pracy [35], w ktérej uzyskano jednak odwrotng zaleznosc.

Nieistotno$¢ zmiennej wyznanie nie potwierdza wczesniejszych przypuszczen, ze
kobiety wyznania rzymskokatolickiego moga posiada¢ wigkszg liczbe dzieci. Moze
to wynikaé z tego, ze okolo 98% Polakéw deklaruje, ze jest wyznania rzymskokato-
lickiego ([25]), zatem pewne wzorce zachowan moga by¢ przyjmowane przez reszte
spoleczeristwa.

Przedstawione rezultaty okreslaja wplyw réznych determinant na ptodno$¢ w Pol-
sce 1 stanowia uzupetnienie dotychczas prezentowanych w literaturze analiz. Wyko-
rzystany w badaniu model regresji Poissona bada nie tylko kierunek zaleznosci, ale
réwniez jej site, co umozliwia glgbsza analize rozwazanych powigzan, natomiast po-
dejscie bayesowskie daje mozliwo$¢ wlaczenia do modelu informacji pochodzacych
z innych badaii oraz lepsze oszacowanie parametréw modelu ([19]). Przedstawione
w literaturze wyniki (np. [35]) wskazujg na to, ze w poszczegdlnych krajach i okresach
badane zalezno$ci migdzy ré6znymi cechami a plodnoscia nie zawsze sg identyczne, co
wigcej mogg mieé kierunek dodatni lub ujemny. Zatem warto badaé te zaleznoSci dla
Polski, poniewaz wyniki nie zawsze sa oczywiste i zgodne z powszechnie przyjetymi
przekonaniami.

Szkota Gtowna Handlowa w Warszawie
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ANALIZA PLODNOSCI KOBIET W POLSCE Z WYKORZYSTANIEM BAYESOWSKIEGO
MODELU REGRESIJI POISSONA

Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest zbadanie zachowar prokreacyjnych Polek poprzez identyfikacje czynni-
kéw je determinujacych z wykorzystaniem metod bayesowskich. W pracy zastosowano bayesowski model
regresji Poissona. Wybrany model umozliwit okreslenie kierunku i skali wptywu wybranych czynnikéw
na liczbg dzieci posiadanych przez kobiety. Natomiast podejscie bayesowskie dato mozliwos¢ wiaczenia
do modelu informacji a priori oraz lepsze oszacowanie parametréw modelu. W estymacji wykorzystano
metody Monte Carlo oparte na faiicuchach Markowa, a w szczegdlnosci prébnik Gibbsa.

Badanie przeprowadzono na podstawie danych indywidualnych pochodzacych z polskiego badania
retrospektywnego ,.Przemiany rodziny i wzorce dzietnosci w Polsce” (1991). W analizie plodnosci kobiet
uwzgledniono nastepujace czynniki: miejsce zamieszkania, wyksztalcenie, fakt pozostawania w zwigzku
malzeriskim, zatrudnienie oraz wyznanie. Otrzymane rezultaty poréwnano z dotychczasowymi wynikami
badan dla Polski i innych krajéw.

Stowa Kkluczowe: ptodnosé, model regresji Poissona, wnioskowanie bayesowskie, metody Monte
Carlo oparte na faiicuchach Markowa
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FERTILITY ANALYSIS OF WOMEN IN POLAND USING BAYESIAN POISSON REGRESSION
MODEL

Abstract

The primary objective of the work is to use Bayesian methods to investigate women fertility in
Poland and identify key factors influencing it. Bayesian Poisson regression model has been used in the
analysis. The model allows determining factors that have a significant impact on the number of children
born. Moreover Bayesian approach makes it possible to incorporate a priori knowledge and improve the
estimation of model parameters. The model has been estimated using Markov chain Monte Carlo method
with Gibbs sampling.

The work has been based on the Polish study “Family changes and Fertility Patterns in Poland”
(1991). The following attributes have been considered in the analysis of women fertility: place of living,
education, marital status, employment and religion. The results have been compared with the results of
related research for Poland and other countries.

Key words: fertility, Poisson regression model, Bayesian inference, Markov chain Monte Carlo
method
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wysokiej pozycji naukowej i dydaktycznej w kraju i za granica.
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Profesor Zajac wnidst istotny wkiad w rozwdj statystyki i ekonometrii polskiej,
przez swoje prace naukowe a przede wszystkim przez ksztalcenie kadr naukowych
oraz organizowanie zycia naukowego w Srodowisku metod ilo§ciowych.

Jego zycie przebiegalo w burzliwym i trudnym XX wieku i wymagato hartu ducha
i zdecydowanej postawy moralnej, aby przejS¢ przez kolejne jego okresy. Urodzit si¢
dnia 20 wrze$nia 1916 roku w Kro$nie w rodzinie robotniczo-chtopskiej. Tam uczesz-
czat do szkoly podstawowej i gimnazjum zdajac mature w 1937 roku. Po maturze odbyt
obowigzkowg roczng stuzb¢ wojskowa i uzyskal stopieri wojskowy kaprala rezerwy.
W 1938 roku rozpoczal studia wyzsze na Akademii Handlowej w Krakowie.

IT wojne Swiatowq przezyl w Kros$nie. Pracowal w Miejskiej Publicznej Szkole
Handlowej w Kros$nie w charakterze nauczyciela, uczyl ksiegowosci. Réwnoczesnie
prowadzil tajne nauczanie i uczestniczyl w pracach Polskiego Czerwonego Krzyza,
organizujac pomoc na rzecz oficeréw polskich przebywajacych w obozach jenieckich.
Byt zolnierzem Armii Krajowej — Obwdd Krosno, pod pseudonimem ,,Konrad”. Petnit
funkcje adiutanta dowddcy placéwki Centrum Krosno. Pod koniec wojny otrzymat
nominacj¢ na stopien kapitana.

Profesor Kazimierz Zajgc swoje zycie zawodowe zwigzal z Krakowem oraz z jego
uczelnig ekonomiczng. Studiowal na Akademii Handlowej na kierunku konsularnym
w latach 1938/39 oraz 1945-1945/46, wigzac po wojnie swoje studia i zainteresowania
naukowe z Profesorem Jerzym Fierichem, éwczesnym Kierownikiem Katedry Eko-
nomii Akademii Handlowej. Juz w czasach studenckich zainteresowatl si¢ badaniami
statystycznymi i z tego zakresu przedstawil prace magisterska pt. ,,Ruch pfac nomi-
nalnych i realnych robotnikéw przemystu naftowego w Krosnie w latach 1927-1945”.
Dnia 31 maja 1947 roku, po przedstawieniu wymienionej pracy i zdaniu egzaminéw
z postepem bardzo dobrym: z ekonomii, polityki ekonomicznej wraz z skarbowoscia,
statystyki matematycznej i naukowych metod badania koniunktur, statystyki gospodar-
czej, spoéldzielczosci, ustroju i zadah samorzadu, geografii gospodarczej, uzyskat na
kierunku konsularnym Akademii Handlowej w Krakowie stopieit naukowy magistra
nauk ekonomiczno-handlowych.

Jeszcze w trakcie studidw, w 1946 roku, podjat prace w charakterze asystenta-
wolontariusza w Katedrze Ekonomii, a po ich ukoriczeniu w 1947 r. zostal asysten-
tem. Bezposrednio po ukoriczeniu studiéw magisterskich podjat studia doktoranckie
w Szkole Gtéwnej Handlowej w Warszawie uczestniczac w seminarium doktorskim
z ekonomii u Profesora Edwarda Lipiniskiego, studia te odbywat w latach 1947-1948.
W roku 1949 ztozyt Prof. Lipifiskiemu rekopis pracy doktorskiej, niestety byta to praca
z ekonomii klasycznej i jako niemarksistowska ,,burzuazyjna” ekonomia nie mogta by¢
przedstawiona do dalszego postgpowania w rozpoczynajgcym si¢ okresie stalinowskim.

W 1950 roku wobec szykan pod adresem Prof. J. Fiericha, jako przedstawiciela
niestusznej, burzuazyjnej teorii ekonomii, wraz z Profesorem odszed! z Katedry Eko-
nomii, ktéra stata si¢ katedra ekonomii marksistowskiej, do nowo utworzonej Katedry
Statystyki. Taki byt poczatek istnienia Katedry Statystyki na Wyzszej Szkole Ekono-
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micznej w Krakowie. W latach 1954-1961 pracowal w niej na stanowisku zastepcy
profesora.

Przetom ,,paZdziernika 1956 roku” przynidst odejScie od ,,okresu bledow i wy-
paczen” okresu stalinowskiego. Nastgpit powr6t do prowadzenia badan statystycznych.
W pierwszym szeregu mtodych statystykéw prowadzacych badania byl mgr Kazimierz
Zajac, ktéry w swojej pracy doktorskiej przeprowadzit, zakazana w poprzednim okre-
sie, analize statystyczng ptac roboczych, nawigzujac tym samym do tematyki swojej
pracy magisterskiej. Profesor Kazimierz Zajac otrzymat w dniu 26 czerwca 1957 r. sto-
piert Kandydata (Doktora) Nauk Ekonomicznych na podstawie ztozonych egzaminéw
oraz pracy pt. ,,Analiza plac roboczych w przemySle na podstawie badafi statystycz-
nych”, nadany przez Rad¢ Wydzialu Towaroznawstwa Wyzszej Szkoly Ekonomiczne;j
w Krakowie, uchwala z dnia 17 lutego 1958 r., zatwierdzong przez Centralng Komisje
Kwalifikacyjng dla Pracownikéw Nauki. Promotorem pracy byt prof. dr inz. Jerzy
Fierich.

W pie¢ lat po uzyskaniu stopnia naukowego doktora Profesor Zajac habilitowat
si¢ na podstawie pracy: Ekonometryczne metody badania budzetow domowych, Zeszy-
ty Naukowe WSE w Krakowie, seria specjalna: Monografie nr 3, 1963 r. W 1965
roku, po $§mierci Profesora Jerzego Fiericha zostal Kierownikiem Katedry Statystyki,
ktérag kierowat az do przejscia w 1986 roku na emeryturg. Tytut naukowy profesora
nadzwyczajnego otrzymal w roku 1971, tytut naukowy profesora zwyczajnego w roku
1976.

Przechodzac do syntetycznego przypomnienia wkiadu naukowego Profesora Kazi-
mierza Zajagca w rozwéj badan statystyczno-ekonometrycznych nalezy wymienié giow-
ne nurty Jego tworczosci naukowej. Niewatpliwie jest on pionierem badan statystyczno-
ekonometrycznych dochodéw i wydatkéw ludnos$ci oraz ptac w Polsce po okresie stali-
nowskim. W tych latach Profesor byt niekwestionowanym autorytetem w zakresie badan
poziomu zycia ludnosci. Nurt badari ekonomiczno-spotecznych przewija si¢ w catym
okresie aktywnoS$ci naukowej Profesora Zajaca, owocujac m.in. kolejnymi po pracy
habilitacyjnej, ksiazkami: Ekonometryczne metody ustalania rejonow konsumpcyjnych
(wspdtautor: B. Podolec) (1978), Metody badania ustug rynkowych, praca zbiorowa
pod red. K. Zajaca (1982) i wieloma artykulami naukowymi.

Drugim nurtem badawczym, rozwijanym przez Profesora Kazimierza Zajaca sg ba-
dania demograficzne. Jest on jednym z pionieréw mikrodemograficznych badan histo-
rycznych, czego przyktadem moze by¢ praca: Studium nad ruchem naturalnym miasta
Rymanowa w swietle ksiqg parafialnych z lat 1850-1950, ,Przeszto§¢ Demograficz-
na Polski” (1969). Jest on uznanym autorytetem z zakresu demografii historycznej.
Z kolei z potaczenia badafi demograficznych z badaniami spoteczno-ekonomicznymi
rodzi si¢ monografia: Rozwoj demograficzny a rozwdj gospodarczy, (1987), (wspétautor:
A. Sokotowski) i wiele innych prac Profesora dotyczgcych rozwoju demograficznego
1 spoteczno-ekonomicznego.

Innym nurtem badan statystycznych, SciSle powigzanym z badaniami spoteczno-
ekonomicznymi i demograficznymi jest rozwijanie metodologii i zastosowarn proce-
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dur taksonomicznych. Znajduje to wyraz w wielu publikacjach Profesora, gtéwnie ze
swoimi mtodszymi wspétpracownikami. Tego przyktadem jest ksigzka: Metody takso-
nomiczne w badaniach spoteczno-ekonomicznych, (1988), (wspétautorzy: J. Pociecha,
B. Podolec, A. Sokotowski) a takze szereg publikacji z tego zakresu, m.in. we wsp6t-
autorstwie z T. Grabifiskim.

Nalezy tez wspomnie¢ o prowadzeniu przez Profesora badan w dziedzinie staty-
stycznych metod kontroli jakoSci, czego wyrazem jest szereg artykutléw naukowych na
te tematy, a przede wszystkim ksiazka: Statystyczne metody kontroli jakosci, (1973),
(wspétautorzy: J. Cyran, J. Steczkowski).

Reasumujac dokonania naukowe Profesora nalezy podkresli¢, ze wnidst on osobi-
sty wkiad w rozwdj metodologii badan statystyczno-ekonometrycznych i prowadzenie
badaii empirycznych zwlaszcza w obszarach statystyki spolecznej, demografii i sta-
tystycznej kontroli jakosci. Jego silna aktywnoS$¢ naukowa obejmowala diugi okres,
blisko 50 lat, poczawszy od potowy lat piecdziesiatych do korica ubieglego wieku.

Historyczng zasluga Profesora Kazimierza Zajaca jest jego wkiad w ksztalcenie
mtodych kadr naukowych macierzystej Uczelni oraz statystykéw i ekonometrykéw pol-
skich. Wypromowat na krakowskiej Uczelni 24 doktoréw, a do tego trzeba dodac osoby
wypromowane na innych uczelniach polskich. Ponadto wykonal ponad 80 recenzji prac
doktorskich.

Profesor potozyt réwnie wielkie zaslugi w promowaniu samodzielnych pracowni-
kéw naukowych. Sprawowal on opieke merytoryczng nad 22 habilitantami. Wykonat on
ponad 60 recenzji prac habilitacyjnych. Jego recenzje habilitacyjne otrzymato wielu
doktoréw habilitowanych nauk ekonomicznych. Przygotowat on takze ok. 70 opinii
dotyczacych awanséw na tytul profesora lub stanowisko profesora uczelnianego. Bez
przesady mozna stwierdzi¢ ze znaczna wigkszo$¢ obecnie czynnych lub bedacych juz
na emeryturze polskich profesoréw z zakresu statystyki, ekonometrii i dziedzin pokrew-
nych byta przynajmniej na pewnym etapie kariery naukowej oceniana i dopingowana
do pracy przez Profesora Zajaca. Profesor Kazimierz Zajac cieszy si¢ dotad w og6l-
nopolskim Srodowisku naukowym statystykéw i ekonometrykéw duzym autorytetem
i powazaniem a osoby, ktére w swoim czasie ocenial, wyrazaja wdzigcznos$¢ za jego
zyczliwo$¢ 1 konstruktywne rady, jakich im udzielal.

W trakcie swojej dlugoletniej pracy na krakowskiej Uczelni, Profesor Zajac pel-
nit wiele réznorakich funkcji, walnie przyczyniajac si¢ do jej rozwoju. Juz w latach
1954-1958 byt prodziekanem 6wczesnego Wydzialu Towaroznawstwa Wyzszej Szkoty
Ekonomicznej w Krakowie a w latach 1964-1968 prodziekanem 6wczesnego Wydziatu
Produkc;ji i Obrotu Towarowego. W latach 1980-1986 petnit funkcje dziekana Wydziatu
Ekonomiki Obrotu Akademii Ekonomicznej w Krakowie.

Od 1965 roku byt Kierownikiem Katedry Statystyki, walnie przyczyniajac si¢ do
jej kadrowego i naukowego rozwoju. W latach 1969-1986 az do emerytury, w zwigzku
z reorganizacjg struktury organizacyjnej uczelni petnit funkcje¢ Kierownika Zakfadu Sta-
tystyki oraz w latach 1969-1984 Dyrektora Instytutu Metod Rachunku Ekonomicznego.
Pod Jego kierownictwem, dzigki staraniom i inspiracji Profesora, Instytut rozwijat si¢
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kadrowo i zyskiwatl coraz to silniejsza pozycje w polskim Srodowisku iloSciowych ba-
darni ekonomicznych. Sam Zaktad Statystyki, powstaty w miejsce Katedry, ktéry w 1969
roku zatrudnial jednego samodzielnego pracownika naukowo-dydaktycznego (doc. K.
Zajac), w chwili jego odejscia na emeryture w 1986 roku zatrudnial w tym zaktla-
dzie oraz zaktadach pokrewnych powstalych w miedzyczasie a to: Zaktadzie SKJ oraz
Teorii Prognoz, szeSciu samodzielnych pracownikéw naukowo-dydaktycznych (prof. K.
Zajac, prof. J. Steczkowski, prof. A. Zelia§, doc. A. Iwasiewicz, doc. S. M. Kot, doc.
J. Pociecha).

Nalezy podkresli¢ ze starania Prof. Zajaca o rozwdj naukowy i co za tym idzie
rozwdj kadrowy nie dotyczyly jedynie Zaktadu Statystyki lecz catego Instytutu. Za cza-
sow dyrektorstwa Prof. Zajaca w Instytucie Metod Rachunku Ekonomicznego powstat
Zaklad Informatyki a jego pierwszym kierownikiem byt dr Cz. Kulik, dotychczasowy
adiunkt w Zakladzie Statystyki. Wielu pdzniejszych pracownikéw Zakladu Informaty-
ki doktoryzowalo si¢ z metod iloSciowych u Prof. Zajgca. Przyczynil si¢ on takze do
rozwoju Zakladu Matematyki Instytutu Metod Rachunku Ekonomicznego, inspirujac
rozwdj naukowy wielu jego pracownikéw naukowo-dydaktycznych. Integrowal takze
Zaklad Ekonometrii z problematykg badawcza catego instytutu.

To, ze krakowska uczelnia ekonomiczna intensywnie rozwijala si¢ od lat 60-tych
do 90-tych ubieglego wieku pod wzgledem potencjatu naukowo-dydaktycznego, czego
formalnym wyrazem byta zmiana w 1974 roku jej nazwy z Wyzszej Szkoly Ekono-
micznej na Akademi¢ Ekonomiczng a nastepnie na Uniwersytet Ekonomiczny, bylo
w istotnym stopniu zastugg pracy Profesora Zajgca na kierowniczych stanowiskach
w Uczelni.

Prof. dr hab. Kazimierz Zajac swoja praca organizacyjng i ekspercka oddzialy-
wal na rozwdj teorii i praktyki badan statystycznych w Polsce. Sposréd wielu funk-
cji petnionych poza uczelnig wymienié¢ nalezy przewodniczenie w latach 1975-1979
Sekcji Demografii Historycznej Komitetu Nauk Demograficznych PAN a w latach
1978-1981 przewodniczenie Sekcji Statystyki Komitetu Statystyki i Ekonometrii PAN.
Od roku 1978 byt on przewodniczagcym Komisji Nauk Ekonomicznych PAN Oddziat
w Krakowie, od roku 1990 przewodniczy! takze Komisji Statystyczno-Demograficzne;j
PAN Oddziat w Krakowie. Jako przewodniczacy tych gremiéw zasiadat on w radach
redakcyjnych i radach programowych takich czasopism naukowych jak: ,,Przesztos¢
Demograficzna Polski”, ,,Studia Demograficzne”, ,,Przeglad Statystyczny”. W latach
1986-1990 byt on z wyboru cztonkiem Centralnej Komisji Kwalifikacyjnej przy Pre-
zesie Rady Ministréw, przyczyniajac si¢ do promowania rozwoju samodzielnych kadr
naukowych w zakresie statystyki i ekonometrii.

Prof. K. Zajac polozyl takze duze zastugi dla Gtéwnego Urzedu Statystycznego.
W diugim okresie lat 1965-1995 byt cztonkiem Rady Naukowej GUS, przyczyniajac
si¢ do wytyczania kierunkéw badan statystycznych oraz rozwoju metodologii i prak-
tyki statystyki publicznej w Polsce. Przez dlugie lata zasiadal w Radzie Naukowe;j
»Wiadomosci Statystycznych”. Nalezy tez zaznaczy¢ jego role w Polskim Towarzy-
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stwie Statystycznym, gdzie przez dlugie lata zasiadat w Radzie Giéwnej PTS i byt
Przewodniczagcym Oddzialu Krakowskiego PTS.

Profesor zawsze przykladat duzg wage do procesu dydaktycznego. Jest on autorem
lub wspétautorem wielu skryptéw i podrecznikéw do statystyki. WSrdd nich wyrdznia
si¢ podrecznik: Zarys metod statystycznych, PWE, Warszawa, majacy 5 wydafi, na
ktérym wychowalo si¢ wiele rocznikéw studentéw uczelni krakowskiej i wielu innych
uczelni polskich.

Profesor Zajgc byt znany i ceniony przez studentéw jako interesujacy wyktadowca.
Potrafit on o metodach statystycznych i ich zastosowaniach méwié tak, ze zdobywat
dla nich uwaznych stuchaczy, ktérzy potem niejednokrotnie wybierali je jako przed-
miot swoich specjalizacji i tematy prac magisterskich. Profesor Zajagc wypromowat
ogromng rzesz¢ magistrantow, ktorzy nawet po bardzo wielu latach wspominajg go
jako wybitnego profesora krakowskiej uczelni ekonomicznej. Profesor Zajac byl tez
dtugoletnim wyktadowca Uniwersytetu Jagielloiskiego na kierunku socjologia czy psy-
chologia a takze Papieskiej Akademii Teologicznej. Takze ci studenci wspominajg go
jako interesujacego wykladowce.

Bedac od 1986 roku formalnie na emeryturze, przez wiele lat przychodzit codzien-
nie do pracy w katedrze, bral udzial w ogdélnopolskim i krakowskim zyciu naukowym,
jeszcze w ubieglym roku bral udzial w konferencjach naukowych. 26 maja ubiegle-
go roku Uniwersytet Ekonomiczny odnowil po 53 latach nadanie stopnia naukowego
doktora nauk ekonomicznych Panu Prof. dr hab. dr h.c. Kazimierzowi Zajacowi.

W zmarlym nauka polska i spoteczno$¢ Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie
traci osobowo$¢ o niezwyktych zaletach umystu i charakteru, zasluzonego nauczyciela
i wychowawce wielu pokolei mtodziezy akademickiej, czlowieka o wysokiej kulturze
osobiste;.

Pogrzeb Profesora odbyt sie dnia 14 maja 2012 roku Na Cmentarzu Salwatorskim
w Krakowie.

Jozef Pociecha
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RECENZJA KSIAZKI POD REDAKCJA
ZENONA WISNIEWSKIEGO, KAMILA ZAWADZKIEGO
LEFEKTYWNOSC POLITYKI RYNKU PRACY W POLSCE”

Katedra Gospodarowania Zasobami Pracy Wydzialu Nauk Ekonomicznych i Za-
rzadzania Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu jest wiodacym oSrodkiem na-
ukowym w Polsce pod wzgledem badan nad ekonomicznymi aspektami funkcjonowa-
nia rynku pracy. Efektem prac zrealizowanych przez t¢ katedr¢ sg liczne publikacje,
wsrdd ktérych trzeba choéby wymieni¢ znang w gronie specjalistéw zajmujacych si¢
zasobami ludzkim ksigzke autorstwa E. Dolnego, J. Mellera i Z. WisSniewskiego pt.
Zarys polityki zatrudnienia, ktéra ukazata si¢ w 1990 r. nakltadem PWE. Najnowsza
zwarta publikacja pracownikéw katedry, przygotowana pod redakcjg Z. Wisniewskie-
go i K. Zawadzkiego, nosi tytut EfektywnosS¢ polityki rynku pracy w Polsce. Zostala
wydana w 2011 r. przez Wojewddzki Urzad Pracy w Toruniu i Uniwersytet Mikotaja
Kopernika. Publikacja powstata w ramach projektu pt. Monitorowanie efektywnosci
polityki rynku pracy — opracowanie metodologii badania efektywnosci podstawowych
aktywnych form przeciwdzialania bezrobociu, zrealizowanego na rzecz Ministerstwa
Pracy i Polityki Spotecznej ze Srodkéw Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki.

Tres¢ ksigzki ujeto w o§miu rozdziatach pogrupowanych w trzy czesci. Pierwsza
z nich skifada si¢ z trzech rozdziatéw poswieconych kluczowym aspektom ksztalto-
wania aktywnej polityki rynku pracy. Rozpoczyna jg rozdzial omawiajacy teoretyczne
i prawne podstawy aktywnej polityki rynku pracy. Zawarto w nim odpowiedzi na
podstawowe pytania nurtujgce osoby pragnace poznaé sens aktywnej polityki panstwa
na rynku pracy, rozumianej przez autoréw ksigzki jako ,.celowa interwencja pafistwa
na rynku pracy, majaca poprawié efektywnos¢ jego funkcjonowania, tworzy¢ w sposéb
posredni lub bezposredni miejsca pracy oraz zwicksza¢ zdolno$¢ do zatrudnienia grup
defaworyzowanych” (s. 9). W rozdziale tym znalazly si¢ usystematyzowane informacje
0: argumentach przemawiajgcych za stosowaniem interwencji na rynku pracy, celach
stawianych przed aktywna polityka rynku pracy, aktywnych i pasywnych §rodkach wy-
korzystywanych do realizacji tych celéw, w tym ustugach i instrumentach stosowanych
w Polsce, a takze o nowych koncepcjach prowadzenia polityki rynku pracy, takich
jak: flexicurity, przejSciowe rynki pracy i pafistwo pracy. Dla toku dalszego wywodu
niezwykle wazne sg stwierdzenia iz stosowanie instrumentéw polityki rynku pracy nie
gwarantuje zrownowazenia popytu na prac¢ i podazy pracy, szczegélnie w warunkach
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permanentnego niedoboru miejsc pracy. Maja one wéwczas petni¢ jedynie funkcje
komplementarng w stosunku do innych Srodkéw polityki gospodarczej paristwa. Dzie-
je sie tak, gdyz poza subwencjonowaniem zatrudnienia, nie oddzialuja na popytowsq
strong¢ rynku pracy, ktéra jest ksztaltowana przez decyzje pracodawcéw o wielkoSci
1 strukturze tworzonych miejsc pracy (s. 25).

Drugi rozdziat ksigzki stanowi kontynuacje rozdziatu pierwszego w zakresie ustug
1 instrumentéw rynku pracy stosowanych w Polsce. Zaprezentowano w nim bowiem
wyniki badani nad skalg wykorzystania i efektywnoscig poradnictwa zawodowego, po-
mocy w aktywnym poszukiwaniu pracy, szkolef,, prac interwencyjnych, robét publicz-
nych, prac spotecznie uzytecznych, stazy, przygotowania zawodowego w miejscu pracy
(od 2010 r. przygotowania zawodowego dorostych), Srodkéw na podjecie dziatalnosci
gospodarczej oraz wyposazenie i doposazenie stanowiska pracy. Do oceny efektyw-
nosci poszczegdlnych instrumentéw wykorzystano wskaznik ponownego zatrudnienia
i koszt ponownego zatrudnienia. Pierwsza z tych miar jest ilorazem liczby osdb, ktére
w okresie do 3 miesiecy po zakoriczeniu udziatu w danej formie aktywizacji bezrobot-
nych uzyskaly zatrudnienie, inng prace zarobkowa lub podjely dziatalno$¢ na wilasny
rachunek oraz liczby oséb, ktére zakonczyly udziat w tej formie. Natomiast druga jest
stosunkiem wydatkow poniesionych na dana forme¢ aktywizacji bezrobotnych do liczby
0s6b, ktére po zakonczeniu udzialu w tej formie aktywizacji w okresie do 3 mie-
siecy uzyskaly zatrudnienie, inng prace zarobkowg lub podjely dzialalno$¢ na wiasny
rachunek. Na podstawie danych z lat 2005-2010 ustalono, ze najwyzszymi wskaz-
nikami ponownego zatrudnienia charakteryzujg si¢ dotacje na podjecie dzialalnosci
gospodarczej oraz wyposazenie i doposazenie stanowiska pracy. Jednocze$nie te dwa
instrumenty odznaczaja si¢ najwyzszym kosztem ponownego zatrudnienia. Komentujac
uzyskane wyniki badaii wskazano na wady miar zastosowanych do oceny efektywnosci
instrumentéw rynku pracy.

Trzeci rozdzial ksiazki zawiera wyczerpujgce rozwazania nad metodykg oceny
efektywnosci aktywnej polityki rynku pracy. Aby miala ona kompleksowy charakter,
powinna dotyczy¢ czterech nastgpujagcych wymiaréw: oceny celéw i wdrozenia pro-
graméw, monitoringu skutecznosci, oceny efektow netto programdw, analizy kosztéw
i korzysci (s. 60). Autorzy ksigzki koncentruja swojg uwage na ocenie efektow netto
programéw, zaznaczajac iz wymaga ona zastosowania ztozonych procedur niezbednych
do odseparowania od zaobserwowanych efektow brutto tych, ktére wystapity niezalez-
nie od zrealizowanych programéw. Tego typu badania mozna prowadzi¢ na poziomie
mikroekonomicznym i makroekonomicznym. W ksigzce gros uwagi po§wigcono bada-
niom mikroekonomicznym, ktére mogg by¢ realizowane w formie eksperymentalnej lub
quasi-eksperymentalnej. W obu przypadkach efekt netto aktywnej polityki rynku pracy
ustala si¢ poprzez poréwnanie grupy poddanej interwencji i grupy kontrolnej, ktéra nie
zostala objeta dziataniami aktywizujgcymi. Réznica pomigdzy tymi metodami polega
na tym, ze w przypadku eksperymentu dobdér oséb do obu grup ma charakter losowy,
natomiast przeprowadzajacy quasi-eksperyment, nie majac takiej mozliwosci, sa zmu-
szeni do zastosowania metody badawczej pozwalajacej wyeliminowaé wplyw efektu
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selekcji na uzyskany wynik. Do tego typu metod autorzy ksigzki zaliczajg analize
regresji, ktéora umozliwia ustalenie wplywu uczestnictwa w programach na prawdo-
podobieristwo podjecia pracy, przy jednoczesnej kontroli oddzialywania na uzyskany
wynik innych czynnikéw, takich jak: pteé¢, wiek, wyksztalcenie czy uwarunkowania lo-
kalne. Innym rozwigzaniem jest dopasowanie do kazdej osoby z grupy badanej jedne;j
osoby o identycznych obserwowalnych cechach spoteczno-demograficznych i zawodo-
wych, ktéra nie uczestniczyta w aktywnych programach rynku pracy. Ze wzgledu na
duzg liczbe cech, ktére nalezy wzia¢ pod uwage przy dopasowywaniu poszczegdlnych
0s6b z grupy badanej do oséb z grupy kontrolnej i ograniczonymi danymi charakte-
ryzujacymi bezrobotnych, zastosowanie tego podejsScia badawczego moze by¢ trudne.
Alternatywnym rozwiazaniem jest dopasowanie poszczegdlnych oséb z grupy kontrol-
nej do oséb tworzacych grupe badang na podstawie jednego syntetycznego wskaznika
propensity score, szacowanego za pomocg modelu regresji logistycznej, wyrazajacego
sktonnos¢ do partycypacji w programach rynku pracy (s. 67). W koricowej czesci trze-
ciego rozdzialu ksigzki omdéwiono mozliwos¢ wykorzystania systemu informatycznego
Syriusz do badania efektywnosci aktywnej polityki rynku pracy w Polsce.

Druga cze$¢ ksiazki dotyczy zatozeih metodycznych przeprowadzonych badan efek-
tywnosci polityki rynku pracy w Polsce. W jej skiad wchodzg dwa rozdzialy. W pierw-
szym z nich oméwiono: cel badan, zakres podmiotowy badar i metody wykorzystane do
ich przeprowadzenia. Drugi rozdzial tej czgsSci opracowania zawiera opis wykorzysta-
nych Zrédel informacji i obszerng charakterystyke bezrobotnych poddanych badaniom.

Gléwnym celem badan byla ocena efektywnos$ci instrumentéw aktywnej polity-
ki rynku pracy stosowanych w Polsce w 2009 r. (s. 79). Ocenie poddano szkolenia
zawodowe, staze, prace interwencyjne, prace spolecznie uzyteczne, roboty publiczne
i dotacje na podjecie dzialalno$ci gospodarczej. Badania przeprowadzono w szeSciu
powiatach zréznicowanych pod wzgledem wybranych wielkosci ekonomicznych, w tym
przede wszystkim charakteryzujacych rynek pracy. Powiaty wyloniono drogg losowania
z grup utworzonych drogg hierarchicznego grupowania. Rejestry bezrobotnych w tych
powiatach, prowadzone w programie Syriusz, postuzyly za operat wyboru préb — ba-
danej i kontrolnej (s. 85). Do oceny efektywnosci aktywnych programéw rynku pracy
wykorzystano metody propensity score matching i analiz¢ regresji.

Dane statystyczne niezbedne do przeprowadzenia badafi zaczerpnigto z dwdch Zro-
det. Byly nim system informatyczny Syriusz i oryginalne badania sondazowe bezro-
botnych. Z systemu informatycznego Syriusz mozna pozyskaé informacje o cechach
spoteczno-zawodowych i historii zatrudnienia bezrobotnych. Z rejestréw bezrobotnych
szeSciu badanych powiatéw zaczerpni¢to dane o blisko 66 tys. 0séb spetniajacych kry-
teria wlgczenia do grupy badanej lub grupy kontrolnej. Ze wzgledu na fakt, iz dane
posiadane przez urzedy pracy nie sg pelne lub rzetelne (s. 119), badacze zdecydowali
sie uzupetni¢ je drogg sondazu. Badania ankietowe mialy dostarczy¢ dodatkowych in-
formacji na temat historii zawodowej respondentéw z minionych dwéch lat. Udato si¢
je przeprowadzi¢ wsréd 2 tys. bezrobotnych pogrupowanych w pary wedtug propensity
scores, zlozone z osoby bezrobotnej uczestniczacej w danym programie rynku pracy
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i osoby nalezacej do grupy kontrolnej. Informacje pozyskane w ten sposéb postuzyly
nie tylko do oceny efektywnos$ci aktywnych programéw rynku pracy, ale i do poznania
opinii uczestniczacych w nich oséb na temat znaczenia tych programéw dla mozliwosci
uzyskania niesubsydiowanego zatrudnienia.

W trzeciej czesci ksigzki zebrano uzyskane wyniki badan efektywnosci polityki
rynku pracy w Polsce. W jej sktad wchodzg trzy rozdzialy. Pierwszy z nich dotyczy
wynikéw badari ilo$ciowych. W drugim omdéwiono wyniki badai ankietowych prze-
prowadzonych wsréd bezrobotnych. Trzecig czes$¢ i jednoczesnie catg ksigzke zamyka
rozdzial w ktérym ujeto usystematyzowane wnioski z badan i wynikajgce z nich reko-
mendacje. Wyniki badan ilo§ciowych uzyskane dzigki zastosowaniu metody propensity
score matching 1 analizy regresji oraz dzigki wykorzystaniu danych z systemu Syriusz
i danych pochodzacych z badai sondazowych oméwiono w czterech podrozdziatach.
Na podstawie metody propensity score matching 1 danych pochodzacych z systemu
Syriusz ustalono, ze skutecznymi narzedziami wspierajacymi zatrudnienie sa dotacje
na rozpoczecie dzialalno$ci gospodarczej i prace interwencyjne. Pozytywny wplyw
na zatrudnienie, jednakze nie tak duzy jak dotacje i prace interwencyjne, wywieraja
réwniez szkolenia zawodowe i staze. Natomiast uczestnictwo w robotach publicznych
Iub w pracach spotecznie uzytecznych nie miato znaczenia lub wplywalo negatywnie
na przyszie podjecia pracy niesubsydiowanej (s. 140).

Zblizone wyniki uzyskano za pomocg tej samej metody, ale gdy do obliczen uzy-
to danych pochodzacych z badan sondazowych. Wskazuja one na pozytywny efekt
zatrudnieniowy dotacji na podjecie dziatalnosci gospodarczej, stazy i prac interwen-
cyjnych. Wplyw robét publicznych na podjecia zatrudnienia byl nieistotny statystycznie,
a uczestnictwo w szkoleniach zawodowych i w pracach spotecznie uzytecznych miato
wplyw negatywny. Efekt netto polityki rynku pracy w Polsce rozumiany jako odsetek
bezrobotnych podejmujacych prace dzieki partycypacji w réznych formach aktywizacji
wynosit 7,6%. Szacunki przeprowadzone na podstawie danych z systemu Syriusz daty
wynik wyzszy o 3 punkty procentowe (s. 149).

Ze wzgledéw metodycznych w badaniach efektywnos$ci aktywnych programéw ryn-
ku pracy prowadzonych przy uzyciu analizy regresji i danych pochodzacych z systemu
Syriusz pomigto dotacje na podjecie dzialalno$ci gospodarczej. Do oceny pozosta-
lych programéw wykorzystano sze§¢ dwumianowych modeli logitowych, w ktérych
uwzgledniono 62 zmienne binarne. Na podstawie wynikéw estymacji modeli ustalo-
no, iz pozytywny wplyw na zatrudnienie wywiera udziat w szkoleniach zawodowych
i w pracach interwencyjnych. Natomiast podejmowanie stazy, uczestnictwo w robotach
publicznych lub w pracach spolecznie uzytecznych nie zwigkszalo szans bezrobotnych
na podjecie zatrudnienia, albo wrgcz je zmniejszylo.

Analiza regresji przeprowadzona wedlug danych pochodzacych z badan sonda-
zowych prowadzi do zblizonych wnioskéw. Wyniki estymacji 18 modeli logitowych
wskazuja na pozytywny wplyw zatrudnieniowy dotacji na rozpoczecie dziatalnosci
gospodarczej, prac interwencyjnych i stazy. Oddzialywanie szkolei na prawdopodo-
biefistwo zatrudnienia nie jest jednoznaczne. Do 3 miesiecy od ukoniczenia szkolenia
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jest ono negatywne, a od 7 do 12 miesiecy - pozytywne. W przypadku prac spolecznie
uzytecznych i rob6t publicznych uzyskano jednoznacznie negatywny wptyw udzialu
w tych programach na prawdopodobiefistwo uzyskania zatrudnienia (s. 165).

Wyniki badan sondazowych, przedstawione w kolejnym rozdziale, stanowia cenne
uzupelnienie powyzszych ustalen. Sa one bowiem Zrédtem wiedzy o metodach po-
szukiwania ofert pracy przez bezrobotnych, przyczynach niepowodzeh w staraniach
o zatrudnienie czy cechach miejsc pracy, ktére udato si¢ pozyskac bezrobotnym.

W rozdziale zawierajacym wnioski z badafi i rekomendacje autorzy stwierdzaja,
ze dotacje na podjecie dziatalnoSci gospodarczej i prace interwencyjne sg instrumen-
tami polityki rynku pracy o wysokiej skutecznosci zatrudnieniowej. Jednakze oceny
efektywnosci tych instrumentéw uzyskane na podstawie przeprowadzonych badan sg
prawdopodobnie zawyzone z racji obowiazujacych w Polsce regulacji prawnych, ob-
ligujacych ich beneficjentéw do pracy przez okres nie krétszy niz 6 lub 12 miesigcy.
Z tego wzgledu i z powodu wysokich kosztéw jednostkowych dotacji na podjecie
dzialalno$ci gospodarczej autorzy rekomenduja ograniczony zakres wykorzystania obu
wymienionych instrumentéw polityki rynku pracy.

Szkolenia zawodowe i staze okazaly si¢ elementami polityki rynku pracy o umiar-
kowanej skutecznosci zatrudnieniowej. Autorzy badan sa jednak przekonani, ze uzyska-
ne wyniki w przypadku tych instrumentéw s niedoszacowane ze wzgledu na ujawnia-
nie si¢ pozytywnych efektéw ich stosowania w diuzszym okresie i brak wiarygodnych
danych na ten temat. Biorac pod uwage powyzsze wzgledy autorzy ksigzki sg zwolen-
nikami rozwoju szkolei zawodowych i stazy na szerszg skale.

W grupie instrumentéw o niskiej skutecznosci w zakresie pomocy bezrobotnym
w pozyskiwaniu zatrudnienia znajdujg si¢ prace spofecznie uzyteczne i roboty pu-
bliczne. W zasadzie nalezaloby stwierdzié, iz zgodnie z uzyskanymi wynikami badar
udzial w tych programach obniza prawdopodobiefistwo uzyskania pracy niesubsydio-
wanej. Wplyw na uzyskane wyniki badai bez watpienia ma dobér bezrobotnych do
udzialu w tych programach. Sg one kierowane do 0s6b o najnizszych kwalifikacjach
i najnizszej motywacji do podjecia statej pracy zawodowej. Z tego wzgledu postrzega-
ne sg raczej jako instrument pomocy spotecznej, a nie polityki rynku pracy. Ponadto
jednostkowy koszt uczestnictwa w robotach publicznych jest wysoki, dlatego autorzy
ksigzki rekomenduja zaniechanie stosowania tego instrumentu.

Recenzowana ksigzka jest rzetelnym opracowaniem naukowym. Przygotowano jg
wedtug standardowego ukfadu prac badawczych, w ktérym wyréznia si¢ dotychczasowe
wyniki badaf, metodyke badan, wyniki bada wtasnych, wnioski dla teorii i praktyki.
Autorzy dotozyli wszelkich starar, aby uzyskaé wiarygodne wyniki badan — dobrali od-
powiednig metod¢ badan, wykorzystali dostepne Zrddta informacji, uzupetnili je orygi-
nalnymi badaniami sondazowymi, przeprowadzili badania na szerokg skale, wyciagneli
wywazone wnioski. Z tych wzgledéw z pelnym przekonaniem mozna poleci¢ ksiaz-
ke politykom i specjalistom decydujacym o ksztalcie polityki rynku pracy w Polsce,
specjalistom zajmujacym si¢ problematyka rynku pracy, w tym pracownikom urzedéw
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pracy i nauczycielom akademickim, a takze studentom pragngcym zdoby¢ wiedze na
temat ekonomicznych aspektéw funkcjonowania rynku pracy.

Efektywnosc polityki rynku pracy w Polsce pod redakcjg Z. Wisniewskiego i K.
Zawadzkiego jest bez watpienia kolejng wartg uwagi ksigzka na temat rynku pracy
w Polsce, przygotowang przez pracownikéw Katedry Gospodarowania Zasobami Pracy
Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu. Jest ona dostepna w wersji PDF na stronie
internetowej http://almp.umk.pl, po§wieconej projektowi monitorowania efektywnosci
polityki rynku pracy.
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