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PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LIX — ZESZYT 4 - 2012

KAMIL FIJOREK

PRZEDZIAL UFNOSCI PROFILE LIKELIHOOD DLA PRAWDOPODOBIENSTWA
SUKCESU W MODELU REGRESJI LOGISTYCZNEJ FIRTHA'

1. WSTEP

Istotnym elementem teorii bankructwa jest nurt badar ukierunkowany na staty-
styczne modele przewidywania stopnia zagrozenia upaditoscig przedsiebiorstwa. Ich
znaczenie i przydatno$¢ w dzialalnodci przedsigbiorstw oraz w prowadzonej przez
wladze publiczne polityce wzrasta wraz z narastajacymi turbulencjami finansowymi
oraz przemianami ekonomicznymi. W polskich warunkach modele te ciagle jeszcze
nie znajdujg wlasciwego miejsca w poréwnaniu do krajéw o ugruntowanym modelu
prywatnej kapitalistycznej gospodarki rynkowe;j.

Pomimo pojawienia si¢ licznych nowych narzedzi statystycznej analizy klasyfikacji
znaczenie modeli dyskryminacyjnych oraz modeli regresji logistycznej nie zmniejsza
sie, przede wszystkim dzigki ich uzyteczno$ci potwierdzonej w praktyce. Dla wigk-
szoSci uzytkownikéw metody te na tle metod nowszej generacji, jak chociazby sieci
neuronowe, sg mniej kosztowne, bardziej przejrzyste, ich wyniki sg fatwiejsze do in-
terpretacji i poréwnan, a co réwnie istotne rzadko odbywa si¢ to kosztem zdolno$ci
predykcyjnych. Za modelem regresji logistycznej w poréwnaniu do modelu dyskry-
minacyjnego przemawia brak zatozen czynionych w odniesieniu do probabilistycznej
natury zmiennych objasniajacych oraz bardziej naturalna interpretacja ocen parametréw
modelu, wadg jest bardziej zlozony proces wyznaczania ocen parametréw modelu.

W $wietle poczynionych powyzej uwag w niniejszym artykule rozwazane bedzie
jedynie wykorzystanie modelu regresji logistycznej jako narzedzia stuzacego do opi-
su zwigzku pomigdzy wielowymiarowym stanem wskaZnikéw kondycji ekonomiczno-
finansowej przedsigbiorstwa, a stopniem zagrozenia przedsigbiorstwa upadtoscia.

Znacznym problemem stojgcym przed badaczami zajmujacymi si¢ modelami prze-
widywania stopnia zagrozenia upadioscia przedsigbiorstwa jest trudno§¢ w zdobywaniu
danych o przedsiebiorstwach, zaréwno tych ktére zbankrutowaty jak i tych, ktére nie

! Artykut powstal jako rezultat badaii prowadzonych w projekcie ,Instrument Szybkiego Reago-
wania” (UDA-PO KL.02.01.03-00-021/09-00, www.isr.parp.gov.pl), ktéry jest realizowany w ramach
Programu Operacyjnego Kapital Ludzki wspétfinansowanego przez Uni¢ Europejskg z Europejskiego
Funduszu Spotecznego. Projekt ISR jest realizowany na zlecenie Ministerstwa Pracy i Polityki Spotecznej
przez Malopolska Szkol¢ Administracji Publicznej Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie w ramach
umowy partnerskiej z Polska Agencja Rozwoju Przedsigbiorczosci (PARP) w Warszawie.
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zbankrutowaly. Modele budowane w polskich realiach bardzo rzadko przekraczajg ba-
rier¢ 100 przedsiebiorstw. W obliczu matych préb nalezy dotozy¢ szczegdlnych staran,
aby dane zostaly wykorzystane maksymalnie efektywnie, wnioskowanie bylo obarczo-
ne jak najmniejszym bledem systematycznym, a niepewnoS$¢ ocen parametréw byla
mierzona rzetelnie. Na gruncie statystyki przeklada si¢ to na postulat estymacji nieob-
cigzonej oraz poSrednio na postulat konstruowania przedziatéw ufnosci utrzymujgcych
nominalne prawdopodobienistwo pokrycia.

Liczne badania pokazujg, ze w malych prébach estymatory parametréw modelu
regresji logistycznej uzyskiwane metoda klasyczng i zarazem najbardziej popularna,
tzn. metodg najwigkszej wiarygodnosci (MNW) charakteryzujg si¢ znacznym obciaze-
niem, ponadto klasyczne przedzialy ufnosci oparte na teorii duzej proby rzadko osiggajg
nominalny poziom ufnosci (Firth, 1993; Heinze, 2006).

Wspomniane problemy niemal catkowicie eliminuje zastosowanie modelu regresji
logistycznej Firtha, ktéry mozna traktowaé jako stosunkowo niewielka modyfikacje
klasycznego modelu regresji logistycznej. Estymacja parametréw w tym modelu jest
niemal nieobcigzona, co szczegdlnie wida¢ w bardzo matych prébach, natomiast prze-
dzialy ufnosci charakteryzuja si¢ lepszymi wtasciwo$ciami probabilistycznymi (Firth,
1993; Heinze, 1999; Heinze, Schemper, 2002; Heinze, Ploner, 2004; Heinze, 2006).

Biorac pod uwage wymienione zalety modelu Firtha zasadne wydaje si¢ stwier-
dzenie, ze powinien on stac si¢ jednym z podstawowych narzedzi w warsztacie badacza
zajmujgcego sie problematykg modelowania zjawiska upadiosci przedsigbiorstw. Istot-
ne znaczenie modelu Firtha dla praktyki uzasadnia dalsze badania jego teoretycznych
wlasciwosci.

Oszacowany model regresji logistycznej mozna traktowac jako narzedzie, za po-
mocy ktérego dokonuje si¢ przeksztalcenia informacji o kondycji przedsigbiorstwa opi-
sywanej szeregiem wskaznikéw ekonomiczno-finansowych w liczbe z przedziatu od 0
do 1, ktérag mozna interpretowaé jako swoistego rodzaju wskaznik stopnia zagrozenia
upadtoscig badanego przedsiebiorstwa. Zazwyczaj poprzestaje si¢ na wskazaniu kon-
kretnej wartoSci tego wskaznika. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze wskaZnik jest
jedynie oszacowaniem a tym samym jest z nim zwigzany blad szacunku, najczesciej
tym wiekszy im mniejszy zbiér danych stuzyt estymacji modelu. W rezultacie w kon-
tekScie matych préb istotng kwestig staje si¢ rzetelny sposéb wyznaczania przedziatu
ufnosci dla miary stopnia zagrozenia upadloscig.

Niniejszy artykul ma dwa giéwne cele. Pierwszym jest cel natury teoretycznej
polegajacy na symulacyjnym zbadaniu wilasciwosci przedziatéw ufnosci wyznacza-
nych metoda profile likelihood (PL) dla prawdopodobieristwa (miara stopnia zagroze-
nia upadtoscig) w modelu regresji logistycznej Firtha oraz zaproponowanie efektywnej
obliczeniowo metody wyznaczania tychze przedziatléw. Cel ten znajduje swe Zrédio w
badaniach Heinze’go (1999), ktéry w wyniku przeprowadzenia symulacji pokazat, ze
przedzialy ufnosSci dla parametréw strukturalnych modelu regresji logistycznej Firtha
konstruowane za pomoca metody PL charakteryzuja si¢ znacznie lepszymi wlasno-
Sciami w poréwnaniu do przedzialéw asymptotycznych (przedziaty ufnosci Walda).
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Jednakze Heinze nie rozwaza przedziatéw ufnosci dla prawdopodobieristwa sukcesu.
Réwniez systematyczny przeglad literatury nie dostarcza informacji, aby tego rodzaju
badania byly wykonane. Biorgc pod uwage pozytywne rezultaty uzyskane dla przedzia-
16w ufnosci profile likelihood dla pojedynczych parametréw modelu mozna si¢ réwniez
spodziewa¢ dobrych rezultatéw w przypadku przedziatéw ufnodci dla ich funkcji. Dru-
gim celem jest cel natury praktycznej. Cel ten bedzie zrealizowany poprzez zbudowanie
przyktadowego modelu regresji logistycznej Firtha dla przedsi¢biorstw handlowych a
nastgpnie na wyznaczeniu przedziatéw ufnoSci dla miary zagrozenia upadtoscig zar6w-
no w ujeciu standardowym (przedziaty ufnosci Walda) jak i w ujeciu proponowanym
w czgSci teoretycznej artykutu (przedzialy ufnoSci PL).

2. MODEL REGRESIJI LOGISTYCZNEJ FIRTHA

Niech zmienna zalezna Y; € {0,1} (i =1,...,n) podlega rozkladowi Bernoulliego
z prawdopodobiefistwem sukcesu réwnym:

1

P(Y;=1)=F(x6)= W’

6]

gdzie F jest dystrybuantg rozktadu logistycznego, x; to p-wymiarowy wektor zmien-
nych objasniajacych, a 6 € R? to zawierajacy wyraz wolny wektor parametréow struk-
turalnych (Long, 1997). W modelu regresji logistycznej Firtha funkcja wiarygodnosci,
nazywana funkcja wiarygodnoSci z karg (penalized likelihood function), jest postaci
(Heinze, Schemper, 2002; Heinze, 2006):

L (0)=L(0) 5", )
gdzie
L@O=[rue" [1-Fo] . 3)
i=1
n 0*lnL; (@ ,
B=-y Tkl 60,( ) _ x'wx, @

X to macierz danych o wymiarach n X p, a W jest macierza diagonalnag o wymiarach
n X n, ktérej i-ty diagonalny element jest réwny F (x;.a) (1-F (x;.é))).

W celu oszacowania parametréw modelu oblicza si¢ pochodne czastkowe logaryt-
mu funkcji wiarygodnoSci / () wzgledem parametréw modelu:

U* (0)= Z (Y —F (x;6) +h(—— (x;.e)))x,-, (5)

. . . 1 ' S . .
gdzie h; to diagonalne elementy macierzy H=W>X(X WX) X W?:. Rozwiazanie ukta-
du réwnan U*(0) = 0 jest réwnowazne ze znalezieniem wektora ocen parametrow
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maksymalizujacych funkcje wiarygodnosci L* (6). Wektor ocen jest uzyskiwany za
pomocg nastepujgcej procedury iteracyjnej:

0% = o0 1+ 1} U (00), (6)

gdzie indeks (k) oznacza k-t iteracje.

2.1. PRZEDZIALY UFNOSCI DLA POJEDYNCZYCH PARAMETROW MODELU

Btad Sredni szacunku j-tego (j = 1,..., p) parametru mozna wyznaczy¢ obliczajac
pierwiastek kwadratowy z elementu lezacego w j-tym wierszu i j-tej kolumnie oceny
odwrotnej macierzy informacyjnej IHTI. Wéwcezas (1 — a) % przedzial ufnosci Walda
dla 6; ma postac:

%) -1. A -1
(ej—z]_% VIl bz, \ﬁéjj), 7

gdzie zj-¢ to kwantyl rzedu -2 standardowego rozktadu normalnego.

W matych prébach przedzialy ufno$ci Walda rzadko osiggaja nominalne praw-
dopodobienstwa pokrycia parametru 6;. Twierdzi si¢, ze w przypadku matych prob
lepszymi wilasciwoSciami charakteryzujg si¢ przedzialy ufnoSci metody profile like-
lihood (Stryhn, Christensen, 2003). Metoda PL polega na odwrdceniu testu ilorazu
wiarygodnosci (likelihood ratio test) dla parametru bedacego przedmiotem zaintereso-
wania. Niech LR = 2 [l (é) -1 (00 j,HA(, j))], gdzie 6 to wektor ocen parametréw. Dalej
przyjmuje sie¢, ze QA(_.,») sg ocenami parametréw (poza j-tym) maksymalizujacymi funk-
cje wiarygodnoSci przy zalozeniu 6; = 6y;. Wowczas (1 — a) % przedziatem ufnosci
dla parametru 6, jest taki zbior wartosci 6p;, dla ktorych warto$¢ statystyki LR jest nie
wieksza niz kwantyl rzedu 1 — o z rozkladu y? o jednym stopniu swobody.

Venzon i Moolgavkar (w skrécie ViM) zaproponowali iteracyjng metode wyzna-
czania przedziatéw ufnoSci profile likelihood dla pojedynczego elementu wektora pa-
rametrow strukturalnych modelu, tj. 6; (Venzon, Moolgavkar, 1988). Procedure nalezy
powtérzy¢ osobno dla kazdego parametru oraz osobno dla gérnej i dolnej granicy
przedzialu ufnosci. Procedure inicjalizuje si¢ poprzez przyjecie, ze 6 jest réwna wek-
torowi ocen maksymalizujacych funkcje wiarygodnosci Firtha, tj. 6. Nastepnie niech
lo = l(é) - %)(];]_a oraz V = I,', wéwczas:

1
|2 (lo-1@) -5 @1 v w-®) | "
=[e]] Vel
gdzie e; to wektor jednostkowy z jedynka na j-tej pozycji. Jezeli celem jest znalezienie
gornej granicy przedziatu ufnosci to biezaca warto$¢ wektora 6 nalezy zaktualizowaé
W nastepujacy sposob:

0=0+V(U O+ e,), )
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W przeciwnym razie:

0=0+V (U* (0)-2e;). (10)

Aktualizacje wektora 8 nalezy powtarza¢ do uzyskania zbieznosci.

2.2. PRZEDZIALY UFNOSCI DLA PRAWDOPODOBIENSTWA SUKCESU

(1 — @) % przedziat ufnosci Walda dla prawdopodobiefistwa sukcesu F (x;ﬂ), dla
z gory okreslonego wektora zmiennych objasniajacych x;, ma postac:

(F (x;é—zl_% X, [Ieil]xi);F(x;é+zl_% NES [lgl]xi)). (11)

DiCiccio i Tibshirani (w skrécie DCiT) zaproponowali wyrafinowane uogdlnienie al-
gorytmu ViM, ktére umozliwia uzyskanie przedzialu ufnosci profile likelihood dla
dowolnej funkcji parametréw, a wigec i w szczegdlnosci dla F (x;H) (DiCiccio, Tibshira-
ni, 1991). W rozwazanym jednak przypadku mozna zauwazy¢, ze nie ma koniecznosci
sieggania po algorytm DCIiT, gdyz istnieje przeformutowanie problemu umozliwiajace
zastosowanie algorytmu mniej ztozonego, tj. algorytmu ViM.

W pierwszym kroku proponowanego postgpowania budowany jest przedziat ufno-
$ci metodg PL dla liniowej kombinacji parametréw modelu x;Q. W tym celu nalezy
zmodyfikowaé oryginalng macierzy danych X poprzez odjecie od kazdego jej wiersza
wektora x; (kolumna macierzy X odpowiadajgca wyrazowi wolnemu pozostaje nie-
zmieniona). Nastgpnie na tak przygotowanych danych nalezy oszacowa¢ model Firtha
oraz wyznaczy¢ przedzial ufnosci profile likelihood dla wyrazu wolnego za pomocg
algorytmu ViM, przedziat ten jest réwnowazny przedziatowi ufnosci dla kombinacji
liniowej parametréw modelu x;-H. W ostatnim kroku w celu uzyskania przedziatu ufno-
$ci dla prawdopodobieristwa sukcesu korice przedzialu ufnosci dla kombinacji liniowe;j
parametréw nalezy oblozy¢ funkcjg F(.).

3. BADANIA SYMULACYINE

3.1. ZALOZENIA BADAN SYMULACYJNYCH

W badaniach symulacyjnych zmienne niezalezne generowano w nastepujacy spo-
s6b:

— wariant A — dwie nieskorelowane zmienne ciggle losowane z rozktadu normal-
nego N(0,1),

— wariant B — dwie zmienne cigglte losowane z dwuwymiarowego rozkladu nor-
malnego N(0,1) o wspdtczynniku korelacji réwnym 0,8,

— wariant C — dwie nieskorelowane zmienne zero-jedynkowe (prawdopodobieristwo
»jedynki” przyjeto na poziomie 0,5),
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— wariant D — dwie nieskorelowane zmienne ciagte losowane z rozktadu N(0,1)
oraz dwie nieskorelowane zmienne zero-jedynkowe (prawdopodobiefistwo ,,jedynki”
przyjeto na poziomie 0,5),

— wariant E — dwie nieskorelowane zmienne ciagte losowane z rozktadu 7-Studenta
o 5 stopniach swobody oraz dwie nieskorelowane zmienne zero-jedynkowe (prawdo-
podobienistwo ,,jedynki” przyjeto na poziomie 0,25).

W toku symulacji generowano N = 10000 zestawéw danych (macierzy danych X)
liczacych n = {50, 100, 150} przypadkéw (wierszy). Wektor parametréw modelu dla
wariantow A, B, C jest postaci 8 = (0; 0,5; 0,5) oraz 6 = (0; 1; 1) natomiast dla
wariantow D, E jest postaci 8 = (0;0,5;0,5;0,5;0,5) oraz 6 = (0;1;1;1;1). Wyge-
nerowane zestawy danych oraz zdefiniowane parametry modelu stanowily podstawe
do wylosowania zmiennej zaleznej y;(i = 1,...,n). Dla i-tego przypadku y; stanowilo
losowa realizacje z rozktadu Bernoulliego, w ktérym prawdopodobieristwo sukcesu
bylo réwne F (xlé’)

Symulacje przeprowadzono w §rodowisku obliczen statystycznych R (R Develop-
ment Core Team, 2011). Oceny parametréw modelu regresji logistycznej Firtha oraz
odpowiednie przedzialy ufnosci uzyskiwano za pomoca zmodyfikowanej przez autora
biblioteki logistf (Heinze, Ploner, 2004; Fijorek, Sokotowski, 2012). Jakos$¢ estyma-
cji przedziatowej okreslano osobno dla przedzialéw Walda oraz przedziatéw metody
profile likelihood. Empiryczna warto$¢ prawdopodobieristwa pokrycia byta okreslana
poprzez wylosowanie po jednej obserwacji z N kolejnych macierzy danych, wyznacze-
nie dla nich przedziatéw ufnosci obu typow oraz sprawdzenie czy prawdziwe wartosci
prawdopodobienstw sukcesu nalezg do przedziatéw ufnosci. Wspétczynnik ufnosci
zostal przyjety na poziomie 95%.

3.2. WYNIKI BADAN SYMULACYJNYCH

Wyniki przeprowadzonych badan symulacyjnych zestawiono w tabeli 1. Pierw-
szym wnioskiem, ktdry mozna wyciagna¢ z analizy wynikéw symulacji jest naturalna
i w pelni oczekiwana obserwacja, ze im wieksza liczba przypadkéw tym prawdopo-
dobiefistwo pokrycia jest blizsze poziomowi nominalnemu dla obu typéw przedziatéw
ufnosci. Drugim spostrzezeniem jest to, ze przedziaty ufnosci metody PL osiggaja praw-
dopodobienistwo pokrycia znacznie blizsze poziomowi nominalnemu w poréwnaniu do
przedzialéow Walda niemal we wszystkich rozwazonych scenariuszach symulacyjnych.
Srednie odchylenie od poziomu nominalnego, ktéry wynosit 95%, dla przedziatéw
Walda wyniosto niemal 1%, natomiast dla przedziatéw PL okoto 0,3%, czyli w przy-
blizeniu trzykrotnie mniej. Odchylenia te sg jednak znacznie mniejsze w poréwnaniu do
odchylefi zaobserwowanych przez Heinze’go (1999) w przypadku przedzialéw ufnosci
obu typéw dla pojedynczych parametréw modelu.

Z praktycznego punktu widzenia mozna powiedzieé, ze wyniki symulacji nie dys-
kwalifikujg przedziatéw Walda. Jednak w przypadku, gdy rozwazane sa bardzo male
préby a probabilistyczne wlasciwosci stosowanych metod statystycznych majg spetniaé
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najwyzsze standardy zaleca si¢ stosowanie przedziatéw ufnosci metody PL, pomimo
ich znacznej ztozonosci obliczeniowe;.

Prawdopodobienistwo pokrycia przez przedzial ufnosci prawdopodobiefistwa sukcesu bl 1
Wariant n Wald ‘ PL Wald ‘ PL
0 =1(0;0,5;0,5) 6=(0;1;1)
0 =1(0;0,5;0,5;0,5;0,5) 0=(0;1;1;1;1)
50 0,9684 0,9565 0,9643 0,9533
A 100 0,9603 0,9533 0,9560 0,9508
150 0,9572 0,9522 0,9546 0,9503
50 0,9688 0,9559 0,9508 0,9523
B 100 0,9583 0,9524 0,9534 0,9557
150 0,9529 0,9496 0,9515 0,9493
50 0,9696 0,9544 0,9709 0,9560
c 100 0,9595 0,9507 0,9587 0,9504
150 0,9568 0,9510 0,9577 0,9549
50 0,9720 0,9536 0,9573 0,9526
D 100 0,9631 0,9537 0,9617 0,9590
150 0,9545 0,9492 0,9541 0,9500
50 0,9752 0,9561 0,9480 0,9581
E 100 0,9624 0,9530 0,9455 0,9493
150 0,9550 0,9492 0,9536 0,9551

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

4. BUDOWA MODELU PRZEWIDYWANIA STOPNIA ZAGROZENIA UPADLOSCIA
PRZEDSIEBIORSTWA HANDLOWEGO

W dalszej czesci artykutu zaprezentowano proces budowania przyktadowego mo-
delu zagrozenia upadloscig przedsi¢biorstwa handlowego jako etap posredni w celu
zademonstrowania praktycznego znaczenia rezultatow uzyskanych w czesci teoretycz-
nej artykulu. Z tego wzgledu niektére aspekty procesu modelowania zostaty pominigte
lub opisane w sposéb skrétowy. Bardziej doglebne ujecie tematyki zawiera artykut
Fijorek, Grotowski (2012).
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4.1. ZMIENNE OPISUJACE KONDYCJE EKONOMICZNO-FINANSOWA PRZEDSIEBIORSTWA

Do budowy modelu predykcji zagrozenia upadtos$ciag wykorzystano wskazniki, kt6-
re opisuja w sposéb syntetyczny, ale réwnoczesnie wieloptaszczyznowy, stan i wyniki
ekonomiczno-finansowe przedsigbiorstwa. Wskazniki te opisuja zachowanie si¢ przed-
sigbiorstwa w obszarach produktywno$ci, ptynnosci, finansowania, rentownosci, zadtu-
zenia oraz wydajnosci. Ich doboru dokonano na podstawie analiz, studidéw literaturo-
wych oraz wiedzy merytorycznej. Zmienne objasniajace w przypadku przedsigbiorstwa,
ktére upadto opisuja kondycje ekonomiczno-finansowa przedsiebiorstwa na jeden rok
przed ogloszeniem upadlosci.

4.2. ZDEFINIOWANIE ZBIORU UCZACEGO DLA MODELU PRZEWIDYWANIA STOPNIA
ZAGROZENIA UPADLOSCIA PRZEDSIEBIORSTWA HANDLOWEGO

W standardowym przypadku, tworzenie zbioru danych na potrzeby budowy mo-
deli predykcji sprowadza si¢ do pobrania z populacji préby losowej jednostek staty-
stycznych. Nastepnie dla kazdej jednostki okre§lana jest jej przynalezno$¢ do jednej
z uprzednio zdefiniowanych klas. W przypadku predykcji upadtosci takie podejsScie
jest rzadko spotykane. CzeSciej stosowanym postgpowaniem jest zgromadzenie zbioru
danych o przedsi¢biorstwach upadtych, a nastgpnie dobranie do nich przedsiebiorstw,
ktére nie upadly. W niewielkich zbiorach danych stosuje si¢ zazwyczaj dobieranie
przedsigbiorstw upadtych do nieupadlych oparte na wiedzy eksperckiej oraz wnikliwej
analizie kazdej pojedynczej obserwacji.

Podstawowga statystyczng metoda ,,parowania” obiektéw posiadajacych wyr6zniong
ceche do obiektéw nie posiadajacych takiej cechy jest technika case-control. Pole-
ga ona na okre$leniu kilku kluczowych charakterystyk jednostek statystycznych oraz
dopasowaniu do kazdej jednostki posiadajacej wyrézniong ceche jednostki bez takiej
cechy, ktora jest do niej najbardziej podobna ze wzgledu na zmienne stuzace do paro-
wania. W artykule przyjeto, ze kazdemu przedsiebiorstwu upadlemu beda towarzyszy¢
przedsiebiorstwa nieupadle podobne pod wzgledem sumy bilansowej oraz przycho-
déw netto ze sprzedazy. Parowane przedsigbiorstwa bedg mie¢ zgodne dwie pierwsze
cyfry symbolu rodzaju dziatalnos$ci wedlug PKD (poziom dzialéw) oraz form¢ prawno-
organizacyjng. Ponadto dane ekonomiczno-finansowe przedsigbiorstwa upadiego oraz
dopasowanych do niego przedsigbiorstw nieupadlych beda pochodzi¢ z tego samego
roku. W praktycznych zastosowaniach najcze¢sciej wykorzystuje sie parowanie ,,1 do
17, lecz z teoretycznego punktu widzenia uzasadnione jest parowanie nawet ,,1 do
5” (Hosmer, Lemeshow, 1989). W artykule przyjeto, ze do kazdego przedsiebiorstwa
upadtego zostanie dobranych pi¢¢ przedsiebiorstw nieupadiych.

W rezultacie wykonanych prac zgromadzony material liczbowy wstepnie obej-
mowal informacje dotyczace okolo 15 tys. przedsigbiorstw nieupadlych oraz okoto
2 tys. przedsigbiorstw upadtych. Odpowiednie dane, ktére postuzyly do stworzenia
zbioru uczgcego, zgromadzono z publicznie dostepnych baz danych o przedsi¢bior-
stwach. W wyniku zawezenia zbioru danych tylko do przedsiebiorstw handlowych,
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w nastepstwie eliminacji przedsigbiorstw z niekompletnymi danymi oraz po uwzgled-
nieniu kryteriéw dobierania przedsigbiorstw upadlych do nieupadtych koficowy zbiér
uczacy przedsigbiorstw handlowych liczyt 84 przedsiebiorstwa upadte oraz 405 przed-
sigbiorstw nieupadtych (nie do kazdego przedsiebiorstwa upadtego mozliwe byto dobra-
nie doktadnie 5 przedsigbiorstw nieupadtych). W rezultacie jest to jeden z wigkszych,
cho¢ obiektywnie rzecz ujmujgc nadal niewielki, przedstawionych w polskiej literatu-
rze przedmiotu zbiér danych o przedsigbiorstwach handlowych rozwazany w kontekScie
modelowania stopnia zagrozenia upadtoscig.

4.3. ESTYMACJA MODELU REGRESJI LOGISTYCZNEJ FIRTHA

W pierwszym etapie prac dokonano analizy jednowymiarowych rozktadéw zmien-
nych objasniajacych oraz analizy korelacji zachodzacych pomiedzy nimi. W wyniku tej
procedury zidentyfikowano obserwacje odstajace oraz grupy zmiennych silnie skorelo-
wanych. W drugim etapie oszacowano parametry modelu regresji logistycznej Firtha
opisujacego zalezno$¢ pomiedzy kondycja ekonomiczno-finansowg przedsigbiorstwa
handlowego a stopniem zagrozenia upadtoscig. W celu okreSlenia optymalnego zbioru
zmiennych objasniajacych tworzacych model regresji logistycznej wykorzystano meto-
de najlepszego podzbioru (Fijorek, Fijorek, 2011). W wyniku zastosowania opisanej
procedury otrzymano nastepujace réwnanie stuzace do wyznaczania wskaznika zagro-
zenia upadloscig (WZU) przedsigbiorstwa handlowego:

1
weu = l+exp[-(=0,27-0,297,-0,392,+0,2725-0,75Z4)] (12)
Wskaznik WZU przyjmuje wartoSci z przedziatu (0,1), przy czym wyzsze jego wartoSci
wskazuja na wyzsze zagrozenie upadioscig. Ujemna (dodatnia) warto§¢ wspdtczynnika
odpowiadajacego okreSlonej zmiennej objasniajgcej oznacza, ze jej wzrost przekltada
sie na spadek (wzrost) stopnia zagrozenia upadtoscia.

4.4. ZDEFINIOWANIE KLAS ZAGROZENIA UPADLOSCIA ORAZ OKREgLENIE SPRAWNOSCI
WYKRYWANIA STANU ZAGROZENIA UPADLOSCIA

Optymalny punkt odciecia dla wskaZnika zagrozenia upadtoScia wyznaczono za
pomoca krzywej ROC (Receiver Operating Characteristic). Krzywa ROC to dwuwy-
miarowy wykres, ktory prezentuje czutos¢ (odsetek bankrutéw uznanych za bankrutéw)
oraz 1 — specyficznos¢ (odsetek nie-bankrutéw uznanych za bankrutéw), obliczone dla
réznych wartoSci punktu odcigcia. W rezultacie przyjeto nastepujacq regute definiuja-
ca przynalezno$¢ przedsigbiorstwa handlowego do klasy przedsiebiorstw zagrozonych
upadtoscia:

WZU>0,5 — klasawysokiego zagrozenia upadtosciq .

Zaprezentowana na rysunku 1 krzywa ROC ukazuje zachowanie si¢ reguly decyzyjnej
w przypadku przyjecia innych wartoSci punktu odciecia. Generalng regula jest to, ze
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im nizszy punkt odcigcia tym wigcej wykrywanych jest bankrutéw, lecz odbywa si¢ to
kosztem uznawania coraz wigkszej liczby nie-bankrutéw za bankrutéw.
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Odsetek nie-bankrutéw uznanych za bankrutow

Rysunek 1. Krzywa ROC — przedsigbiorstwa handlowe

Zdolnosci predykcyjne modelu regresji logistycznej Firtha zostaly zmierzone za
pomoca czutosci oraz specyficznosci (Fijorek, Fijorek, Wisniowska, Polak, 2011). Pierw-
sza z tych miar dla oszacowanego modelu wynosi 88,1%, podczas gdy druga 84,7%.
Biorac pod uwage wartoSci miar nalezy stwierdzi¢, ze model charakteryzuje si¢ wyso-
kimi zdolno$ciami przewidywania stanu zagrozenia upadioscia przedsiebiorstwa han-
dlowego.

4.5. OKRESLENIE NIEPEWNOSCI ZWIAZANEJ Z SZACOWANIEM STOPNIA ZAGROZENIA
UPADLOSCIA

Role kazdego wskaZnika opisujacego kondycje ekonomiczno-finansowa przedsie-
biorstwa w ksztaltowaniu stopnia zagrozenia upadloscig zbadano w ramach analizy
scenariuszowej. Zatozenia analizy przedstawiono w tabeli 2 natomiast jej wyniki zi-
lustrowano na rysunkach 2-5. W celu zapewnienia poréwnywalnoSci wynikéw w ra-
mach danego scenariusza manipulowano jedynie wartoScig pojedynczego wskaZnika
ekonomiczno-finansowego, podczas gdy wartoSci pozostalych wskaZznikéw pozostawaty
na ustalonym poziomie.

Krzywe umieszczone ,.centralnie” na wykresach 2-5 oznaczaja poziom wskaZnika
zagrozenia upadtoScig. Na podstawie analizy ich przebiegu mozna powiedzied, ze rola
wskaznika Z, oraz Z3 w ksztattowaniu WZU jest znacznie wigksza niz rola pozosta-
tych dwéch wskaznikéw. Krzywe umieszczone powyzej i ponizej krzywej centralnej
stanowiag odpowiednio goérne i dolne granice 95% przedziatu ufnosci dla WZU. Li-
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Tabela 2.
Zalozenia analizy scenariuszowej dotyczacej wplywu wskaZnikéw ekonomiczno-finansowych na stopnieni
zagrozenia upadtoscia

Numer Numer Warto$¢ wskaznika finansowego
scenariusza wykresu Z, Z, 7 Z,
1 2 od 0 do 3 2 5 0
2 3 1 od 0do 8 5 0
3 4 1 2 od 1 do 10 0
4 5 1 2 5 od-1dol

Zrédto: Opracowanie wlasne.

nig ciggly oznaczono przedziaty ufnosci Walda natomiast linig przerywang przedzialy
uzyskane metodg profile likelihood. Skonstruowane przedzialy ufnosci ukazujg bardzo
duzg niepewnos$¢ zwiazang z szacowanym wskaznikiem zagrozenia upadloscig. Nalezy
przypuszczaé, ze w mniejszych probach, tak czgsto spotykanych w polskich mode-
lach zagrozenia upadios$cia, niepewnos$¢ szacunkéw WZU bedzie na jeszcze wyzszym
poziomie.

Kolejnym wnioskiem plynacym z analizy wykreséw jest praktyczny brak réznic
pomigdzy przedziatami ufnosci Walda oraz przedziatami uzyskiwanymi metoda profile
likelihood. Tym samym w celu uzyskania przedziatu ufnosci dla wskaznika zagrozenia
upadtoscig w rozwazanym przykladzie nalezy zalecad stosowanie przedziatéw Walda
jako metody znacznie mniej zfozonej obliczeniowo.
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Rysunek 2. Wskaznik stopnia zagrozenia upadtoscig w funkcji wartosci wskaznika Z,
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5. PODSUMOWANIE

W pierwszej czesci artykutu za pomocg symulacji zbadano wiasciwosci przedzia-
16w ufnosci Walda oraz przedziatéw ufnoSci wyznaczanych metoda profile likelihood
budowanych dla wskaZnika zagrozenia upadtoscia w modelu regresji logistycznej Fir-
tha. W wyniku symulacji stwierdzono, ze réznice pomiedzy obydwoma typami prze-
dziatéw ufnosci chociaz sg zauwazalne to jednak nie sa duze. Wniosek ten dodatkowo
potwierdzily badania na rzeczywistym zbiorze danych oméwionym w drugiej czesci
artykutu.

Analiza rzeczywistego zbioru danych ponadto dostarczyla istotnego z punktu wi-
dzenia praktyki wniosku, tzn. skonstruowane przedzialy ufnosci ukazaly niepokojaco
duza niepewno$¢ zwiazang z szacowanym wskaznikiem zagrozenia upadtoscig. Nalezy
przypuszczaé, ze w mniejszych prébach, tak czesto spotykanych w polskich modelach
zagrozenia upadtoscia, niepewnos¢ szacunkéw miar zagrozenia znajduje si¢ na jeszcze
WyZszym poziomie.
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PRZEDZIAL UFNOSCI PROFILE LIKELIHOOD DLA PRAWDOPODOBIENSTWA SUKCESU
W MODELU REGRESJI LOGISTYCZNE] FIRTHA

Streszczenie

W pierwszej czgsci artykulu za pomoca symulacji zbadano wlasciwosci przedzialéw ufnosci Walda
oraz przedzialéw ufno$ci wyznaczanych metodg profile likelihood (zaproponowano réwniez efektywny al-
gorytm wyznaczania tychze przedzialéw) budowanych dla prawdopodobienistwa sukcesu w modelu regresji
logistycznej Firtha. W drugiej czesci artykutu zaprezentowano przyktadowy model zagrozenia upadioscia
przedsigbiorstwa handlowego jako etap posredni w celu zademonstrowania praktycznego znaczenia rezul-
tatéw uzyskanych w czesci teoretycznej artykutu.

Stowa kluczowe: regresja logistyczna, przedzialy ufnosci, metoda profile likelihood

PROFILE LIKELIHOOD CONFIDENCE INTERVAL FOR THE PROBABILITY OF A SUCCESS
IN THE FIRTH’S LOGISTIC REGRESSION

Abstract

In the first part of the paper the results of the simulation study, comparing the coverage properties of
Wald’s and the profile likelihood confidence intervals for the probability of a success in the Firth’s logistic
regression, are described. The efficient algorithm for computing profile likelihood confidence intervals is
proposed. In the second part of the paper the theoretical results are applied to the bankruptcy model.

Key words: logistic regression, confidence intervals, profile likelihood
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NIELINIOWA IDENTYFIKACJA RZEDU AUTOZALEZNOSCI W STOPACH
ZMIAN INDEKSOW GIELDOWYCH!

1. WSTEP

Wspbtczynnik korelacji Pearsona jest najczesciej stosowang miarg zaleznoSci w sze-
regach czasowych. Jednak nie jest on wlasciwym narzedziem pomiaru zalezno$ci
o charakterze nieliniowym. W efekcie, do analizy zaleznosci dowolnego typu nalezy
zastosowaé inne miary, wsrdd ktérych, jedng z najwazniejszych jest miara informacji
wzajemnej (ang. Mutual Information — MI). Mozna ja wykorzysta¢ do pomiaru za-
leznoSci pomigdzy dwoma szeregami czasowymi lub autozaleznos$ci w pojedynczym
szeregu. Przyktadami zastosowania miary do analizy notowari indekséw gietdowych sa
badania przeprowadzone m.in. przez Dionisio i in. (2006), Orzeszko (2009), Hassani,
Dionisio i in. (2010), Hassani, Soofi i in. (2010) oraz Fiszeder, Orzeszko (2012).

W niniejszym artykule analizie poddano notowania wybranych polskich i zagra-
nicznych indekséw gietdowych. Celem badania jest detekcja nieliniowych autozalez-
no$ci w badanych szeregach i okreSlenie rz¢déw zidentyfikowanych autozaleznoSci.
Ponadto, ocenie poddana zostata przydatnos¢ modeli ARMA-GARCH do opisu dyna-
miki analizowanych szeregéw.

W dalszej czgsci praca skonstruowana jest nastepujaco: w punkcie drugim scha-
rakteryzowano miare i wspélczynnik informacji wzajemnej, w punkcie trzecim przed-
stawiono wyniki zastosowania wsp6tczynnika do analizy wybranych indekséw gieldo-
wych, a w punkcie czwartym podsumowano otrzymane rezultaty badan.

2. MIARA INFORMACII WZAJEMNEJ

Miara informacji wzajemnej /(X,Y) zmiennych losowych X i Y okreslona jest

WZOorem:
IX, Y)—ffp(x 9 og( p(x,) )dxdy, 0
p1(xX)p2(y)

gdzie p(x,y) jest funkcja gestosci rozkladu facznego, natomiast p;(x) oraz p>(y) sg
gesto$ciami brzegowymi zmiennych (por. np. Granger, Terasvirta, 1993; Granger, Lin,

! Badanie zostalo sfinansowane przez Uniwersytet Mikofaja Kopernika w Toruniu w ramach grantu
WNEIZ nr 1191-E , Nieparametryczna analiza nieliniowo$ci w procesach ekonomicznych”.
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1994; Maasoumi, Racine, 2002; Bruzda, 2004). Miara ta wywodzi si¢ z teorii infor-
macji i powigzana jest z entropia Shannona formuta:

IX,Y)=HX)+HY)-H(X,Y), 2)

gdzie H jest entropig Shannona zadang wzorami:

H(X,Y) =~ f log (p(x,y)) p(x, y)dxdy, 3)
H(X) = - f log (p1(x)) p1(x)dx, )
HY) =~ f log (p2(y)) p2(y)dy. )

Miara MI identyfikujac zaleznosci dowolnego typu (zaréwno liniowe, jak i nieliniowe),
informuje o mozliwos$ci wykorzystania zmiennej X do prognozowania Y. W efekcie
miare t¢ mozna wykorzysta¢ do okreslenia op6znieri czasowych w modelach i metodach
prognozowania proceséw nieliniowych.

Mozna udowodnié, ze I(X,Y) przyjmuje zawsze wartoSci nieujemne oraz, ze
1(X,Y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y sa niezalezne (np. Granger, Lin, 1994). Mia-
r¢ MI mozna unormowac, przeksztalcajac ja do wspoélczynnika informacji wzajemne;j

R(X,Y), wedltug wzoru:
R(X,Y) = V1 — e 21XY), (6)

Wspodtczynnik informacji wzajemnej posiada nastepujace wilasnosci (por. Granger, Te-
rasvirta, 1993; Granger, Lin, 1994):

0<RXY) <1,

R(X,Y) =0 X iY sa niezalezne,

R(X,Y)=1&Y = f(X), gdzie f jest pewng odwracalng funkcja,

jest niezmienniczy wzgledem transformacji zmiennych, tzn. R(X,Y) = R (h(X),
hy(Y)), gdzie h; oraz h, sg dowolnymi funkcjami réznowartoSciowymi,

5. jedli (X,Y) (lub (h(X),hy(Y)), gdzie h; oraz h, sa réznowartoSciowe) ma dwu-
wymiarowy rozktad normalny ze wspétczynnikiem korelacji p(X,Y), to R(X,Y) =
lo(X, Y).

W literaturze przedmiotu istniejg rézne propozycje szacowania wartosci /(X, Y) w opar-
ciu o szeregi czasowe (x;) oraz (y;). Zasadniczo, sprowadzaja si¢ one do oszacowania
funkcji gestosci p(x,y), pi(x) oraz pr(y) (por. wzor 1). Istniejgce metody estymacji
mozna podzieli¢ na trzy gtéwne grupy (por. Dionisio i in., 2003):

— odwolujace si¢ do histogramu,

— oparte na estymatorach jadrowych,

— metody parametryczne.

Sl e
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Miare informacji wzajemnej mozna wykorzysta¢ réwniez do pomiaru autozalezno-
Sci w pojedynczym szeregu czasowym (x,). W tym celu za (y;) nalezy przyjaé szereg
op6znionych wartosSci (x;). Formalnie oznacza to, ze pojecie miary MI uogdlnia si¢ do
procesu stochastycznego (zob. Fonseca i in., 2008). Przy zalozeniu, ze Xi, Xy, ..., X,
jest stacjonarnym procesem dyskretnych zmiennych losowych, przez miar¢ MI rzedu
lag rozumie si¢ z definicji miar¢ MI zmiennych X; oraz X, ,, tzn.:

I(lag) = 1(X;, Xi+1ag) = Z P(xt9xr+lag)10g( (N

(X: vxf+l(1g)

P(X[, xt+lag) )
P(xt)P(xt+lag) '

Po unormowaniu miary /(lag) otrzymuje si¢ wspéiczynnik informacji wzajemnej R(lag),

zadany wzorem:
R(lag) = V1 — ¢=2/lag), (8)

Wspétczynnik MI jest wiec uogdlnieniem wspdiczynnika autokorelacji liniowej Pear-
sona i mierzy site wystepujacych w szeregu autozaleznosci (dowolnego typu). W kon-
sekwencji, testowanie istotno$ci wspoétczynnika R(lag) jest metoda identyfikacji auto-
zaleznos$ci rzgdu lag i polega na weryfikacji hipotezy Hp: R(lag) = O przeciw Hj:
R(lag) > 0. Wartos$¢ lag, dla ktérej wspotczynnik MI jest istotny, wskazuje na rzad
opOzniefi, jaki powinien zosta¢ uwzgledniony w nieliniowym modelu analizowanych
procesow (por. Granger, Lin, 1994).

3. ZASTOSOWANIE MIARY MI DO ANALIZY WYBRANYCH INDEKSOW GIELDOW YCH

W niniejszej pracy badaniu poddano logarytmiczne dzienne stopy zmian indeksow
BUX, CAC 40 (CAC)?, DAX, DIJIA, FTSE 100 (FTSE), Hang Seng (HS), NASDAQ
(NSDQ), Nikkei (NKX), S&P 500 (SP), WIG20 (W20), MWIG40 (M40) oraz SWIG80
(S80) z okresu 2.01.2001-30.06.2011 r. (zob. tabela 1)° .

Tabela 1.
Analizowane szeregi indekséw gieldowych

Indeks BUX | CAC | DAX | DJIA | FTSE | HS |NSDQ |NKX | SP | W20 | M40 | S80

Liczba
obserwacji

2627 | 2683 | 2667 | 2643 | 2655 [2592 | 2638 | 2575 | 2641 | 2635 | 2635 | 2635

Zrédio: Opracowanie wilasne.

Na wstepie kazdy z analizowanych szeregdéw przefiltrowano dopasowanym mo-
delem ARMA-GARCH z warunkowym rozktadem t-studenta (zob. tabela 2). Przy
wyborze rzedu opdzniefi modelu kierowano si¢ kryterium Schwarza, uwzgledniajac

2 W nawiasach podano oznaczenia stosowane w dalszej czesci pracy.
3 Stopy zmian zostaly wyznaczone na podstawie kurséw zamkniecia.
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istotno$¢ parametréw (@ =0,05). W efekcie, dla kazdego indeksu gietdowego dalsze-
mu badaniu poddano dwa szeregi: logarytmicznych stép zmian oraz standaryzowanych
reszt z odpowiedniego modelu ARMA-GARCH.

Tabela 2.
Modele ARMA-GARCH dla analizowanych indekséw gietdowych
Indeks BUX CAC DAX DITA FTSE HS
AR(2)- ARMA(1,3)- | ARMA(1,1)- AR(3)- ARMA(@3,2)-

Model GARCH(1,1) | GARCH(2,1) | GARCH(1,2) | GARCH(2,1) | GARCH(2,1) GARCHR,D)
Indeks NSDQ NKX Sp W20 M40 S80
Model AR(2)- ARMA(1,1)- AR(3)- ARMA(1,1)- | ARMA(3,1)-| ARMA(4,1)-

ode GARCH(2,1) | GARCH(1,1) | GARCH(2,1) | GARCH(3,1) | GARCH(1,1) | GARCH(2,2)
Zrédto: Obliczenia whasne.

Dla kazdego z analizowanych szeregéw obliczono wspdiczynniki informacji wza-
jemnej R(lag), gdzie lag =1, 2, ...., 10. Do oszacowania miary informacji wzajemne;j
wykorzystano metode polegajaca na analizie dwuwymiarowego histogramu.* W tym
celu, w pierwszej kolejnoSci dokonano unitaryzacji analizowanych szeregéw, wedtug

WZOru:

’

x; —min (x;)
t

" max (x;) — min (x,)"
t t

Nastepnie przestrzen [0, 1]x [0, 1] podzielono na roztaczne kwadratowe komérki o tych

samych rozmiarach (por. Fraser, Swinney (1986)) i umieszczono w niej punkty (x;, X

’
t+lag

Dla kazdej z otrzymanych komérek obliczono odsetek znajdujacych si¢ w niej punk-
tow. Oszacowaniem miary informacji wzajemnej jest suma po wszystkich komérkach

P .
[a;, a;r1] X [b b j+1] sktadnikéw postaci: P;;log L gdzie P;; jest odsetkiem punk-

i
PP,

tow w komorce [a;, a;r1] X [b b j+1], P; — odsetkiem punktéw, ktérych pierwsza wspot-
rzgdna nalezy do odcinka [a;, a;41], natomiast P; — odsetkiem punktéw, ktérych druga
wspoélrzedna nalezy do odcinka [b bt 1].

W celu weryfikacji istotnos$ci otrzymanych wspétczynnikéw, obliczono empirycz-
ne poziomy istotnosci (ang. p-value) oraz wartosci krytyczne R* spelniajace zaleznosé
P(R(lag) = R*) = 0,05. WielkoSci te zostaly wyznaczone przy zastosowaniu proce-
dury bootstrap. W tym celu, osobno dla kazdego z analizowanych szeregéw utwo-
rzono 10 000 préb bootstrapowych (o tej samej dlugosci, co badany szereg) a na-
stepnie dla kazdej proby obliczono warto$¢ R(1). Dla kazdego opdZnienia czasowego
lag =1, 2, ...., 10, na podstawie otrzymanego rozktadu bootstrapowego wspétczynni-
ka R(1), wyznaczono empiryczny poziom istotnosci (bedacy gruboScig prawego ogona
tego rozkladu) oraz warto$é krytyczng R* (bedacg kwantylem rozktadu). Wyznacze-

* Obliczenia wykonano w programie Matlab 6.5 w oparciu o procedure napisang przez A. Leontitsisa.

)-
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nie empirycznych pozioméw istotnosci oraz poréwnanie obliczonych wspétczynnikéw
R(lag) z wartodciami krytycznymi postuzyto do weryfikacji hipotezy o obecnosci w sze-
regach zaleznos$ci rzedu /ag.

Dodatkowo, w celu ustalenia charakteru tych zaleznosci dla kazdego z analizowa-
nych szeregéw obliczono wspétczynniki autokorelacji liniowej Pearsona AC(lag), dla
lag =1, 2, ..., 10.% Podobnie jak w przypadku wspStczynnikéw informacji wzajemne;,
wyznaczono empiryczne poziomy istotnosci oraz wartosci krytyczne |[AC|*. Wartosci te
zostaly obliczone w oparciu o rozktad bootstrapowy modutéw wspétczynnika AC(1),
dla 10 000 replikacji.® W analogiczny sposéb wyznaczono réwniez empiryczne po-
ziomy istotnosci oraz wartoSci krytyczne modutéw wspétczynnikéw autokorelacji dla
szeregéw kwadratow obserwacji (0zn |ACy,|"). Analiza autokorelacji szeregéw zlo-
zonych z kwadratéw obserwacji umozliwia weryfikacj¢, czy w pierwotnym szeregu
obecny jest efekt ARCH.

Otrzymane wyniki przedstawiono w tabelach 3-16 oraz zilustrowano na rysunkach
1-12. W tabelach pogrubiong czcionka wyr6zniono sytuacje, kiedy empiryczny poziom
istotnosci nie przekracza 5%.

Tabela 3.

Wartosci krytyczne dla wspéiczynnikéw informacji wzajemnej oraz moduléw wspétczynnikéw
autokorelacji liniowej. Logarytmiczne stopy zmian

BUX | CAC | DAX | DJIA |FTSE| HS |NSDQ|NKX | SP | W20 | M40 | S80
R* ]0,2107]0,22890,2313|0,2165|0,2187|0,2079|0,2243|0,2134|0,2125|0,2456|0,2293|0,2301

|ACI" 10,0381/|0,0376|0,0379|0,0380|0,0383|0,0383|0,0380|0,0385|0,0385|0,03840,0382|0,0378

|ACy,,["0,0327]0,0355|0,0366|0,0347|0,0347|0,0353|0,0347{0,03540,0362|0,0347|0,0343|0,0347

Zrédto: Obliczenia wiasne.

Tabela 4.
Wartosci krytyczne dla wspéiczynnikéw informacji wzajemnej oraz moduléw wspétczynnikéw
autokorelacji liniowej. Standaryzowane reszty z modeli ARMA-GARCH

BUX | CAC | DAX | DIIA | FTSE| HS |NSDQ| NKX | SP | W20 | M40 | S80
R* ]0,2549/0,23660,2460|0,2471|0,2632|0,2546|0,2512{0,2494|0,2557|0,2657|0,2486|0,2421

|AC|" 10,0387{0,0375|0,0375|0,0387|0,0386|0,0378|0,0384/0,0383]0,0379|0,0379{0,0380{0,0380

|ACy,,["0,037410,0365|0,0369|0,0365|0,0373|0,0381|0,0373|0,0375]0,0369|0,0374|0,0365|0,0354

Zrédto: Obliczenia wlasne.

% Do tego celu wykorzystano funkcje corrcoef w programie Matlab 6.5.

¢ Analiza modutéw wspélczynnikéw autokorelacji a nie ich pozioméw wynika z opisanej wlasnoscia
5 relacji pomigdzy wspétczynnikiem informacji wzajemnej a wspéiczynnikiem autokorelacji (por. punkt
2 niniejszego artykutu).
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Tabela 5.

Wspblczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotno$ci (w nawiasach) dla indeksu BUX

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=17 ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian

R(lag)

0,2911
(0,0000)

0,3113
(0,0000)

0,2759
(0,0000)

0,2736
(0,0000)

0,2574
(0,0000)

0,2674
(0,0000)

0,2714
(0,0000)

0,2839
(0,0000)

0,2653
(0,0000)

0,2766
(0,0000)

AC(lag)

0,0463
(0,0181)

-0,0669
(0,0009)

-0,0243
(0,2180)

0,0676
(0,0008)

0,0354
(0,0689)

-0,0422
(0,0312)

-0,0756
(0,0001)

0,0302
(0,1194)

0,0413
(0,0341)

0,0096
(0,6281)

AC(lag)

0,3425
(0,0000)

0,2437
(0,0000)

0,1736
(0,0000)

0,1565
(0,0001)

0,1970
(0,0000)

0,3448
(0,0000)

0,3075
(0,0000)

0,3203
(0,0000)

0,1517
(0,0002)

0,1766
(0,0000)

Standaryzowane reszty z mod

elu ARMA-GARC

H

R(lag)

0,2362
(0,2354)

0,2366
(0,2289)

0,2316
(0,3080)

0,2219
(0,4907)

0,2313
(0,3122)

0,2077
(0,7624)

0,2146
(0,6363)

0,2004
(0,8735)

0,2470
(0,1056)

0,2298
(0,3391)

AC(lag)

0,0202
(0,3043)

0,0170
(0,3897)

20,0072
(0,7237)

0,0336
(0,0867)

0,0185
(0,3468)

0,0032
(0,8699)

-0,0294
(0,1301)

0,0285
(0,1415)

0,0385
(0,0513)

0,0196
(0,3183)

Ackw(lag)

0,0311
(0,0999)

0,0039
(0,8376)

0,0118

0,0021

(0,5310)

(0,9139)

-0,0183

-0,0127

(0,3289)

(0,5004)

0,0020

0,0022

(0,9181)

(0,9052)

-0,0100
(0,5988)

-0,0023
(0,9023)

Zrédto: Obliczenia wlasne.
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Rysunek 1. Wspétczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu BUX

Zr6dto: Obliczenia whasne.
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Rysunek 2. Wspétczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu CAC 40

Zrédto: Obliczenia wlasne.
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Tabela 6.
Wspélczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosci (w nawiasach) dla indeksu CAC 40

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=T ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian
0,3024 | 0,3548 | 0,3500 | 0,3478 | 0,3490 | 0,3431 | 0,3279| 0,3356 | 0,3475| 0,3300
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
-0,0466| -0,0426| -0,0584| 0,0513 | -0,0682| -0,0375| 0,0244| 0,0599 | -0,0433| -0,0310
(0,0165)| (0,0291) (0,0034)| (0,0092) (0,0009)| (0,0508)( (0,2095)| (0,0026)( (0,0257), (0,1068)
0,1986 | 0,2466 | 0,2483 | 0,2348 | 0,3085| 0,1955| 0,1901 | 0,1808 | 0,2390 | 0,2464
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000)] (0,0000)( (0,0000) (0,0000)( (0,0000), (0,0000)
Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH
0,3037 | 0,2216| 0,2102| 0,2181| 0,1960 | 0,2149 | 0,2297 | 0,1901 | 0,2130| 0,2145
(0,0000)| (0,2311)| (0,4768)| (0,2969)| (0,7809)| (0,3643)( (0,1105)| (0,8764)( (0,4088)| (0,3751)
0,0106 | 0,0196 | 0,0020 | -0,0084| -0,0222| -0,0136| 0,0024 | 0,0281 | -0,0294| -0,0038
(0,5824)| (0,3056)| (0,9184)| (0,6647) (0,2445)| (0,4776)( (0,9023)| (0,1396)( (0,1227) (0,8411)
0,0275 | -0,0107| 0,0138 | 0,0228 | -0,0198| 0,0034 | -0,0160| 0,0140 | 0,0249 | 0,0015
(0,1334)| (0,5624)) (0,4500)| (0,2096)) (0,2771)| (0,8576)( (0,3781)| (0,4453)( (0,1727)| (0,9357)

Zrédto: Obliczenia whasne.

R(lag)

AC(lag)

ACkw(lag)

R(lag)

AC(lag)

Ackw(lag)

Tabela 7.
Wspélczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosci (w nawiasach) dla indeksu DAX

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=T ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘lag:lo

Logarytmiczne stopy zmian
0,3340 | 0,3926 | 0,3707 | 0,3606 | 0,3886 | 0,3616 | 0,3704 | 0,3777 | 0,3733 | 0,3472
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
-0,0340| -0,0222| -0,0257| 0,0506 | -0,0560| -0,0184| 0,0064 | 0,0525| -0,0207| -0,0207
(0,0826)| (0,2535)| (0,1824)| (0,0095) (0,0041) (0,3436)( (0,7408)| (0,0070)( (0,2845) (0,2860)
0,1751| 0,2706 | 0,2804 | 0,2164 | 0,2677 | 0,1817 | 0,2493 | 0,1963 | 0,2594 | 0,2200
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH
0,2579 | 0,2275| 0,2006 | 0,2031| 0,1882| 0,1666 | 0,2120| 0,1629 | 0,1936| 0,1788
(0,0177)| (0,1714) (0,4072)| (0,3827) (0,5578)| (0,8659)( (0,3077)| (0,9031)( (0,4801)| (0,6983)
-0,0054| -0,0048| -0,0040| 0,0132 | -0,0218| -0,0275| 0,0069 | 0,0218 | -0,0144| -0,0198
(0,7788)| (0,8024) (0,8339)| (0,4970) (0,2583)| (0,1580)( (0,7277)| (0,2587)( (0,4556) (0,3013)
-0,0167| 0,0325| 0,0253 | 0,0158 | -0,0124| -0,0086| -0,0071| -0,0172| -0,0096| -0,0020
(0,3665)| (0,0790)| (0,1635)| (0,3921) (0,5032)| (0,6453)( (0,7061)| (0,3511)[ (0,6027) (0,9081)

Zrodto: Obliczenia whasne.

R(lag)

AC(lag)

ACkw(lag)

R(lag)

AC(lag)

AC, (lag)
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Rysunek 3. Wspdtczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu DAX
Zrédlo: Obliczenia wiasne.

Tabela 8.
Wspélczynniki informacji wzajemnej, wspotczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosSci (w nawiasach) dla indeksu DJIA

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=T ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian

0,3209 | 0,3628 | 0,3685| 0,3288 | 0,3927 | 0,3576 | 0,3619 | 0,3594 | 0,3224 | 0,3539
(0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)

R(lag)

-0,0872| -0,0612| 0,0634 | -0,0083| -0,0449| 0,0059 | -0,0280| 0,0465 | -0,0150| 0,0175

AC(lag) (0,0000)| (0,0019) (0,0013) (0,6747) (0,0199)| (0,7643)( (0,1513) (0,0158)( (0,4418)| (0,3703)

0,1672 | 0,3749 | 0,2124| 0,2782 | 0,3299 | 0,2877 | 0,3050 | 0,2112| 0,2945| 0,2363

ACk(lag) (0,0003)| (0,0000) (0,0002) (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0002) (0,0000) (0,0000)

Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH

0,2541 | 0,2399| 0,1998 | 0,1840| 0,2216 | 0,2047 | 0,2114| 0,1951 | 0,2067 | 0,2117

Rilag) | (0,0254) (0.0861) (0.5842) (0.8342)] (0.2413) (0.4971) (0.3816) (06641 (0.4610) (0.3767)

0,0058 | 0,0095| 0,0027 | 0,0101 | -0,0280| -0,0341| 0,0090 | 0,0085 | -0,0209| 0,0162

AC(lag) (0,7587) (0,6199) (0,8885) (0,5996)| (0,1545)( (0,0831)| (0,6383)| (0,6578)| (0,2868), (0,4075)

0,0136 | 0,0009 | -0,0023| -0,0121| -0,0057| -0,0301| 0,0176 | 0,0056 | 0,0066| 0,0316

A1) (0.4685) (0,9600) (0,9004) (0,5178) (0.7593) (0,1034) (0,3402) (0.7626)| (0,7240) (0,0871)

Zr6dto: Obliczenia whasne.
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Rysunek 4. Wspdétczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu DJIA
Zrédlo: Obliczenia wiasne.



Nieliniowa identyfikacja rzedu autozaleinosci w stopach zmian indeksow gietdowych 377

Tabela 9.
Wspblczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosci (w nawiasach) dla indeksu FTSE 100

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=17 ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘lagle

Logarytmiczne stopy zmian
0,3257 | 0,3563 | 0,3743 | 0,3195| 0,3591 | 0,3365| 0,3466 | 0,3511| 0,3245| 0,3152
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000),
-0,0660| -0,0489| -0,0683| 0,0902 | -0,0648| -0,0490| 0,0326| 0,0727 | -0,0110| -0,0262
(0,0009)| (0,0115) (0,0002)| (0,0000) (0,0011) (0,0111)( (0,0977), (0,0001)( (0,5757), (0,1783)
0,2282 | 0,3005| 0,3149 | 0,2919| 0,3329 | 0,2350 | 0,2128| 0,2055| 0,2481 | 0,2683
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000),
Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH
0,2619 | 0,2569 | 0,2582 | 0,2936 | 0,2615| 0,2216| 0,2437 | 0,2351 | 0,2596| 0,2224
(0,0589)| (0,1084) (0,0929)| (0,0002) (0,0625)| (0,8487)( (0,3409)| (0,5606)( (0,0786)| (0,8345)
0,0100 | -0,0063| -0,0297| 0,0017 | -0,0064| 0,0152 | -0,0048| 0,0086 | -0,0071| 0,0168
(0,6129)| (0,7494)| (0,1311)| (0,9280) (0,7437)| (0,4366)( (0,8024) (0,6634)( (0,7156) (0,3908)
0,0132| -0,0024| 0,0224 | 0,0143 | 0,0065 | 0,0161 | -0,0033| 0,0336 | -0,0405| -0,0129
(0,5022)[ (0,9020)) (0,2451)| (0,4665)| (0,7427)| (0,4088)( (0,8680)| (0,0750)( (0,0335) (0,5107)

R(lag)

AC(lag)

ACkw(lag)

R(lag)

AC(lag)

ACkw(lag)

Zrédto: Obliczenia wlasne.
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R* ————|AC[ ~----- ACkw]| ([ R mm—AC| =1 /AC_kwi R* ————|AC[* - IAC_kw]

[ R — |AC| =——1|AC_kw|

Rysunek 5. Wspdtczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu FTSE 100
Zrédlo: Obliczenia whasne.
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Rysunek 6. Wspdtczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu Hang Seng
Zrédto: Obliczenia wiasne.
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Tabela 10.
Wspblczynniki informacji wzajemnej, wspotczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotno$ci (w nawiasach) dla indeksu Hang Seng

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=17 ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian

0,2874 | 0,3525| 0,3421| 0,3300 | 0,3301 | 0,3382| 0,2944 | 0,3365| 0,3116| 0,3094
(0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
-0,0227| -0,0008| -0,0204| -0,0236| -0,0244| 0,0169 | 0,0219| 0,0318 | -0,0485| -0,0409
(0,2491) (0,9712)[ (0,3014) (0,2310)| (0,2137)( (0,3918)| (0,2654)| (0,1048)| (0,0134), (0,0349)
0,2282 | 0,3005| 0,3149| 0,2919 | 0,3329 | 0,2350 | 0,2128 | 0,2055| 0,2481 | 0,2683
(0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH
0,2727 | 0,2152| 0,2292| 0,2255| 0,2164 | 0,2068 | 0,2103 | 0,1931 | 0,2544 | 0,2082
(0,0051) (0,5721)[ (0,3209) (0,3849)| (0,5507)( (0,7279)| (0,6616)| (0,9146)| (0,0499), (0,7038)
0,0170 | -0,0049| 0,0243 | -0,0135| -0,0197| 0,0053 | 0,0172 | -0,0061| -0,0180| 0,0146
(0,3841) (0,8055)( (0,2177), (0,4903)| (0,3116)( (0,7879)| (0,3781)| (0,7569)| (0,3584) (0,4567)
0,0304 | -0,0143| 0,0573| -0,0063| 0,0034 | 0,0121| -0,0113| -0,0117| 0,0122| -0,0033
(0,1134) (0,4588)( (0,0056) (0,7535)| (0,8596)( (0,5359)| (0,5617)| (0,5479)| (0,5303), (0,8665)

R(lag)

AC(lag)

AC, (lag)

R(lag)

AC(lag)

Ackw(lag)

Zrédto: Obliczenia wiasne.

Tabela 11.
Wsp6lczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosci (w nawiasach) dla indeksu NASDAQ

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=17 ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian
0,2794 | 0,3604 | 0,3232| 0,3679 | 0,3658 | 0,3475| 0,3348 | 0,3458 | 0,3251| 0,3160
(0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
-0,0450| -0,0788| 0,0413 | -0,0107| -0,0008| 0,0065 | 0,0004| 0,0119 | 0,0053 | 0,0002
(0,0211) (0,0001)( (0,0326), (0,5835)| (0,9685)( (0,7381)] (0,9828)| (0,5396)| (0,7863)] (0,9909)
0,2282 | 0,3005| 0,3149| 0,2919 | 0,3329 | 0,2350 | 0,2128 | 0,2055| 0,2481 | 0,2683
(0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH
0,2334 | 0,2309 | 0,2127| 0,1934| 0,1824 | 0,2052 | 0,2228| 0,1914| 0,1973| 0,2118
(0,1811) (0,2061)( (0,3813), (0,6370)| (0,8105)| (0,4634), (0,2834)| (0,6709)| (0,5762), (0,3907)
-0,0003| 0,0068 | 0,0056 | -0,0051| 0,0085 | -0,0303| 0,0009 | -0,0085| -0,0173| 0,0025
(0,9866)| (0,7261)( (0,7698) (0,7899)| (0,6612)( (0,1220)| (0,9612)| (0,6603)| (0,3695), (0,8927)
0,0011| 0,0030 | -0,0084| 0,0026 | 0,0204 | -0,0132| 0,0056 | 0,0115 | -0,0024| 0,0312
(0,9551)| (0,8703)[ (0,6553) (0,8879)| (0,2732)| (0,4816)| (0,7664)| (0,5451)| (0,8925), (0,0977)

Zrédto: Obliczenia wlasne.

R(lag)

AC(lag)

AC(lag)

R(lag)

AC(lag)

ACy(lag)
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Rysunek 7. Wspdétczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu NASDAQ

Zrédto: Obliczenia wiasne.

istotnosci (w nawiasach) dla indeksu Nikkei

Tabela 12.
Wsp6tczynniki informacji wzajemnej, wspéfczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=T7 ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian

R(lag) 0,2851

0,3189
(0,0000), (0,0000)| (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000)| (0,0000)| (0,0000)

0,3199 | 0,2999 | 0,3066 | 0,3081 | 0,2803

0,2852
(0,0000)

0,2876
(0,0000)

AC(lag) -0,0363

-0,0251
(0,0667)| (0,2053) (0,7558)| (0,1396)) (0,2119)| (0,9260)( (0,2744) (0,3862)

-0,0061| -0,0292| -0,0248| 0,0017 | 0,0217

-0,0385
(0,0505),

0,0367
(0,0639)

ACy(lag) 12282

0,3005
(0,0000)| (0,0000)| (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000)| (0,0000)| (0,0000)

0,3149 | 0,2919| 0,3329 | 0,2350 | 0,2128

0,2481
(0,0000)

0,2683
(0,0000)

Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH

R(lag) 0,2781

0,2320
(0,0003)| (0,2619)| (0,0024)| (0,4639)) (0,2435)| (0,1465)( (0,7160)| (0,5039)

0,2690 | 0,2230| 0,2329 | 0,2392| 0,2116

0,2223
(0,4764)

0,2249
(0,4156)

AC(lag) 0,0211

0,0210
(0,2906)| (0,2930)) (0,1332)| (0,7604)| (0,5737)| (0,4312)( (0,9300)| (0,4797)

0,0299 | -0,0060| -0,0111| 0,0156| 0,0018

-0,0181
(0,3636)

0,0486
(0,0130)

0,0465

ACwlag) ¢ 0219) (0,152

0,0267
1) (0,0779), (0,4500)| (0,2418) (0,3521)| (0,8533) (0,6871)

0,0335 | -0,0144| 0,0218 | 0,0174| 0,0036

0,0032
(0,8693)

0,0103
(0,5957)

Zrédto: Obliczenia wiasne.

0.4

04

1l

11 1:0

02 1

0,0 +
1 2 3 4 5

t 0,0
6 7 8 9 10

[ == R — |AC| ——=1|AC_kw|

R ————|AC|" ---n-- ACkw]| (=R m—AC| =1 /AC_kw|

- IAC_kwl']

Rysunek 8. Wspdiczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu Nikkei

Zrédto: Obliczenia wiasne.
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Tabela 13.
Wsp6lczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosci (w nawiasach) dla indeksu S&P 500

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=T ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian
0,3136 | 0,3697 | 0,3605 | 0,3530 | 0,3727 | 0,3752 | 0,3665| 0,3625 | 0,3551| 0,3644
(0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)

R(lag)

-0,0900| -0,0717| 0,0557 | -0,0218| -0,0268| 0,0066 | -0,0270| 0,0357 | 0,0016 | 0,0162

ACUa8) | 9,0000) (0,0002)] (0,0055) (0,2638) (0,1676)| (0,7370)| (0,1650) (0,0693) (0.9329) (0.4086)

0,2282 | 0,3005| 0,3149 | 0,2919 | 0,3329| 0,2350 | 0,2128 | 0,2055 | 0,2481 | 0,2683

Ak 198} (9 0000 (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)

Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH

0,2157| 0,2346| 0,1828 | 0,1862| 0,2127| 0,1728 | 0,1637 | 0,1930| 0,1989| 0,1871

Rilag) (0,3039)| (0,1571) (0,7055)| (0,6528) (0,3260)| (0,8449)( (0,9339)| (0,5488)( (0,4704), (0,6373)

0,0059 | 0,0066 | 0,0050 | -0,0018| -0,0181| -0,0287| 0,0044 | 0,0018 | -0,0118| 0,0123

AC(lag) (0,7637)| (0,7414)| (0,8000)| (0,9289) (0,3521)| (0,1374)( (0,8222) (0,9272)( (0,5441)| (0,5244)

0,0017 | -0,0122| -0,0129| -0,0040| -0,0063| -0,0254| 0,0140| 0,0041 | 0,0052| 0,0313

ACkn(lag) (0,9236)| (0,4946)| (0,4736)| (0,8224) (0,7273)| (0,1584)( (0,4360), (0,8195)( (0,7723) (0,0843)

Zrédto: Obliczenia wlasne.
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[ == R — |AC| == |AC_kw R* == ——|AC[* ------- IAC_kwl*| = R |AC| = |AC_kw| R* === —|AC[* ------- IAC_kw |

Rysunek 9. Wspétczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu S&P 500
Zrédlo: Obliczenia whasne.
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Rysunek 10. Wspélczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu WIG20

Zrédto: Obliczenia whasne.
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Tabela 14.
Wspblczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosci (w nawiasach) dla indeksu WIG20

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=17 ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian

0,2821| 0,2589 | 0,3123| 0,3320| 0,2765| 0,2923 | 0,2530 | 0,2770 | 0,2672| 0,2892
(0,0000) (0,0067)( (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000)| (0,0180) (0,0000) (0,0015), (0,0000)
0,0467 | -0,0338| 0,0248 | 0,0061 | 0,0066 | -0,0201| -0,0210| -0,0056| 0,0118 | 0,0081
(0,0161)| (0,0844)( (0,2079), (0,7602)| (0,7382)( (0,3038)| (0,2845)| (0,7759)| (0,5461), (0,6846)
0,2282 | 0,3005| 0,3149| 0,2919 | 0,3329 | 0,2350 | 0,2128 | 0,2055| 0,2481 | 0,2683
(0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)
Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH
0,2677 | 0,2742| 0,2610| 0,2468 | 0,2154 | 0,2374 | 0,2389| 0,2523 | 0,2112| 0,2233
(0,0413) (0,0172)( (0,0885) (0,3140)| (0,9359)( (0,5443)| (0,5105)| (0,2029)| (0,9627), (0,8470)
0,0153| 0,0043 | 0,0077| 0,0107 | 0,0127 | -0,0058| -0,0131| 0,0041 | 0,0182| 0,0281
(0,4257)| (0,8217)[ (0,6848) (0,5746)| (0,5052)( (0,7562)| (0,4921)| (0,8289) (0,3424) (0,1459)
0,0134 | 0,0013 | 0,0086| 0,0323 | 0,0121 | -0,0038| -0,0107| -0,0088| 0,0065 | 0,0064
(0,4846) (0,9424)( (0,6546), (0,0885)| (0,5268)( (0,8412)| (0,5774)| (0,6465)| (0,7366)| (0,7411)

R(lag)

AC(lag)

Ackw(lag)

R(lag)

AC(lag)

Ackw(lag)

Zrédto: Obliczenia whasne.

Tabela 15.
Wspélczynniki informacji wzajemnej, wspétczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosSci (w nawiasach) dla indeksu MWIG40

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=T ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian
0,3448 | 0,2797 | 0,3167 | 0,3090 | 0,2892| 0,3262 | 0,2888 | 0,2595| 0,2571| 0,2756
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000)( (0,0000) (0,0010)( (0,0016), (0,0000)
0,1778 | 0,0598 | 0,1232| 0,0766 | 0,0386 | 0,0326 | 0,0133| 0,0269 | 0,0494 | 0,0437
(0,0000)| (0,0022) (0,0000)| (0,0000) (0,0474)| (0,0947)( (0,4966)| (0,1660)( (0,0121), (0,0263)
0,2282 | 0,3005| 0,3149 | 0,2919| 0,3329| 0,2350 | 0,2128| 0,2055| 0,2481 | 0,2683
(0,0000)| (0,0000) (0,0000)| (0,0000) (0,0000)] (0,0000)( (0,0000) (0,0000)( (0,0000), (0,0000)
Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH
0,2180| 0,2012| 0,1935| 0,2489 | 0,2390| 0,2234 | 0,1975| 0,1977 | 0,1965| 0,2080
(0,4104)| (0,7094) (0,8242)| (0,0493)| (0,1237)| (0,3233)( (0,7681)| (0,7646)( (0,7814), (0,5817)
0,0244 | 0,0123 | 0,0243 | 0,0173| 0,0166 | 0,0167 | -0,0086| 0,0248 | 0,0367 | 0,0374
(0,2056)| (0,5189)| (0,2069)| (0,3670) (0,3871)| (0,3845)( (0,6533) (0,1998)( (0,0596)| (0,0539)
-0,0156| -0,0298| 0,0116| 0,0491 | 0,0232| 0,0202 | -0,0088| -0,0060| -0,0013| 0,0066
(0,3991)| (0,1034) (0,5276)| (0,0149) (0,2048)| (0,2749)( (0,6326)| (0,7432)( (0,9430)| (0,7205)

R(lag)

AC(lag)

ACkw(lag)

R(lag)

AC(lag)

Ackw(lag)

Zrédto: Obliczenia whasne.

Przeprowadzone badanie uzupeliono o dodatkowa weryfikacje jako$ci dopasowa-
nia oszacowanych modeli przy wykorzystaniu testu Ljunga-Boxa. Test ten zastosowano
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Rysunek 11. Wspélczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu MWIG40
Zrédto: Obliczenia wiasne.
Tabela 16.
Wspblczynniki informacji wzajemnej, wspotczynniki autokorelacji liniowej oraz empiryczne poziomy
istotnosci (w nawiasach) dla indeksu SWIG80

‘ lag=1 ‘ lag=2 ‘ lag=3 ‘ lag=4 ‘ lag=5 ‘ lag=6 ‘ lag=17 ‘ lag=8 ‘ lag=9 ‘ lag=10

Logarytmiczne stopy zmian

0,3894 | 0,3068 | 0,3369| 0,3197 | 0,3101 | 0,2980 | 0,3018 | 0,2791| 0,2715| 0,2791

Rilag) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)

0,2245| 0,0841 | 0,1464| 0,0797 | 0,0523 | 0,0652 | 0,0248 | 0,0532| 0,0639 | 0,0599

AC(ag) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0002) (0,0060) (0,0009)( (0,2044) (0,0055)( (0,0011) (0,0018)

0,2282 | 0,3005| 0,3149| 0,2919 | 0,3329 | 0,2350 | 0,2128 | 0,2055| 0,2481| 0,2683

ACklag) (0,0000)| (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)( (0,0000) (0,0000) (0,0000) (0,0000)

Standaryzowane reszty z modelu ARMA-GARCH

0,1938 | 0,1922| 0,1859| 0,2044| 0,1810| 0,2261 | 0,1762| 0,1994 | 0,2177| 0,1788

RAag) | 0.7024) (0.7285) (0.8231) (0.5117) (0.8842) (0.1811) (0.9299) (0.6017) (0.2914) (0.9058)

0,0217 | 0,0041| 0,0280| 0,0161| 0,0187 | 0,0288 | -0,0184| 0,0105| 0,0183| 0,0349

ACUag) | () 2645) (0.8308)| (0,1468)| (0.4039)| (0.3345)| (0.1351)| (0,3417)| (0.5961)| (0.3448)| (0.0713)

-0,0112] -0,0235[ 0,0023 | 0,0195 | -0,0177| 0,0088 | -0,0201| -0,0114| -0,0152| 0,0050
(0,5296)| (0,1814)] (0,8957) (0,2672) (0,3128) (0,6251)| (0,2509)| (0,5223)| (0,3858)| (0,7836)

ACkw(lag)

Zrédto: Obliczenia whasne.

do szeregdéw reszt a takze kwadratow reszt, przyjmujac opdZnienie czasowe lag = 10.
Otrzymane empiryczne poziomy istotnosci zaprezentowano w tabeli 17.

Tabela 17.
Empiryczne poziomy istotnosci w tescie Ljunga-Boxa dla szeregéw standaryzowanych reszt oraz ich
kwadratéw

BUX | CAC | DAX | DJIA |[FTSE| HS |NSDQ |NKX | SP | W20 | M40 | S80

Reszty 0,056 0,253 10,546 0,335 (0,471 | 0,802 | 0,868 | 0,111 |0,765 | 0,750 | 0,022 | 0,030

Kwadraty reszt | 0,804 | 0,224 | 0,460 | 0,424 | 0,052 | 0,220 | 0,778 | 0,101 | 0,548 | 0,802 | 0,051 | 0,319

Zr6dto: Obliczenia wiasne.
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Rysunek 12. Wspdélczynniki informacji wzajemnej oraz autokorelacji liniowej dla indeksu SWIG80
Zrédlo: Obliczenia whasne.

Jak widaé, jedynie w przypadku indekséw MWIG40 oraz SWIGS80 test Ljunga-
Boxa odrzucit (na poziomie istotnosci 0,05) hipoteze o braku autokorelacji w resztach.
Mimo, ze test nie odrzucit hipotezy zerowej dla zadnego z szeregéw kwadratéw reszt,
to jednak warto zwréci¢ uwage na stosunkowo niskie wartos$ci empirycznego poziomu
istotno$ci w przypadku indekséw FTSE oraz MWIG40. W obu przypadkach wartosci te
tylko nieznacznie przekraczajg warto$¢ progowa 0,05, co jednak kaze z pewna ostroz-
noscig podej$¢ do stwierdzenia, ze zastosowane modele dobrze opisaly wystepujacy
w tych szeregach efekt ARCH.

Otrzymane wyniki badai jednoznacznie wskazuja na wyst¢powanie zaleznosci
w szeregach stop zmian analizowanych indekséw gietdowych. Dla kazdego op6Znienia
czasowego, oszacowane wspoéiczynniki informacji wzajemnej zdecydowanie przewyz-
szajg warto$¢ krytyczng R™ a obliczone empiryczne poziomy istotnosci sg bliskie zeru.
Analiza wyznaczonych wspéiczynnikéw autokorelacji (dla stép zmian oraz ich kwa-
dratéw) wskazuje, ze powodem tej sytuacji moze by¢ obecny w szeregach stép zmian
silny efekt ARCH oraz w wielu wypadkach autokorelacja.

Przefiltrowanie szeregéw modelami typu ARMA-GARCH w zasadniczy spos6b
zmniejszylo wartosci wspoétczynnikéw MI. Nalezy jednak podkresli¢, ze w wielu wy-
padkach zastosowane modele nie byly w stanie catkowicie opisaé istniejacych w sze-
regach zaleznosci. Sytuacja taka miata miejsce w przypadku indekséw: CAC 40 (istot-
nos¢ R(1)), DAX (istotno$¢ R(1)), DJIA (istotno$¢ R(1)), FTSE 100 (istotno$¢ R(4)),
Hang Seng (istotno$¢ R(1) i R(9)), Nikkei (istotnos¢ R(1) i R(3)), WIG20 (istotnos$¢
R(1) i R(2)) oraz MWIG4O0 (istotno$¢ R(4)). W Swietle otrzymanych rezultatéw nalezy
stwierdzi¢, ze jedynie w przypadku indekséw Nikkei (dla lag = 1) oraz MWIG40
(dla lag = 4) istotno$¢ wspdiczynnikéw MI moze by¢ spowodowana efektem ARCH
(zidentyfikowanym przez analize autokorelacji dla kwadratéw reszt).” W zadnym z po-
zostatych przypadkéw powodem istotnosci tych wspétczynnikéw nie byta ani autoko-
relacja, ani efekt ARCH. Jednoczes$nie warto réwniez dodaé, ze w paru przypadkach
wspotczynniki MI nie wykazaty zaleznoS$ci zidentyfikowanych przez wspétczynniki AC,

"W przypadku szeregu MWIG40 powodem istotnosci wspétczynnika MI moze byé réwniez auto-
korelacja, zidentyfikowana testem Ljunga-Boxa (por. tabela 17).
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tj. autokorelacji dla Nikkei (istotno$§¢ AC(10)) i efektu ARCH dla: FTSE 100 (istotno$¢
AC(9)), Hang Seng (istotno$¢ AC(3)) oraz MWIG40 (istotno$¢ AC(4)).

4. PODSUMOWANIE WYNIKOW BADAN

Z przeprowadzonych badan wynika, Zze w siedmiu z dwunastu przebadanych indek-
séw gietdowych obecne sa zalezno$ci nieliniowe innego typu niz GARCH a dominuja-
cym poziomem opdZnieni czasowych w tych szeregach jest lag = 1. Fakt, iz klasyczny
model GARCH niewystarczajaco dobrze opisuje dynamike analizowanych szeregéw,
sugeruje, ze warto w dalszych badaniach rozwazy¢ inne specyfikacje modeli tej kla-
sy. Wsrdd nich szczegdlnie uzyteczne w modelowaniu proceséw finansowych wydajg
si¢ by¢ modyfikacje uwzgledniajace asymetryczny wplyw dodatnich i ujemnych stép
zwrotu na wariancje, tj. EGARCH oraz GJR.

Warto réwniez dodad, ze wiedza o istnieniu zaleznoSci w szeregu czasowym jest
cenna nawet wtedy, gdy istnieje problem ze znalezieniem modelu, ktéry wystarcza-
jaco dobrze opisywalby dynamike tego szeregu. Sam fakt obecnos$ci takich zalezno-
$ci uzasadnia celowo$¢ zastosowania nieparametrycznych metod analizy danych, ktére
umozliwiaja modelowanie i prognozowanie szeregu czasowego bez identyfikacji para-
metrycznego modelu opisujacego jego dynamike.
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NIELINIOWA IDENTYFIKACJA RZEDU AUTOZALEZNOSCI W STOPACH ZMIAN INDEKSOW
GIELDOWYCH

Streszczenie

Naturalnym uogdlnieniem wspdiczynnika korelacji liniowej Pearsona jest wspdtczynnik informacji
wzajemnej. Wspoéiczynnik ten umozliwia pomiar zaleznos$ci réznego typu, réwniez o charakterze nieli-
niowym. Podobnie jak wspéiczynnik korelacji liniowej Pearsona, moze by¢ zastosowany do pojedynczego
szeregu czasowego w celu identyfikacji autozaleznos$ci. W niniejszej pracy badaniu poddano logaryt-
miczne stopy zmian wybranych polskich i zagranicznych indekséw gieldowych. Poréwnujac rezultaty
otrzymane dla oryginalnych szeregéw stop zmian i dla reszt z dopasowanych modeli ARMA-GARCH,
okreslono charakter wykrytych zaleznosci. Ponadto, wykorzystujac procedure bootstrap, zweryfikowano
istotno$¢ wspdlczynnikéw informacji wzajemnej, co umozliwilo zidentyfikowanie op6zZnieri czasowych w
analizowanych szeregach. W wiekszosci z przebadanych indekséw wykryto zaleznosci nieliniowe innego
typu niz GARCH a dominujacym poziomem opdZnien czasowych w tych szeregach okazal si¢ lag = 1.

Stowa kluczowe: wspoétczynnik informacji wzajemnej, miara informacji wzajemnej, op6Znienia cza-
sowe, nieliniowa dynamika, indeksy gietdowe

NONLINEAR IDENTIFICATION OF LAGS OF SERIAL DEPENDENCIES IN STOCK INDICES
RETURNS

Abstract

The mutual information coefficient is one of the most important generalizations of the Pearson
correlation coefficient. Its advantage is that it is able to measure all kinds of dependencies, also nonlinear
ones. Like the Pearson correlation coefficient, the mutual information coefficient may be applied to a
single time series in order to identify serial dependencies. In this paper the log-returns of the selected
Polish and foreign stock indices have been analyzed. By comparing the results obtained for the raw returns
and the residuals of the fitted ARMA-GARCH models, the nature of the identified dependencies has been
determined. Moreover, the bootstrap procedure has been applied to verify significance of the mutual
information coefficients and, in consequence, to determine the number of lags in the analyzed series. In
the most investigated indices, nonlinear dependencies different from the ARCH effect have been detected
and lag = 1 was the dominant time delay in such situations.

Key words: mutual information coefficient, mutual information measure, lags, nonlinear dynamics,
stock indices
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1. WPROWADZENIE

Klasyczne podejscie do analizy portfelowej — analiza warto$¢ Srednia-ryzyko —
zostato zapoczatkowane przez Markowitza (1952, 1959). Jego prace byly pierwszym
uporzadkowanym opisem problemu inwestora — dgzenia do jak najwyzszego zysku
przy mozliwie niskim ryzyku. Podejscie to jest obecnie powszechnie stosowane w
finansach — przede wszystkim ze wzgledu na intuicyjno$¢ rozumowania. W kolejnych
latach doczekalo si¢ ono wielu rozszerzen i dodatkowych analiz. W niniejszym arty-
kule oméwiono pewng modyfikacje modeli rynku opisanych przez Blacka (1972) oraz
Tobina (1958, 1965). Obydwa modele dopuszczaja nieograniczong krétkg sprzedaz. W
modelu Blacka zaktada si¢ ponadto brak waloréw pozbawionych ryzyka, zmodyfiko-
wany model Tobina przyjmuje natomiast wystepowanie jednego waloru pozbawionego
ryzyka.

Do rozwoju powyzszych modeli w znaczacy sposéb przyczynit si¢ Merton (1972).
Przeprowadzit on doktadne matematyczne rozumowanie, ktére doprowadzito do otrzy-
mania wzoréw opisujacych portfele minimalnego ryzyka i portfele efektywne w kaz-
dym z tych modeli. Ponadto scharakteryzowatl granice minimalne i efektywne w mo-
delach. Analogiczng analize przeprowadzit Marc C. Steinbach (2001).

Jak sugerowal Markowitz (1959), w miejsce odchylenia standardowego mozna sto-
sowaé inne miary. W swojej pracy poréwnal podejscie oparte na odchyleniu standardo-
wym z szeregiem miar (semiwariancja, oczekiwang stratg, oczekiwanym absolutnym
odchyleniem, prawdopodobierfistwem straty, maksymalna strata), wskazat na istotnie
lepsze rezultaty uzyskiwane przy stosowaniu odchylenia standardowego.

W niniejszym artykule jako alternatywna miar¢ do odchylenia standardowego sto-
suje VaR. Koncepcja wykorzystania takiej miary ryzyka do analizy warto$¢ Srednia-
ryzyko po raz pierwszy zostata zaproponowana przez Baumola (1963). Zwrdcit on
uwage na fakt, ze stosowanie odchylenia standardowego jako miary ryzyka moze pro-
wadzi¢ do odrzucania inwestycji o bardzo wysokich stopach zwrotu a jednocze$nie
wysokim ryzyku. Zauwazy! jednoczesnie, ze inwestycje te moga by¢ stosunkowo bez-
pieczne, gdy stopa zwrotu jest odpowiednio duza. Skonstruowal wigc nowg miarg
wyznaczang jako E — Ko (nie nazywajac jej jednak Value at Risk), zwracajac uwage

! Praca powstala na podstawie (Sleszyriska-Potomska, 2008).
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na jej zalety w poréwnaniu z odchyleniem standardowym. Tak skonstruowana miara
znacznie ogranicza zbidr portfeli efektywnych, a co za tym idzie upraszcza decyzje,
jaka musi podja¢ inwestor. Oczywistg wadg jest natomiast konieczno$¢ podjecia juz
na poczatku decyzji o wartosci statej K, ktéra odzwierciedla stosunek inwestora do
ryzyka. W kolejnych latach wykorzystanie Value at Risk jako miary ryzyka stato si¢
dos¢ popularne. Pojawily si¢ tez kolejne miary, bedace modyfikacjg Value at Risk (por.
Rockafellar, Uryasev, 1999).

Poréwnanie szeregu modeli analizy portfelowej zbudowanych w oparciu o VaR
jako miar¢ ryzyka przeprowadzili Alexander i Baptista (2002) oraz Giorgi (2002).
Skupili si¢ na matematycznych wlasnosciach tych modeli. Poréwnanie zbioru portfeli
efektywnych dla ryzyka mierzonego przy pomocy VaR, CVaR oraz o przeprowadzi-
li takze Gaivoronski i Pflug (2004-2005). Nie zajmowali si¢ jednak matematyczna
analiza majacg na celu wyznaczenie granicy efektywnej. Skupili si¢ na wykorzysta-
niu danych historycznych do wyznaczenia efektywnych portfeli minimalnego ryzyka.
Podobne analizy zawieraja réwniez prace innych autoréw, jak na przyktad Consigli
(2002), Charpentier i Oulidi (2007).

Niniejszy artykut r6zni si¢ od dotychczasowych prac badawczych podejmowanych
w tym temacie przede wszystkim tym, ze wszystkie pojecia zostaly precyzyjnie zde-
finiowane, a wszystkie lematy i twierdzenia udowodnione. Pozwolilo to na analizg
rezultatéw oraz poréwnanie portfeli minimalnego ryzyka i portfeli efektywnych przy
podejéciu E—o i E-VaR. Wyznaczono ponadto wzory opisujace granice minimalng
przy stosowaniu podejScia E-VaR oraz zwrdécono uwage na jej zwigzek z granicg
minimalng modelu E—o.

Doktadna analiza modelu E—VaR zostala przeprowadzona dla stép zwrotu o rozkta-
dzie normalnym. Wykorzystano i poszerzono rezultaty prac Mertona (1972), De Giorgi
(2002) oraz Alexander, Baptista (2002). W odréznieniu od pracy Alexander, Baptista
(2002) zwrécono dodatkowo uwage na powigzania pomi¢dzy modelami E—o i E—
VaR wynikajace z analitycznych wlasciwosci krzywych opisujacych granice minimal-
ne. Rozpatrzono ponadto model, ktérego nie omoéwili Alexander, Baptista (2002) —
zmodyfikowany model Tobina. Inaczej niz De Giorgi (2002) i Alexander, Baptista
(2002) zwrécono uwage na geometryczny aspekt modeli oraz powigzan miedzy nimi.
Duze znaczenie ma tutaj fakt, Zze granica minimalna w modelu standardowym jest
hiperbola, a wektor (E, VaR) dla stép zwrotu o rozkladzie normalnym jest obrazem
przy przeksztalceniu afinicznym wektora (E, o).

W catlej analizie przyjeto, ze stopy zwrotu majg wielowymiarowy rozktad normal-
ny. Réwniez Rockafellar, Uryasev (1999), Alexander, Baptista (2002) i De Giorgi (2002)
przyjmowali takie zatozenie. Jak zauwazaja Alexander i Baptista (2002), szereg analiz
potwierdza, ze estymacja VaR przy zatozeniu normalnosci daje dobra aproksymacije
historycznego VaR.

W dalszej czgSci artykutu oméwiono kolejno model E-VaR bez waloréw pozba-
wionych ryzyka oraz z jednym walorem pozbawionym ryzyka. Ponadto w zalacznikach
zostaly sformutowane twierdzenia dla modeli E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka
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oraz z jednym takim walorem, ktére sg wykorzystywane w czasie analizy modelu
E-VaR.

2. MODEL E-VaR BEZ WALOROW POZBAWIONYCH RYZYKA

Zat6ézmy, ze na rynku dostepnych jest k > 2 waloréw ryzykownych i nie wystepuja
walory pozbawione ryzyka, a wektor stop zwrotu z dostgpnych waloré6w ma wielowy-
miarowy rozktad normalny o wartoSci oczekiwanej u oraz wariancji X. Macierz X jest
dodatnio okreslona, natomiast wektor u nie jest rownolegly do wektora jednostkowego.

R=(Ry,...R), R~N (X, (D
w= o), ple=(1,., 107, 2)
Y= (a,-j)lg’jgk, T > 0. 3)
Niech:
P={x€Rk;eTx=l} 4)

bedzie zbiorem portfeli dopuszczalnych, gdzie:

X = (X1, .0, Xp), (5

(x; oznacza udziat w portfelu i-tego waloru). Przyjmujemy, ze na rynku jest dopusz-
czalna nieograniczona krétka sprzedaz, dlatego x; moze przyjmowaé wartosci ujemne.
Dla kazdego portfela dopuszczalnego x mozna wyznaczy¢ warto$¢ Srednig:

E(x)=ER"x)=pu"x (6)
oraz odchylenie standardowe:
o(x) = o(RTx) = VxTxx, @)
Przy powyzszych zatozeniach mamy:
iIEJEE (x) = +o0, irellff"E (x) = —oo0. (8)

Dla potrzeb modelu E-VaR, w oparciu o warto$¢ $rednig i odchylenie standardowe,
wyznaczymy Value at Risk portfela przy poziomie ufnosci ¢, okreslajace jego ryzyko.
W tym celu przyjmujemy oznaczenia:

L — zmienna losowa okreslajgca stratg wartoSci instrumentu finansowego lub port-
fela instrumentéw, jaka moze nastgpi¢ na koricu okresu inwestycyjnego,

¢ — liczba z przedzialu (0,1) okreslajaca poziom ufnosci inwestora.

Wtedy zgodnie z definicjg Value ar Risk:

VaR. (L) =inf{x e R;P(L < x) > c} =q_.(L),
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gdzie ¢ (L) jest dolnym c-kwantylem zmiennej L*. Dla L ~ N (u, o) zachodzi zatem:
VaR (L) = —E(L) + to(L).

Niech teraz L = Yy — Y, gdzie Yy > O jest kapitalem poczatkowym, a Y kapitalem
koficowym inwestora. Wtedy L = —RY). Przyjmujac teraz, ze R ~ N (u, X) i korzystajac
z wlasnosci VaR dostaniemy:

VaR(L) = q;(~RYo) = Yoq; (—R) = Yo (—p + c®7'(c)).

Nie tracac og6lnosci dalszych rozwazan mozna przyjaé, ze Yo = 1. Zatem VaR dla
stop zwrotu o rozkladzie N (u, %) jest zadany réwnaniem VaR.(R) = —u + o @' (¢).
Dla modelu opartego na zatozeniach (1) — (8) mozna wiec zapisaé VaR jako:

V(x) = VaR.(x) = —E(x) + to(x), )]
gdzie:
1
t=0"(c)€(0,00) dlace (5, 1). (10)
Przy tak zdefiniowanym ryzyku dla modelu mozna wprowadzi¢ szereg definicji analo-
gicznych do definicji z podejécia standardowego (zatacznik 1).

Definicja 2.1. Odwzorowaniem Markowitza w ptaszczyzne (V, E) nazywamy prze-
ksztalcenie:
MY :P—>RxR (11)

takie, ze:
\E/P MY (x) = (V(x), E(x)'. (12)

Definicja 2.2. Zbiorem mozliwosci na ptaszczyznie (V, E) nazywamy zbidér wszyst-
kich par uporzadkowanych (warto$¢ zagrozona, oczekiwana stopa zwrotu), jakie mozna
otrzymadé, wybierajac dowolny portfel dopuszczalny. Mozemy zatem zapisac:

0" =M"(P). (13)
Definicja 2.3. Portfel x jest efektywny w sensie E-VaR wtedy, gdy nie istnieje x" € P
taki, ze:

{E(x/)zE(x) y {E(x/)>E(x) a4

V(x')<V(x) VE)<Vx) '
Definicja 2.4. Granicg efektywna w sensie E—VaR zbioru mozliwosci P nazwiemy

zbidr wszystkich punktéw zbioru mozliwosci na plaszczyznie (V, E) reprezentujacych
portfele efektywne. Bedziemy ja oznaczaé jako F .

2 Przypominamy, ze dolny a-kwantyl zmiennej X jest to liczba q, taka, ze
q, =inf{x € R;P (X < x) > a}.
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Definicja 2.5. Niech E € R.

1. Portfelem minimalnego VaR nazwiemy portfel x(‘)/ minimalizujacy VaR.

2. Kazdy portfel x minimalizujacy VaR dla pewnej oczekiwanej stopy zwrotu E na-
zywamy portfelem wzglednie minimalnego VaR.

Definicja 2.6. Obraz wszystkich portfeli wzglednie minimalnego VaR przy odwzoro-

waniu Markowitza nazywamy granicg minimalng Fl‘r/ﬂn. Obraz portfela x € P nalezy

do granicy minimalnej E-VaR wtedy, gdy dla pewnego £ € R x jest rozwigzaniem

problemu:

{ minV (x)
x€P (15)
E(x)=E.

Lemat 2.1. Dla kazdego E € R portfel x jest portfelem minimalnego VaR dla oczeki-
wanej stopy zwrotu E wtedy i tylko wtedy, gdy x jest portfelem minimalnego o dla tej
oczekiwanej stopy zwrotu. To uzasadnia nazwanie prostej krytycznej w modelu E—o
bez waloréw pozbawionych ryzyka prostg krytyczng w modelu E-VaR bez waloréw
pozbawionych ryzyka.
Dowdd.

Zgodnie z definicja 2.6 oraz wzorem (9) szukamy portfeli rozwigzujacych problem:

min (-E(x) + 10 (x)) 2 —E+1 min (0(x)),
xeP xeP
E(x)=E E(x)=E
czyli poszukujemy portfeli 0 minimalnym odchyleniu standardowym, a zatem mini-
malnym ryzyku w sensie E—o.

O

Warto zauwazy¢, ze VaR zadany réwnaniem (9) jest liniowa funkcja E oraz o
Granica minimalna na plaszczyZnie (V, E) jest zatem obrazem przy przeksztalceniu
afinicznym granicy minimalnej na ptaszczyznie (o, E). Z twierdzenia Mertona [por.
twierdzenie 1 w zalaczniku 1] wynika, ze granica minimalna w modelu E-o bez
waloréw pozbawionych ryzyka jest hiperbola o réwnaniu:’

, CE*-2AE+B
= ) .
Podstawiajac do wzoru (16) warto§¢ o wyznaczong ze wzoru (9) w zaleznosci od

V otrzymujemy rownanie gatezi hiperboli, ktéra stanowi granice minimalng dla modelu
E-VaR:

o (16)

virp (E-4)

2 D
c c?

=1. a7

3 Warto tutaj zwrécié uwage, ze D>0. Z dodatniej okreslonosci macierzy X! oraz zatozenia (2)
mamy: (uA — eB)’ 27! (uA — eB) > 0, co po przemnozeniu daje: BD > 0. B > 0 (z dodatniej okreslonosci
=1 zatem D > 0.
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W analogiczny sposéb otrzymujemy réwnania asymptot (korzystajgc ze wzoru (6)

z zalgcznika 1):
|D /D
EltF \[=|=tEy£V|l—. (18)
C C

(@

Rysunek 1. Granice minimalne w modelu E-VaR dla ré6znych wartosci c¢. Krzywa przecinajgca o§ E

1
(linia prosta) odpowiada przypadkowi, gdy ¢ — 3 Strzatki wskazuja kierunek wzrostu ¢

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Warto zwrécié uwage na kilka faktéw zwigzanych z Value at Risk portfela przy

1
réznych poziomach ufnosci (por. Alexander, Baptista, 2002). Dla ¢ dazacego do 3
mamy:
YV limVx)=1limV (x) =-E(x). 19)
xeP c—)% —0

Poszukiwanie portfeli minimalnego ryzyka w modelu E-VaR jest zatem przy pozio-

mie ufnos$ci dazacym do - réwnowazne maksymalizowaniu oczekiwanej stopy zwrotu

z portfela. Granica minimalna na ptaszczyznie (V, E) bedzie natomiast linig prostg
o nachyleniu —1.
Inaczej wyglada minimalizacja ryzyka dla ¢ dazacego do 1:

¥V limV (x) = lim V (x) = +oo, (20)
xeP c—1 t—+o00

v lim 7Y _ tim (_E(x) +0'(x)) - o). 1)

xeP c—1 t t—+00 t

W przypadku bardzo wysokiego poziomu ufnosci wptyw wartosci oczekiwanej stopy
zwrotu portfela na warto$¢ ryzyka maleje. Granice minimalne dla réznych pozioméw
ufnosci przedstawia rysunek 1.

Zgodnie z lematem 2.1, portfele wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E-VaR
sg identyczne z portfelami wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E—o. Nie ma
natomiast takiego powigzania pomiedzy portfelami minimalnego ryzyka, mozna jednak
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zauwazy¢ inng prawidtowos¢ (por. Alexander, Baptista, 2002). Niech xg oznacza portfel
minimalnego VaR, o ile taki istnieje. Prawdziwy jest nastepujacy lemat.

Lemat 2.2. Jesli portfel x(‘)/ istnieje, to jest on efektywny w sensie E—o.
Dowdd

Przypusémy, ze x(‘)/ istnieje i nie jest E—o efektywny. Zgodnie z definicjg portfela
efektywnego w sensie £—o- mamy wtedy:

{E(x)zE(xg) y { E(x)>E(x))

0'(x)<0'(x(‘)/) a'(x)SO'(xX) ’

Mnozac pierwsza nieréwnos$¢ przez (—1), a druga przez ¢, a nastepnie dodajac stronami,
otrzymujemy:
—E(x)+to(x) < —E(x(‘)/) +t0'(x(‘)/),

co oznacza V (x) <V (x(‘)/ ) zatem x(‘)/ nie jest portfelem minimalnego VaR.

O

W przypadku modelu stosujgcego odchylenie standardowe jako miare ryzyka, port-
fel minimalnego ryzyka zawsze istnieje [por. twierdzenie 2 w zalaczniku 1]. Na rysunku
1, przedstawiajgcym przyktadowe granice minimalne dla modelu E-VaR, wida¢ nato-
miast, ze dla pewnych warto$ci ¢ taki portfel moze nie istnie¢. Wynika to z konstrukcji
miary ryzyka, jaka jest VaR. Gdy poruszamy si¢ wzdiluz granicy minimalnej E-o,
napotykamy na dwa efekty oddziatujgce na wartos¢ VaR. Pierwszy efekt, to wplyw
warto$ci o, a drugi to wpltyw wartosci E. Gdy warto$¢ poziomu ufnosci ¢ jest zbyt
niska, efekt wartosci $redniej ma na tyle duzy wplyw na warto$¢ VaR, ze problem mi-
nimalizacji ryzyka moze nie mie¢ rozwigzania. Ponizsze twierdzenie (por. Alexander,
Baptista, 2002) opisuje warunki, dla ktérych x(‘)/ istnieje.

Twierdzenie 2.1. Niech A, B, C, D, g, h zadane tak jak w twierdzeniu Mertona
(zatgcznik 1, réwnania (2), (4), (5)). Wtedy:
1. Portfel minimalnego VaR istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy:

c>CI)( g . 22)

2. Jesli portfel minimalnego VaR istnieje, to jego warto$¢ oczekiwana wynosi:

D

A
Ey=E(x})=>=+ ——. (23)
() C cvcer-D
3. VaR portfela minimalnego VaR wynosi:
Vo= V() =iy — (A4 — 2 (24)
0T Nee-p \¢" cvce-D)
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4. Portfel minimalnego VaR jest zadany réwnaniem:

A D
V_eaplZy— 2 ). 25
Yo=sriet cver o 2>

Dowdd
1. Pokazemy, ze warunek (22) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na istnienie
portfela minimalnego VaR. Wykazmy najpierw ponizsza uwage:
(*) Jezeli x € P, to x jest portfelem minimalnego VaR wtedy i tylko wtedy, gdy
x minimalizuje funkcj¢ V obcietg do zbioru portfeli E—o efektywnych.
Wynika ona bezposrednio z lematu 2.2 oraz faktu, ze dla kazdego z € P istnieje
portfel E—o efektywny taki, ze:

V)<V (). (26)

Mozliwe sg dwa przypadki. Zat6zmy najpierw, ze dla portfela z € P istnieje portfel
efektywny 7’ taki, ze E (z) = E (z"). Oczywiscie portfel z7 ma wtedy nizsze odchylenie
standardowe niz portfel z, zatem zachodzi (26). Przyjmijmy teraz, ze dla portfela z € P
istnieje portfel nieefektywny z” taki, ze E (z) = E (z”). Portfel z” ma nizsze odchylenie
standardowe niz portfel z, zatem zachodzi:

VE)<V(@. (27

Dla portfela z”’ istnieje portfel efektywny 7z’ taki, ze o (z') = o (z') oraz E (7)) = E (Z'),
zatem:

V(E)<V(). (28)

Z nieréwnoSci (27) 1 (28) mamy zatem (26).
Niech x bedzie dowolnym portfelem E—o efektywnym. Zatem x spetnia [por. lemat
1 w zalaczniku 1]:

o2 (E@-2)

o= (29)
C c?
E() > 2. (30)
o2 (x) > ~ 31)
> 2

Przeksztalcajac rownanie (29) otrzymujemy:

2
%(Co-z(x)—l):(E(x)—g) .
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A
Z nieréwnosci (31) wynika, ze Co? (x) =1 > 0, natomiast z lematu 2.2 E (x) > Yok
zatem pierwiastkujac obie strony powyzszej nieréwnosci mamy:
D 1 A
E(o'z(x)—E)+E=E(x). (32)
Szukamy portfela minimalnego ryzyka, zatem zgodnie z uwaga (*) chcemy rozwigzaé
problem:
D 1 A
minV (x) = min —|+l=c2(x)— =]+ =|+1toc(x)].
x€P C C C
xeP
O(x)eF,

Zauwazmy najpierw, ze zgodnie z nieréwnos$cig (31), wartos¢ liczby podpierwiastkowej

we wzorze opisujacym V (x) nie jest ujemna, zatem pochodna T jest dobrze okreslona
o

1
dlaoc # —:

VC
do " [L 1
O'Z—E

SprawdZmy, czy portfel minimalnego ryzyka w sensie E—o (xg) moze by¢ portfelem
minimalnego ryzyka w sensie E-VaR. Zauwazmy, ze:

D
. Vv . Ty
Im —= lim |t - ———|= —09,
o—-L do oL 2 1
vC vC o -C

zatem x( nie rozwigzuje problemu minimalizacyjnego. Zachodzi wigc:

1

2

ol — = #0. 33
c’ (33)

W celu znalezienia punktu minimalnego V, znajdZmy punkt zerowania pochodne;j.

D
av 04cC
do
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Aby rozwigzanie istniato konieczne jest zatem, aby ¢ > rok co jest rownowazne

/D
temu, ze ¢ > (D( E] Wtedy:

v v r?
o = ()= s (34)
. . D
pod warunkiem, ze: ¢ > @ cl

Kolejnym krokiem dowodu bedzie pokazanie, ze powyzszy warunek jest takze

d*v [D
warunkiem dostatecznym. W tym celu, wyznaczmy drugg pochodng T2’ gdyt > rol
o

[1
oraz o > 4/—. Mamy:
C
1 D
v tyc
2 3
do (0_2_ %)2

Minimalizowana funkcja jest zatem wypukla, gdy spetniony jest warunek (22). Posiada

wiec jedno minimum w punkcie zerowania si¢ pierwszej pochodnej. Co konczy dowod

punktu pierwszego.

2. Korzystajac z dowodu punktu 1. wiemy, ze odchylenie standardowe dla portfela
minimalnego VaR jest zadane réwnaniem (34). Wtedy warto$¢ oczekiwana wynosi
(zgodnie z (32)):

> 0. (33)

_A N D
C cVce-D
3. Korzystajac z (34) i (36) otrzymujemy VaR portfela minimalnego VaR zadany
rownaniem (24).
4. Portfel minimalnego VaR nalezy do granicy minimalnej w sensie E — o, zatem

zgodnie z twierdzeniem Mertona spetnia x(‘)/ =g+ hE(‘)/ . Podstawiajac (36), otrzy-
mamy teze.

Ey = E(x) (36)

O

Twierdzenie 2.1 pokazuje, ze w przypadku stosowania podejscia E-VaR, nalezy by¢
ostroznym przy wyborze poziomu ufno$ci. Dla zbyt matych ¢ portfel minimalizujacy
VaR moze w ogéle nie istnie€. Wynika to z tego, ze przeksztalcenie afiniczne Fp,
wF r‘;in dla zbyt niskich wartosci ¢ powoduje, ze gorna gataZ hiperboli staje si¢ wypukta.

Kolejnym etapem analizy be¢dzie wyznaczenie warunkéw gwarantujacych istnienie
portfeli efektywnych w sensie E-VaR (por. Alexander, Baptista, 2002).
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_—~VaR

Rysunek 2. Pewne przypadki postaci granicy minimalnej w modelu E-VaR bez waloréw pozbawionych

|D
ryzyka dla ¢ < CIJ[ E]

Zrédto: Opracowanie wlasne.
Twierdzenie 2.2.
a: D . : .
1. JeSlic>® cl to x € P jest E-VaR efektywny wtedy i tylko wtedy, gdy jego

obraz nalezy do F"

min

i E(x)2 E(x))-

D
2. JeSlic<® cl to portfel E-VaR efektywny nie istnieje.

Dowaéd
1. Niech MV (x) € F;in. Wtedy z lematu 2.1, twierdzenia Mertona oraz wzoru (9)
wynika, ze:
) J 1 C(E(x)—%)
= — + ,
o(x c D
zatem:

Granica minimalna jest wykresem funkcji:

A 2
V(E)=1 1+C(E_E) E, EcR 37)
\cC D ’ '
Zauwazmy, ze:
A\ C
dv E-%)5
—:t&—l, E€R. (38)
dE "
L+C(E_E)
C D
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dv d*V

To i twierdzenie 2.1 daja i | g=g7 = 0. Ponadto dla E € R ma miejsce T > (. Stad
wynika, ze V jest $cisle wypukla funkcja E, osiagajaca minimum dla E!, co daje teze
(rysunek 3).

D
2. Z zatozenia wynika, ze t < ‘/E Wtedy przy oznaczeniach z dowodu punktu 1.

dv
oraz z (37) i (38) otrzymujemy 1E (E) <0, E €R. Przeto V jest SciSle malejaca
funkcjg E, wigc nie istnieje portfel efektywny (rysunek 2).

O

Warunek konieczny istnienia portfeli £-VaR efektywnych jest zatem taki sam, jak

warunek konieczny istnienia portfela minimalnego VaR. Warto jeszcze zwr6ci¢ uwage,
ze:
Uwaga 2.1. Jesli portfel minimalnego VaR istnieje, to jego obraz przy odwzorowaniu M
iM¥ na krzywych F,i F Z lezy powyzej (09, Eo) 1 (V (xg) , Eo) (co wynika bezposrednio
z twierdzenia 2.1). Oznacza to, ze portfel xo nie jest efektywny w sensie E-VaR
(rysunek 3).

E

MUY

VaR

Rysunek 3. Granica minimalna (ozn. linig ciagla i przerywana) i granica efektywna (ozn. linia ciagla)
|D
w modelu E-VaR bez waloréw pozbawionych ryzyka dla ¢ > CD( E) iVy>0

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Warto zauwazy¢, ze wraz ze zwigkszaniem poziomu ufnosci c, x(‘)/ bedzie zbiegal
do portfela xq, poniewaz:

lim £ (x) = lim A, Db .4
eE ) =Ine cveron) T C

Natychmiastowym wnioskiem jest nastepujacy lemat (por. Alexander, Baptista, 2002):

= Ey. 39)
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Lemat 2.3. Zbior portfeli E-VaR efektywnych jest podzbiorem wiasciwym zbioru port-
feli E—o efektywnych dla ¢ < 1. Natomiast w granicy, gdy ¢ — 1, zbiory te pokrywajg
sig.

Dowéd

D
Zgodnie z twierdzeniem 2.2 dla ¢ < @ (E) portfele E-VaR efektywne nie istniejg.
Zbiér portfeli E-VaR efektywnych, jako zbiér pusty, jest zatem podzbiorem zbioru

D
portfeli E—o efektywnych. Dla ¢ > © Pl (zgodnie z twierdzeniem 2.2) wiemy, ze

portfel jest efektywny w sensie E-VaR wtedy i tylko wtedy, gdy M" (x) € FV. oraz

min
E(x)>E (xg )

Na mocy uwagi 2.1 x¢ nie jest E-VaR efektywny. Zbior portfeli E-VaR efektyw-
nych jest zatem podzbiorem zbioru portfeli £ — o efektywnych. Dla ¢ — 1 zachodzi
natomiast réwnos¢ (39), zatem zbiory te pokryja si¢ w granicy. o

Zastosowanie VaR jako miary ryzyka prowadzi zatem do zmniejszania zbioru
portfeli efektywnych w poréwnaniu z kryterium £ — 0. Ponadto ma miejsce:

lim  E(x)) = +oo. (40)
e E )

Nalezy by¢ ostroznym przy wyborze poziomu ufnosci. Zbyt niski poziom c sprawia, ze
warto$¢ oczekiwana ma znaczaco wigkszy wpltyw na warto$¢ VaR niz o. Minimalizujac
VaR wybieramy wtedy portfel z wysokg warto$cig oczekiwang oraz wysokim o.

3. MODEL E-VaR Z WALOREM POZBAWIONYM RYZYKA

Utrzymujac oznaczenia i definicje z czgsci 1 przyjmijmy, ze poza walorami ryzy-
kownymi dostepny jest jeden walor pozbawiony ryzyka (tzn. taki, dla ktérego o = 0).
Mamy wtedy:

R=uy,R), R~NWYX), 41)
= (o, u")' ulfe, (42)

_ 0 0
z :( 0 s ) (43)

Przyjmijmy ponadto rozszerzong definicj¢ zbioru dopuszczalnego, x; to udzial w port-
felu waloru pozbawionego ryzyka.

P={teR" =1}, (44)

gdzie:
X = (xb, xT)T . 45)
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Dla kazdego portfela dopuszczalnego x mozemy wyznaczy¢ odpowiednio warto$c¢ $red-
nig, odchylenie standardowe oraz Value at Risk:

E(®)=E(R"%)=4"% (46)

o (%) = O'(RT)E) = ViTSx = ValZx (47)
V(&) = —E () +to (%) = —E () + to (x) . (48)

Gléwne pojecia w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka sa zdefiniowanie
dla x € P analogicznie, jak w modelu z czesci 2:

e odwzorowanie Markowitza M" : P — R, X R odpowiada definicji 2.1,
e 7zbiér mozliwosci 0" - definicji 2.2,

o portfel efektywny w sensie E-VaR — definicji 2.3,

e granica efektywna F) — definicji 2.4,

e portfel wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E-VaR — definicji 2.5,
e granica minimalna F". — definicji 2.6.

Ponadto mamy:

SupE (X) = +oo, infE (X) = —c0.
xeP xeb

W przypadku wystepowania na rynku waloru pozbawionego ryzyka, granica minimalna

E-VaR jest wyznaczana w analogiczny sposob jak w modelu bez waloru pozbawionego
ryzyka. Zachodzi zatem analogiczny lemat do lematu 2.1.

Lemat 3.1. Dla kazdego E € R portfel x jest portfelem minimalnego VaR dla danej
oczekiwanej stopy zwrotu E wtedy i tylko wtedy, gdy x jest portfelem minimalne-
go o dla tej oczekiwanej stopy zwrotu E. To uzasadnia nazwanie prostej krytycznej
w modelu E—o z walorem pozbawionym ryzyka prostg krytyczng w modelu E-VaR
z walorem pozbawionym ryzyka.

Korzystajac z tego, ze VaR portfela wyznaczamy jako liniowe przeksztalcenie E
i o, granica minimalna F’Xlin na plaszczyznie (V, E) bedzie obrazem przy przeksztat-
ceniu afinicznym granicy Fp;, na plaszczyznie (o, E). Zgodnie z lematem 1.4 oraz
wzorem opisujacym granice minimalng Fp;, [por. twierdzenie 4 w zataczniku 2], obraz
portfela nalezy do granicy minimalnej F Xm wtedy i tylko wtedy, gdy jego odchylenie
standardowe spelnia réwnanie:

o(E)= , E€R. (49)
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Podstawiajac w miejsce o warto§¢ wyznaczong w oparciu o V (ze wzoru (9)), mamy
(gdzie x jest portfelem wzglednie minimalnego ryzyka w modelu E-VaR z walorem
pozbawionym ryzyka):

{1E () - pol — E () \JB - 2Ano + Ci

V() =
\/B — 24y + i

Granica minimalna w plaszczyznie (VaR, E) dla modelu z walorem pozbawionym
ryzyka jest obrazem przy odwzorowaniu afinicznym granicy minimalnej Fp;, w plasz-
czyznie (o, E). Prawdziwe jest zatem nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Obraz portfela x przy odwzorowaniu Markowitza nalezy do granicy
minimalnej FY. wtedy i tylko wtedy, gdy:

min

E® (z - \/B ~2Aup + Cug) ~ 1o

B = 2Au0 + Ci2
V(@) = e

E®) (—t ~ B =27 + C,u(z)) + 10

B =240+ Cig}

gdy E (X) > o

(50)

, 8dy E (%) < po.

Uwaga 3.1. W modelu bez waloréw pozbawionych ryzyka portfele efektywne istniaty

|D
tylko wtedy, gdy ¢ > CD( E] Réwniez dla modelu z walorem pozbawionym ryzyka

warunkiem koniecznym do istnienia portfeli efektywnych jest odpowiednio duze c.

Twierdzenie 3.2.

1. Dla ¢t > \/B —2Auo + C,u% portfel jest E-VaR efektywny w modelu z walorem

pozbawionym ryzyka wtedy i tylko wtedy, gdy jest E — o efektywny w modelu
z walorem pozbawionym ryzyka (rysunek 4).

2. Dlat< \/ B —-2Auy + C,ug nie istnieja portfele E-VaR efektywne w modelu z wa-
lorem pozbawionym ryzyka (rysunek 5).

Dowdd

1. Niecht > \/B — 2Aug + Ci2, wiedy gorna pélprosta z Fy,, ma nachylenie dodatnie
do osi E, a dolna ujemne (z twierdzenia 3.1). Zatem gérna dominuje dolna, przeto
F) jest gérng pétprostg z F Xlin. Zgodnie z lematem 3.1 — obraz portfela przy
odwzorowaniu MV (x) lezy na gérnej pétprostej F Xlin wtedy i tylko wtedy, gdy przy
odwzorowaniu M (x) nalezy do gérnej pétprostej Fin, a zatem granicy efektywnej

F,.
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2. 7 zalozenia i twierdzenia 3.1 wynika, ze obie pélproste z F Xﬁn maja nachylenie

niedodatnie do osi E. Mozliwe jest zatem ciggle niezwigkszanie ryzyka przy jed-
noczesnym zwigkszaniu stopy zwrotu. Nie istnieje wigc portfel efektywny.

E

— min
S —
L B -,
e e e - - vy —
Ll S —
—

VaR

Rysunek 4. Granica minimalna (ozn. linig ciagla i przerywana) i granica efektywna (ozn. linig ciagla)
w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka dla t > /B — 2Au, + C,u(z) i >0

Zrédto: Opracowanie wiasne.

— \ VR
~ VaR|

Rysunek 5. Pewne przypadki postaci granicy minimalnej w modelu E-VaR z walorem pozbawionym

ryzyka dla t < /B —2Aug + Cj i pio > 0

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Kolejnym etapem analizy w modelu z walorem pozbawionym ryzyka jest wyzna-
czenie portfela stycznego. W przypadku modelu E-VaR zachodzi nast¢pujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 3.3 Niech A, B, C, D zadane wzorami (2), Ey- warto$¢ oczekiwana portfela

minimalnego o w modelu bez waloréw pozbawionych ryzyka (zadane wzorem (9)).

Wtedy:

1. Jezeli up = Ey, to prosta krytyczna w modelu E-VaR z walorem pozbawionym
ryzyka nie zawiera portfeli dopuszczalnych w modelu E-VaR bez waloréw po-
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zbawionych ryzyka. Pétproste wyznaczajace F Xlin sg asymptotami galezi hiperboli
F r‘r/lin:

At Vv D
E = + —. 51
c(i=vD) 1= Vb VC ey

2. Jezeli puy # Ey, to:
a) Prosta krytyczna w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka przeci-
na zbiér P w dokfadnie jednym punkcie. Nazywamy go punktem stycznym
w modelu E-VaR i oznaczamy przez x, .

b) MY (x,v ) spelnia:

E(x)= 5= 2ZZ (52)

) t\/B ~ 24 + Cui2 — E (x) 1A ~ Cpao|
V() = A~ Cral

(33)

c) Ta z pétprostych F I‘;in, ktéra zawiera M" (x,v) jest w tym punkcie styczna do
FI‘I/liIl'

d) Jesli yy < Egy oraz t > \/B —2Auo + C,ué, to x| jest portfelem efektywnym w
modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka oraz bez waloru pozbawionego
ryzyka.

Dowdd
1. oraz 2a. Wynika bezposrednio z uwagi, ze prosta krytyczna w modelu E-VaR bez
waloréw pozbawionych ryzyka (z walorem pozbawionym ryzyka) jest identyczna

z prostg krytyczng w modelu E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka (z walorem

pozbawionym ryzyka).

2b. Zgodnie z twierdzeniem 7 [zalacznik 2] oraz punktem 2a niniejszego twierdzenia,
warto$¢ oczekiwana oraz wariancja portfela xtV spetniajg:

E(xv) _ B—-Apy

t

S A- Cuo’
§ B = 2Auy + Cii3 o
) =G b

Podstawiajac do réwnania (54) o wyznaczone w zalezno$ci od V otrzymamy punkt
2b. niniejszego twierdzenia.

2c. Wynika z twierdzenia 7 [zalgcznik 2] i z uwagi, ze styczno$¢ zachowuje si¢ przy
wzajemnie jednoznacznych przeksztalceniach afinicznych.
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2d. Efektywnos¢ portfela x} w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka wy-
nika z twierdzenia 3.2.1 i twierdzenia 7 [zalacznik 2]. Portfel ten bgdzie natomiast
efektywny w modelu E-VaR bez waloru pozbawionego ryzyka, gdy jego oczeki-
wana stopa zwrotu spefnia nieréwnos¢:

A D
EX)>E == 4+ ———.
C c+vcir-D

Korzystajagc ze wzoru (52) i wyznaczajac réznice £ (x,)—E(‘)/ otrzymamy po krétkich
przeksztatceniach:

(55)

B—AIUO A D
E(x,)—E/ = -—=—-——=>0.
C0=F = € ocverD

Zatem portfel x, jest efektywny w sensie E-VaR bez waloru pozbawionego ryzyka.

O

4. PODSUMOWANIE

W pracy poréwnano standardowe podejscie do problemu alokacji, opierajace si¢ na
odchyleniu standardowym jako mierze ryzyka, z podejSciem nowym, stosujagcym Value
at Risk. Szereg wprowadzonych definicji oraz twierdzen pozwolil zauwazyé zwigzki
pomiedzy modelami E—o i E-VaR. Zauwazono, ze stosowanie VaR jako miary ryzyka
zmniejsza zbiér portfeli efektywnych. Przyjecie zbyt niskiego poziomu ufnosci do
wyznaczania VaR moze nawet prowadzi¢ do braku rozwigzania problemu alokacji.
Ponadto wykorzystanie Value at Risk w przypadku modeli bez waloréw pozbawionych
ryzyka prowadzi do wyboru portfela o nieznacznie wyzszym odchyleniu standardowym
oraz znaczaco wyzszej oczekiwanej stopie zwrotu.

Wybér pomiedzy VaR a o nie ma natomiast wpltywu na rozwigzanie problemu
alokacji w przypadku wystgpowania waloru pozbawionego ryzyka, pod warunkiem
przyjecia odpowiednio duzego poziomu ufno$ci. Portfel styczny w modelu E—o i
E-VaR jest taki sam. W przypadku, gdy oczekiwana stopa zwrotu dla portfela mi-
nimalnego ryzyka w modelu E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka jest wyzsza od
oczekiwanej stopy zwrotu waloru pozbawionego ryzyka, portfel styczny jest efektywny
w modelu E—o. Bedzie on takze efektywny w modelu E-VaR, przy odpowiednio duzej
wartoSci c¢. Przyjecie zbyt niskiego poziomu ufnoS$ci moze natomiast doprowadzi¢ do
sytuacji, w ktérej portfel efektywny w modelu E-VaR z walorem pozbawionym ryzyka
nie bedzie istnial. Portfel styczny w modelu E—o bedzie wtedy efektywny, natomiast w
modelu E-VaR nieefektywny. W przypadku, gdy oczekiwana stopa zwrotu dla waloru
pozbawionego ryzyka bedzie wyzsza od oczekiwanej stopy zwrotu w modelu E—o
bez waloréw pozbawionych ryzyka, portfel styczny bedzie nieefektywny zaréwno dla
modelu opartego na VaR, jak i na o. Gdy stopy te beda réwne, portfel styczny w obu
modelach nie bedzie istniat.
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Przedmiotem dalszej analizy moze by¢ poréwnanie modeli E—o i E-VaR dla stép
zwrotu o rozkladzie innym niz normalny. Interesujace jest zbadanie jaki wplyw na
rozwigzanie problemu alokacji ma przyjmowanie statoSci wariancji w czasie i sza-
cowanie jej na podstawie danych historycznych. Analizy przeprowadzane dla WGPW
(Egert, Koubaa, 2004; Fiszeder, 2003; Fiszeder, Bruzda, 2001; Shields, 1997; Sleszyr’l—
ska, 2006, 2007) wskazuja na wystepowanie dla niej zaréwno efektéw grupowania
wariancji, efektéw asymetrii, jak i szerokich efektéw przenikania wariancji, informacji
i stop zwrotu. Przyjmowanie stalo§ci wariancji w czasie pomija te efekty, co z kolei
ma znaczacy wplyw na warto$¢ oczekiwanej stopy zwrotu z wybranego w procesie
analizy portfela. Warto zbadad, jakie sg skutki zastosowania do wyznaczania macierzy
kowariancji modeli ekonometrii finansowe;.

Ipsos Research Sp. 7 o.o.
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ZALACZNIK 1. MODEL E-o BEZ WALOROW POZBAWIONYCH RYZYKA

Tak jak w czeSci 2 zakltadamy, Ze na rynku dostepnych jest £k > 2 waloréw ry-
zykownych i nie wystepuja walory pozbawione ryzyka. Przyjmujemy ponadto, zZe na
rynku dopuszczalna jest nieograniczona krétka sprzedaz. Dodatkowo spetnione sg za-
fozenia (1) — (8). Model z takimi zalozeniami, w ktérym za miar¢ ryzyka przyjmuje si¢
odchylenie standardowe, nazywany jest w literaturze modelem Blacka (Black, 1972).
Doktadny opis modelu, wraz z dowodami zamieszczonych ponizej twierdzen znajduje
sie w pracy Sleszyfiskiej-Potomskiej (2008). Definicje odwzorowania Markowitza M w
plaszczyzne (o, E), zbioru mozliwosci O na plaszczyznie (o, E), portfela efektywnego
w sensie E—o, granicy efektywnej F, w sensie E—c, portfela minimalnego o xo, portfeli
wzglednie minimalnego o, granicy minimalnej Fp,, w sensie £—o sa analogiczne do
definicji 2.1 — 2.6 z czgsci 2.

Twierdzenie 1. (Mertona). (por. Rockafellar, Uryasev, 1999) Obraz portfela x przy
odwzorowaniu Markowitza nalezy do granicy minimalnej wtedy i tylko wtedy, gdy:

o (E0-2)

1 D =1 M
C c?
gdzie:
A=e'sYy, B=py"s'y, C=e"s"'e, D=BC-A. )
Ponadto x dane jest wzorem:
x=hE+g, 3)
gdzie:
e= 5 (B(E"0) -4 (=), @
h= %(C (Z7'u) - A(ze)). (5)
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Jest to tak zwana prosta krytyczna.
Uwaga 1. Warto zauwazy¢, ze wzér (1) charakteryzujacy pary (o, E) nalezace do
granicy minimalnej jest réwnaniem gatezi hiperboli. Asymptoty tej hiperboli zadane

sg réwnaniem:
D
E:Eoia,/a (6)

Lemat 1. Granica efektywna F, jest gérng galezig hiperboli o réwnaniu

P (B~ %)2

e =1, E > E, )

L
C c?

A jedynymi portfelami efektywnymi sa x zadane réwnaniem (3), gdzie E > Ej. Jest
to tak zwana pétprosta krytyczna.
Twierdzenie 2. W modelu E — o bez waloréw pozbawionych ryzyka portfel:

T le
== - 8
0T T, ®
jest jedynym portfelem minimalnego ryzyka. Ponadto:
eyl

E(xo) = Ep = *—_1#, ©)

eXle

1

o(xg) =09 = (10)

VeTsTe

ZALACZNIK 2. MODEL E-o0 Z WALOREM POZBAWIONYM RYZYKA

Model Blacka rozszerzony o zalozenie o wystepowaniu jednego waloru pozba-
wionego ryzyka nazywany jest czgsto w literaturze zmodyfikowanym modelem Tobina
(Tobin, 1958, 1965; Alexander, Francis, 1986). Dokladny opis tego modelu wraz z
dowodami zamieszczonych ponizej twierdzeh mozna znalezé w pracy Sleszyriskiej-
Potomskiej (2008). Definicje odwzorowania Markowitza M : P — R, X R, zbioru
mozliwoéci O, portfela efektywnego w sensie E—o, granicy efektywnej F,, portfela
wzglednie minimalnego ryzyka w sensie E—o-, granicy minimalnej F;, sa analogiczne
do definicji tych poje¢ dla modelu E-VaR.

Twierdzenie 3. Portfel ¥ = (xb,xT)T jest portfelem wzglednie minimalnego ryzyka
wtedy i tylko wtedy, gdy:

oo E@ —po) X7 (1= poe)

, (11)
(1 = poe)" =71 (u — poe)
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_ B—Au—(A-Cp) E(X)
B —2u0A + C/JS

(12)

Xb

gdzie A, B, C zadane jak w twierdzeniu 1. Jest to tak zwana prosta krytyczna.
Twierdzenie 4. Obraz portfeli minimalnego ryzyka z twierdzenia 3 przy odwzorowaniu
Markowitza daje granice minimalng F;, taka, ze:

|E' — uol
\/B — 24y + Cii?

o(E)= , E€R. (13)

Twierdzenie 5. Granica efektywna F, jest gérna z pétprostych wyznaczajacych Fpp,
a jedynymi portfelami efektywnymi sa x zadane réwnaniem (11), gdzie E > yp. Jest
to tak zwana potprosta krytyczna.

Twierdzenie 6. Zbiér mozliwosci na ptaszczyznie (o, £) mozna opisaé jako:

O ={(0,E) € (R. XR);E € RA Oin (E) < 0} (14)
Twierdzenie 7. Niech Ej bedzie wartosScig oczekiwang portfela minimalnego ryzyka
w modelu E—o bez waloréw pozbawionych ryzyka.

1. Jezeli ug = Ey, to prosta krytyczna w modelu E—o z walorem pozbawionym ryzyka
nie zawiera portfeli dopuszczalnych z modelu E—o bez waloréw pozbawionych
ryzyka. Pétproste wyznaczajace Fi, sa asymptotami gatezi hiperboli Fiy:

A D
E=—+ w/_- 1
C+0' C (15)

2. Jezeli up # Ey, to prosta krytyczna w modelu E—o z walorem pozbawionym ryzyka
przecina zbiér P w doktadnie jednym punkcie:

(-
xt — (l’l ﬂoe) . (16)
A-Cuo
Jest to tak zwany portfel styczny. Jego obraz przy odwzorowaniu Markowitza spelnia:
B —Auo

E = , 17
(x) A~ Cup (17)

\/B — 2Aup + Cii2
o(x)= . (18)

|A = Cpol

Ta z pétprostych z F;,, ktéra zawiera M (x,) jest w tym punkcie styczna do Fpjy.
Ponadto, jesli yy < Ey, to x; jest portfelem efektywnym wzgledem py w modelu E—o
bez waloréw pozbawionych ryzyka.
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O ANALIZIE PORTFELOWEJ WARTOSC SREDNIA — WARTOSC ZAGROZONA
Streszczenie

Praca dotyczy analizy portfelowej, w ktérej ryzyko jest mierzone warto$cig zagrozong (VaR), a wek-
tor stép zwrotu waloréw ryzykownych ma rozklad normalny. Przy zatozeniu, ze krétka sprzedaz waloréw
ryzykownych jest dopuszczalna zbadano przypadki, gdy nie ma waloru pozbawionego ryzyka i gdy taki
walor istnieje. Przeanalizowano model Blacka i zmodyfikowany model Tobina, stosujac VaR jako miarg
ryzyka. Omoéwiono podobieristwa i réznice mi¢dzy modelami stosujagcymi odchylenie standardowe jako
miare¢ ryzyka, a tymi stosujacymi VaR. Zwrécono uwage na fakt, ze od poziomu ufnosci przyjmowane-
go do wyznaczania VaR zalezy istnienie portfeli efektywnych. Wyniki uzyskane dla modelu z walorem
bezryzykownym i miarg ryzyka VaR nie wystepuja w literaturze.

Stowa kluczowe: warto$¢ zagrozona (VaR), analiza portfelowa, model E-VaR bez waloréw bezry-
zykownych, model E-VaR z walorem bezryzykownym

ON MEAN - VALUE AT RISK PORTFOLIO ANALYSIS

Abstract

The article concerns portfolio analysis where risk is measured by value at risk (VaR) assuming that the
returns are normally distributed and short-selling of risky securities has no limitations. Two models have
been analysed: one with the assumption that no risk-free security exists in the economy, another assuming
just one risk-free security. An analysis of Black Model and Modified Tobin Model has been carried out
using VaR as the measure of risk. Models with VaR as a measure of risk and standard deviation as measure
of risk have been compared. It is shown that, depending on the confidence level used to calculate VaR, an
efficient portfolio might not exist. The results for the model with one risk-free asset and VaR as a measure
of risk have not been published before and are the original contribution of this paper.

Key words: Value at Risk (VaR), portfolio analysis, E-VaR model with no risk-free assets, E-VaR
model with risk-free asset
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1. WPROWADZENIE

Gltéwnym celem artykutu jest przedstawienie przydatnoSci metodologii modelowa-
nia dwupoziomowego w zastosowaniach spofeczno-ekonomicznych. Tak wigc w pierw-
szej czedci opracowania przedstawione zostang etapy komplikowania klasycznego mo-
delu regresji liniowej oraz wybrane kryteria oceny poprawy jego dopasowania. W czg-
Sci drugiej przedstawiony zostanie przykfad zastosowania opisanej metodologii do sza-
cowania liczby o0séb pracujacych w przekroju powiatow.

W pierwszej kolejnoSci oméwione zostang etapy tworzenia funkcji regresji opar-
tej na danych o strukturze dwupoziomowej. Punktem wyjscia begdzie klasyczny mo-
del regresji liniowej nieuwzgledniajacy dwupoziomowej struktury danych. W etapie
koficowym zaprezentowany zostanie model uwzgledniajgcy wplyw losowego wyra-
zu wolnego oraz losowych wspdiczynnikéw, zaleznych od zmiennych objasniajacych
z drugiego poziomu. Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze forma koficowego modelu
dwupoziomowego jest zazwyczaj taka sama dla dostgpnych w literaturze opracowan
(por. Raudenbush, Bryk, 2002; Weziak, 2007; Bliese, 2012), jednak zaobserwowac
mozna rézne podejscia w stopniowym komplikowaniu modelu. Wedlug jednego z po-
dejs¢ zmienne objasniajgce z drugiego poziomu zostajg dolgczone do modelu przed
zmiennymi obja$niajacymi z poziomu pierwszego (por. Klimanek, 2003; Raudenbush,
Bryk, 2002). W niniejszym opracowaniu omowiono natomiast podej$cie, w ktérym
najpierw dodaje si¢ zmienne objasniajgce z poziomu pierwszego (por. Bliese, 2012;
Twisk, 2010). Taki sposéb postgpowania uznano za bardziej intuicyjny i lepiej odpo-
wiadajacy sytuacjom rzeczywistym.

Stopniowe komplikowanie modelu ma na celu uniknigcie uwzglednianie losowego
charakteru parametréw modelu, jezeli nie poprawia w istotny sposéb dopasowania
modelu do konkretnych danych rzeczywistych. W zwigzku z tym oméwiono takze
kilka wybranych kryteridow pozwalajacych oceni¢ poprawe jakosci oszacowania mo-
delu w poréwnaniu z modelem prostszym (z poprzedniego etapu). W zastosowaniach
praktycznych nalezy po kazdej komplikacji modelu zweryfikowaé, czy wprowadzona
zmiana w sposéb istotny poprawita jako§¢ modelu. Tak wigc, jezeli stwierdzone zo-
stanie, ze realizacja ktérego$§ z etapéw nie poprawia, w wymaganym przez badacza
stopniu, jakoSci modelu, nalezy ten etap pominaé i przej$¢ do nastgpnego (np. z etapu
1 do 3). Moga réwniez wystapi¢ sytuacje, w ktérych wprowadzenie komplikacji dla
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pewnych pozioméw poprawi precyzje szacunku w przypadku niektérych zmiennych a
w przypadku innych nie. W takim wypadku nalezy wprowadzi¢ tylko te zmiany, dzigki
ktérym uzyskano poprawe precyzji szacunku. Weryfikacja zasadnoSci wprowadzania
kolejnych komplikacji zgodnych z przedstawiang metodologia modelowania wielopo-
ziomowego jest niezwykle istotna, poniewaz niektére dane moga w rzeczywistosci nie
mie¢ struktury dwupoziomowe;j.

Warunkiem koniecznym wystepowania dwupoziomowej struktury badanej zmien-
nej jest dwupoziomowa struktura badanej populacji. Oznacza to, ze jednostki statystycz-
ne muszg dzieli€ si¢ na skoriczong liczbe roztacznych i pokrywajgcych catg zbiorowosé
grup. Kolejnym warunkiem koniecznym jest wystepowanie zréznicowania poziomu ba-
danej zmiennej w réznych grupach. Zréznicowanie to wynika¢ moze z bezpoSredniej
zaleznoSci pomig¢dzy badang zmienng a przynaleznoScig jednostki badania do grupy.
Klasycznym podawanym w literaturze przykiadem takiej sytuacji jest zréznicowanie
poziomu nauczania wynikajace zaréwno z indywidualnych zdolnosci i predyspozycji
ucznia (czynnikéw na poziomie pierwszym — jednostkowym) oraz kwalifikacji nauczy-
ciela oraz stosowanej metody nauczania (czynniki na poziomie drugim — grupowym)
(por. Hox, 2002). Jako inng przyczyne zr6znicowania miedzy grupami wskaza¢ mozna
zalezno$ci badanej zmiennej oraz podziatu na grupy z pewna ukrytg, czesto niemie-
rzalng, zmienna. Jako przyklad poda¢ mozna relacje miedzy aktywnoscia zawodowa
i stopniem rozwoju regionéw. Przestrzenne zréznicowanie czynnikéw okreslajgcych
popyt na pracg, lokalizacja zasobow naturalnych, zaktadéw produkcyjnych, rozwdj
infrastruktury technicznej, komunikacyjnej, edukacyjnej sg istotnymi determinantami
okreslajacymi aktywno$§¢ ekonomiczng ludnosci obok czynnikéw charakteryzujacych
przedsiebiorczos¢ poszczegdlnych oséb. Jezeli struktura zmiennej objasnianej spelnia
obydwa warunki konieczne; wystepowanie dwupoziomowej struktury populacji oraz
przestanek aby podejrzewad, ze poziom badanej zmiennej jest zréznicowany pomiedzy
grupami, nalezy jeszcze zweryfikowac, czy wystepujace pomiedzy grupami zréznico-
wanie jest istotne na obranym poziomie istotnoSci. W tym celu zastosowaé¢ mozna np.
test analizy wariancji.

2. ALGORYTM KONSTRUKCII MODELU DWUPOZIOMOWEGO

W opisie konstrukcji modelu dwupoziomowego przyjeto nastgpujace oznaczenia:

n — liczebno$¢ catej préby,

J — liczba grup na pierwszym poziomie (liczba jednostek na drugim poziomie),

J — indeks obserwacji wskazujacej na jej przynalezno$¢ do j-fej grupy na pierw-
szym poziomie (j =1,...,J),

J
n; — liczebno$¢ proby w j-tej grupie (Z nj=n),
j=1
i — indeks obserwacji wewnatrz j-tej grupy (i=1,...,n;),
Y;; — warto$¢ zmienna objasnianej dla i-tej obserwacji z j-tej grupy,
P — liczba zmiennych objasniajacych z pierwszego poziomu,
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X, — wartoS¢ p-tej zmiennej objasniajacej z pierwszego poziomu dla i-fej obser-
wacji z j-tej grupy, p =1,...,P,

Q - liczba zmiennych obja$niajgcych z drugiego poziomu,

Z,; — wartoS¢ g-tej zmiennej objasniajacej z drugiego poziomu dla j-zej jednostki,
q=1,...,0.

W omawianej metodologii modelowania dwupoziomowego przyjmuje si¢ nastepu-
jace zatozenia. Badana zmienna Y ma rozktad normalny: Y;; ~ N(a;; 0'2) ,dlaj=1,...,J,
i=1,...,n;. Nalezy interpretowac to tak, ze zakladamy réwnoS¢ wariancji zmiennej Y
w cafej populacji (co mozna zweryfikowaé przy pomocy testu Bartleta) oraz réwnos¢
wartoSci oczekiwanej zmiennej Y w poszczegblnych grupach.

Weryfikacji hipotezy o dwupoziomowej strukturze danych dokonuje si¢ przy uzy-
ciu testu analizy wariancji (por. Krzysko, 1996). Hipoteza zerowa tego testu glosi
réwnos¢ Srednich badanej zmiennej policzonych we wszystkich J grupach na pierw-
szym poziomie. Hipoteza alternatywna glosi zas, ze z J grup na pierwszym poziomie
mozna wybra¢ co najmniej dwie grupy, w ktérych srednie policzone z wartoSci badane;j
zmiennej réznia si¢ na zadanym poziomie istotnosci.

ETAP 0 Klasyczna regresja liniowa

Celem poréwnania w pdzniejszych etapach, wyznaczone zostaly dwie funkcje
regresji liniowej. Pierwsza funkcja, w ktorej nie uwzgledniono zadnych zmiennych
objasniajacych:

Yij =Yoo + 75 rfj~N(0;O'2), ey

gdzie:

Yoo — €stymator poziomu zmiennej objasnianej z pierwszego poziomu, nie uwzgled-
niajacy przynaleznosci jednostek do grupy,

rf‘j~N (0;0’2) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

o2 — wariancja reszt dla pierwszego poziomu.

W drugiej funkcji regresji jako zmienne obja$niajace przyjeto zmienne z pierw-
$zZego poziomu:

P
Yij=730+2(720Xpij)+l’f}, I"Z"N(O;O'Z), (2)
p=1

gdzie:

7’30 — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu,

rf-’f ~N (O; (r,f) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu, sktadnik
resztowy,

o2 — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

)/20 — wspoblczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-fej zmiennej obja-
$niajacej z pierwszego poziomu, p = I,...,P.
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W celu estymacji parametréw zamiast klasycznej metody najmniejszych kwadratow
sugeruje si¢ raczej metode najwickszej wiarogodnosci', co w dalszych etapach pozwala
na poréwnanie jakoSci oszacowan otrzymanych przy pomocy réznych modeli.

ETAP 1 Model zerowy (null model)

W tym etapie zmienna Y;; objasniana jest wylacznie przez przynaleznosS¢ jed-
nostek z pierwszego poziomu do grup na drugim poziomie, bez uzycia zmiennych
objasniajacych. Model mozna zapisaé¢ w wersji dwuréwnaniowej (dla kazdego poziomu
oddzielnie):

Na poziomie pierwszym model zapisa¢ mozna przy pomocy réwnania:

Yy =Bh;+rin 1~ N(0:07), 3)
gdzie:

,B(I) ; — estymator punktowy zmiennej objasnianej dla jednostek pierwszego poziomu
nalezacych do j-tej grupy,

r! ;~ N (0 0'12) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

0',2 — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

Na drugim poziomie model jest nastepujacy:

ﬁ(l)j = Yoo + e{)j’ e{)j ~N (09 7'([)0) , “)

gdzie:
7’(1)0 — estymator zmiennej objasnianej z drugiego poziomu,
e(I)j ~N (0; T(I)O) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,
T(I)O — wariancja reszt dla drugiego poziomu,
Og6lny model przyjmuje zatem postaé (w wersji jednoréwnaniowej):

Yi; = )/(I)O + e(l)j + rfj. (®)]
Poréwnanie wynikéw z liniowg funkcja regresji bez zmiennych objasniajacych pozwoli

oceni¢, czy samo uwzglednienie struktury dwupoziomowej poprawia precyzje szacun-
ku.

ETAP 2 Model z losowym wyrazem wolnym (random intercept model)

W nastepnym etapie uwzgledniony zostal wptyw przynaleznosci kazdej z jednostek
z poziomu pierwszego (i) do danej jednostki z poziomu drugiego (), jednak tylko
w zakresie zréznicowania wyrazu wolnego. Dopuszczona zostanie zatem mozliwo$¢

! W czesci opracowan naukowych uzywa si¢ stowa wiarygodnos¢; znaczenie stéw wiarogodnosé i
wiarygodno$¢ jest takie samo.
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zréznicowania wartoSci zmiennej objasSnianej z pierwszego poziomu dla réznych grup
na poziomie drugim. Zaktadamy jednak, ze nachylenie krzywej regresji pozostanie
stale bez wzgledu przynalezno$¢ na poziomie drugim.

Model dla jednostek pierwszego poziomu jest nastepujacy:

+Z ﬁuX,,,, i, o~ (O;(T?,), (6)

gdzie:

,8(% — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych
do j-tej grupy,

rlI]I ~N (O; a?,) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

0',2, — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

11 L . . .. . .. .. . . . .

B,; — wspotczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-fej zmiennej obja-
Sniajacej z pierwszego poziomu, p= 1,...,P .

Dla jednostek drugiego poziomu model opisuja nastg¢pujace wzory:

I _ Il 11 11 i
Bl =i+ ell. el ~N(0:7lh). (7)

Bri=vm dlap=1,...P ®)

gdzie:
y(’){) estymator zmiennej objasnianej z drugiego poziomu,
0 ~N (O T(I)é) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,

‘r(’){) wariancja reszt dla drugiego poziomu (wariancja jednostek drugiego pozio-

mu),

71176 — wspotczynnik kierunkowy przy p-fej zmiennej z pierwszego poziomu, nie-
zalezny od jednostek drugiego poziomu, p = 1,...,P

W wersji jednoréwnaniowej model przyjmuje wigc nastepujaca postac:

Yi; = Y0 + €o; + Z fa{)szJ )

Tak wyznaczony model moze by¢ traktowany jako bezposrednie rozwini¢cie modelu
opisanego w etapie 1, przez dodanie zmiennych obja$niajacych z pierwszego pozio-
mu. Jednak moze by¢ traktowany réwniez jako rozwini¢cie modelu klasycznej regresji
liniowej ze zmiennymi objasniajacymi z pierwszego poziomu, opisanego w etapie 0.
W zwigzku z powyzszym nalezy wykazaé jego wyzszo$¢ nad oboma z nich.
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ETAP 3 Model z losowym wyrazem wolnym zaleznym od zmiennych z drugiego
poziomu

W poréwnaniu z modelem z etapu drugiego, model wzbogacony zostanie o zmien-
ne objasniajace z drugiego poziomu. Oznacza to, ze wyraz wolny zalezy nie tylko od
przynaleznosci do grup na drugim poziomie, ale objasniany jest takze przy pomocy
zmiennych z drugiego poziomu.

Na pierwszym poziomie otrzymano zatem model opisany wzorem:

111 111 A1 11 .2
Z Xpt/ Fij > Ty ~N(0,0'm), (10)

gdzie:
,81 ' _ wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych

do J- teJ grupy,

rfj” (0; 0',211) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

0'1211 — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

B, — wspotczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-tej zmiennej obja-
$niajacej z pierwszego poziomu, p = I,...,P

Na drugim poziomie model jest nastgpujacy:

0
[r _ il 11 ar I Il
Poj =Yoo +Z(70(1 Zq])+eoj SV N(O’TOO)’ (1D
g=1
Bl =yl dlap=1,..P (12)

gdzie:
Yoo — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek drugiego poziomu,

eéﬁl (O;T(I)él ) — niezalezne reszty dla drugiego poziomu,

T(I)g — wariancja reszt dla jednostek drugiego poziomu,

y(l)lql — wspotczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla g-tej zmiennej z dru-
giego poziomu, g = 1,...,0 ,

y;{)’ — wspélczynnik kierunkowy przy p-fej zmiennej z pierwszego poziomu, nie-
zalezny od jednostek drugiego poziomu, p = I,...,P

Ogdblny model w wersji jednoréwnaniowej mozna zatem zapisa¢ nastepujgco:
=y + Z 'y’ ’Zq, +e61]1 + Z y’”X,,,j : (13)

Model ten jest rozwini¢gciem modelu z losowym wyrazem wolnym i zmiennymi ob-
jasniajgcymi z pierwszego poziomu (etap 2), przez dodanie do niego zmiennej obja-
$niajacej z drugiego poziomu. Podobnie jak w poprzednich etapach nalezy zastosowac
procedure weryfikujacg zasadno$¢ jego zastosowania.
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ETAP 4 Model z losowym wspdtczynnikiem regresji

W tym etapie dopuszczona zostanie mozliwo$¢ zréznicowania grup z drugiego
poziomu nie tylko ze wzgledu na poziom szacowanej zmiennej, ale rowniez ze wzgledu
na ksztalt zaleznoSci pomiedzy ta zmienng a zmiennymi objasniajagcymi z pierwszego
poziomu.

Tak skonstruowany model dla jednostek pierwszego poziomu opisany jest wzorem:

Z ]VXth ZIJV’ r{j‘./ ~ N(O;O-Izv) , (14)

gdzie:
,B(I)Y — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych
do j-tej grupy,
v

rij ~N (0;0’%,) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu,

0',2V — wariancja reszt dla pierwszego poziomu,
1V L . . .. . .. .. . . . .
. {BP i~ wspolczynmk kl'erunkowy liniowej funkcji regresji dla p-fej zmiennej obja-
$niajacej z pierwszego poziomu, p = 1,...,P
Z kolei na drugim poziomie model opisany jest wzorami:

v v v %
y00+Z Yoq Zy; +eoj, €o; ~N(0,T00), (15)
1% v LV -
B =y +el, e ~N(0:rhy), dlap=1,....P, (16)
gdzie:
y{)g wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek drugiego poziomu,
eé‘; (O; T(I)X) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,

TOQ/ wariancja reszt dla drugiego poziomu,

7’0 ;, — Wspotczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla g-f¢j zmiennej z dru-
giego poziomu, g = 1,...,0,

y% — wspdlczynnik kierunkowy dla p-fej zmiennej z pierwszego poziomu, nieza-
lezny od jednostek drugiego poziomu, p = I,...,P

ef,‘; — skfadnik resztowy z drugiego poziomu dla wspdélczynnika kierunkowego
przy p-tej zmiennej z pierwszego poziomu, p = I,...,P

Zatem ogdélnym model w wersji jednoréwnaniowej mozna zapisa¢ w nastepujacy

sposéb:
Yij =y + Z Yoy Zq + eo; + Z Vo0 +€p] pu) +ri). (17)

Dla kazdej zmiennej obJasma] acej z pierwszego poziomu nalezy sprawdzié, czy uwzgled-
nienie losowego charakteru jej wspétczynnika kierunkowego w sposéb istotny poprawia
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jako$¢ modelu w poréwnaniu z modelem bez losowych wspétczynnikéw kierunkowych
(etap 3). W dalszych rozwazaniach nalezy przyja¢ model rozszerzony o losowos$¢ tylko
tych z wspétczynnikéw kierunkowych, w przypadku ktérych uwzglednienie losowego
charakteru poprawia jako§¢ modelu.

ETAP 5 Model z losowym wspdlczynnikiem regresji zaleznym od zmiennych z dru-
giego poziomu

W modelu regresji liniowej dla losowego wyrazu wolnego oraz losowego wspot-
czynnika kierunkowego objasnianego przy uzyciu zmiennych objasniajacych z drugie-
go poziomu uwzglednia si¢ mozliwo$¢ wplywu przynaleznosci do jednostki drugie-
go poziomu tak na poziom jak i ksztalt zaleznosci pomiedzy szacowana zmienng a
zmiennymi objasniajacymi z pierwszego poziomu. Dodatkowo objasnia si¢ zmienno$¢
szacowanej cechy na poziomie pierwszym przy pomocy zmiennych okre§lonych na po-
ziomie drugim. Tak wigc przyjmuje si¢, ze wspdlczynniki kierunkowe dla zmiennych
objasniajacych z pierwszego poziomu nie tylko réznig si¢ zaleznie od przynaleznosci
do jednostek z drugiego poziomu, ale sa objasniane przez zmienne z drugiego poziomu.

Model dla jednostek pierwszego poziomu jest nastepujacy:

R
Yi =B+ > (BriXoi) + 1l rl~ N(0:0%), (18)
p=1

gdzie:
,8(‘)3 — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek pierwszego poziomu nalezacych
do j-tej grupy,

rlyj ~ N (0;0"2,) — niezalezne reszty dla jednostek z pierwszego poziomu, 0"2, -
wariancja reszt dla pierwszego poziomu,

,BXJ- — wspélczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla p-fej zmiennej obja-
S$niajacej z pierwszego poziomu, p = /,...,P .

Na drugim poziomie model jest nastepujacy:

Y
By =0+ D (W0eZai) + ety ey~ N (i), (19)

By =+ Y (vyZas) +epy eni~N(0i7y,), dlap=1,...,P,  (20)

gdzie:
7’(‘)/0 — wyraz wolny funkcji regresji dla jednostek drugiego poziomu,
e(‘)/ i~N (0; T(‘)/O) — niezalezne reszty dla jednostek drugiego poziomu,
T(‘)/O — wariancja reszt dla drugiego poziomu,
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7(‘)/ , — Wspolczynnik kierunkowy liniowej funkcji regresji dla g-rej zmiennej z dru-

giego poziomu, g = 1,...,0,

71‘7/0 — wyraz wolny liniowej funkcji regresji objasniajacej warto$¢ wspétczynnikéw
kierunkowych z pierwszego poziomu dla p-tej zmiennej, p = I,...,P ,

y;,/q — wspdlczynnik kierunkowy g-tej zmiennej z drugiego poziomu w liniowej
funkcji regresji objasniajacej warto$¢ wspdiczynnika kierunkowego p-fej zmiennej z
pierwszego poziomu, p = [,...,P ,q=1,...,0,

e};j — skfadnik resztowy z drugiego poziomu we wspélczynniku kierunkowym dla
p-tej zmiennej z pierwszego poziomu, p = 1,...,P

T;/p — wariancja skfadnika resztowego z drugiego poziomu we wspétczynniku kie-
runkowym dla p-tej zmiennej z pierwszego poziomu, p = 1,...,P .

W wersji jednoréwnaniowej model przyjmuje postaé:

Y P Y
Yii =y + Z (y(‘)’quj) + egj + Z [(y[‘fo + Z (V,Yquj) + e;)/j
g=1 p=1 q=1

W tym etapie nalezy pamigtaé, ze nie kazda zmienna z pierwszego poziomu nadaje si¢
do objasniania wybranej zmiennej z poziomu drugiego. Sytuacja taka uwarunkowana
moze by¢ tak wzgledami merytorycznymi, jak réwniez brakiem poprawy jakosci mode-
Iu. W takim wypadku warto$¢ odpowiedniego wspétczynnika kierunkowego jest rowna
Zero (y]‘,/q = 0), tym samym g-ta zmienna z drugiego poziomu nie jest uzywana do
konstrukcji wspétczynnika kierunkowego przy p-tej zmiennej z poziomu pierwszego.

Xp,,-] + 7] Q1)

3. KRYTERIA OCENY JAKOSCI DOPASOWANIA MODELU DWUPOZIOMOWEGO

3.1 FUNKCJA WIAROGODNOSCI L

Jednym z kryteriow oceny dopasowania modelu, oraz podstawa wielu innych kry-
teriow, jest maksimum opisywanej wzorem (26) funkcji wiarogodnosci (por. Harville,
1974).

L(Y |®, 0'2) = (27r0'2) * exp ) * ' ) (22)

gdzie:

® — zbiér parametrow szacowanych w modelu (wsp. kierunkowe, wyraz wolny
itp.),

o — odchylenie standardowe sktadnika losowego modelu, r;; ~ N (0; 0'2),

Y;; — rzeczywista wartoS¢ zmiennej objasnianej,

A

Y;; — oszacowanie zmiennej objasnianej przy pomocy rozwazanej funkcji regresji.
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Wspbtczynniki funkcji regresji tworzonej zgodnie z metodg najwiekszej wiaro-
godnosci dobierane sg tak, aby maksymalizowa¢ warto$¢ funkcji wiarogodno$ci (por.
wzOr (23)). Warunek tan mozna zapisac:

L(r]6.02)= P L(r|e.o?), (23)
I )= st
gdzie:

© — oszacowanie wsp6lczynnikéw modelu wyznaczone przy pomocy metody naj-
wigkszej wiarogodnosci,

k — liczba wspodtczynnikéw estymowanych w modelu.

Zazwyczaj tatwiej jest znaleZ¢ supremum logarytmu naturalnego z funkcji wiaro-
godnosci niz supremum tej funkcji. Poniewaz logarytm naturalny jest funkcja rosnaca
w calej dziedzinie, oszacowania zbiréw szacowanych parametréw sg identyczne. Zatem
problem sprowadzi¢ mozna do znalezienia takiego oszacowania @, aby spelniony byt
warunek:

AN inL(r]ec?)= @S:ﬁk InL (Y |0.52). (24)

lnL(Y|®,0'2)=—g*ln(27r)—n>kln(0')—%* (25)
Mozna wykazaé, ze tak wyznaczone oszacowanie © jest identyczne z oszacowaniem
wyznaczonym przy pomocy klasycznej metody najmniejszych kwadratéw (por. Ry-
dlewski, 2009). Na podstawie warto$ci supremum [nL (Y |(:),a'2) mozna wyznaczyé
dodatkowo kilka wspétczynnikéw §wiadczacych o jakoSci dopasowania rozpatrywane-
go modelu do danych rzeczywistych. Cze$¢ z nich zostanie przedstawiona ponizej.

3.2 KRYTERIUM INFORMACYINE AKAIKE’A

Pierwszym z kryteriéw opartych na funkcji wiarogodnoSci jest kryterium informa-
cyjne Akaike’a (AIC) (por. wzdér (26)).

AIC=-2x*In(L)+2x*p, (26)

gdzie:

L — maksymalna warto$¢ funkcji wiarogodno$ci modelu,

p — liczba szacowanych w modelu parametréw.

Wysoka warto$¢ funkcji wiarogodnos$ci informuje o dobrym dopasowaniu modelu.
Poniewaz nadmierny wzrost liczby zmiennych objasniajgcych uznawany jest za nieko-
rzystny, kryterium AIC uwzglednia fakt, iz zbyt duza liczba szacowanych parametréw
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obniza warto$§¢ modelu. Model z minimalng warto$cig AIC jest uznawany, wedlug te-
go kryterium, za najlepiej dopasowany do danych (por. Sakamoto, Ishiguro, Kitagawa,
1986).

3.3 BAYESOWSKIE KRYTERIUM INFORMACYJINE

Kolejnym kryterium pozwalajacym oceni¢ jako$¢ dopasowania modelu jest Bay-
esowskie kryterium informacyjne (BIC). Wartos¢ jaka przyjmuje wspétczynnik BIC
wyznacza si¢ zgodnie ze wzorem (31) (por. Schwarz, 1978).

BIC = -2« In(L) +In (n) *p, 27

gdzie:

L — maksymalna warto$¢ funkcji wiarogodnosci modelu,

n — liczba obserwacji w prébie (z pierwszego poziomu),

p — liczba szacowanych w modelu parametréw.

Poréwnujac kryterium BIC z AIC, mozna stwierdzié, ze podobnie jak poprzed-
nio uwzglednia ono dodatni wplyw wysokiej wartosci funkcji wiarogodnosci modelu
oraz ujemne oddziatywanie zbyt duzej liczby szacowanych parametréw. Jednak zna-
czenie liczby szacowanych parametréw uzalezniono od liczebnosSci préby. Uznano je
za istotniejsze, gdy prdba jest liczna, a za mniej istotne, gdy préba jest mata. Poniewaz
In(74) = 2, dla sytuacji gdy liczebno$¢ préby jest wieksza badz réwna 8, kryterium
BIC surowiej ,.karze” model za zwiekszong liczbe szacowanych parametréw niz AIC.
Oczywiscie, tak jak w przypadku kryterium AIC, za najlepszy uznawany jest model
o najmniejszym wspoétczynniku BIC. Kryterium BIC jest znane réwniez jako SBC
(Kryterium Bayesowskie Schwarza).

3.4 TEST ILORAZU WIAROGODNOSCT y*

Przy pomocy testu y? poréwnuje si¢ jako$¢ dopasowania dwéch réznych modeli:
A oraz jego rozszerzenia B. O modelach tych zaktadamy, ze B, jako rozszerzenie A,
jest lepiej dopasowany do danych empirycznych. Weryfikacja tej hipotezy sprowadza
sie do sprawdzenia, czy réznica w jakoSci obu modeli jest statystycznie istotna (por.
Lin, 1997; Goldstein, 2003). Tak wiec hipoteza zerowa zaklada, ze model B nie jest
istotnie lepszy od modelu A. Natomiast hipoteza alternatywna glosi, ze wiarogodnos¢
modelu B jest statystycznie istotnie wyzsza niz wiarogodno$¢ modelu A (por. wzér
(28)). Odrzucenie hipotezy zerowej §wiadczy o tym, ze warto rozszerzy¢ model A do
modelu B i przyja¢ model B za obowigzujacy w dalszych analizach, w przypadku braku
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej nie nalezy wprowadza¢ rozwazanej zmiany do
modelu A i pozostawi¢ go obowigzujacym w dalszych rozwazaniach. Uklad hipotez:

{ H()ZO'A:O'B

28
H:op>0p (28)
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gdzie:

o4 — odchylenie standardowe sktadnika losowego modelu A,

op — odchylenie standardowe sktadnika losowego modelu B.

W celu weryfikacji hipotezy zerowej stosuje si¢ statystyke testowa nastepujacej
postaci:

S

53 (VP2 5 3 (v-TEy

(o) Jj=1i=1 Jj=1i=1
— |+

- , 29
0B 0'3‘ o‘% 29

)(zz 2% InLp—2xInLs= 2n * ln(
gdzie:

L4 — supremum funkcji wiarogodno$ci w modelu A,

Lp — supremum funkcji wiarogodnosci w modelu B,

Yl-/j. — oszacowanie zmiennej objasnianej przy pomocy modelu A,

5B . . . ., . .
Y;; — oszacowanie zmiennej objasnianej przy pomocy modelu B.

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka y* opisana jest wiec wzorem:

2 3 [(r-52) - (vi-72)

2 _]
Xl = — : (30)
A

Mozna wykazaé, ze tak wyznaczona statystyka przy prawdziwosci hipotezy zerowej ma
rozklad y? z liczba stopni swobody obliczana jako réznica pomiedzy liczba parametréw
szacowanych w modelu B a liczba parametréw szacowang w modelu A:

X2|H0~X2 (PB—PA), 31)

gdzie:

pa — liczba parametréw szacowanych w modelu A,

pp — liczba parametréw szacowanych w modelu B.

Obszar krytyczny stuzacy do weryfikacji powyzszej hipotezy zerowej jest naste-
pujacej postaci:

B= {Z /\(2: 2% InLp—2 * lnLA>)(2 (1- a;pB—pA)} , (32)

gdzie:

a — przyjety poziom istotnosci,

x* (a;b) — wartos¢ kwantyla rozktadu y* z b stopniami swobody z prawdopodo-
bieristwa a.

W sytuacji gdy statystyka testowa przyjmuje warto$¢ nalezacg do obszaru kry-
tycznego hipoteze zerowa odrzucamy na korzyS¢ hipotezy alternatywnej. Oznacza to
iz model B charakteryzuje si¢ lepszym od modelu A dopasowaniem do danych empi-
rycznych.
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4. EMPIRYCZNA WERYFIKACJA PRZYDATNOSCI MODELU DWUPOZIOMOWEGO NA
PRZYKLADZIE ESTYMACII LICZBY PRACUJACYCH

Celem tej czgSci artykutu jest oszacowanie liczby os6b pracujacych w przekroju
powiatéw. Z uwagi na zréznicowanie badanych jednostek terytorialnych pod wzgledem
wielkoSci mierzonej liczbg ludnosci, w badaniach postuzono si¢ wielkoSciami wzgled-
nymi szacujac udzial pracujgcych wsrdéd ludnoSci w wieku produkcyjnym — zmienna
objasniana (Y;;). Przyjeto zalozenie, iz tak mierzona aktywnos$¢ ekonomiczna ludnosci
w przekroju terytorialnym jest zdeterminowana, mi¢dzy innymi, poziomem rozwoju
gospodarczego regionu utozsamianego z wojewodztwem. Poprawniejsze merytorycznie
wydaje si¢ przyjecie zalozenia o zaleznoSci zréznicowania aktywnosci ekonomicznej
ludnosci zaréwno od indywidualnych predyspozycji jednostek — oséb (poziom pierw-
szy) oraz rozwoju gospodarczego regionu (poziom drugi). Badania takie wymagaja
jednak dostepnosci danych jednostkowych, np. z BAEL. Préba taka podjeta zostanie w
kolejnym artykule. Podjeto zatem prébe konstrukcji modelu dwupoziomowego obja-
Sniajacego udzial pracujacych (Y;;) w przekroju terytorialnym z jednostkg pierwszego
poziomu zdefiniowang jako powiat i grupami, czyli inaczej poziomem drugim, w posta-
ci wojewddztw. W celu uzyskania oszacowania liczby oséb pracujgcych w powiatach,
po zakoniczeniu obliczen, wystarczy zmienng objasniang przemnozy¢ przez liczbe os6b
w wieku produkcyjnym.

4.1 ZMIENNE OBJASNIAJACE

Jako zmienne objasniajgce na poziomie powiatéw przyjeto stosunek salda dojaz-
déw do pracy® do liczby mieszkacéw w wieku produkcyjnym (Xi; ;) oraz stosunek
bezrobotnych do ludnosci w wieku produkcyjnym (X»;;). Jako zmienng objasniajaca
na poziomie wojewddztw przyjeto stosunek pracujagcych do ludnoSci w wieku pro-
dukcyjnym (Z;;). W celu zweryfikowania doboru zmiennych objasniajacych obliczono
wspotczynniki korelacji liniowej Pearsona kazdej z tych zmiennych ze zmienng obja-
$niang (por. tab. 1). Wspdlczynniki te dla obu zmiennych objasniajacych z poziomu
pierwszego wskazujg na wystgpowanie zalezno$ci ze zmienng objasniang, na pozio-
mie istotno$ci 0,01. Wspdtczynnik korelacji liniowej pomigdzy zmienng objasniang
a zmienng objasniajaca z drugiego poziomu wskazuje réwniez na wystepowanie za-
leznoSci pomigdzy tymi zmiennymi na poziomie ufnoSci zaledwie 0,01. Nalezy jed-
nak zaznaczy¢, ze zmienna objasniana okreSlona jest dla zbiorowosci powiatéw, za$
zmienna objasniajgca z drugiego poziomu dla zbiorowosci wojewddztw. W zwigzku
z tym, w celu policzenia wspétczynnika korelacji liniowej Pearsona konieczne bylo
zintegrowanie obu tych zbiorowoS$ci. Zmienng z poziomu wojew6dztw przeistoczono
sztucznie w zmienng okreslong na poziomie powiatéw przypisujac kazdemu z nich
warto$¢ tej cechy odpowiadajaca wojewddztwu do ktérego dany powiat nalezal. Au-
torka §wiadoma jest niedoskonatoSci takiego podejécia i w kolejnych pracach zamierza

2 Réznica pomiedzy liczba os6b wyjezdzajacych do pracy a liczba oséb przyjezdzajacych do pracy.



422 Hanna Gruchociak

zaprezentowac inny sposéb badania korelacji pomiedzy zmiennymi zdefiniowanymi na
réznych poziomach.

Dane na temat dojazdéw do pracy zaczerpnigto z opublikowanego przez Urzad
Statystyczny w Poznaniu badania na temat dojazdéw do pracy za rok 2006, oparte-
go na danych pozyskanych z zasobéw rejestrow podatkowych Ministerstwa Finanséw.
Wykorzystanie tego Zrédta zdeterminowalo ustanowienie badania na rok 2006.

Tabela 1.
Wspblczynniki korelacji liniowej Pearsona pomiedzy zmienna objasniang a zmiennymi objasniajacymi

Zmi biasniai
Zmienna objasniana fuenna ohjasajace
X X, Z
Y -0,775104 -0,427117 0,169644
p-value <22e7!6 <2,2¢716 0,0009734

Zrédlo: Opracowanie wiasne na podstawie danych BDL

W badaniu uwzgledniono wszystkie etapy komplikacji modelu opisane w czg-
Sci teoretycznej wraz z weryfikacjg poprawy dopasowania modelu po kazdym kroku.
Obliczenia wykonane zostaly przy pomocy biblioteki nlme® pakietu R 2.10.1. (por.
Pinheiro, Bates, 2000; Bliese, 2012).

4.2 WERYFIKACJA HIPOTEZY O DWUPOZIOMOWE] STRUKTURZE DANYCH, INACZEJ TEST
ANALIZY WARIANCII

Rozwazania rozpoczete zostang od weryfikacji hipotezy, czy Sredni poziom zmien-
nej objasnianej stosunek liczby pracujacych do ludnosci w wieku produkcyjnym w
powiatach rézni si¢ na poziomie istotnosci 0,05 pomiedzy wojewddztwami.

Jak zauwazono wyzej, szacowana zmienna okreslajaca stosunek pracujacych do
ludnosci w wieku produkcyjnym zalicza si¢ do zmiennych opisujacych aktywnosé
zawodowa, ktéra jest zalezna od stopnia rozwoju, ktéry z kolei rézni si¢ w prze-
kroju wojewddztw. W zwiazku z tym réwniez Sredni poziom badanej zmiennej w
grupach powiatéw nalezgcych do réznych wojewddztw rdzni si¢ znacznie pomiedzy
wojewddztwami. Najnizszy Sredni poziom badanej zmienne odnotowano w powiatach
stabo rozwinigtego wojewddztwa podlaskiego, wynosit on 0,21, co znaczy, ze zatrud-
nionych bylo tam okoto 20 procent os6b w wieku produkcyjnym. Z kolei w powiatach
wojewoddztwa §laskiego Sredni poziom stosunku zatrudnionych do ludnoSci w wieku
produkcyjnym wynosit az 0,43, co oznacza, ze zatrudnionych bylo tam wigcej niz
jedna trzecia os6b w wieku produkcyjnym (por. rys. 1). Statystyczna istotno$¢ omo-
wionego zréznicowania poziomu §$redniego poziomu badanej zmiennej w powiatach
réznych wojewddztw zostala zweryfikowana przy pomocy testu analizy wariancji. Na
jego podstawie mozna na poziomie istotnosci 0,05 twierdzié, ze wystepuje zréznicowa-

3 Nonlinear Mixed-Effects Models.
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Rysunek 1. Srednie wartosci badanej zmiennej wsréd powiatéw liczone w grupach (wojewédztwach)
Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie BDL

nie wojewddztw ze wzgledu na Srednig warto$¢ szacowanej zmiennej stosunek liczby
pracujacych do liczby oséb w wieku produkcyjnym. Upowaznia to do przyjecia zatoze-
nia o dwupoziomowej strukturze danych oraz do konstrukcji modelu dwupoziomowego
objasniajacego wartosci zmiennej Y.

4.3 KONSTRUKCJA MODELU

ETAP 0 Celem poréwnania w pdZniejszych etapach, wyznaczone zostaly dwie
funkcje regresji liniowej, pierwsza w ktérej nie uwzgledniono zadnych zmiennych
objasniajacych (dalej nazywana etap Oa):

Yi;=0,273812 +rf,  rf; ~ N (0;0,0108366).
(0,0054)

oraz druga, w ktérej jako zmienne objasniajace przyjeto dwie zmienne z pierwszego
poziomu (dalej nazywana etap Ob):

Y, = 0,388495 — 1, 181261 * Xy;; — 0,008116 * Xp;; + 12, ¥ ~ N (0;0,003307).
(0,0087)  (0,0473) (0,0008)

Dla obu modeli obliczone zostaly wybrane miary jakoSci dopasowania (por. tab. 2),
ktére beda punktem wyjscia do poréwnan w nastepnych etapach.

ETAP 1 W tym etapie zmienna Y;; objasniana jest wylacznie przez przynaleznos¢
powiatéw do wojewddztw, bez uzycia zmiennych obja$niajgcych. Ogdélny model w
wersji jednoréwnaniowej przyjmuje postaé:

Yij=0,271122 + ¢p; + 1], r}; ~N(0;0,010033), ef; ~ N (0;0,000766).
(0,0087)
Poréwnanie wynikéw z liniowa funkcja regresji bez zmiennych objasniajacych pozwoli
ocenié, czy samo uwzglednienie struktury dwupoziomowej poprawi precyzje szacunku.
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Tabela 2.
Wybrane kryteria oceny funkcji regresji liniowej
Etap Kryterium oceny
InL AIC BIC
etap Oa 313,3386 -622,6771 -614,8233
etap 0b 528,4533 -1048,907 -1033,220

Zrédlo: Opracowanie wiasne

Na podstawie otrzymanych wynikéw (por. tab. 3.), w szczegdlnosci niskiego praw-
dopodobieristwa popetnienia bledu pierwszego rodzaju dla statystyki y2, oceniajacej
poprawe wiarogodnos$ci modelu w stosunku do modelu ubozszego o losowy wyraz
wolny, mozna stwierdzi¢, ze nastgpila statystycznie istotna poprawa jakosci modelu.
Roéwniez wybrane kryteria oceny poprawy jakosci modelu wskazujg na jego wyzszos$é
nad modelem zwyklej regresji liniowej (por. tab. 2 i 3).

Tabela 3.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 1
oraz jego poréwnanie z etapem Oa

Etap Kryterium oceny vs etap Oa
AIC BIC InL Chi2 p-value
etap 1 -634,5586 -622,7779 320,2793 13,88151 0,0002

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie BDL

ETAP 2 W nastepnym etapie uwzgledniony zostat wplyw przynaleznosci kazdego
z powiatéw (i) do danego wojewddztwa (), jednak tylko w zakresie wyrazu wolnego.
Oznacza to, ze dopuszcza si¢ mozliwos$¢ zréznicowania powiatdow w przekroju woje-
wodztw ze wzgledu na liczbe os6b pracujacych, jednak nachylenie krzywej regresji
pozostanie state dla wszystkich wojewddztw.

W postaci ogélnej model opisany jest réwnaniem:

Y;; = 0,380805 — 1, 195488 % X,;; — 0,007748 + Xa;; + ell: + rll,
0,0117)  (0,0419) (0,0008)

ril ~ N (0;0,002519), e/ ~ N (0;0,000886).

Tak wyznaczony model moze by¢ traktowany jako bezposrednie rozwinigcie modelu
opisanego w etapie 1. Polega ono na dodaniu zmiennych obja$niajacych z pierwsze-
go poziomu. Model powyzszy jest réwniez rozwinigciem zwyklej regresji liniowej
z dwoma zmiennymi obja$niajacymi, opisanej w etapie Ob. Z tego wzgledu zastoso-
wano procedure oceniajgcg poprawe jakoSci dopasowania modelu wedlug przyjetych
kryteriéw w stosunku do obu z nich (por. tab. 4). Bardzo niskie prawdopodobieristwa
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popelienia btedu pierwszego rodzaju w obu testach wskazuja na zdecydowang popra-
we jakoSci modelu z etapu 2 w stosunku do obu modeli prostszych. Zatem wyznaczony
w etapie drugim model bedzie punktem wyjscia w kolejnym kroku. Pozostale kryteria
oceny jakoSci dopasowania modelu réwniez wskazuja na wyrazng przewage modelu
opisanego w tym etapie zaréwno nad modelem z etapu Ob jak i modelem z etapu 1
(por. tab. 4 z 2 i 3).

Tabela 4.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 2
oraz jego poréwnanie z etapem Ob oraz 1
Kryterium oceny vs etap 0b vs etap 1
Etap
AIC BIC InL Chi2 p-value Chi2 p-value
etap 2 | -1116,130 | -1096,522 | 563,0648 | 69,22312 | <,0001 | 485,571 | <,0001

Zrédto: Opracowanie wlasne

ETAP 3 W poréwnaniu z modelem z etapu drugiego, model wzbogacony zosta-
fo zmienng objasniajaca stosunek liczby oséb pracujacych do liczby os6b w wieku
produkcyjnym z poziomu wojewddztw. W wersji jednoréwnaniowej zapisa¢ mozna go
jako:

111 111

Yij = 0,218156 +0,511914 * Z;; — 1,201132 % X,;; — 0,007507 * Xp; + ef/ + rl]’,
(0,0524)  (0,1616) (0,0418) (0,0008)
riif ~ N (0;0,002518), ¢! ~ N (0;0,000509).

ij
Model ten jest rozwini¢gciem modelu z losowym wyrazem wolnym i zmiennymi ob-
jasniajacymi z poziomu powiatéw (etap 2), przez dodanie zmiennej objasniajacej z
poziomu wojewddztw. Zatem aby wprowadzenie go uznaé za zasadne, nalezy spraw-
dzié, czy jest lepszy od tego modelu. Poniewaz na poziomie istotnosci 0,0115 mozemy
twierdzi¢, ze wiarogodno$¢ modelu ze zmienng objasniajacg z drugiego poziomu jest
wyzsza od wiarogodno$ci modelu bez tej zmiennej (por. tab. 5), model ten uznajemy
za najlepszy z modeli dotad rozwazanych.

Tabela 5.
Wybrane kryteria oceny jakoSci dopasowania do danych modelu z etapu 3
oraz jego poréwnanie z etapem 2

Ki ] 2
Etap ryterium oceny vs etap
AIC BIC InL Chi2 p-value
etap 3 -1120,524 -1097,01 566,2618 6,393965 0,0115

Zrédto: Opracowanie wlasne

ETAP 4 W kolejnym etapie dopuszczona zostanie mozliwos$¢ zréznicowania woje-
wodztw nie tylko ze wzgledu na poziom szacowanej zmiennej, ale réwniez ze wzgledu
na ksztalt zaleznosci pomigdzy tg zmienng a zmiennymi objasniajacymi Xj;; oraz Xy;;.
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Rysunek 2. a) Linie regresji liniowej dla zmiennej X;; b) Linie regresji liniowej dla zmiennej X,

Zrédto: Opracowanie wlasne

W celu graficznej weryfikacji, dla ktorej ze zmiennych objasniajacych X;; oraz Xy;;
wspolczynnik kierunkowy zalezy od przynaleznosci powiatow do wojewddztwa wykre-
Slono linie regresji dla obu tych zmiennych i dla kazdego z wojewddztwa osobno. Na
podstawie tych wykresow zaobserwowano réznice w nachyleniach linii regresji dla obu
zmiennych. Wigksze réznice stwierdzono dla zmiennej stosunek liczby bezrobotnych
do liczby 0s6b w wieku produkcyjnym (por. rys. 2) Poniewaz jednak uwzglednienie
losowego charakteru wspofczynnika kierunkowego zmiennej X»;; nie poprawifo w spo-
s6b istotny jako$ci modelu w poréwnaniu z modelem bez losowych wspdiczynnikéw
kierunkowych (por. tab. 6) zdecydowano nie uwzglednia¢ losowego charakteru tego
wspotczynnika kierunkowego. Nastepnie sprawdzono, jak zmieni si¢ precyzja szacun-
ku dla modelu z losowym wsp6iczynnikiem kierunkowym dla zmiennej Xy;;. Poniewaz
uwzglednienie losowego charakteru wspoétczynnika kierunkowego przy Xi;; spowodo-
walo istotng poprawe jakosci modelu (por. tab. 7), w dalszych rozwazaniach przyjeto
model rozszerzony w ten sposéb.

Tabela 6.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 4, dla ulosowionego
wspotczynnika kierunkowego zmiennej X»;; oraz jego poréwnanie z etapem 3

Kryterium oceny vs etap 3

AIC BIC InL Chi2 p-value

Etap

Losowy wspotczynnik

Kierunkowy dla X, -1119,554 | -1088,202 | 567,7768 | 3,029897 | 0,2198

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Tabela 7.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 4, dla ulosowionego
wspoiczynnika kierunkowego zmiennej X,;; oraz jego poréwnanie z etapem 3

Kryterium oceny vs etap 3

AIC BIC InL Chi2 p-value

Etap

Losowy wspotczynnik

Kierunkowy dla X, -1153,599 | -1122,247 | 584,7993 | 37,07495 | <,0001

Zrédto: Opracowanie wlasne
Tak skonstruowany model w wersji jednoréwnaniowej ma postac:

Yij=0,2286 +0,4748 + Z;; + ¢ + (—1,43673 + €]) % X1;; = 0,00693 * X, + r1Y,
(0,0464) (0,1426) (0,0969) (0,0008)

ri ~ N (0;0,002183), ¢} ~ N (0;0,000366), i ~ N (0;0,09209).

ETAP 5 W modelu regresji liniowej dla losowego wyrazu wolnego oraz losowego na-
chylenia z dodanymi zmiennymi obja$niajacymi z poziomu wojewddztw dopuszczona
jest nie tylko mozliwo$¢ wplywu przynaleznosci powiatu do wojewddztwa na poziom
szacowanej zmiennej oraz ksztalt zalezno$ci pomiedzy nig a zmiennymi objasniaja-
cymi na poziomie powiatéw, ale takze objasniania szacowanej zmiennej na poziomie
powiatow przy pomocy zmiennej na poziomie wojewddztw. Tak wiec przyjeto, ze
wspotczynnik kierunkowy dla zmiennej Xj;; nie tylko rézni si¢ zaleznie od przyna-
leznosci powiatu do wojewddztwa, ale jest objasniany przez zmienng Z;; z poziomu
wojewodztw. Zmiana ta spowodowala zwiekszenie wiarogodnos$ci modelu. Wynik testu
x* pozwala poprawe ta uznaé ze istotna na minimalnym poziomie istotnosci 0,0209,
czyli na najcze¢sciej przyjmowanym poziomie istotno$ci 0,05 mozna stwierdzi¢ popra-
we. Kryterium AIC réwniez Swiadczy o poprawie jakosci modelu, jednak kryterium
BIC, surowiej ,.karzace” za szacowanie dodatkowych parametréw, model ten klasyfikuje
jako gorszy od poprzedniego (por. tab. 7 i 8). Po rozwazeniu powyzszych wynikéw
zdecydowano model z etapu pigtego przyjac jako koricowy.

Tabela 8.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modelu z etapu 5 oraz jego poréwnanie z
etapem 4
Etap Kryterium oceny vs etap 4
AIC BIC InL Chi2 p-value

etap 5 | -1156,934 | -1121,688 | 587,4671 | 5,335611 | 0,0209

Zrédlo: Opracowanie wiasne

Opisany powyzej model w wersji jednoréwnaniowe]j zapisany moze by¢ réwna-
niem:
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Yij=0,22+0,501%Zy; + ey, +(-2,488 + 3,278 % Zy; + e| ;) # X1; — 0,007 5 Xpi; + 1,
(0,0463) (0, 1422) (0,8187) (2,5433) (0,0008)

r}; ~ N (0;0,002175), g, ~ N (0;0,000358), e, ~ N (0;0,10136).

4.4 CALKOWITA POPRAWA DOPASOWANIA MODELU UZYSKANA DZIEKI METODOLOGII
MODELOWANIA DWUPOZIOMOWEGO

W tym akapicie przedstawiono poprawe jakosci szacunku uzyskang dzieki zasto-
sowaniu funkcji regresji z modelu opisanego w etapie pigtym w stosunku do zwyklej
regresji liniowej ze zmiennymi objasniajgcymi (etap Ob).

Tabela 9.
Wybrane kryteria oceny jakos$ci dopasowania do danych modeli z etapéw Ob i 5 oraz ich poréwnanie

Kryterium oceny
AlC BIC InL
etap Ob | -1048,907 | -1033,22 | 528,4533 Chi2 p-value
etap 5 | -1156,934 | -1121,688 | 587,4671 | 118,0276 | <,0001

Etap Etap 5 vs etap 0b

Zrédlo: Opracowanie wiasne

Przeprowadzenie ostatniego testu y° nie jest konieczne, poniewaz uzyskanie stop-
niowej poprawy dopasowania modelu w kazdym z etapéw jest gwarancjg uzyskania
poprawy catkowitej, poniewaz poprawa jakoSci modelu jest relacja przechodnig.

4.5 OSZACOWANIA ZMIENNEJ OBJASNIANE]

Na podstawie otrzymanej w etapie piatym funkcji regresji dokonano oszacowan
stosunku liczby 0s6b pracujacych do liczby oséb w wieku produkcyjnym w powiatach
wedlug wzoru:

Y = 0,22040 +0,50057 # Z;; + (-2, 48835 + 3,27839 * Zy,) X1y — 0, 00688 * Xa;.

Otrzymane oszacowania zblizone sa do warto$ci rzeczywistych dla wiekszoSci powia-
téw. Duze wartoSci reszt otrzymano jedynie dla kilku jednostek, jednak poza nieliczny-
mi obserwacjami odstajacymi, warto$ci oszacowan badanej zmiennej charakteryzowaty
si¢ dobrym dopasowaniem. Swiadczy¢ o tym moze bliska liniowej zalezno$¢ pomiedzy
warto$ciami empirycznymi oraz oszacowaniami zmiennej przedstawiona na wykresie 3.

Dla potowy powiatéw uzyskane z uzyciem modelu dwupoziomowego oszacowanie
réznito si¢ od faktycznej wartodci o nie wigcej niz 11 procent. W przypadku jednej
czwartej powiatéw uzyskano btad nie wiekszy niz 5 procent, z kolei tylko dla 10 procent
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Rysunek 3. Zalezno$¢ pomiedzy empirycznymi wartoSciami zmiennej stosunek liczby oséb pracujacych
do liczby 0s6b w wieku produkcyjnym a ich oszacowania przy pomocy opracowanej funkcji regresji
opartej na modelu dwupoziomowym, przekréj powiatéw, Polska 2006

Zrédto: Opracowanie wlasne

Tabela 10.

Parametry rozkltadu btedéw wzglednych oszacowan stosunku liczby oséb pracujacych do liczby oséb

w wieku produkcyjnym w powiatach przy zastosowaniu modelu dwupoziomowego

Procent

10

20

25

30

40

50

60

70

75

80

90

kwantyl

0,02

0,04

0,05

0,07

0,09

0,11

0,16

0,20

0,22

0,25

0,39

Zrédlo: Opracowanie wilasne

powiatéw otrzymano oszacowanie rdézniace si¢ od warto§ci empirycznej o wigcej niz

39 procent (por. tab. 10).

W celu uzyskania oszacowar liczby 0s6b pracujacych w przekroju powiatéw po-
mnozono oszacowany stosunek pracujacych do ludnosci w wieku produkcyjnym przez
liczbe ludnosci w wieku produkcyjnym. Tak otrzymane szacunki liczby os6b pracu-
jacych poréwnano z warto$ciami teoretycznymi uzyskanymi w wyniku zastosowania
klasycznej regresji liniowej. Przy zastosowaniu oszacowan opartych na opracowanym
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modelu dwupoziomowym, w poréwnaniu ze zwykla regresja liniowa, uzyskano wi-
doczng poprawe precyzji szacunku (por. rys. 4).
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model dwupoziomowy regresja liniowa
Rysunek 4. Rozklad blgdéw oszacowan liczby oséb pracujacych w powiatach przy zastosowaniu modelu
dwupoziomowego oraz zwyklej regresji liniowej
Zrédlo: Opracowanie wiasne

Rozktady btedéw oszacowan otrzymanych przy zastosowaniu modelu dwupozio-
mowego oraz klasycznej regresji liniowej sa do siebie zblizone. Charakteryzuja si¢
silng asymetrig prawostronng. W przypadku obu metod charakterystyki rozktadu bte-
déw, kwartyl pierwszy oraz drugi, sg zblizone, jednak kwartyl trzeci oraz najwigksze
nieodstajace wartoSci sa wyraZznie wicksze w przypadku klasycznej regresji liniowe;.
Wartos$¢ maksymalnego bledu uzyskanego przy zastosowaniu klasycznej regresji linio-
wej byla o 29 procent wigksza od maksymalnego bigdu otrzymanego przy zastosowaniu
podejscia dwupoziomowego.

5. PODSUMOWANIE

Dzigki zastosowania metodologii modelowania dwupoziomowego udato si¢ uzy-
ska¢ znaczng poprawe jakosci szacunku liczby os6b pracujacych w przekroju powiatow.
Swiadczy¢ o tym moze wzrost wartosci funkcji wiarogodnosci modelu dwupoziomo-
wego w stosunku do liniowej funkcji regresji z dwoma zmiennymi objasniajacymi (por.
tab. 9).

Dzigki metodologii modelowania dwupoziomowego udato si¢ uwzgledni¢ zrézni-
cowanie poziomu badanej cechy pomi¢dzy wojewddztwami, co nie byloby mozliwe
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przy zastosowaniu klasycznej funkcji regresji liniowej. Poprawifo to znacznie precy-
zje szacunku, poniewaz uwzgledniono zréznicowanie poziomu rozwoju gospodarczego
w przekroju wojewddztw. Uzyskano takze dodatkowa wiedzg¢ dzigki wykorzystaniu
zmiennych objasniajacych z drugiego poziomu, co takze przyczynilo si¢ do poprawy
jakosci szacunku. Potrzebe agregacji informacji dostepnych na réznych poziomach pod-
kreslajg w swojej pracy réwniez Tadeusz Bott, Kazimierz Krauze i Teodor Kulawczuk
(por. Bott, Krauze, Kulawczuk, 1985).

Warto podkresli¢ réwniez, ze skonstruowana zgodnie z omawianym schematem
modelowania dwupoziomowego funkcja regresji zawsze charakteryzowaé musi si¢ nie-
mniejszg wiarogodnos$cia od modelu regresji liniowej. Ponadto, jezeli badane zmienne
majg rzeczywiscie struktur¢ dwupoziomows, tak jak w przedstawionym przykladzie,
wiarogodno$¢ modelu dwupoziomowego jest znacznie wicksza. Jest tak dlatego, ze
model skonstruowany jest tak, ze wprowadzenie dodatkowych informacji nie moze
pogorszy¢ jego wiarogodnosci, jezeli komplikacja nie poprawia na zadanym poziomie
istotnosci jako$ci szacunku nie jest wcale wprowadzana.

W zwiazku z powyzszym, w przypadku badania zmiennych o strukturze dwu lub
wielopoziomowej, ktora charakteryzuje wiele ze zmiennych spoteczno-ekonomicznych,
stosowanie zwyklej regresji liniowej wiaze si¢ z utrata czgsci informacji, co z kolei
oznacza gorszg precyzje szacunku.

W dalszych opracowaniach przedstawiona zostanie konstrukcja estymatora opar-
tego na dwupoziomowej strukturze populacji oraz zmiennych w Statystyce Matych
Obszaréw w zakresie rynku pracy. Szczegdlna uwaga zostanie poswiecona sposobowi
doboru zmiennych objasniajacych z obu pozioméw.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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MOZLIWOSCI ZASTOSOWANIA MODELOWANIA DWUPOZIOMOWEGO W BADANIACH
EKONOMICZNYCH

Streszczenie

Gléwnym celem artykulu jest wykazanie przydatnos$ci metodologii modelowania dwupoziomowego
w szacowaniu warto$ci zmiennych spoteczno-ekonomicznych. W pierwszej czesci opracowania przed-
stawione zostang etapy konstrukcji modelu uwzgledniajacego dwupoziomowa struktur¢ badanej popu-
lacji oraz zmiennych. W czgdci drugiej przedstawiono przyklad zastosowania opisanej metodologii do
szacowania liczby os6b pracujacych w przekroju powiatéw. Jako jednostki drugiego poziomu przyjeto
wojewddztwa.

Dzigki zastosowaniu metodologii modelowania dwupoziomowego mozliwe jest uwzglednienie zréz-
nicowania poziomu badanej zmiennej oraz sily jej zalezno$ci ze zmiennymi objasniajagcymi pomi¢dzy
grupami. Ponadto, pozyskane zostaly dodatkowe informacje dzigki wprowadzeniu zmiennych objasniaja-
cych z drugiego poziomu, czyli dotyczacych catych grup.

W czgéci drugiej jako zmienne objasniajagce wykorzystane zostaly miedzy innymi wyniki unika-
towego badania przeprowadzonego w Urzedzie Statystycznym w Poznaniu, ktére dotyczyly przeptywow
zwigzanych z zatrudnieniem. Giéwnym Zrédiem informacji tego badania sg zasoby rejestréow podatkowych
Ministerstwa Finanséw. Dane te dotycza roku 2006 i jest to pierwsza informacja od 1988 roku dotyczaca
dojazdéw do pracy udostepniona przez GUS.

Przeprowadzone zostalo poréwnanie jako$ci szacunkéw otrzymanych przy pomocy omawianego po-
dejscia dwupoziomowego oraz klasycznej regresji liniowej. Otrzymane wyniki wskazujg na przewage
modelu dwupoziomowego.

Stowa kluczowe: modelowanie dwupoziomowe, ANOVA, czes$¢ losowa, dojazdy do pracy
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THE POSSIBILITY OF TWO-LEVEL MODELING USED IN ECONOMIC STUDIES

Abstract

The main objective of this paper is to demonstrate the usefulness of two-level modeling methodology
for estimating the socio-economic variables. In the first part of the paper one will present the model
construction stages taking the two-level structure of population and variables into account. In the second
part an example of using the above methodology for estimating the number of working people in cross-
section of counties is presented. Province were chosen as second-level unit.

With the two-level modeling methodology one can include variation of the level of the considered
variable and the strength of its dependencies with explanatory variables between the groups. Furthermore,
additional information has been obtained by using the explanatory variables from the second level —
concerning the entire group.

In the second part, as the explanatory variables, among others, the results of unique study in the
Statistical Office in Poznan which concerned the flow of employees were used. The main source of
information of this study are the fiscal records of the Ministry of Finance. These data concern the year
2006 and this has been the first information for commuting since 1988 provided by the Central Statistical
Office.

The comparison of the quality of estimates obtained using two-level approach and the classical linear
regression were conducted. The results show the advantage of two-level model.

Key words: two-level modeling, ANOVA, random component, commuting
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PAWEL OLSZA

MIERZENIE RYZYKA STOP PROCENTOWYCH: PRZYPADEK RYNKU
MIEDZYBANKOWEGO W POLSCE

1. WPROWADZENIE

Jednym z najlepiej rozwinigtych segmentéw Swiatowego rynku finansowego jest
obecnie rynek stopy procentowej. Zmiany poziomu rynkowych stop procentowych sg
niewatpliwie jednym z najwazniejszych wskaznikéw gospodarczych, wptywajacych za-
réwno na stope zwrotu, jak i poziom ryzyka zwigzany praktycznie z kazda inwestycja.
W zwigzku z tym pojawia si¢ potrzeba skonstruowania miar ryzyka stép procentowych
inwestycji. Pierwsza powszechnie stosowana miarg ryzyka stop procentowych byta mia-
ra duracji (Macaulay duration) zaproponowana przez Macaulaya (1938). Zostala ona
zbudowana przy zalozeniu, ze jedynym czynnikiem ryzyka stop procentowych jest ry-
zyko réwnoleglego przesunigcia poziomu rynkowych stép procentowych. Miara ta byta
wielokrotnie modyfikowana, wprowadzone zostaly pojgcia takie jak m.in. duracja mo-
dyfikowana (modified duration), duracja efektywna (effective duration) oraz miary wy-
korzystujace pojecie wypuklosci (convexity)! obligacji. Jednakze zatozenie wylacznie
réwnoleglego przesunigcia poziomu rynkowych stép procentowych, lezace u podstaw
miar bazujgcych na pojeciu duracji, pozostawato niezmienne. Pomiar ryzyka stép pro-
centowych z wykorzystaniem miar bazujacych na pojeciu duracji dawal dobre rezultaty,
dopoki gtéwnym czynnikiem wplywajacym na poziom rynkowych stép procentowych
byly przede wszystkim dziatania bankéw centralnych poszczegdlnych panstw skutku-
jace wysokg korelacja zmian poszczegdlnych rynkowych stép procentowych. Jednak
obserwowana od polowy lat osiemdziesiatych dwudziestego wieku liberalizacja ryn-
kéw finansowych oraz gwaltowny rozwdj rynku instrumentéw pochodnych sprawily,
ze zalozenie wystgpowania wylgcznie réwnolegtych przesuni¢é poziomu rynkowych
stop procentowych na ktérym zbudowano miare duracji, coraz czesciej doprowadzato
do niedoszacowania rzeczywistego poziomu ryzyka stop procentowych analizowanej
inwestycji. Kwestie zawodnoSci koncepcji duracji z wigkszym natezeniem zaczgto takze

! Opis poszczegdlnych miar ryzyka stép procentowych oraz praktycznych aspektéw ich stosowania
mozna znaleZz¢ m.in. w pracy Tuckmana (2002).
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podnosi¢ w literaturze przedmiotu” (m.in. Reitano, 1991; Reitano, 1992). Alternatywa
w tych okoliczno$ciach zaproponowang przez Ho (1992), stalo si¢ zastosowanie po-
dejScia bazujacego na mierzeniu wrazliwos$ci portfela na ruchy poszczegdlnych stép
rynkowych (key rate durations) sktadajacych si¢ na krzywa terminowa stép procen-
towych. Podejécie to zaktada jednak calkowity brak korelacji ruchéw stép dla po-
szczegblnych tenoréw krzywej terminowej stop procentowych, nie uwzglednia wiec
efektu dywersyfikacji ryzyka, uzyskiwane wyniki powodowaé moga przeszacowanie
rzeczywistego poziomu ryzyka stép procentowych. Co wigcej, nieuwzglednianie kore-
lacji zmian rynkowych stép procentowych w przypadku rozwigzywania zadania opty-
malizacyjnego, majacego na celu immunizacj¢ portfela z wykorzystaniem miary key
rate durations, skutkowalo obcigzonymi wynikami i niedopasowaniem instrumentéw
zabezpieczajacych do zabezpieczanej pozycji (por. np. Falkenstein, Hanweck, 1996).
Nieuwzglednianie korelacji miafo takze okreslone implikacje praktyczne, a mianowicie
powodowanie nadmiernego szumu informacyjnego oraz zawyzonych kosztéw transak-
cyjnych zwigzanych z wdrazaniem strategii zabezpieczajacych (por. np. Phoa, 2000).

Przedstawione powyzej zastrzezenia spowodowaly, ze obecnie do pomiaru ryzyka
stop procentowych coraz czesciej stosuje si¢ miary wykorzystujgce wyniki analizy
gtéwnych skltadowych (principal component analysis). Pozwala to na minimalizowanie
liczby analizowanych czynnikéw ryzyka oraz zwalnia z konieczno$ci uwzgledniania ich
wzajemnej korelacji. Jednoczesnie, umiej¢tne zastosowanie takiego rozwigzania daje
mozliwo$¢ pomiaru wrazliwosci analizowanej pozycji na obserwowane, rzeczywiste
zmiany poziomu rynkowych stép procentowych®. W literaturze przedmiotu spotykane
sa gtéwnie opracowania dotyczace rynku obligacji skarbowych (por. np. Alexander,
2008b; Trzpiot, 2010; Litterman, Scheinkman, 1991). Niniejszy artykul ma na celu
wzbogacenie literatury o prezentacje wynikéw uzyskanych przy zastosowaniu analizy
gtéwnych sktadowych dla rynku miedzybankowego, zwlaszcza w kontekscie wyko-
rzystania tych wynikéw w zarzadzaniu ryzykiem stopy procentowej. Artykul zwiera
réwniez wyniki badania empirycznego skuteczno$ci prezentowanych rozwigzan. Pre-
zentowane wyniki empiryczne bazuja na danych z polskiego rynku mig¢dzybankowego
w latach 2000-2010.

% Skondensowany opis mozliwych zmian poziomu rynkowych stép procentowych, wynikajacych
z nich zmian ksztaltu krzywej terminowej stép procentowych oraz ich wptywu na stopy zwrotu z wdra-
zanych strategii inwestycyjnych mozna znalezé w Fabozzi (2007).

3 Opis podstaw analizy gtéwnych sktadowych znaleZé mozna m.in. w pracach: Ostasiewicz (1998)
oraz Theil (1979). Wyprowadzenie metody oraz jej gtéwne zalozenia opisane zostaly m.in. w Hotelling
(1933). Oméwienie metody analizy gléwnych sktadowych ze szczegélnym uwzglednieniem zastosowania
jej w praktyce finansowej znaleZ¢ mozna np. w Alexander (2008a).
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2. ANALIZA GLOWNYCH SKELADOWYCH JAKO NARZEDZIE POMIARU RYZYKA STOP
PROCENTOWYCH

W tej czesci artykutu zostaly zaprezentowane (za: Alexander, 2008b; Jolliffe, 2002)
podstawowe pojecia i definicje zwigzane z analiza gtéwnych sktadowych. Przedstawio-
no takze wyprowadzenie zalezno§ci pozwalajacych na pomiar ryzyka stép procento-
wych z wykorzystaniem analizy gtéwnych sktadowych.

Moéwimy, ze v jest wektorem wiasnym (eigenvector) macierzy A jezeli istnieje taka
liczba A, ze spetnione jest nastepujgce réwnanie:

Av=2Av. (D

Liczba A jest nazywana wartoScig wlasng (eigenvalue) macierzy A zwigzang z wektorem
wlasnym v. Kazda macierz moze mie¢ tyle wektoréw wiasnych ile wynosi jej wymiar.

Niech X oznacza macierz o wymiarach (7" X n), prezentujaca ewolucje w czasie
pozioméw rynkowych stép procentowych postaci:

ARl’l ARl’n
X = )
ARz .. ARy
przy czym
AR;;=R;;—R;_1, 3)

gdzie R; ; jest poziomem rynkowej stopy procentowej o numerze i (i =1,...,7 ) w mo-
mencie j (j =1,...,n). Aby zaprezentowaé wzajemne zalezno$ci w zmianach poziomow
rynkowych stép procentowych nalezy utworzy¢ na podstawie macierzy X macierz ko-
wariancji A o wymiarach (n X n).

Bazujac na wyznaczonych wektorach wlasnych, mozna dokonaé rzutowania macie-
rzy X na wektory wlasne i utworzy¢ nowa macierz P o wymiarach (7" X n). Macierz ta
nazywana jest macierza gtéwnych sktadowych, a bedace jej elementami giéwne sktado-
we sg nieskorelowane i wprowadzajgq dodatkowg informacje o analizowanym zjawisku.
Poszczegdlne gtéwne sktadowe interpretowaé mozna jak zbidr niezaleznych od siebie
czynnikéw wplywajacych na analizowane zjawisko, w tym przypadku na krzywg termi-
nowg stép procentowych. Rzutowanie przeprowadzi¢ mozna wykorzystujac nastgpujaca
zalezno$¢:

P=XW, “4)

gdzie W jest (n X n) wymiarowg macierza wektoréw wilasnych macierzy A. Poniewaz
macierz A, jako macierz kowariancji, jest z definicji macierza symetryczng, stad tez
macierz W, na podstawie wiasno$ci wektoréw wlasnych, jest macierzg ortogonalng, a
wiec W™ = W’. Wykorzystujac ta wlasno$é, zalezno$é (4) przeksztalcié mozna do
postaci:

X=PW. (5)
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Zalezno$¢ (5) wskazuje, ze zmiany pozioméw rynkowych stép procentowych przedsta-
wi¢ mozna za pomocg odpowiedniej liniowej kombinacji nieskorelowanych gtéwnych
sktadowych danych macierzg P oraz odpowiadajacych im wektoréw wtasnych danych
macierza W.

Zastosowanie analizy gléwnych sktadowych w zarzadzaniu ryzykiem stopy pro-
centowej umozliwia redukcje liczby analizowanych czynnikéw ryzyka. Jednoczesnie
wymagane jest, aby wyjasniany poziom zmienno$ci rynkowych stép procentowych po-
zostawal odpowiednio wysoki. Catkowity poziom zmiennoSci analizowanego procesu
opisywanego przez elementy macierzy X réwny jest sumie poszczegdlnych wartosci
wilasnych macierzy kowariancji A. Stad tez procent calkowitej zmiennosci wyjasniany
przez k pierwszych gléwnych skltadowych macierzy A dany jest nastepujaca zalezno-
Scig;

&>~

Exp; = 100%, (6)

&~

Il
—_

gdzie Exp;, oznacza procent calkowitej zmienno$ci wyjasnianej przez k pierwszych
gtéwnych skladowych (k<n) oraz A; oznacza warto$¢ wilasng odpowiadajaca gtéwnej
sktadowej o numerze i.

Przy wybieraniu odpowiedniej liczby wykorzystywanych gtéwnych sktadowych
kierujemy si¢ tym, aby wyjasniany poziom zmiennosci byl nadal odpowiednio wyso-
ki, zazwyczaj minimalne warto$ci graniczne przyjmowane sg na poziomie 90% lub
95% (por. np. Alexander, 2008b). Pozadany procent wyjasnianego poziomu zmienno-
$ci mozna uzyskaé wybierajac te elementy wektorow wilasnych, dla ktérych wartosci
wlasne A przyjmuja najwieksze wartosci. Stad tez uzyskiwane w rezultacie zastosowa-
nia analizy gléwnych skfadowych wektory wlasne sg szeregowane wedlug malejgcych
odpowiadajacych im wartos$ci wtasnych.

Wykorzystujac réwnanie (5), zmiany pozioméw n obserwowalnych rynkowych stép
procentowych mozna opisaé za pomocg ewolucji w czasie k gtéwnych sktadowych (przy
czym, aby zastosowanie analizy gtéwnych sktadowych miato sens, wymaga si¢, aby k
<n). Zastosowanie analizy gléwnych sktadowych powinno wigc w efekcie prowadzié
do redukcji liczby analizowanych czynnikéw ryzyka.

Kolejnym etapem analizy jest przetozenie wplywu zmian poziomdéw analizowanych
czynnikéw ryzyka na zmiany warto$ci analizowanego portfela/ instrumentu finansowe-
go. W przypadku analizy ryzyka stép procentowych powszechnie wykorzystywang jest
oparta na koncepcji key rate durations, miara PVO1 (present value of an 01 basis
point) obrazujaca zmiang¢ wartosci portfela/ instrumentu finansowego pod wplywem
zmian wybranej rynkowej stopy procentowej o jeden punkt bazowy w gére (por. np.
Alexander, 2008b). Zaleznos¢ te przedstawi¢ mozna za pomoca nastepujacego rownania
(por. np. Flavell, 2010):

AFV; = PVOL;R;, @)
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gdzie AFV; oznacza zmian¢ wartoSci analizowanego instrumentu finansowego pod
wplywem zmiany i-fej stopy procentowej; PVO01; oznacza wrazliwo$¢ analizowanego
instrumentu na zmiane i-fej stopy procentowej o jeden punkt bazowy w gére (PVO1)
oraz AR; oznacza wyrazong w punktach bazowych zmian¢ poziomu i-fej stopy pro-
centowe;j.

Przyktadowo, miara PVO1 réwna -2000 PLN, wskazuje, ze przy wzroscie poziomu
stopy procentowej o jeden punkt bazowy w goére, warto$¢ analizowanego instrumentu
spadnie o 2000 PLN.

CaloSciowa wrazliwo$¢ wartoSci analizowanego portfela/ instrumentu na zmiany
wszystkich analizowanych stép procentowych wyrazi¢ mozna zalezno$cia:

n n
AFV =Y FVi= ) (PVOI;AR)). )
i=1 =1

=

Nastepnie wykorzystujac wskazania miary PVO1 oraz réwnanie (8) mozna wyzna-
czy¢ miary wrazliwosci analizowanego portfela/ instrumentu finansowego na zmiany
poszczegdlnych giéwnych skladowych. Wykorzystujac réwnanie (5) oraz bazujac na
wlasno$ciach mnozenia macierzy, zmiane i-fej stopy procentowej wyrazong w punktach
bazowych przedstawi¢ mozna za pomocg réwnania:

AR[ =W Pi+..+ Wi k Pk, (9)

gdzie w;; oznacza element wektora wlasnego o numerze j odpowiadajacy rynkowej
i-tej stopie procentowej oraz P; oznacza wartoS¢ gtéwnej sktadowej o numerze j, przy
czym k odpowiada liczbie gléwnych sktadowych branych pod uwage w analizie ryzyka
stop procentowych danej pozycji, a wigc obecnie j =1,...,k (<n).

Niech wrazliwo$¢ analizowanego portfela/ instrumentu finansowego na zmiany
poszczegblnych gtéwnych sktadowych bedzie dana nastepujagcym réwnaniem:

n
PC;= > PVOLiw,, (10)
i=1
gdzie PC; oznacza wrazliwos¢ analizowanego portfela/ instrumentu finansowego na
zmian¢ gtéwnej sktadowej o numerze j.
Woéwczas zmiany warto$ci analizowanego portfela/instrumentu finansowego ze
wzgledu na poszczegdlne gltéwne sktadowe mozna wyrazi¢ nastepujacy zaleznoscia:

AFV =

k
‘ (PC;P)). (11)

j=1

3. ANALIZA GLOWNYCH SKEADOWYCH — WYNIKI DLA RYNKU POLSKIEGO

W niniejszej czg¢Sci artykutu przedstawione zostaly aspekty praktyczne zwigzane
z wykorzystaniem analizy gléwnych sktadowych jako narzgdzia pomiaru ryzyka stép
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procentowych. Zaprezentowane zostaly takze wyniki wtasnych analiz oszacowan gléw-
nych sktadowych bazujacych na danych z polskiego rynku miedzybankowego za okres
od 5 wrzesnia 2000 roku do 19 listopada 2010 roku.

Podstawowa kwestia mogacq mie¢ wpltyw na jako$¢ oszacowan poziomu ryzyka
stép procentowych z wykorzystaniem analizy gléwnych sktadowych jest wybér danych
rynkowych. W literaturze spotykane sg podejScia bazujgce na teoretycznych stopach ze-
rokuponowych (por. m.in. Alexander, 2008b; Trzpiot, 2010), jak réwniez rozwiazania
wykorzystujace notowania rynkowych instrumentéw finansowych takich jak depozy-
ty rynku miedzybankowego, rynkowe notowania kontraktéw IRS (por. m.in. Baygun,
Showers, Cherpelis, 2000; Phoa, 2000). Autorzy wykorzystujacy notowania rynkowe
wskazujg na wiekszg intuicyjno$¢ uzyskiwanych miar ryzyka stép procentowych, po-
zwalajaca na ich odnoszenie do zmian poziomdéw stép procentowych obserwowanych
bezposrednio na rynku. Réwnoczesnie, prezentowane przez nich wyniki wskazuja brak
wigkszych réznic w oszacowaniach uzyskiwanych w ten sposéb miar ryzyka w stosun-
ku do miar bazujacych na teoretycznych stopach zerokuponowych (por. m.in. Baygun,
Showers, Cherpelis, 2000). Rozwiazanie to wykorzystane zostalo takze w niniejsze;j
pracy.

Zmiany rynkowych stép procentowych uzyskiwane w podejsciu bazujagcym na no-
towaniach rynkowych instrumentéw finansowych przekladane sg na zmiany analizowa-
nych pozycji poprzez wykorzystanie odpowiedniej krzywej dyskontowej. Bazujac na
krzywej dyskontowej uzyska¢ mozna oszacowania parametréw miary PVO1 odpowiada-
jace poszczegdlnym analizowanym stopom rynkowym. Stad tez poprawnos$¢ konstrukcji
krzywej dyskontowej ma bezposrednie przetozenie na jako$¢ uzyskiwanych wskazan
miar ryzyka stopy procentowe;j”.

Jako$¢ uzyskiwanych miar ryzyka stopy procentowej zalezy w réwnie duzym stop-
niu od stabilno$ci i niezmienno$ci w czasie uzyskiwanych dzigki zastosowaniu anali-
zy gtéwnych sktadowych wartosci wektoréw wilasnych (por. m.in. Baygun, Showers,
Cherpelis, 2000; Falkenstein, Hanweck, 1996). W szczegdlnosSci, czynnikami mogacy-
mi mie¢ wplyw na jako$¢ uzyskiwanych oszacowan sg zakres wykorzystywanych w
analizie instrumentéw rynkowych oraz przedzial czasu na podstawie ktérego analiza
byta przeprowadzana.

Ponizej przedstawione zostaly wyniki przeprowadzonych przez autora badan od-
dziatywan poszczeg6lnych, wymienianych w literaturze czynnikéw. Analizy zostaly
przeprowadzone na podstawie danych z polskiego rynku migdzybankowego za okres od
5 wrzesnia 2000 roku do 19 listopada 2010 roku. Charakterystyka wykorzystywanych
danych zostala przedstawiona w tabeli 1.

Rysunek 1 ilustruje ewolucje w czasie stép procentowych wykorzystywanych w
badaniu w latach 2000-2010.

W poczatkowym okresie mialo miejsce radykalne obnizanie si¢ rynkowych stép
procentowych dla wszystkich terminéw zapadalnoSci z poziomu okoto 20% p. a. do

* Szczegblowy opis procedury konstrukcji krzywej dyskontowej znalezé mozna m.in. w Ron (2000).
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Tabela 1.
Charakterystyka danych rynkowych wykorzystywanych w analizie
Oznaczenie
L.p. | Oznaczenie | Charakterystyka systemu
Reuters

| IM Oproce?nFowame depo/Z}./tow Fynlku miedzybankowego PLNIMD=
o terminie zapadalnoSci 1 miesiac

’ M Oproce?nFowame depo/Z}./tow Fyn'ku miedzybankowego PLN3MD=
o terminie zapadalnos$ci 3 miesigce

3 6M Oproce?nFowame depo/Z}./tow Fyn'ku miedzybankowego PLN6MD=
o terminie zapadalnosci 6 miesigcy

4 oM Oproce?nFowame depo/Z}./tow fyn'ku miedzybankowego PLNOMD=
o terminie zapadalnosci 9 miesigcy

5 IYR Oproce?nFowame kontfaktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB3W1Y=
o terminie zapadalnosci 1 rok

6 YR Oprocgn?owame kontfaktu wymiany procentowe] (IRS) PLNAB6W2Y=
o terminie zapadalno$ci 2 lata

7 3YR Oprocgn?owame kont{aktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB6W3Y=
o terminie zapadalnosci 3 lata

3 AYR Oprocgn?owame kont{aktu wymiany procentowe] (IRS) PLNAB6WAY =
o terminie zapadalnosci 4 lata

9 SYR Oprocgn?owame kont{aktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB6WSY=
o terminie zapadalnosci 5 lat

10 6YR Oprocgn?owame kont{aktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB6W6Y =
o terminie zapadalnosci 6 lat

1 YR Oprocgn?owame kont{aktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB6W7Y=
o terminie zapadalnosci 7 lat

12 QYR Oprocgn?owame kont{aktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB6WSY=
o terminie zapadalnosci 8 lat

13 OYR OprocgnFowame kont{aktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB6WOY =
o terminie zapadalnosci 9 lat

14 10YR OprocgnFowame kont{aktu wymiany procentowej (IRS) PLNAB6W10Y=
o terminie zapadalnosci 10 lat

Zrédio: Opracowanie wiasne na podstawie danych z systemu Reuters.

okoto 5% p. a. Poczawszy od 2003 roku mozna zaobserwowac fluktuacj¢ rynkowych
stop procentowych dla wszystkich terminéw zapadalnos$ci wokoét wartosci 5% p. a.
Poszczegdlne analizy gtéwnych skladowych bazowaly na tygodniowych zmianach (wy-
razonych w punktach bazowych) stép procentowych zaprezentowanych w tabeli 1.

Ze zbioru otrzymywanych gitéwnych skladowych kazdorazowo wybierano trzy
gtéwne sktadowe o najwickszym udziale w procencie wyjasnianej catkowitej zmien-
nosci procesu. W celu zbadania stato$ci oszacowan warto$ci wektoréw wlasnych okres
analizy podzielony zostal na trzy roztaczne podokresy. Podokres I obejmujgcy dane od
5 wrzesnia 2000 roku do 26 grudnia 2003 roku (173 obserwacje). W podokresie tym
miafo miejsce radykalne obnizanie si¢ poziomu rynkowych stép procentowych. Wy-
odrgbnienie tego podokresu miato na celu zbadanie wplywu silnego ruchu wszystkich
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Rysunek 1. Ewolucja w czasie krzywej terminowej stop procentowych na polskim rynku
mi¢dzybankowym w latach 2000-2010

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

stép procentowych (w analizowanym réwnoleglego przesunigcia stop procentowych
dla wszystkich tenoréw w dét) na otrzymywane oszacowania gtéwnych sktadowych.
Podokres II obejmujacy dane od 2 stycznia 2004 roku do 28 grudnia 2007 roku (209
obserwacji). W podokresie tym stopy procentowe dla wszystkich terminéw zapadalno-
Sci fluktuowaty wokdét wartoéci 5% p. a. Wyodrebnienie tego podokresu miato na celu
zbadanie otrzymywanych oszacowan gtéwnych sktadowych w ,,normalnych” warunkach
rynkowych. Podokres III obejmujacy dane od 4 stycznia 2008 roku do 19 listopada 2010
roku (151 obserwacji). Podokres ten obejmuje zaburzenia obserwowane na §wiatowych
rynkach finansowych zwigzane z bankructwem banku Lehman Brothers ogloszonym
15 wrze$nia 2008 roku. Wyodrebnienie tego podokresu mialo na celu zbadanie otrzy-
mywanych oszacowan giéwnych sktadowych w warunkach kryzysowych. Jednocze$nie
starano si¢, aby dtugos¢ poszczegdlnych podokreséw byla zblizona.

Obliczenia przeprowadzono wykorzystujagc dodatek do programu MS Excel przy-
gotowany przez Foxes i zawierajacy oprogramowanie z zakresu algebry macierzy”.

Rysunek 2 przedstawia oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego pierwszej
gtéwnej sktadowej odnoszacego sie do trzech wyodrebnionych podokreséw w wariancie
petnego zbioru danych.

W celu dokonania oceny wptywu zakresu wykorzystywanych danych rynkowych
na jako$¢ uzyskiwanych oszacowarn, przeprowadzono analogiczng analize opartg o dane
obejmujgce wylgcznie notowania instrumentéw finansowych o okresie zapadalnosci co

5 Dodatek ten jest dostepny w Internecie pod adresem: http://digilander.libero.it/foxes/matrix.zip [do-
step: 6 stycznia 2011 roku].
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Rysunek 2. Oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego pierwszej gléwnej sktadowej dla petnego
zbioru danych

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

najmniej jeden rok, tj. notowar kontraktéw wymiany procentowej (IRS)®. Rysunek 3
przedstawia oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego pierwszej gtéwnej skta-
dowej odnoszacego si¢ do trzech wyodrebnionych podokreséw w przypadku danych
dotyczacych stép o okresie zapadalno$ci co najmniej jednego roku.
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Rysunek 3. Oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego pierwszej gtéwnej sktadowej dla danych
obejmujacych stopy o okresie zapadalnosci co najmniej 1 roku

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Wyniki oszacowan warto$ci wektora wlasnego odpowiadajacego pierwszej gtow-
nej skladowej, wskazuja, ze zakres danych ma istotne znaczenie dla uzyskiwanych
rezultatéw. Dla stép procentowych o okresie zapadalnos$ci powyzej jednego roku uzy-

® Oméwienie zagadniei zwigzanych z kontraktami wymiany procentowej (IRS) oraz konstrukcja
krzywej dyskontowej bazujacej na ich notowaniach znaleZ¢ mozna m.in. w Flavell (2010).
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skane wyniki sg dostrzegalnie bardziej stabilne niz dla stép procentowych o krot-
szych terminach zapadalno$ci. Analizujac uzyskane wartoSci, mozemy interpretowac
pierwsza gtéwna sktadowa jako czynnik ryzyka odpowiadajacy za réwnolegle przesu-
niecie stop procentowych dla wszystkich terminéw zapadalnosci. Poniewaz poziomy
stép procentowych o okresie zapadalnosci do jednego roku zalezg silnie od aktualnych
dziatari banku centralnego, w szczegdlnosci od prowadzonych w ramach ksztattowa-
nia polityki pieni¢znej dziatari dotyczacych ptynnosci rynku mi¢dzybankowego (por.
np. Tuckman, 2002), wptyw przesunig¢cia réwnoleglego (pierwszej gtéwnej sktadowej)
jest dla tych stép mniejszy niz dla stop o dluzszych terminach zapadalnos$ci. Efekt
ten jest zaznaczony w III podokresie obejmujacym lata 2008-2010. Kryzys plynnosci
rynku migdzybankowego w tym okresie spowodowal, ze wplyw pierwszej gféwnej
sktadowej na stopy procentowe o okresie zapadalnoSci do jednego roku byt bliski ze-
ru. W analizowanym podokresie stopy procentowe o okresie zapadalnosci do jednego
roku reagowaly giéwnie na dzialania banku centralnego, majace na celu podniesienie
ptynnosci rynku migdzybankowego. W przypadku st6p procentowych o dtuzszych okre-
sach zapadalnoSci istotne znaczenie zaczynaja odgrywaé oczekiwania inflacyjne oraz
premia za ptynnos¢ (por. np. Ziarko-Siwek, Kaminski, 2003). Poniewaz ekspansywna
polityka pienigzna skutkuje wzrostem oczekiwan inflacyjnych (por. np. Przybylska-
Kapusciniska, 2008), w zwiazku z tym, o ile dzialania banku centralnego w latach
2008-2010 skutkowaly niewielkim wpltywem zmian pierwszej gtéwnej sktadowej na
stopy procentowe o okresie zapadalnosci od jednego roku, to oczekiwania inflacyj-
ne wywotane tymi dziataniami warunkowaty wzrost stop procentowych dla diuzszych
okreséw zapadalnos$ci. Powyzsze zaleznoSci przektadatly si¢ takze na procent calkowitej
zmienno$ci wyjasnianej przez pierwszg gléwng sktadowa. W tabeli 2 zawarto stopien
wyjasnienia calkowitej zmienno$ci procesu przez pierwszg, druga oraz trzecig oraz
Tacznie wszystkie trzy pierwsze gltéwne sktadowe.

Tabela 2.
Stopient wyjasnienia catkowitej zmiennoSci procesu przez pierwsza, druga i trzecig oraz tacznie
wszystkie trzy gtéwne sktadowe (w procentach)

Pierwsza gliéwna Druga giéwna Trzecia giéwna Glowne sktadowe
Podokres skladowa skladowa skladowa lacznie
Stopy Stopy Stopy Stopy

Pelen | o okresie | Pelen | o okresie | Pelen | o okresie | Pelen | o okresie
zakres| zapadalno$ci| zakres| zapadalnoSci| zakres| zapadalno$ci| zakres | zapadalnosci
danych| co najmniej | danych| co najmniej | danych| co najmniej | danych| co najmniej
1 roku 1 roku 1 roku 1 roku

2000-2003|70,14%| 91,19% |16,94% 5,98% 5,36% 1,59% 92,44%| 98,76%

2004-2007/76,34%| 94,20% |13,54% 4,08% 4,37% 1,01% 94,25%| 99,30%

2008-2010[76,81%| 93,45% 13,69% 4,29% 3,16% 1,02% 93,66%| 98,76%

Zrédito: Opracowanie wlasne.
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Analizujac przedstawione w niej dane mozna zauwazy¢, ze réznice w procencie
calkowitej zmienno$ci wyjasnianej przez pierwszg gtéwng sktadowa sg dosy¢ znaczace.
Wyzsze wartoSci procentu wyjaSnianej catkowitej zmiennoSci dla ograniczonego za-
kresu danych potwierdzajg teze o réznych czynnikach wptywajacych na ewolucje stép
procentowych o okresach zapadalno$ci do jednego roku oraz dla stép procentowych o
okresach zapadalno$ci co najmniej jeden rok. R6znorodnos¢é czynnikéw wplywajacych
na te dwa segmenty powoduje zmniejszenie procentu wyjas$nianej zmiennoSci przez
czynnik ryzyka jakim jest réwnolegte przesuniecie krzywej terminowej stép procento-
wych.

Powyzsze wnioski znajdujg potwierdzenie w analizie oszacowan wektoréw wia-
snych odpowiadajacych drugiej oraz trzeciej gléwnej sktadowej. Rysunek 4 prezentuje
oszacowania wartoSci wektora wlasnego odpowiadajacego drugiej gtéwnej sktadowe;j
odnoszacego si¢ do trzech wyodrebnionych podokreséw w wariancie pelnego zbioru
danych.
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Rysunek 4. Oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego drugiej gléwnej skladowej dla pelnego
zbioru danych

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Rysunek 5 przedstawia oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego drugiej
gtéwnej sktadowej odnoszacego sie¢ do trzech wyodrebnionych podokreséw w przypad-
ku danych dotyczacych stép o okresie zapadalnosci co najmniej jednego roku.

Podobnie jak w przypadku pierwszej gtéwnej sktadowej, wyniki oszacowai war-
toSci wektora wlasnego odpowiadajacego drugiej giéwnej sktadowej, wskazuja, ze za-
kres danych ma istotne znaczenie dla uzyskiwanych rezultatéw. Ta giéwna sktadowsq
interpretowaé mozna jako czynnik ryzyka odpowiadajacy za wypietrzenie (wzrost stop
procentowych dla dtugich terminéw zapadalnos$ci, przy jednoczesnym spadku stép pro-
centowych dla krétkich terminéw zapadalnosci) lub sptaszczenie (spadek stép procen-
towych dla diugich terminéw zapadalnosci, przy jednoczesnym wzroscie stop procen-
towych dla krétkich terminéw zapadalno$ci) krzywej terminowej stép procentowych.
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Rysunek 5. Oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego drugiej gtéwnej sktadowej dla danych
obejmujacych stopy o okresie zapadalnos$ci co najmniej 1 roku
Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Ksztatt wykreséw dla obu zakreséw danych jest do$¢ podobny, nalezy jednak zwrdcié
uwage na réznice w wartoSciach odpowiadajgcych stopom procentowym o tym samym
terminie zapadalnoSci. W przypadku stép procentowych o terminach zapadalnosci trzy
i cztery lata w przypadku pelnego zakresu danych uzyskane oszacowania wskazujg ne-
gatywny wplyw zmian drugiej gtéwnej sktadowej, za§ w sytuacji ograniczonego zbioru
danych sygnalizowany jest pozytywny wplyw zmian tejze gléwnej skladowej. Réznice
sa takze widoczne w przypadku analizy procentu catkowitej zmiennoSci wyja$nianej
przez druga gléwna skladowg zaprezentowane w tabeli 2. Wyzszy procent catkowitej
zmiennoSci wyjasniany przez druga gtéwng skladowg w przypadku oszacowan dla
petnego zakresu danych potwierdza wnioski otrzymane na podstawie analiz dla pierw-
szej gléwnej sktadowej. Druga gtéwna sktadowa odpowiada za przeciwstawne ruchy
stop procentowych dla dtugich oraz krétkich terminéw zapadalnosci, stad tez wyzszy
procent zmiennoSci wyjasniany przez tg gtéwng skladowq implikuje wyzsze znaczenie
tego typu ruchéw w ewolucji krzywej terminowej stop procentowych oraz potwierdza
hipotezg o réznych czynnikach wptywajacych na ewolucje stép procentowych o okre-
sach zapadalnosci do jednego roku oraz dla stop procentowych o okresach zapadalnosci
powyzej jednego roku.

Ostatnim z analizowanych wektoréw wiasnych byl wektor odpowiadajacy trzeciej
gtéwnej sktadowej. Rysunek 6 prezentuje oszacowania warto$ci wektora wlasnego od-
powiadajgcego trzeciej gtéwnej sktadowej odnoszacego si¢ do trzech wyodrebnionych
podokreséw w wariancie petnego zbioru danych.

Rysunek 7 przedstawia oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego trzeciej
gtéwnej sktadowej odnoszacego sie do trzech wyodrgbnionych podokreséw w przypad-
ku danych dotyczacych stép o okresie zapadalnoSci co najmniej jednego roku.

Uzyskane tutaj spostrzezenia sa zbiezne z prezentowanymi w literaturze wnioskami
dla rynkéw zagranicznych (por. m.in. Baygun, Showers, Cherpelis, 2000; Falkenstein,



446 Pawet Olsza

0.80

U]
0,60 - L
L

v
020 Ve, e =t uw o]
‘\;x __,.---."‘““-‘u_. il
0,00 — — . S=l=7" ,
N B
-0,20 - E2® o Ly
"..\\ ,.,rt"..,—

-0,40 - -.. = .s~\=' e
-0,60

IM 3M 6M 9M 1YR 2YR 3YR 4YR 5YR 6YR 7YR 8YR 9YR 10YR

«o+®-- PodokresI = 48--PodokresIl PodokresIII

Rysunek 6. Oszacowania wektora wlasnego odpowiadajgcego trzeciej gldwnej skiadowej dla petnego
zbioru danych

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Rysunek 7. Oszacowania wektora wlasnego odpowiadajacego trzeciej gtéwnej sktadowej dla danych
obejmujacych stopy o okresie zapadalnosci co najmniej 1 roku

Zrédio: Opracowanie wilasne.

Hanweck, 1997; Phoa, 2000). Oszacowania warto$ci wektora wlasnego odpowiadaja-
cego trzeciej giownej sktadowej cechujg si¢ najmniejszg stabilnoscig, co przeklada si¢
réwniez na stabilno$¢ uzyskiwanych za ich pomoca wynikéw pomiaru ryzyka. Tutaj
gtéwna sktadowq interpretowaé mozna jako czynnik ryzyka odpowiadajacy za zwiek-
szenie/ zmniejszenie wypuklioSci (wzrost/spadek stép procentowych dla dlugich [np.
powyzej 7 lat] oraz krétkich terminéw zapadalnosci [np. do 2 lat], przy jednoczesnym
spadku/wzroscie stép procentowych dla Srednich terminéw zapadalnosci) krzywe;j ter-
minowej stop procentowych.

Odwotujac si¢ ponownie do tabeli 2, w przypadku ograniczonego zakresu wyko-
rzystywanych danych, obejmujacego wylacznie stopy procentowe o terminie zapadal-
no$ci co najmniej jednego roku procent catkowitej zmiennos$ci wyjasniany przez trzecig
gtéwng sktadowa jest dostrzegalnie mniejszy niz w przypadku petnego zakresu danych.
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Relatywnie wyzszy procent zmiennoSci wyjasniany przez trzecig gtéwng skladowsg
w przypadku oszacowan dla pelnego zakresu danych potwierdza hipoteze¢ o réznych
czynnikach wptywajacych na ewolucje stép procentowych o okresach zapadalnosci do
jednego roku oraz dla stép procentowych o okresach zapadalno$ci co najmniej jednego
roku.

Podsumowujac otrzymane wyniki, jakkolwiek procent catkowitej zmiennoSci wy-
jasniany przez pierwsze trzy gtéwne skladowe jest we wszystkich analizowanych pod-
okresach zblizony, to jednak zakres wykorzystywanych w analizie danych rynkowych
moze mie¢ znaczacy wplyw na uzyskiwane wyniki, w szczeg6lnoSci na miary ryzy-
ka stép procentowych dane réwnaniem (10). Zmiany oszacowan wartoSci wektoréw
wlasnych moga mie¢ znaczacy wplyw zaréwno na jako$¢ uzyskiwanych miar ryzyka
jak i na efektywno$¢ wdrazanych na ich podstawie strategii zabezpieczajacych (por.
m.in. Falkenstein, Hanweck, 1997; Phoa, 2000). Zatem wykorzystujac analizg glow-
nych sktadowych w pomiarze ryzyka stép procentowych nalezy kazdorazowo zwracaé
uwage na jako$¢ uzyskiwanych na jej podstawie oszacowan, a w szczegdélnosci na
stabilno$¢ uzyskiwanych wektoréw wiasnych.

4. WYNIKI SYMULACIJI

W ramach badania skutecznosci pomiaru ryzyka stopy procentowej z wykorzysta-
niem analizy gtéwnych sktadowych dokonano pomiaru skutecznoS$ci strategii zabez-
pieczajacych tworzonych na podstawie wskazan miar ryzyka danych réwnaniem (10).
Gtoéwne sktadowe wyznaczone zostaly na podstawie danych za okres od 5 wrzesnia
2000 roku do 31 grudnia 2007 roku obejmujacych tygodniowe, wyrazone w punktach
bazowych zmiany poziomu stép procentowych, ktérych charakterystyka zaprezentowa-
na zostata w tabeli 1.

Oszacowania wartoSci wektoréw wlasnych odnoszace si¢ do trzech pierwszych
gtéwnych sktadowych zaprezentowane zostaly na rysunku 8.

| T
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Rysunek 8. Oszacowania wartoSci wektoréw wilasnych odpowiadajacych trzem gtéwnym skfadowym
wyjasniajacym najwickszy procent catkowitej zmienno$ci

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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W symulacji dokonano zabezpieczenia ryzyka stop procentowych dla losowo wy-
generowanego portfela, w ktérym zaktada si¢, ze wielkoSci przeptywéw sg opisane
rozktadem normalnym o $redniej réwnej 0 oraz odchyleniu standardowym réwnym
750 000 PLN. Wielko$¢ przeptywu réwna jednemu, dwém i trzem odchyleniom stan-
dardowym interpretowaé¢ mozna przyktadowo jako warto$¢ platnosci kwartalnej przy
oprocentowaniu 4,00% p.a. od nominatu odpowiednio 75, 150 i 225 milionéw PLN.
W wigkszosci przypadkéw maksymalny termin zapadalnoSci transakcji zawieranych
na polskim rynku miedzybankowym nie przekracza 10 lat, stad tez daty poszczeg6l-
nych przeptywéw wygenerowane zostaly z wykorzystaniem rozkfadu jednostajnego na
przedziale 10 lat od daty wdrozenia analizowanej strategii zabezpieczajacej (31 grud-
nia 2007 roku). Tabela 3 prezentuje struktur¢ przeptywéw wygenerowang dla portfela
bedacego przedmiotem zabezpieczenia.

Tabela 3.
Struktura przeptywdéw zabezpieczanego portfela
L.p. Data Wielkos$¢ przeplywu
1 2008-02-16 208 603
2 2008-12-25 -547 288
3 2009-04-02 -1 585 243
4 2009-10-30 -393 237
5 2009-11-18 -192 582
6 2010-03-04 598 283
7 2010-06-02 308 176
8 2010-07-06 433 394
9 2010-08-04 81 814
10 2010-08-19 744 095
11 2011-10-12 87 213
12 2011-10-29 1338 775
13 2012-04-26 -1 006 244
14 2012-09-21 476 465
15 2012-11-22 1 088 519
16 2013-03-27 -1 434 456
17 2013-04-24 -1 032 521
18 2013-08-21 846 403
19 2014-10-01 -462 443
20 2016-01-24 1 431 067
21 2016-09-18 752 145
22 2016-11-23 -331 208
23 2017-01-18 862 195
24 2017-05-06 -816 303
25 2017-11-13 -738 836

Zrédlo: Opracowanie wilasne.
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Bazujac na danych rynkowych z dnia 31 grudnia 2007 roku podawanych przez
Reuters, poczatkowa wycena wygenerowanego portfela wyniosta 361 572 PLN.

Uzyskane miary wrazliwosci analizowanego portfela na zmiany trzech pierwszych
gtéwnych skfadowych uzyskane z wykorzystaniem wzoru (10) zaprezentowane zostaty
w tabeli 4.

Tabela 4.
Wrazliwos$¢ zabezpieczanego portfela na zmiany wybranych giéwnych sktadowych

Glowna skladowa Wrazliwosé (w PLN)

PC1 155
PC2 -90
PC3 66

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Analizowany portfel narazony byl przede wszystkim na réwnolegle przesuniecie
krzywej terminowej stop procentowych w dét (zwiazane ze spadkiem wartoSci pierw-
szej glownej sktadowej) oraz spadek wartosci trzeciej glownej sktadowej, odpowiada-
jacy za zmniejszenie wypuktosci krzywej terminowej stop procentowych (spadek stép
procentowych dla dtugich oraz krétkich terminéw zapadalnosci, przy jednoczesnym
wzrodcie stop procentowych dla Srednich terminéw zapadalnos$ci). Przeciwny znak
miary wrazliwosci na zmiany drugiej giownej sktadowej, powodowal, ze negatyw-
ne zmiany wartosci portfela wywolywalo takze wyplaszczenie krzywej (spadek stép
procentowych dla diugich terminéw zapadalno$ci, przy jednoczesnym wzroscie stop
procentowych dla krétkich terminéw zapadalnosci).

Jako instrumenty zabezpieczajace wybrane zostaly trzy kontrakty IRS o termi-
nach zapadalnosci 1 rok, 5 lat oraz 10 lat. Nominaly instrumentéw zabezpieczajgcych
wyznaczone zostaly z wykorzystaniem wspdtczynnika minimalnej wariancji danego
réwnaniem zaprezentowanego w Falkenstein, Hanweck (1997):

B =-PC(H)"'PC(P), (12)

gdzie 8 oznacza macierz nominaléw instrumentéw zabezpieczajacych; PC(H) oznacza
macierz wrazliwosci instrumentow zabezpieczajacych na zmiany trzech pierwszych
gtéwnych sktadowych oraz PC(P) oznacza macierz wrazliwosci zabezpieczanego port-
fela na zmiany trzech pierwszych gtéwnych sktadowych.

Skuteczno$¢ zabezpieczenia analizowana byta na podstawie tygodniowych zmian
wartoSci portfela uzyskanych na podstawie analiz scenariuszowych bazujacych na histo-
rycznych tygodniowych zmianach pozioméw rynkowych stép procentowych w okresie
od 2 stycznia 2008 roku do 19 listopada 2010 roku. Otrzymane wyniki poréwnane zo-
staly nast¢pnie ze zmianami warto$ci portfela uzyskanymi na podstawie analogicznych
scenariuszy bazujacych na danych historycznych, w przypadku braku zabezpieczenia
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oraz wdrozenia strategii zabezpieczajacej bazujgcej na miarach duracji efektywnej (ef-
fective duration), wypuktodci efektywnej (effective convexity) oraz BPV (wrazliwoSci
portfela na réwnolegle przesunigcie krzywej terminowej stop procentowych o jeden
punkt bazowy w gére)’. Nominaly instrumentéw zabezpieczajacych w dla poszczegdl-
nych strategii zabezpieczajacych zaprezentowane zostaty w tabeli 5.

Tabela 5.
Nominaly instrumentéw zabezpieczajacych dla analizowanych strategii zabezpieczajacych
Zapadalno$¢ . Nominal kontr:'iktu (w PLN)
kontraktu IRS Analiza Duracja, Brak
glownych wypuklosé, bezni .
skiadowych BPV zabezpieczenia
1 rok -661 776 -1 247 609 0
5 lat 1 050 617 1552 142 0
10 lat 154 519 -54 795 0

Zrédlo: Opracowanie wilasne.

Tabela 6 prezentuje wyniki badania skutecznosci zabezpieczenia uzyskane na pod-
stawie scenariuszy wygenerowanych z wykorzystaniem tygodniowych historycznych
zmian rynkowych stép procentowych w okresie od 2 stycznia 2008 roku do 19 listopada
2010 roku.

Tabela 6.

Poréwnanie efektywnosci poszczegdlnych strategii zabezpieczajacych

Tygodni’o‘:v:il zmiana Strategia zabezpieczajaca
wavlf?(fétgisg(;lczl;t)kzowej g?él:;lli;élh wggflzll(cl.:) Z,c', Bl:ak .
portfela sktadowych BPV zabezpieczenia
Maksymalna 4,88% 5.21% 10,87%
95 Percentyl 1,60% 1,56% 3,84%
Srednia 0,00% 0,00% 0,01%
5 Percentyl -1,67% -1,13% -3,90%
Minimalna -4,35% -4,45% -15,04%

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Przedstawione w tabeli 6 wyniki analiz skutecznoSci strategii zabezpieczajacych
wskazujg, ze zaréwno strategia oparta o miary wrazliwosci portfela na zmiany gléwnych
sktadowych, jak i strategia oparta o miary duracji efektywnej, wypukioSci efektywnej

" Oméwienie miary duracji efektywnej, wypuklosci efektywnej oraz BPV znale7é mozna m.in. w
Fabozzi, Focardi, (2004) oraz Tuckman (2002).
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oraz BPV pozwolila na uzyskanie zblizonych rezultatéw w zabezpieczaniu portfela
przed ryzykiem stopy procentowej. Uzyskana w wyniku zastosowania obu strategii
zabezpieczajacych minimalizacja zmiennoSci wartoSci portfela jest bardzo podobna.
Otrzymane wyniki potwierdzaja wskazywang w literaturze (por. m.in. Fabozzi, 2007,
Tuckman, 2002) tez¢ o kluczowym znaczeniu odpowiedniego doboru instrumentéw
zabezpieczajacych. W przypadku zabezpieczenia portfela przed ryzykiem stopy pro-
centowej efektywnoS¢ wdrazanej strategii zabezpieczajacej jest zalezna przede wszyst-
kim od terminéw zapadalno$ci wybranych instrumentéw zabezpieczajgcych. Poniewaz
w przypadku portfela instrumentéw diuznych jego warto$¢ zalezy najczgSciej od zmian
ksztattu catej krzywej terminowej stop procentowych, a nie zmian warto$ci pojedyn-
czych stép, terminy zapadalnodci instrumentéw zabezpieczajagcych powinny by¢ tak
dobrane, aby ich wartos$¢ zalezala przede wszystkim od zmian ksztattu krzywej maja-
cych najwiekszy wplyw na warto$¢ zabezpieczanego portfela. Narzgdziem, ktére moze
pomée w takiej analizie sa przedstawione w niniejszym artykule miary wrazliwosSci
portfela na zmiany gtéwnych sktadowych.

5. PODSUMOWANIE

Analiza gléwnych sktadowych jest coraz czg¢Sciej wykorzystywana w zarzgdzaniu
ryzykiem finansowym. Jedng z jej najwigkszych zalet jest mozliwo$¢ znaczacego ob-
nizenia liczby analizowanych rynkowych czynnikéw ryzyka, poprzez skupienie si¢ na
nieobserwowalnych bezposrednio, ale majacych wptyw na caly analizowany system tzw.
gtéwnych sktadowych, wspélnych dla wszystkich analizowanych zmiennych. Zaprezen-
towane w niniejszym artykule miary wrazliwosci portfela/ instrumentu finansowego na
zmiany wybranych gtéwnych sktadowych czynig z analizy giéwnych sktadowych uzy-
teczne narzgdzie zarzadzania ryzykiem stopy procentowej. Wyniki przeprowadzonych
badan nie potwierdzaja, co prawda, wigckszej skutecznosci strategii zabezpieczajacych
tworzonych z wykorzystaniem analizy gtéwnych skladowych w stosunku do strate-
gii zabezpieczajacych wykorzystujacych powszechnie stosowane miary takie jak np.
duracja efektywna, jednakze nie przekreSlajg one takze celowo$ci stosowania zapre-
zentowanych miar w zarzadzaniu ryzykiem stopy procentowej. W przypadku ryzyka
stopy procentowej warto$¢ pozycji zabezpieczanej zalezy najczesciej od ewolucji calej
krzywej terminowej stép procentowych, wobec czego kluczowg kwestig staje sie do-
boér odpowiednich instrumentéw zabezpieczajacych. Dobér ten jest uzalezniony przede
wszystkim od wrazliwoSci portfela na okreSlone zmiany ksztaltu krzywej terminowe;j
stop procentowych. Miary takie jak duracja efektywna przyjmuja arbitralne zalozenia
co do analizowanych zmian ksztaltu krzywej terminowej, przy czym zatozenia te nie
maja najczesciej przetozenia na rzeczywiste zmiany obserwowane na rynku. Miary
bazujace na wynikach analizy gtéwnych sktadowych pozwalajg na uzyskanie wskazan
wrazliwo$ci wyceny portfela na zmiany ksztaltu krzywej terminowej, ktére sa rze-
czywiScie obserwowane na danym rynku. Dlatego tez zaprezentowane w niniejszym
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artykule miary wrazliwosci portfela moga okazac si¢ bardzo pomocnym narzedziem
w pomiarze ryzyka stop procentowych.

Autor przygotowuje rozprawe doktorskq na Wydziale
Ekonomii Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu.
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MIERZENIE RYZYKA STOP PROCENTOWYCH: PRZYPADEK RYNKU MIEDZYBANKOWEGO
W POLSCE

Streszczenie

W artykule przedstawiony zostal przyklad zastosowania réznych podejs¢ do pomiaru ryzyka stop
procentowych. Analizy empiryczne zaprezentowane w artykule przeprowadzono z wykorzystaniem da-
nych z polskiego rynku miedzybankowego za okres od 5 wrzesnia 2000 roku do 19 listopada 2010
roku. Zaprezentowano narzgdzia pomiaru ryzyka stop procentowych, bazujace na wartoSciach wektoréw
wlasnych odpowiadajacych poszczegdlnym gtéwnym sktadowym. Miary te, poprzez nadanie stosownej in-
terpretacji ekonomicznej poszczegdlnych gléwnych sktadowych, moga mie¢ takze zastosowanie w analizie
wrazliwosci portfela instrumentéw diuznych na okreslone ruchy krzywej terminowej stop procentowych.
W artykule oméwiono takze kwesti¢ odpowiedniego doboru oraz mozliwego wplywu zakresu wykorzy-
stywanych danych rynkowych na wartosci oraz stabilno$¢ oszacowan wektoréw wilasnych uzyskiwanych
z uzyciem analizy giéwnych sktadowych. W celu sprawdzenia efektywnosci pomiaru ryzyka stopy pro-
centowej z wykorzystaniem analizy giéwnych skladowych dokonano pomiaru skutecznosci trzech réznych
strategii zabezpieczajagcych, pierwszej utworzonej na podstawie wskazan miar wrazliwosci analizowanego
portfela na zmiany poszczegdlnych giéwnych skfadowych, drugiej bazujacej na miarach duracji efektyw-
nej, wypuklosci efektywnej oraz BPV oraz przy zatozeniu braku zabezpieczenia. Uzyskane wyniki nie
wykazaly znaczacych réznic w stopniu zabezpieczenia portfela w przypadku strategii zabezpieczajacych
wykorzystujgcych gtéwne skladowe oraz miary duracji efektywnej, wypuktosci efektywnej oraz BPV.

Stowa kluczowe: zabezpieczenie, analiza gtéwnych skladowych, ryzyko stép procentowych

INTEREST RATE RISK MEASUREMENT: THE POLISH INTERBANK MARKET CASE

Abstract

The article presents an example of the application of different approaches to the measurement of interest
rate risk. Empirical analysis described in the article was carried out using data from the Polish interbank
market for the period from September 5", 2000 to November 19, 2010. Interest rate risk measurement
techniques using principal component analysis (PCA) are presented in the article. These techniques, by
giving appropriate economic interpretation of each principal component, can also be used in the sensitivity
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analysis of the portfolio of debt securities to specific interest rate curve movements. The article also
discusses the issue of the appropriate selection of scope and range of market data used in the analysis and
its possible impact on values and stability of eigenvectors obtained using PCA. Three different hedging
strategies were tested in order to check the effectiveness of interest rate risk measurement using PCA, the
first based on PCA, the other based on the measures of effective duration, effective convexity, and BPV,
the last considered strategy assumed no hedging at all. The results showed no significant differences in
the degree of portfolio value protection in case of hedging strategy using PCA and the one based on the
measures of effective duration, effective convexity, and BPV.

Key words: hedging, principal component analysis, interest rate risk
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MAKROEKONOMICZNY MODEL PRZESTEPCZOSCI I SYSTEMU EGZEKUCII

PRAWA DLA POLSKI.

SPECYFIKACJE ROWNAN STOCHASTYCZNYCH I REZULTATY SZACOWANIA

PARAMETROW STRUKTURALNYCH'

1. WSTEP

W przeciwienistwie do badan z zakresu socjologii, psychologii czy kryminologii

— ktérych dorobek jest znaczacy — préby przedstawienia problematyki przestepczo-
Sci z perspektywy makroekonomicznej sa na gruncie krajowym niezmiernie rzadkie
i fragmentaryczne (por. np. Markowska, Sztaudynger, 2003; Sztaudynger, 2004; Sztau-
dynger, Sztaudynger, 2005; Florczak 2009). Swiatowa, ekonomiczna literatura tematu
jest natomiast bardzo bogata, podobnie jak istniejace aplikacje empiryczne. Jednakze
blizsza inspekcja licznych zagadnieri szczegétowych zwigzanych z omawiang tematyka
wskazuje na liczne niespdjnosci, niedociggniecia, a nawet sprzeczno$ci w prowadzo-
nych analizach. Naleza do nich m.in.:

1.

Dobér regresoréw w réwnaniach podazy przestepczosci uwarunkowany jest z jednej
strony dostepnoscig danych statystycznych, z drugiej za$ osobistymi preferencjami
badaczy, co do relatywnego znaczenia wybranych determinant przestepczosci (por.
np. Fields, 1999; Fajnzylber, Lederman, Loayza, 2002, Harries, 2003). Jednakze
czynnik, ktéry z punktu widzenia jednej teorii przestgpczosci uznaé mozna za mato
istotny lub nawet nieadekwatny, z punktu widzenia innej teorii uzna¢ nalezatoby za
kluczowy. Stad, arbitralne ograniczanie liczby zmiennych, potencjalnie objasniaja-
cych przestepczosé, nie wydaje sie wlasciwe (por. Florczak, 2012a).

Pomimo, iz efekt odstraszania ogélnego (general deterrence effect) obejmuje trzy
sktadowe — wskaZnik wykrywalnodci przestgpstw (clearance rate), wskaznik wy-
rokéw skazujacych (conviction rate) oraz dotkliwo$§¢ kary (penalty severity) — to
w zdecydowanej wigkszosci badai empirycznych jest on aproksymowany jedynie
wskaZnikiem wykrywalnosci. Najczegsciej sytuacja taka nie tyle jest powodowa-
na brakiem danych, dotyczacych pozostatych sktadowych efektu odstraszania, co
wynika z subiektywnego przekonania badaczy o rzekomej nieistotnosci efektu od-
straszania pozostatych komponentéw (por. Mendes, McDonald, 2005).

. Dotkliwo$¢ kary jest niemal we wszystkich badaniach zredukowana jedynie do

dlugosci wyroku bezwzglednego pozbawienia wolnosci, co wydaje si¢ nadmiernym

! Opracowanie powstato w ramach realizacji autorskiego grantu MNiSW, nr 3354/B/H03/2010/38.
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uproszczeniem, gdyz pozostate formy kar (np. grzywny i ich wysoko$¢) réwniez

posiadaja wiasciwosci odstraszajace (por. np. Becker, 1968; Viren, 2001).

4. Kompleksowe, holistyczne studia empiryczne — uwzgledniajace obok réwnania po-
dazy przestgpczosci réwniez wszystkie skladowe systemu egzekucji prawa — sg
niezmiernie rzadkie. W najlepszym przypadku, jedynym ogniwem uwzglednianym
w takich analizach jest bezpieczefistwo publiczne/policja (por. np. Bodman, Mault-
by, 1997). Jednakze w kompletnym systemie egzekucji prawa policja odpowiada za
wskazniki wykrywalnoSci, a zatem za jeden tylko element pelnego efektu odstra-
szania. Dlatego tez calo$ciowa analiza zwigzkéw pomiedzy skalg przestepczosci a
publicznym zaangazowaniem w jej ograniczanie powinna obejmowaé takze pozo-
state ogniwa sytemu egzekucji prawa (por. np. Tulder, Van der Torre, 1999).

W artykule przedstawiono propozycje kompletnego, makroekonomicznego modelu
przestepczosci i systemu egzekucji prawa dla Polski, o kryptonimie WF-CRIME, przy
budowie ktérego starano si¢ uniknagé wad wymienionych w poprzedzajacym akapicie.
Jest to pierwsza w kraju — i jedna z nielicznych w §wiecie — konstrukcja tego typu,
umozliwiajaca analize iloSciowa zwigzkéw pomiedzy przestepczoscig a wszystkimi
sktadowymi systemu egzekucji prawa w ramach powiazaf symultanicznych.

Oszacowan parametrow strukturalnych réwnain modelu dokonano na podstawie
danych GUS. Informacje oficjalne stanowig podstawe formalnych diagnoz spolecznych
i stanowig punkt odniesienia dla podejmowania konkretnych dzialain decyzyjnych. To
bowiem oficjalne dane, nie za$ nieregularnie dostgpne dane ankietowe — np. dotyczace
wiktymizacji spoteczernistwa polskiego — determinuja funkcjonowanie instytucji zwiaza-
nych z systemem egzekucji prawa. Fakty te stanowig dostateczny argument na rzecz ich
wykorzystania w kompleksowym badaniu nad uwarunkowaniami przestgpczosci oraz
mechanizmami funkcjonowania polskiego sytemu egzekucji prawa. Ponadto w trakcie
przetwarzania danych Zrédfowych czyniono liczne starania w celu zapewnienia ich
spéjnosci w czasie.

Struktura artykulu jest nastepujgca. W kolejnym punkcie zwigZle oméwiono dane
wykorzystane w badaniu, ze szczegdlnym uwzglednieniem instytucjonalnych uwarun-
kowan przestgpczosci. Sekcja 3 poSwiecona jest prezentacji wynikéw oszacowan para-
metréw behawioralnych réwnan modelu, w podziale na poszczegdlne sekcje polskiego
systemu egzekucji prawa. Artykul zawiera réwniez uwagi koficowe oraz zalacznik
z symulacyjng wersja modelu.

2. BAZA DANYCH: WYBRANE ZAGADNIENIA

Na podstawie informacji Zrédlowych zaczerpnigtych giéwnie z rocznikéw staty-
stycznych GUS, ale réwniez rocznikéw demograficznych oraz opracowan specjalistycz-
nych (Szymanowski, 2010; Ksigga jubileuszowa wig¢ziennictwa polskiego 1989-20009,
2009; Siemaszko, Gruszczyriska, Marczewski, 2009; Kumor, 2006), jak réwniez przy
wykorzystaniu autorskich procedur przetwarzania danych (Florczak, 2003; Florczak,
2006; Florczak, 2011a), utworzono jednorodng baz¢ danych, niezbedng do przeprowa-
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dzenia systemowych analiz empirycznych. Syntetyczna informacj¢ na temat zawartych
w bazie kategorii podano w tabeli 1.

Tabela 1.

Wykaz zmiennych modelu WF-CRIME

Symbol Jednostka Numer tablicy i strony Rocznika
Lp. y! . Nazwa zmiennej miary Statystycznego GUS, RS’2009 oraz/lub
zmienne) i zakres inne uwagi dotyczace Zrédet danych
(1] (2] [3] (41 [5]
1. | AKTOSK |Liczba aktéw oskarzenia ogélem | Warto$¢ abso- | Tab. 3(79), s. 165
lutna
1970-2008
2. | AKTOSKB | Przestgpstwa wykryte (liczba ak- | Warto$¢ abso- | AKTOSKB =
tow oskarzenia), z wykluczeniem | lutna AKTOSK-LDRUNKB-SKAZNIE
skazanych nieletnich oraz prze- | 1970-2008
stepstw prowadzenie w stanie
nietrzeZwosci
3. ALCOH | Spozycie alkoholu per capita Litry Tab. 11, s. 64
1970-2008
4. BPRIS Naktady na wigziennictwo Min. zlotych, | Ksigga jubileuszowa wigziennictwa polskie-
ceny stafe | go 1989-2009, (2009) i przeliczenia wiasne
1995 roku
1985-2008
5. BSAD Naktady na sadownictwo Min. zlotych, | Tab. 6 (541), s. 646 i przeliczenia wlasne
ceny state
1995 roku
1985-2008
6. BSAFE | Naklady na bezpieczefistwo pu- | Mln. zlotych, | Tab. 6 (541), s. 646 i przeliczenia wiasne
bliczne ceny state
1995 roku
1985-2008
7. CARS Liczba samochodéw W tys. sztuk | Tab. 22(466), s. 542
1990-2008
8. | CRDRUNK | Liczba przestgpstw w wyniku | Warto$¢ abso- | CRDRUNK = (LDRUNK*100)/LO
prowadzenia w stanie nietrzeZwo- | lutna
$ci na 100 tys. mieszkaicéw 2001-2008
9. | CRPRISP |Liczba wig¢Zzniéow na 100 tys.| Warto$¢ abso- | CRPRISP = ((PRISP)*100)/LO
mieszkancow lutna
1975-2008
10. | CRPROP |Liczba przestepstw przeciwko | Warto§¢ abso- | CRPROP = (PROP*100)/LO
mieniu na 100 tys. mieszkaficéw | lutna
1970-2008
11.| CRREST |Liczba pozostalych przestepstw, | Warto§¢ abso- | CRREST = (REST*100)/LO
z wykluczeniem prowadzenia w | lutna
stanie nietrzeZwosci 1970-2008
12.| CRTOT |Liczba przestgpstw ogdélem na | Warto$¢ abso- CRTOT =
100 tys. mieszkaiicow lutna CRVIOL+CRPROP+CRREST+CRDRUNK
1970-2008
13.| CRTOTB |Liczba przestgpstw ogélem, z | Warto§¢ abso- CRTOTB =
pominieciem przestgpstw prowa- | lutna CRVIOL+CRPROP+CRREST
dzenia w stanie nietrzeZwosci | 1970-2008
oraz przestgpczosci nieletnich, na
100 tys. mieszkaricéw
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Tabela 1. c.d.
(1] [2] [3] [4] [5]
14.| CRVIOL |Liczba przestepstw przeciwko | Warto$¢ abso- | CRVIOL = (VIOL * 100)/LO
zdrowiu na zyciu na 100 tys.|lutna
mieszkaficow 1970-2008
15.| CSCAP |Indykator zamoznosci spoleczeii- | Mln. zi., ceny | Skumulowana wysoko$¢ spozycia indywidu-
stwa stale 1995 ro- | alnego z czterech kolejnych lat; tab. 3 (569),
ku s. 692 i przeliczenia wlasne
1970-2008
16. GD Grzywna dodatkowa W zlotych, ce- | Tab. 26( 102), s. 186 oraz przeliczenia wla-
ny stale 1995 | sne
roku
17. GDP | PKB per capita W tys. zlo- | Tab. 3 (569), s. 692 oraz przeliczenia wlasne
tych, ceny sta-
fe 1995 roku
1970-2008
18.| GINI | Wspblczynnik Gini nieréwnosci | W procentach | Kumor, (2006)
ekonomicznych
19. GS Grzywna samoistna W zlotych, c.|Tab. 26 (102), s. 186 oraz przeliczenia wia-
s. 1995 roku | sne
1970-2008
20.| KARA |Miara dokuczliwosci kary W miesigcach | Wedlug metodologii [14]
1970-2008
21.| LI316 |Odsetek grupy wiekowej 13-16 | W procentach | Rocznik Demograficzny 2009, tab. 17, s. 134
lat w populacji ogétem 1970-2008 i obliczenia wlasne
22.| LDRUNK | Liczba przestepstw spowodowa- | Warto§¢ abso- | Tab. 1 (77), s. 162
nych prowadzeniem w stanie nie- | lutna
trzeZwosci 2001-2008
23. LO Populacja Polski ogétem W tys. os6b Rocznik Demograficzny 2009, tab. 17, s. 134
1970-2008
24.| LPRIS |Liczba wiezien Wartos¢ abso- | Tab. 32(108), s. 191
lutna
1989-2008
25.| M1530Z | Odsetek mezczyzn w wieku 15- | W procentach | Rocznik Demograficzny 2009, tab. 17, s.
30, z uwzglednieniem przebywa- | 1970-2008 134; tab.26 (183), s. 436 i przeliczenia wia-
jacych za granica, w populacji sne
ogblem
26.| NREC |Liczba skazanych recydywistéw | WartoS¢ abso- | Szymanowski, (2010)
lutna
1973-2008
217. PD Gesto$¢ zaludnienia: liczba lud- | Warto§¢ abso- | Tab. III, s. 66 oraz Rocznik Demograficzny
nosci na 1 km kwadratowy lutna 2009, tab. 17, s. 134
1973-2008
28.| POZBW |Liczba dorostych skazanych na | Warto§¢ abso- | Tab. 26(102), s. 186
bezwarunkowe pozbawienie wol- | lutna
nosci 1970-2008
29.| PRISP |Liczba wigZniow Wartos¢ abso- | Tab. 20(106), s. 189
lutna
1975-2008
30. PRK Aktywnos$¢ zawodowa kobiet W procentach | Tab. 2 (151), s. 232 i przeliczenia wlasne
1970-2008
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(1]

(2]

(3]

[4]

(3]

31.| PROP |Liczba przestepstw przeciwko | Wartos¢ abso- | Tab. 1 (77), s. 162 oraz przeliczenia wiasne
mieniu lutna
1970-2008
32. PSG Prawdopodobieristwo skazania na | Jednostka nie- | Tab. 26 (102), s. 186 oraz przeliczenia wila-
grzywng samoistng mianowana sne
1970-2008
33.| PSGD |Prawdopodobieristwo skazania na | Jednostka nie- | Tab. 26 (102), s. 186 oraz przeliczenia wila-
grzywne¢ dodatkowg mianowana sne
1970-2008
34. PSI Prawdopodobieristwo  skazania | Jednostka nie- | PSI=SKAZPOZ/SKAZDOR
(dorostych) na pozostale sankcje | mianowana
karne 1970-2008
35.| PSKAZ | Prawdopodobieristwo skaza- | Jednostka nie- | PSKAZ= (SKAZDOR+SKAZNIE-
nia ogdlem, z pomini¢gciem | mianowana LDRUNKB)/(AKTOSK-LDRUNKB)
skazanych nieletnich oraz | 1970-2008
skazanych za prowadzenie w
stanie nietrzeZwosci
36. PSO Prawdopodobieristwo skazania na | Jednostka nie- | Tab. 26 (102), s. 186 oraz przeliczenia wila-
ograniczenie wolnosci mianowana sne
1970-2008
37.| PSW | Prawdopodobiefistwo  skazania | Jednostka nie- | PSW=POZBW/SKAZDOR
(dorostych) na bezwarunkowe | mianowana
pozbawienie wolnosci 1970-2008
38. PSZ Prawdopodobieristwo skazania na | Jednostka nie- | Tab. 26 (102), s. 186 oraz przeliczenia wila-
warunkowe pozbawienie wolno- | mianowana sne
sci 1970-2008
39.| PWYK |Prawdopodobieristwo wykrycia | Jednostka nie- | PWYK = (AKTOSK-LDRUNKB)/(TOTALB)
przestgpstwa ogétem (z wyklu- | mianowana
czeniem prowadzenia w stanie | 1970-2008
nietrzezZwosci)
40. | PWYKO | Prawdopodobieristwo ~ wykrycia | Jednostka nie- | PWYKO = (AKTOSK)/(TOTAL)
przestgpstwa ogétem mianowana
1970-2008
41.| REST |Liczba pozostalych rodzajow | Warto§¢ abso- | Tab. 1 (77), s. 162 oraz przeliczenia wlasne
przestepstw lutna
1970-2008
42. | ROZMAL |lloraz liczby nowo-zawartych | W procentach | Rocznik Demograficzny 2009, tab. 1 (36)
malzenstw do liczby rozwodéw | 1970-2008 oraz przeliczenia wlasne
43.| RWYZ | Odsetek ludnosSci z wyksztalce- | W procentach | Tab. 24, s. 156 oraz przeliczenia wlasne
niem wyzszym 1970-2008
44. SDP Srednia faktyczna dlugos¢ pobytu | W latach SDP=PRISP/SDW
w wigzieniu 1975-2008
45. SDW Przecietna diugos¢ zasadzonego | W latach Tab. 26(102), s. 186 oraz przeliczenia wlasne
wyroku bezwarunkowego pozba- | 1970-2008
wienia wolnosci
46.| SDWP |srednia dlugo$¢ wyroku bezwa- | W latach Tab. 30 (106), s. 190
runkowego pozbawienia wolnosci | 1975-2008
47. | SHOUSE | Odsetek gospodarstw jednooso- | W procentach | Tab. 1 (194) i przeliczenia wlasne
bowych w stosunku do liczby go- | 1970-2008

spodarstw ogétem
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Tabela 1. c.d.
(1] [2] [3] (41 [5]
48. | SKAZDOR | Liczba skazanych dorostych (z | Warto$¢ abso- | SKAZDOR = POZBW+SKAZPOZ
wykluczeniem skazanych za pro- | lutna
wadzenie w stanie nietrzezwosci) | 1970-2008
49.| SKAZNIE | Liczba skazanych nieletnich Warto$¢ abso- | Tab. 16 (92), s. 178
lutna
1970-2008
50.| SKAZOG |Liczba skazanych ogélem Wartos$¢ abso- SKAZOG =
lutna SKAZDOR+SKAZNIE+LDRUNKB
1970-2008
51.| SKAZPOZ |Dorosli skazani na pozostate | Wartos¢ abso- | Tab. 26 (102), s. 186 oraz przeliczenia wia-
sankcje prawne lutna sne
1970-2008
52.| SOCAP | Wydatki socjalne per capita W zlotych, ce- | Tab. 6 (541), s. 646 oraz przeliczenia wlasne
ny stale 1995
roku
1970-2008
53.| SRI540 |Liczba me¢zczyzn w wieku 15-40 | W procentach | Rocznik Demograficzny 2009, tab. 17, s.
lat na liczbe kobiet w analogicz- | 1970-2008 134-135 oraz przeliczenia wlasne
nej grupie wiekowej
54.| TOTAL |Liczna przestepstw ogétem Warto§¢ abso- | TOTAL = TOTALB+LDRUNK
lutna
1970-2008
55.| TOTALB |Liczba przestgpstw ogétem (z | Warto$¢ abso- | TOTALB = VIOL+PROP+REST
wykluczeniem przestgpstw Sciga- | lutna
nych z art. 178a k.k.) 1970-2008
56. UNR Stopa bezrobocia W procentach | Tab. 16 (165), s. 248 oraz przeliczenia wla-
1970-2008 sne
57. URB Wspélczynnik urbanizacji W procentach | Tab. 10 (127), s. 204 oraz przeliczenia wta-
1970-2008 sne
58. VCR Spoteczne koszty przestgpczosci | Jednostka nie- | Obliczenia wiasne
mianowana (por. podrozdziat 1.5)
1970-2008
59. VIOL Liczba przestepstw przeciwko | Warto§¢ abso- | Tab. 1 (77), s. 162 oraz przeliczenia wlasne
zdrowiu i Zyciu lutna
1970-2008
60. w Przecietna ptaca W ziotych, ce- | Tab. 4 (182), s. 265 oraz przeliczenia wlasne
ny stale 1995
roku
1970-2008
61. ZWOL Liczba zwolnieri ogétem Warto$¢ abso- | ZWOL = PRISP,_|-PRISP;,+POZBW,
lutna
1985-2008
62.| ZWOLN | Zwolnieni po uptywie zapadalno- | Warto$¢ abso- | ZWOLN = PRISP;_1-PRISP;+POZBW -
Sci wyroku lutna ZWOLWAR,;
1985-2008
63. | ZWOLWAR | Przedterminowe zwolnienia wa- | Warto$¢ abso- | Tab. 31 (107), s. 190
runkowe lutna
1985-2008

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Wszystkie zmienne uzyte w badaniach nad podazg przestgpczosci wedtug podziatu
rodzajowego obejmujg lata 1970-2008 (z wyjatkiem stopy bezrobocia). W przypadku
relacji dotyczacych systemu egzekucji prawa zakres czasowy dostepnych danych jest
znacznie krétszy: od zaledwie o§miu obserwacji dla przestgpstwa Sciganego z artykutu
178a kodeksu karnego (prowadzenie pojazdu na drodze przez osobe w stanie nietrzeZz-
wosci lub pod wptywem Srodka odurzajacego), przez 19 obserwacji (lata 1990-2008)
dla naktadéw na poszczegdlne ogniwa systemu egzekucji prawa oraz przedtermino-
wych zwolniei warunkowych, po 34 obserwacje (lata 1975-2008) dla Sredniej diugo-
Sci wyroku oséb odbywajacych kare bezwarunkowego pozbawienia wolnosci oraz 36
— dla liczby skazanych recydywistéw (lata 1973-2008). W konsekwencji, zgodnie z
zasadg ,,waskiego gardta” préba estymacyjna dla wybranych relacji warunkowana byta
dtugoscig szeregéw najkrotszych.

W celu wyrazenia kategorii nominalnych w cenach realnych konieczne okazalo
si¢ ich zdeflowanie przy pomocy jednopodstawowego indeksu cen (deflatora) z roku
1995, przy czym wybor roku bazowego podyktowany byt dostepnoscia danych opra-
cowanych dla potrzeb makro-ekonometrycznych modeli gospodarki narodowej Polski
(por. Florczak, 2003, Florczak, 2011a).

Dazac do zapewnienia wewngtrznej poréwnywalnosci danych w przyjetym prze-
dziale czasowym nalezato uwzgledni¢ wystepujgce niespdjnosci w ewidencji przestep-
czosci rejestrowanej, spowodowane przekwalifikowaniem przestgpstwa Sciganego na
mocy artykutu 178a kodeksu karnego. Przed rokiem 2001 prowadzenie pojazdu na
drodze przez osobg¢ w stanie nietrzeZwosci lub pod wptywem Srodka odurzajacego nie
byto uznawane za przestepstwo, a jedynie za wykroczenie. Wplyw wymienionej po-
prawki kodeksu karnego na pomiar wielkosci zagregowanych jest znaczacy. Kategoria
ta wplywa nie tylko na ogdlna liczbe zarejestrowanych przestepstw — jak rdwniez na
liczebno$¢ przestepstw innych niz przeciwko mieniu czy zdrowiu i Zyciu — ale réwniez
na liczbe sformulowanych aktéw oskarzenia (i tym samym na wskazniki wykrywalno$ci
przestepstw), liczbe orzeczonych wyrokéw skazujacych (a tym samym na wskaZniki
wyrokow skazujacych) oraz liczbe 0s6b skazanych na bezwarunkowa kare pozbawienia
wolnosci (i tym samym na dotkliwo$¢ orzeczonej kary). Méwigce krétko oddziatuje na
wszystkie ogniwa systemu egzekucji prawa, a stad nie moze zostaé zignorowana, jesli
celem badania jest analiza wzajemnych powiazari owych ogniw?.

Instytucjonalne uwarunkowania przestepczosci w postaci systemu egzekucji prawa
— na ktéry skladajg si¢ trzy ogniwa: bezpieczenistwo publiczne (policja), sagdownic-
two oraz wig¢ziennictwo — znajdujg teoretyczne wsparcie m.in. w ekonomicznej teorii
przestepczosci, z centralng pozycja przypadajaca koncepcji odstraszania. Operacjona-
lizacja teorii odstraszania opiera si¢ na kluczowym zatozeniu, iz przestepcy formutujg

2 W badaniu Florczaka (2009), ktérego celem byta jedynie kwantyfikacja makro-uwarunkowari prze-
stepczosci, nie za$§ kompleksowa analiza polskiego systemu egzekucji prawa, wystarczajagcym zabiegiem
korygujacym omawiang niespdjnos$¢ bylo usuniecie przestgpstw $ciganych na mocy artykutu 178a kodeksu
karnego z dalszych analiz.
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swojg subiektywng percepcje ryzyka, zwigzanego z nielegalng dziatalno$cia, na podsta-

wie obiektywnych wskaZznikéw sankcji karnych, na ktére skladajg sie cztery elementy:

a) wskaZznik wykrywalnoSci przestgpstw: liczba czyndéw przestepczych, wykrytych
przez organy Scigania, wzgledem ogélnej liczby przestepstw zgloszonych na po-
licje).

b) wskaznik wyrokéw skazujgcych: liczba 0s6b osadzonych i uznanych za winne po-
petnionych czynéw przez organa sadownicze, wzgledem wszystkich oséb oskarzo-
nych®),

¢) rodzaj i wysoko$¢ wymierzonej kary (w polskim systemie sgdowniczym wyrdznia
si¢ nastepujace rodzaje kar: bezwzgledne pozbawienie wolnosci, pozbawienie wol-
nosci z warunkowym zawieszeniem wykonania kary, ograniczenie wolnosci oraz
kara grzywny, przy czym ta ostatnia moze by¢ orzeczona jako kara dodatkowa obok
kary pozbawienia wolnosci),

d) odstep czasu (celerity), jaki uplywa od momentu popelnienia przestepstwa do chwili
skazania i wykonania kary; pomimo niewatpliwego znaczenia tego czynnika jako
komponentu efektu odstraszania, w badaniach empirycznych na szczeblu makro
watek ten jest niemalze nieobecny (np. Nagin, Pogarski, 2001).

W okresie objetym analizg (1970-2008) dostgpne dane na temat skladowych efek-
tu odstraszania dotyczg przestgpczosci ogétem, bez podziatu wedlug rodzajéow prze-
stepstw. Dlatego tez wskazniki sankcji karnych uzyte w badaniu dotycza wielkoSci
zagregowanych. Ze wzgledu na fakt, iz od 2001 roku prowadzenie pojazdéw na drodze
przez osobe w stanie nietrzeZwym lub pod wptywem Srodka odurzajacego jest czynem
przestepczym, nalezato dokona¢ stosownych modyfikacji ogdlnych wskaznikéw. W celu
zachowania poréwnywalnosci i spéjnosci przeplywdw strumieni pomigdzy poszcze-
gblnymi ogniwami systemu egzekucji prawa w sposob szczegdlny nalezalo réwniez
potraktowaé przestepczo$¢ nieletnich. Ich aktywno$¢ przestgpcza wplywa bowiem na
poziom przestgpczosci, natomiast standardowe sankcje karne nie maja w stosunku do
nieletnich zastosowania.

Ze wzgledu na powyzsze, w odniesieniu do komponentéw efektu odstraszania
postanowiono:

a) Wyszczegdlnié kategorie przestgpstw penalizowanych na mocy artykutu 178a k.k.;

b) Od liczby wykrytych przestepstw odja¢ te wymienione w poprzednim punkcie,
gdyz ich wykrywalno$¢é wynosi 100%*. Nieuwzglednienie tego faktu skutkowatoby
bowiem zawyzeniem — z punktu widzenia wszystkich zarejestrowanych przestepstw,
poza tymi karalnymi z artykutu 178a k.k. — wysokosci wskaznika wykrywalnoSci.

3 Konstrukcja wskaznika wyrokéw skazujacych nie rozréznia pomiedzy przypadkami orzeczefi o nie-
winnosci versus braku dostatecznych dowodéw umozliwiajacych skazanie oséb winnych popetnionych
przestepstw. W praktyce bowiem rozréznienie takie nie jest mozliwe.

4 Nie chodzi oczywiscie o faktyczng liczbe oséb prowadzacych w stanie nietrzezwosci, ale o liczbe
zarejestrowanych przypadkéw tego typu.
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Stad w bazie danych mamy do czynienia z dwoma wskaZnikami wykrywalnosci

przestepstw, PWYK oraz PWYKO (por. tabela 1);

c) Od ogélnej liczby aktéw oskarzenia odjaé liczbg przestepstw Sciganych z artykutu
178a oraz liczbe skazanych nieletnich. Pierwsza z wymienionych korekt wynika
ze spostrzezenia, iz w przypadku przestepstwa polegajacego na prowadzeniu po-
jazdu w stanie nietrzezZwosci, o osobie schwytanej mozna przyjaé ze 100% praw-
dopodobiefistwem, iz zostanie skazana. Zaniechanie drugiej korekty skutkowatoby
z kolei zanizeniem wskaZnikéw wyrokéw skazujacych. Chociaz bowiem aktywnos¢
przestepcza nieletnich wplywa na poziom przestepczosci, to juz ,,doroste” sankcje
karne nie majg w stosunku do nich zastosowania. Z tych wzgledéw w bazie danych
wystepuja dwie zmienne opisujace liczbe aktéw oskarzenia ogétem, AKTOSK oraz
AKTOSKB.

W makroekonomicznych badaniach empirycznych nad przestepczoscig na ogét wy-
korzystuje si¢ jedynie informacje dotyczace najbardziej dotkliwego rodzaju sankcji —
kary bezwzglednego pozbawienia wolnosci oraz jej orzeczonej $redniej dtugosci. Jed-
nakze rozwiazanie takie jest nadmiernym uproszczeniem, gdyz pominigcie pozostatych
form sankcji oznacza implicite przyjecie zalozenia o ich relatywnej niezmiennoSci
w czasie, co nie jest realistyczne (por. Florczak, 2009). Dlatego tez w badaniu ni-
niejszym w charakterze aproksymanty dotkliwosci kary wykorzystano miare autorska
(Florczak, 2009), ktérej konstrukcja uwzglednia w jednym wskaZniku — poprzez za-
stosowanie odpowiednich wag — nie tylko wszystkie rodzaje sankcji karnych, stojgce
do dyspozycji sadéw, ale rowniez wariancj¢ grzywien.

3. SPECYFIKACJA I WYNIKI ESTYMACII PARAMETROW STRUKTURALNYCH ROWNAN
MODELU WF-CRIME

W sekcji niniejszej przedstawiono specyfikacje i wyniki estymacji parametréw
strukturalnych wszystkich behawioralnych réwnan modelu WEF-CRIME, ze szczegdl-
nym uwzglednieniem réwnan podazy przestepczosci. W aspekcie metodycznym zde-
cydowano si¢ na zastosowanie strategii modelowania od ogétu do szczegdlu, czego
technicznym wyrazem bylto uzycie metody regresji krokowej. W celu ustalenia zbioru
potencjalnych zmiennych objasniajgcych dokonano przegladu badan empirycznych oraz
odwotano si¢ do wspdlczesnych teorii opisujacych zjawisko przestepczosci (por. Flor-
czak, 2009; Florczak, 2012a). Nie prébowano przy tym weryfikowa¢ ich empirycznej
zasadnos$ci w sposob odseparowany, ale traktowano je jako fundament teoretyczny,
uzasadniajacy konieczno$¢ rozwazenia konkretnej zmiennej w wyjSciowym réwnaniu
objasniajacym wariancj¢ regresanta. W procesie ustalania ostatecznych wariantow row-
naf kierowano si¢ zasadg zgodnosci uzyskanych wynikéw z przestankami teoretyczny-
mi.
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3.1. ROWNANIA PODAZY PRZESTEPCZOSCI

Na podstawie przegladu istniejacych teorii przestepczosci poziomu makro® oraz re-
prezentatywnych badafi empirycznych (por. Florczak, 2009; Florczak, 2012), dokonano
oszacowania parametrow strukturalnych réwnan przestepczosci wedlug nastepujacego
podzialu rodzajowego:

a) liczbe przestgpstw z uzyciem przemocy na 100 tys. ludnosci, VIOL;

b) liczbe przestepstw przeciwko wiasnosci na 100 tys. ludnosci, PROP;

c) liczbe pozostatych rodzajow przestepstw na 100 tys. ludnosci, REST';

d) spoteczne koszty czynéw przestepczych na 100 tys. ludnosci, VCR (por. Florczak,

2009);

e) liczbe przestepstw kryminalizowanych z mocy artykutu 178a k.k.

Po przyjeciu standardowej postaci funkcyjnej, wykorzystywanej w empirycznych anali-
zach przestepczosci — w ktdrych logarytm odpowiedniego wskaznika przestepczosci jest
funkcja logarytméw lub pozioméw odpowiednich regresoréw — wyjsciowa specyfikacja
réwnania regresji dla wszystkich zmiennych objetych analizg jest nastepujaca:

7 18
InCR; = api + @1 - INCRiy 1 + @ AINGDP, + ) Bl X+ B, X + &, (1)
J=1 J=8

gdzie:

i =1, 2, .., 4 subskrypt opisujacy grupe rodzajowa przest¢pstwa wymieniong w
punktach a)-d) (z wylaczeniem e)), + — subskrypt czasu (dane o czestotliwoSci rocz-
nej za lata 1970-2008, z wyjatkiem prowadzenia pojazdéw w stanie nietrzeZwosSci:
2001-2008), In — logarytm naturalny, @, S — parametry strukturalne, X — zmienne
objasniajace (por. tabela 2), & — skladnik losowy.

W trakcie ustalania relacji — logarytmicznej lub semilogarytmicznej — taczacej
dang zmienng objasniajacg ze zmienng objasniang podejmowano te decyzj¢ na podsta-
wie specyfiki oddzialywania pierwszej ze zmiennych na drugg. Starano si¢ przy tym
odpowiedzie¢ na pytanie, czy dany regresor podlega prawu malejacych przychodéw w
konteks$cie swojego oddziatywania na wariancje regresanta, co uzasadniato przyjecie
specyfikacji logarytmicznej. W przeciwnym razie decydowano si¢ na relacje semilo-
garytmiczng. Wszystkie parametry modeli stochastycznych estymowano przy uzyciu
KMNK®.

5> Ze wzgledu na ograniczenia objetosci artykutu zrezygnowano z prezentacji formalnego modelu
ekonomicznej teorii przestepczosci, ktéra kwestie funkcjonowania systemu egzekucji prawa wysuwa na
czolo swoich rozwazafi, gdyz kazde ogniwo systemu generuje inng sktadowa ogélnego efektu odstraszania.
Wyczerpujacy opis modelu formalnego czytelnik znajdzie w monografii Florczaka (2011a), s. 324-328, za$
rozwazania nad systemem egzekucji prawa w kontekscie ekonomicznej teorii przestgpczosci — w artykule
Florczaka (2012b).

6 Z teoretycznego punktu widzenia, bardziej zasadne byloby zastosowanie estymacji tacznej (2MNK,
3MNK). Rozmiar modelu wykluczat jednak taka opcje. Zauwazmy ponadto, iz w przypadku szacunku pa-
rametréw strukturalnych réwnan, ktére docelowo maja wej$¢ a sktad duzego modelu wieloréwnaniowego,
korzysta si¢ z niesystemowych metod estymacji.
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Uzyskane rezultaty poddano pelnej weryfikacji statystycznej. W doborze narzedzi
diagnostycznych kierowano si¢ konieczno$cig sprawdzenia podstawowych wlasciwo-
Sci statystycznych uzyskanych oszacowari, z uwzglednieniem realizacji tzw. schematu
Gaussa-Markova’.

W tabeli 2 przedstawiono wyniki estymacji parametréw strukturalnych tzw. modeli
petnych (global model), w ktérych uwzgledniono wszystkie dostepne na szczeblu makro
zmienne (por. Florczak, 2009; Florczak, 2012a) oraz rezultaty ostatecznych wariantéw
réwnan podazy przest¢pczoSci wedlug podziatu rodzajowego.

Oszacowania uzyskane w modelach pelnych (warianty [1], [3], [5] oraz [7] tabe-
li 2) sa w zdecydowanej wigkszoSci nie tylko nieistotne, ale czgsto charakteryzuja si¢
znakami niezgodnymi z ustaleniami teoretycznymi. Jednocze$nie wysoki stopienl objas-

Tabela 2.
Oszacowania parametréw strukturalnych réwnan podazy przestepczosci
(symbole zmiennych podano w tabeli 1)
Zmienne ‘Wariant rOwnania
objasniajace /
g m | e | e W s e [ m | s
diagnostyczne Zmienna objasniana
InVIOL | InVIOL | InPROP | InPROP | InREST |InREST” | InVCR InVCR
Woraz woln 18,590 4,801 18,511 8,827 -2,624 20,157 23,674 6,509
yraz y (1,92) 4,27) (1,56) (5,73) 0,13) (15,43) (2,44) (5,45)
-0,483 -0,603 -1,965 0,116
InGDP (1.20) (1,10) (2.67) 0.29)
0,659 0,247 2,309 -0,190
AMGDP 1 37 038) (2.43) 038)
InW -0,428 -0,426 -0,767 -0,639 -0,263 -1,726 -0,687 -0,386
(2,05) (4,15) (2,89) (3,57) 0,62) (11,71) (3,06) (4,75)
1,384 1,384 0,722 0,536 1,170
InCSCAP 1 5 28) (187) | @463) | (043) (1.78)
GINI 0,033 0,029 0,012 0,014 0,043 0,051 0,022 0,025
(323) | @8) | (094) | @24) | 223 | 870 | 08) | (.64)
UNR -0,001 -0,003 -0,006 0,007 0,002
0,22) (0,90) 0,81) (0,62) (0,39)
-0,033 -0,008 -0,008 -0,018
PRK 2.75) 0.54) 0.37) (1.51)
-0,054 -0,033 -0,037 0,052 -0,062
Rwrz (1.71) (0.83) 0.60) | (445 | (1.85)
-0,149 -0,082 -0,092 -0,106 -0,211 -0,064
InSOCAP 1 5 14) 095 | (180) | (070) | (3.28) | (0.90)
M15307 0,011 0,0463 0,086 0,055 -0,071 -0,046 0,010
029) | (3.20) | (176) | (545) | (093) 112) | (119

7 Pominieto szczegély metodologiczne zwigzane z konstrukcja omawianych miar i testéw. Ich opis
Czytelnik znajdzie w kazdym wspétczesnym podreczniku do teorii ekonometrii (np. Greene, 1993; Welfe,
2003).
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Tabela 2. c.d.
1] 2] 3] [4] 5] [6] 7] 8]

-0,103 -0,105 0,140 -0,120
SRISIO 1 (1 04) (0.91) (0.69) (1.25)
-0,288 -0,001 -0,151 -0,199
RMS 2.87) (0.01) 0.79) (1.94)
-0,006 0,039 0,126 -0,014
SHOUSE | 0.28) (1,19) 2.77) (0.54)
-0,004 0,007 0,011 0,010 0,001
ROZMAL | 1 o6 (132) (145) | 206 | (0.12)
URB -0,053 -0,098 -0,037 0,031 -0,043
(128) (2.05) 046) | (3.13) | (109
PD 0,0004 0,051 -0,001 -0,005
(0,02) (2,02) 0,01) 0,27)
0,059 0,048 -0,056 0,044
ALCOH 1| 35) (1.13) 0.75) (0.99)

InPWYK -0,560 -0,445 -0,990 -0,969 0,651 -0,410 -0,440

3.98) | 436 | (559 | ©.68) | (2,09 270) | (629

-0,082 -0,167 -0,388 -0,407 -0,198 -0,331 -0,102 -0,101

InPSKAZ (0,86) (1,83) (3,32) (5,27) (1,10) (3,55) (1,05) (1,68)
0,040 -0,302 -0,148 -0,407 0,628 -0,331 0,120

InKARA

(0,26) (2,03) (0,66) (3,52) (2,14) (3,55) (0,72)
Opézniona | 53, | 0616 | 0,170 | 0,195 | -0,106 | -0,701 | 0,570 0,564

objatmiana | (2D | (649 | (13D | @41 | ©049) | (842) | 26D | (673)
R 0993 | 0985 | 0989 | 0989 | 0968 | 0976 | 0987 | 0984
MAPE | 0439 | 0940 | 0381 | 0492 | 0662 | 4818 | 0249 | 0380
D-H 0,785 | -0,763 | 0675 | 0983 | 0929 | 1299 | 0331 | -1,030
Jarque-Bera | 0078 | 0231 | 0135 | 0595 | 0449 | 0928 | 0536 | 0620
White - oo | - Loas | - | 084l | - 0419
RESET | 0407 | 0,118 | 078 | 0,185 | 0018 | 0025 | 0714 | 0313
Harvey-Collier | -1,502 | -1,208 | 0246 | 0,591 | -0224 | -4,140 | -0764 | 0618
F - o062 | - | o058 | - |o00s6 | - 0,195

ADF 1 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 1o 1(0)

Uwagi: w nawiasach podano wartosci statystyk ¢-Studenta; dla testow Jarque-Bera, White’a, RESET
oraz F podano graniczne poziomy istotnosci (p-value); (a) w wariancie wystepuje réwniez jedna
zmienna 0-1 dla roku 1990

Zr6dto: obliczenia wiasne

nienia wariancji zmiennej objasnianej we wszystkich omawianych wariantach §wiadczy,
iz przyczyna takich wynikéw jest wspo6tliniowos¢ regresoréw.

Zastosowanie metody regresji krokowej skutkuje rezultatami przytoczonymi w wa-
riantach [2], [4], [6] i [8] tabeli 2. Modele te spetniaja wszystkie zalozenia schematu
Gaussa-Markova, charakteryzuja si¢ stabilnoscia parametréw strukturalnych (wskazania
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testow Harveya-Colliera i Chowa (por. Florczak, 2011b) i postaci funkcyjnej (wskazanie
testu RESET) oraz stacjonarnoS$cig reszt (wskazanie testu ADF).

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o nieistotno$ci zmiennych pomini¢tych
w wariantach réwnan z restrykcjami zerowymi w stosunku do odpowiednich modeli
bez restrykcji. Omawiane modele charakteryzuja si¢ zatem pelna poprawnoscia meryto-
ryczng i dlatego stanowia podstawe do dalszych analiz, tworzac w modelu WF-CRIME
blok réwnan objasniajacych podaz przestgpczosci.

Ze wzgledu na ograniczenia objetosci artykutu zrezygnowano z oméwienia i inter-
pretacji otrzymanych wynikéw, gdyz odpowiednie wnioski i spostrzezenia sg zbyt liczne
1 zbiezne z tymi, ktére zawarto w artykutach Florczaka (2009, 2012a). Wspomnie¢ na-
lezy jedynie, iz biorgc pod uwage procedure selekcji koricowych wersji réwnan, ktéra
przebiegata bez arbitralnego wspomagania wyboru ostatecznego zestawu zmiennych
objasniajgcych — wydaje si¢, ze zmienne te, bardziej niz inne, utozsamia¢ mozna z
dtugookresowymi determinantami przestgpczosci w Polsce. Z kolei fakt, iz zbidr sta-
tystycznie istotnych regresor6w tworza zmienne znajdujgce teoretyczne uzasadnienie
przede wszystkim w ekonomicznej teorii racjonalnego wyboru oraz teorii dziatan ruty-
nowych dowodzi ich trafnosci i przeczy wyrazanym czesto opiniom o nieadekwatnosci
uwarunkowan ekonomicznych — w tym zwtaszcza koncepcji kary — do opisu zjawisk
zwiazanych z przestgpczoscia.

W ostatecznym réwnaniu pozostalych rodzajéw przestgpstw (wariant [6], tabe-
la 2) ze zbioru regresoréw celowo usunigto wspétczynnik wykrywalno$ci przestepstw,
PWYK. Ze wzgledu na swg specyfike przestepstwa te charakteryzuja si¢ bowiem blisko
100% wykrywalnoScia przypadkéw zarejestrowanych, a stad zmienna PWYK jest w ta-
kich okolicznosciach czynnikiem nieadekwatnym. Z powodéw wymienionych w sekcji
2 z kategorii ,,pozostate rodzaje przestepstw” usunieto przestepstwa kryminalizowa-
ne na podstawie artykulu 178a k.k. Dlatego tez pojawia si¢ konieczno$¢ objasnienia
zmienno$ci tej zmienne;j.

Na etapie specyfikacji odpowiedniej relacji zdecydowano si¢ na znamionowe po-
traktowanie omawianego przestgpstwa, co wynikalo przede wszystkim z bardzo niskiej
liczebnosci préby (8 obserwacji), a stagd niemoznoSci wykorzystania modelu uwzgled-
niajacego szerszy kontekst sSrodowiskowy. Do popelnienia omawianego czynu karalne-
go dochodzi jedynie w sytuacji prowadzenia pojazdu, co kaze uczyni¢ ogdlng liczbe
przestepstw omawianego typu funkcja liczby pojazdéw ogétem. Warunkiem koniecz-
nym zaistnienia przestepstwa jest réwniez nietrzeZwoS$¢ kierowcy, co w skali makro
Taczy ogdlng liczbe przestgpstw z wielkoScig spozycia alkoholu per capita. Przyjgto
przy tym dwa realistyczne zatozenia:

1) Elastyczno$¢ przestepstw Sciganych na podstawie artykutu 178a k.k. wzgledem
liczby pojazdéw wynosi 1, co odpowiada hipotezie, iz Srednie spozycie alkoholu w
populacji posiadajacej samochdd réwne jest ceteris paribus Sredniemu spozyciu alko-
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holu w populacji nie posiadajacej samochodu, przy zatozeniu takiej samej struktury
demograficznej obydwu populacji®.

2) Elastyczno$¢ przestepstw Sciganych na podstawie artykutu 178a k.k. wzgledem
spozycia alkoholu ogétem ceteris paribus wynosi 1, co jest jednoznaczne ze stwierdze-
niem, iz w warunkach czestszego spozywania alkoholu osoby posiadajace samochdd
czesciej prowadza go w stanie nietrzeZwosci.

Ponadto rosngca spoleczng dezaprobat¢ wobec omawianego czynu przestepczego
aproksymowano funkcja trendu’, przy oczekiwanym ujemnym znaku parametru sto-
jacego przy tej zmiennej. Ze wzgledu na kalibracje odpowiednich parametréw oraz
niedostateczng liczbe stopni swobody zaniechano petnej weryfikacji statystycznej wy-
nikéw omawiane;j relacji (por. tabela 3). Zauwazy¢ nalezy jedynie, ze z powodu rosngcej
spotecznej Swiadomosci wysokiej szkodliwosSci przestepstwa omawianego typu, mamy
do czynienia z autonomicznym jego spadkiem w tempie powyzej 11% rocznie (por.
odpowiedni parametr w tabeli 3).

Tabela 3.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego przestepstwa $cigane na podstawie artykutu
178a k.k. (zmienna objasniana: log(LDRUNK); préba: 2001-2008)

oszer:;l?;?:ca Oszacowanie parametru Odchylenie standardowe Statystyka # | Warto$¢ p
Wyraz wolny 5,415927 0,867613 6,242331 0,0008
In(CARS) 1,0
In(ALCOH) 1,0
Trend -0,115909 0,024389 -4,752502 | 0,0032
Weryfikacja statystyczna
R 0,999869 Zmzf;;“zgjziifnej 11,93917
Odchylenie standardowe  0,158059 Kryterium informacyjne Akaike’a -0,639378
Suma kwadratéw reszt 0,149896 | Kryterium informacyjne Schwarza -0,619517
Funkcja wiarygodnosci 4,557510 Statystyka D — W 1,574111

Zr6dlo: obliczenia wiasne

3.2. ROWNANIA SEKCII POLICJI (BEZPIECZENSTWA PUBLICZNEGO)

Dane dotyczace polskiego systemu egzekucji prawa obejmujg znacznie krétszy
okres niz w przypadku podazy przestgpczosci, zazwyczaj gospodarke transformowana:

8 Oznacza to, iz fakt posiadania samochodu nie zmienia ustalonej, indywidualnej skfonnosci do
spozycia alkoholu.

® Préba uzaleznienia omawianej wielkosci od prawdopodobieristwa wykrycia przestepstw ogétem,
PWYK, zakoriczyla si¢ niepowodzeniem.
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1990-2008. Z jednej strony ogranicza to mozliwos$¢ ,rozwiniecia skrzydet ” w kon-
tekScie metodyki i weryfikacji statystycznej, z drugiej zas pozwala zachowal pelng
sp6jnos¢ danych, ktére dotycza jedynie obecnego systemu spoleczno-ekonomicznego.

Fundamenty teoretyczne opisujace mechanizmy funkcjonowania systemu egzekucji
prawa sg znacznie stabiej rozwinig¢te niz teoretyczne podstawy objasniajace zjawisko
przestgpczosci (por. Noam, 1977; Tulder, Van der Torre, 1999; Tulder, Velthoven, 2003;
Blumstein, 2007). Dlatego tez w trakcie specyfikacji odpowiednich relacji czg¢stokroé
formutowano autorskie hipotezy dotyczace domniemywanych zwigzkéw, zas tam gdzie
to bylo mozliwe positkowano si¢ istniejagcymi rozwigzaniami empirycznymi.

W réwnaniu wnoszonych aktéw oskarzenia — stanowigcym punkt wyjscia dla kon-
strukcji wspétczynnika wykrywalnosci przestepstw — przyjeto nastepujace hipotezy:

a) Liczba wykrytych przestepstw jest ceteris paribus proporcjonalna — chociaz
mniej niz wprost proporcjonalna — do liczebnosci popetnianych przestepstw (por. Tul-
der, Van der Torre, 1999). W celu wyjasnienia istoty powyzszej hipotezy postuzy¢
mozna si¢ czesto przytaczang w takich przypadkach alegorig. Otéz w przypadku poto-
wow, dysponujgc tym samym sprzetem (siecig), rybak wylawia wieksza ilos¢ ryb, im
bardziej fowisko obfituje w ryby.

b) Aktywnos¢ policji w zakresie wykrywalnosci przestepstw jest funkcja naktadow
na jej funkcjonowanie (por. Carr-Hill, Stern, 1973; Carr-Hill, Stern, 1977; Carr-Hill,
Stern, 1979). Odwotujgc si¢ raz jeszcze do przytoczonej alegorii: im lepszy sprzet tym
ceteris paribus — bez wzgledu na obfito$¢ ryb — wyzszy poléw.

c) Zwiekszenie aktywnosci policji w obszarach innych niz walka z przestepczo-
Scig skutkuje zmniejszeniem wykrywalno$ci przestepstw. W réwnaniu obja$niajgcym
liczbe aktéw oskarzenia w ogdlnej ich liczbie pomini¢to przestgpstwa $cigane na mo-
cy artykutu 178a k.k. oraz liczbe przestepstw popelnionych przez nieletnich. Dlatego
tez zwickszenie zaangazowania sit policyjnych w obstudze ruchu drogowego — czego
symptomatycznym przejawem jest wicksza liczba wykrytych przestepstw prowadzenia
pojazdéw w stanie nietrzeZwoSci — zmniejsza wykrywalno$¢ innych rodzajéw prze-
stepstw.

Wszystkie hipotezy znalazty empiryczne potwierdzenie (por. tabela 4).

Elastyczno$¢ wykrywalno$ci wzgledem liczby popetnionych przestepstw wynosi
blisko 0,9 i jest znacznie wyzsza od analogicznej elastycznoSci wzgledem naktadéw
na bezpieczefistwo publiczne (0,55), natomiast substytucyjne efekty zwiekszenia wy-
krywalnoS$ci przestgpstw polegajacych na prowadzeniu pojazdu w stanie nietrzeZwosci
sa marginalne (odpowiedni parametr réwny jest jedynie -0,014).

O zarejestrowanych przypadkach prowadzenia pojazdu w stanie nietrzeZwosci przy-
jeto implicite ich 100% wykrywalno$¢. Ze swej istoty sa to przestepstwa, ktérych
rejestracja jest rGwnoznaczna z ,,przylapaniem na gorgcym uczynku”, a stad liczba
przestepstw zarejestrowanych réwna jest liczbie przestepstw wykrytych.

W odniesieniu do przestepczosci nieletnich przyjeto zatozenie, iz liczba oskarzen
przeciwko nieletnim réwna jest liczbie orzeczonych wyrokéw skazujacych. Wydaje
si¢ bowiem, ze ze wzgledu na mozliwo$¢ oddziatywania na nieletnich poprzez mniej
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Tabela 4.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego przestepstwa wykryte (zmienna objasniana:
In(AKTOSKB); préba: 1990-2008)

Zmienna objasniajgca | Oszacowanie parametru | Odchylenie standardowe | Statystyka 7 | Warto$¢ p
Wyraz wolny -3,745846 1,161308 -3,225540 | 0,0066
In(VIOL+PROP+REST) 0,894750 0,064502 13,87175 0,0000
In(BSAFE) 0,548416 0,062806 8,731839 0,0000
In(LDRUNK) -0,014028 0,002998 -4,679867 | 0,0004
U1990 -0,249425 0,029501 -8,454742 | 0,0000
U1999+U2000 -0,178736 0,030229 -5,912769 | 0,0001

Weryfikacja statystyczna

_ Warto$¢ Srednia

R 0,983296 artose sredia 13,09225
zmiennej objasnianej
Odchylenie standardowe 0,024980 Kryterium informacyjne 4289387
Akaike’a
Suma kwadratéw reszt 0,008112 Kryterium informacyjne 3,991143
Schwarza
Funkcja wiarygodnosci 46,74918 Statystyka D — W 2,269113

Zrédto: obliczenia whasne

drastyczne Srodki niz sagdowe, policja decydujac si¢ na te ostatnie dysponuje bardzo
mocnymi powodami i dowodami, uzasadniajagcymi ich uzycie.

Liczebnos$¢ wykrytych przestepstw popetnionych przez nieletnich jest funkcja na-
stepujacych czynnikéw:

a) ogoblnej liczby przestepstw, z wykluczeniem prowadzenia pojazdéw w stanie
nietrzeZwosci, gdyz te ostanie z definicji nie sg popelnianie przez nieletnich (ustawowy
wymég ukoriczenia 17-stu lat w celu uzyskania prawa jazdy'?);

b) populacji oséb w wieku definiujacym kategori¢ przestepczosci nieletnich (13-16
lat);

¢) nakladéw na funkcjonowanie bezpieczenstwa publicznego.

Uzyskane wyniki charakteryzuja si¢ statystyczno-merytoryczng akceptowalnoscia
(por. tabela 5). Elastyczno$¢ wykrytych przestepstw nieletnich wzgledem naktadéw na
funkcjonowanie bezpieczenstwa publicznego jest znacznie wyzsza niz w przypadku
przestepczosci dorostych i przekracza 1. Fakt ten mozna ttumaczyé tym, iz nieletni
nie posiadaja wyrobionych nawykéw i do§wiadczenia przestepczego lub/i rosnacym
udzialem przestepczosci nieletnich w przestepczosci ogbtem.

Liczebno$¢ aktéw oskarzenia doroslych i nieletnich wraz z liczbg zarejestrowa-

10 Zarejestrowane przypadki prowadzenia pojazdéw mechanicznych przez nieletnich pod wptywem
alkoholu sa na tyle rzadkie — i zazwyczaj rozpatrywane w trybie wykroczenia, nie za$ przestepstwa — ze
zjawisko to nie podwaza zasadnoSci przyjetego zatozenia.
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Tabela 5.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego liczbg skazanych nieletnich (zmienna
objasniana: In(SKAZNIE); préba 1990-2008)

Zmienna objasniajaca | Oszacowanie parametru | Odchylenie standardowe | Statystyka 7 | Warto$¢ p
Wyraz wolny -18,46150 4,115113 -4,486268 0,0004
In(VIOL+PROP+REST) 0,738297 0,194307 3,799651 0,0017
In(L1316) 0,894465 0,390517 2,290467 0,0369
In(BSAFE) 1,350317 0,219787 6,143756 0,0000

Weryfikacja statystyczna

_ Wartos¢ Srednia

R? 0,914741 . o 9,914594
zmiennej objasnianej
Odchylenie standardowe 0,098196 Kryterium informacyjne -1,619032
Akaike’a
Suma kwadratéw reszt 0,144638 Kryterium informacyjne -1,420203
Schwarza
Funkcja wiarygodnosci 19,38080 Statystyka D — W 1,525404

Zr6dto: obliczenia wiasne

nych przestepstw, tacznie z prowadzeniem pojazdéw w stanie nietrzeZwosci, stuzg do
konstrukcji odpowiednich wskaZznikéw wykrywalnosci, ktére definiujg ogélny efekt
odstraszania w aspekcie nieuchronnosci kary.

3.3. ROWNANIA SEKCIJT SADOWNICTWA

Akty oskarzenia, sformutowane przez pierwsze ogniwo systemu egzekucji prawa
(policja i prokuratura), stanowig podstawe do wszczecia postepowania sgdowniczego,
ktorego efektem jest wydanie odpowiedniego wyroku, najogélniej — uniewinniajace-
go lub orzekajacego o winie. Relacja liczby wyrokéw skazujacych do liczby aktéw
oskarzenia definiuje drugg sktadowg ogdlnego efektu odstraszania, odpowiedzialng —
podobnie jak wskazniki wykrywalnosci — za nieuchronnos¢ kary.

Sposréd dostepnych sankcji karnych, stojacych do dyspozycji sadu, najwazniejszg
jest wyrok skazujacy na bezwzgledne pozbawianie wolnosci. Jest to nie tylko najbar-
dziej dotkliwa sankcja, ale réwniez czynnik determinujacy funkcjonowanie kolejnego
ogniwa systemu egzekucji prawa, jakim jest wieziennictwo.

W trakcie specyfikacji réwnania objasniajacego liczbe wyrokéw skazujacych na
bezwzgledne pozbawienie wolnosci (POZBW) brano pod uwage liczne hipotezy for-
mulowane na gruncie ustaleil teoretycznych, w szczegdlnosci analizowano wplyw na-
stepujacych czynnikéw:

1) Obcigzenia systemu sadowniczego liczba naptywajacych spraw karnych: ich
przyrost powinien ceteris paribus prowadzi¢ do zwigkszenia liczby wyrokéw skazuja-
cych.
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2) Spotecznej szkodliwos$ci czynéw, ktéra aproksymowano wielko$cig jednostko-
wych spotecznych kosztéw przestepczosci (por. Florczak, 2009). W przypadku eskalacji
spolecznej dotkliwoS$ci przestepstw oczekiwang reakcja systemu sprawiedliwosci jest
siegnigcie po bardziej represyjne Srodki karne (por. Andreoni, 1991).

3) Recydywizmu: w przypadku recydywistéw sady stosuja zaostrzone sankcje kar-
ne.

4) Naktadéw na funkcjonowanie systemu sgdowniczego: spodziewal nalezy si¢
relacji dodatniej, gdyz wzrost Srodkéw skutkuje ceteris paribus zmniejszeniem rela-
tywnego obcigzenia systemu (por. Tulder, Van der Torre, 1999).

5) Efektywnosci i egzekwowalnoSci wyroku bezwarunkowego pozbawienia wol-
nosci, co obrazowo okresli¢ mozna hipotezg ,,zniech¢conego sedziego” (discourged
Judge hypothesis), nawigzujac do hipotezy zniech¢conego pracownika (discouraged
worker hypothesis) z dziedziny nauk ekonomicznych. Najogdlniej hipoteza ta méwi, iz
w wyniku fiaska dziatari ludzkich zmierzajacych do osiggnigcia okreslonego celu — bez
wzgledu na skale wlasnych wysitkéw wlozonych w jego osiagniecie — ktére spowo-
dowane jest obiektywnymi uwarunkowaniami zewnetrznymi, nastgpuje zmniejszenie
zaangazowania w realizacje wytyczonego celu. Jesli zatem system wieziennictwa re-
aguje eskalacjg przedterminowych zwolniei warunkowych na wzrost liczby skazanych
na bezwarunkowe pozbawienie wolnosci, wéwczas nalezy liczy¢ si¢ z mozliwoscia
wystapienia omawianego zjawiska.

Jednoczesna weryfikacja wszystkich 5-ciu hipotez badawczych przy uzyciu wielo-
wymiarowej analizy ekonometrycznej prowadzi do wynikéw zawartych w tabeli 6.

Sposréd przedstawionych S-ciu hipotez nie udato si¢ potwierdzi¢ jedynie 2-giej.
Najbardziej prawdopodobng przyczyng takiego stanu rzeczy jest fakt, iz jednostkowe
spoleczne koszty przestepczosci nie sg adekwatng aproksymantg zréznicowania sankcji
karnych, ktérymi dysponuja sady. Np. czesto orzekana kara 25-ciu lat pozbawienia
wolnosci za umyslne zabdjstwo, jest ,,tylko” 25-razy wyzsza od wyroku 1-rocznego
pobytu w wigzieniu, ktérg to kare sad orzeka nawet za relatywnie malo spolecznie
dotkliwe przestepstwo, podczas gdy z punktu widzenia kosztu jednostkowego réznica
pomigdzy obydwoma przestgpstwami moze by¢ niewspdimiernie wyzsza (por. Florczak,
2009).

Elastyczno$¢ skazan na bezwzgledne pozbawienie wolnosci wzgledem podazy ak-
tow oskarzenia oraz nakfadéw na sadownictwo jest bardzo niska, odpowiednio: 0,2 i
0,11 (por. tabela 6). Swiadczy to o niezaleznym od okolicznoSci zewnetrznych trak-
towaniu spraw karnych przez polskie sady, gdyz obcigzenie systemu sgdowniczego
jedynie w niewielkim stopniu rzutuje na surowo$¢/tagodnos¢ ferowanych wyrokow.

Zgodnie z oczekiwaniami, wzrost przestgpstw popelnianych przez recydywistéow
prowadzi do czestszego orzekania kary wiezienia, za§ odpowiednia elastyczno$¢ wynosi
0,5. Okazuje sig¢, iz hipoteza ,,zniechgconego s¢dziego” réwniez znalazta empiryczne
potwierdzenie. W warunkach proporcjonalnie szybszego przyrostu liczby przedtermi-
nowych zwolnienn od przyrostu skazanych na bezwarunkowe pozbawienie wolnosci,



Makroekonomiczny model przestepczosci i systemu egzekucji prawa dla Polski. . . 473

Tabela 6.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego liczbg dorostych skazanych na bezwarunkowe
pozbawienie wolnosSci (zmienna objasniana: In(POZBW); proba 1990-2008)

Zmienna obja$niajaca O;Z?;;Z;Te :;i‘;z};l;:‘i’ee Statystyka ¢ | Warto$¢ p
Wyraz wolny 2,039152 1,555244 1,311146 0,2109
In(AKTOSK-SKAZNIE) 0,2
In(BSAD) 0,110808 0,047231 2,346093 0,0342
In(NREC) 0,509214 0,142796 3,566025 0,0031
In(ZWOLWAR/POZBW) -0,342531 0,087350 -3,921357 | 0,0015
(U1998+U1999+U2000+U2001) |  -0,193802 0,043198 -4,486407 | 0,0005

Weryfikacja statystyczna

_ Warto$¢ Srednia

R? 0,832064 . A 10,45885
zmiennej objasnianej
Odchylenie standardowe 0,074042 Kryterium informacyjne 2,147447
Akaike’a
Suma kwadratéw reszt 0076750 | Kryterium informacyjne -1,898910
Schwarza
Funkcja wiarygodnosci 25,40074 Statystyka D — W 2,469933

Zr6dto: obliczenia whasne

sedziowie rzadziej korzystaja z najsurowszej sankcji karnej (odpowiednia elastyczno$¢
réwna jest -0,34).

Liczbe wyrokéw skazujacych na pozostale — poza karg bezwzglednego pozba-
wienia wolnosci — rodzaje sankcji karnych objasniono w sposéb Igczny. Zmienng tg
uczyniono funkcja podazy aktéw oskarzenia oraz nakladéw na sadownictwo. Proby
poszerzenia zbioru regresorow o czynniki uwzglednione w réwnaniu skazai na bez-
warunkowe pozbawienie wolnosci zakoriczyly si¢ niepowodzeniem. Wyniki estymacji
parametréw strukturalnych omawianej relacji zawarto w tabeli 7.

W odréznieniu od réwnania poprzedzajacego, elastyczno$¢ skazan na pozostate
sankcje karne wzgledem podazy aktéw oskarzenia oraz naktadéw na funkcjonowanie
sadownictwa jest wysoka: odpowiednio 0,97 oraz 0,57. Zatem w przypadku wzrostu
obcigzenia sprawami karnymi, system sadowniczy reaguje niemal proporcjonalnym
zwiekszeniem stosowalno$ci sankcji karnych innych niz kara wig¢zienia. Jest to natu-
ralna i efektywna odpowiedZ na konieczno$¢ obstugi wiekszej puli zobowigzan (spraw
karnych) w warunkach ustalonych mocy przerobowych sadownictwa, gdyz orzeczenia
skazujace na bezwarunkowe pozbawienie wolno$ci wymagajg znacznie wigkszych na-
ktadéw pracy i Srodkéw. W przypadku za$ zwigkszenia owych mocy system réwniez
reaguje relatywnie szybszym wzrostem orzeczen innych niz skazujace na bezwzgledne
pozbawienie wolnosci (w mawianym réwnaniu odpowiednia elastyczno$¢ wynosi 0,57,
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Tabela 7.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objas$niajacego liczbe dorostych skazanych na pozostate — poza
bezwarunkowym pozbawieniem wolnosci — sankcje karne
(zmienna objas$niana: In(SKAZPOZ); préba 1990-2008)

Zmienna objasniajaca | Oszacowanie parametru | Odchylenie standardowe | Statystyka ¢ | Warto$¢ p
Wyraz wolny -4,545036 1,779111 -2,554667 | 0,0220
In(AKTOSK-SKAZNIE) 0,969758 0,198353 4,889055 0,0002
In(BSAD) 0,571149 0,129658 4,405028 0,0005
U2000 -0,240721 0,087636 -2,746829 | 0,0150

Weryfikacja statystyczna

R 0,974799 Wartos¢ Srednia 12,30960
zmiennej objasniane;j

Kryterium informacyjne

Odchylenie standardowe 0,085172 Akaike’a -1,903628

Suma kwadratéw reszt 0,108814 Kryterium informacyjne -1,704799
Schwarza

Funkcja wiarygodnosci 22,08446 Statystyka D — W 1,813937

Zrédlo: obliczenia wiasne

podczas gdy w rownaniu wyrokéw skazujacych na bezwzgledne pozbawienie wolnosci
— tylko 0,11).

Ostatnim behawioralnym réwnaniem sekcji sgdownictwa jest Srednia dlugosé orze-
czonego wyroku bezwzglednego pobawienia wolnos$ci. Kategori¢ t¢ uzalezniono od
dwéch czynnikéw:

a) prawdopodobienistwa skazania na kare wiezienia'' oraz

b) mocy przepustowych systemu wieziennictwa, aproksymowanych $rednig licz-
ba penitencjariuszy przypadajacych na jeden zaktad karny'?; wyzsza warto$¢ propo-
nowanego indykatora implikuje ceteris paribus krétszg Srednig dtugo$¢ orzeczonego
wyroku.

Wyniki estymacji parametréw strukturalnych omawianej relacji wskazujg na stusz-
no$¢ przyjetych zatozen, przy czym zmienna objasniana reaguje silniej na zmiany w
stopniu wykorzystania mocy przepustowych wieziennictwa (elastyczno$¢ réwna -0,18)
niz na zwigkszenie czestosci skazan na bezwzgledne pozbawienie wolnosci (elastycz-
no$é réwna -0,055). Odpowiednie wyniki zawarto w tabeli 8.

Blok réwnai objasniajacy funkcjonowanie systemu sadownictwa obejmuje réwniez
kilka relacji tozsamoSciowych. Definiujg one m.in. prawdopodobiefistwo orzeczenia

1" Jak wykazat Andreoni, (1991) — wraz ze wzrostem dotkliwosci potencjalnej kary, obowiazujacej
za dokonanie okreslonego rodzaju przestepstwa, niezalezni s¢dziowie rzadziej ceferis paribus wydajg
wyroki orzekajace o winie.

12 Miara ta — pod nieobecno$é danych dotyczacych ogélnej liczby miejsc w polskich wiezieniach —
stanowi dostgpng aproksymantg mocy przepustowych wigziennictwa.



Makroekonomiczny model przestepczosci i systemu egzekucji prawa dla Polski. . . 475

Tabela 8.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego przecigtng dtugos$¢ bezwarunkowego
pozbawienia wolnosSci (zmienna obja$niana: In(SDW); préba 1990-2008)

Zmienna objasniajgca Oszacowanie | Odchylenie standardowe | Statystyka ¢ | Wartos$¢ p
Wyraz wolny 1,779189 0,206093 8,632938 0,0000
In(PSW) -0,055837 0,024809 -2,250710 | 0,0388
In(((PRISP+PRISP(-1))/2)/LPRIS) | -0,181003 0,038605 -4,688608 | 10,0002

Weryfikacja statystyczna

R 0,625708 Wartosc srednia 0,736314
zmiennej objasnianej

Kryterium informacyjne

Odchylenie standardowe 0,022335 Akaike’a -4,621345

Suma kwadratéw reszt 0,0079g2 | Kryterium informacyjne 4,472223
Schwarza

Funkcja wiarygodnosci 46,90278 Statystyka D — W 1,870022

Zrédto: obliczenia wlasne

wyroku o winie warunkowe wzgledem nadestanych aktéw oskarzenia (PSKAZ), odse-
tek skazan na bezwarunkowe pozbawienie wolnosci (PSW) oraz na pozostale rodzaje
sankcji karnych (PS7).

3.4. ROWNANIA SEKCJI WIEZIENNICTWA

Jako ostatnie ogniwo systemu egzekucji prawa wieziennictwo ma hipotetycznie
najmniejsze pole manewru w zakresie ksztalttowania i realizowania polityki karnej. Jest
bowiem zobowigzane do przyjmowania nowo-skazanych wiezniow i zabezpieczenia ich
pobytu az do zapadalno$ci orzeczonego wyroku. W praktyce jednak za pomocg insty-
tucji zwolnienia warunkowego wiladze wigzienne moga wplywaé na pozostale ogniwa
systemu, bezposrednio — na decyzje zapadajace na szczeblu orzecznictwa sgdowego
w kwestii wyrokéw skazujgcych na bezwarunkowe pozbawienie wolno$ci, za$ posred-
nio — na funkcjonowanie bezpieczenstwa publicznego. Zwolnienia warunkowe nie sg
zatem jedynie wyrazem taski i spotecznego humanitaryzmu, ale swoistym ,,wenty-
lem bezpieczenstwa” w rekach stosownych organéw, z ktérego korzystaja one w celu
niedopuszczenia do nadmiernego przepetnienia wi¢ziei.

W trakcie analizy alternatywnych wariantéw réwnania przedterminowych zwolnien
brano pod uwage nastepujgce czynniki:

a) realne naklady na wigziennictwo,

b) stopiefi obcigzenia wigzien, mierzony relacjg liczby wig¢Zniéw do liczby zakla-
déw karnych,

c) stopiefi obcigzenia wig¢zie,, mierzony liczbg penitencjariuszy na jednego pra-
cownika stuzb wig¢ziennych,
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d) liczbe skazanych na kare bezwzglednego pozbawienia wolnosci,

e) $rednig dlugos¢ wyroku odbywajacych kare wiezienia.

W wyniku badania empirycznego zdecydowano si¢ na zachowanie jedynie dwdch
pierwszych z listy wymienionych zmiennych. Rezultaty estymacji parametréw réwnania
zwolnien warunkowych zawarto w tabeli 9. Okazuje sie, iz reakcja systemu wiezien-
nictwa na stopiefi wykorzystania mocy jest niezwykle silna: odpowiednia elastyczno$é
jest nieznacznie wyzsza od jednoS$ci. W przypadku zwiekszenia realnych naktadéw na
wieziennictwo, system wykazuje zdolnoS$ci adaptacyjne w zakresie znacznie wezszym
niz w przypadku trwatego zwickszenia przepustowosci wiezieri: odpowiedni parametr
jest — co do wartosci bezwzglednej — ponad dwa razy nizszy od elastycznosci mierzacej
wplyw stopnia wykorzystania mocy wig¢ziennictwa i wynosi -0,45.

Tabela 9.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego przedterminowe zwolnienia warunkowe
(zmienna objasniana: In(ZWOLWAR); préba 1990-2008)

Zmienna objasniajaca O;;?:;Z;‘:e Sct:licd}z?;i]ee Statystyka ¢ | Wartos$¢ p
Wyraz wolny 6,376240 0,724391 8,802204 | 0,0000
In(((PRISP+PRISP(-1))/2)/LPRIS)|  1,043129 0,233003 4,476890 | 0,0005
In(BPRIS) -0,448305 0,126668 -3,539213 | 0,0033
U1996 0,288025 0,084748 3,398595 | 0,0043
U1990+U2000+U2001+U2002 -0,237598 0,047394 -5,013269 | 0,0002

Weryfikacja statystyczna

5 Wartos$¢ Srednia

R 0,815295 ) Artose srednia 9,905619
zmiennej objasnianej
Odchylenie standardowe 0078912 | Kryterium informacyjne -2,020030
Akaike’a
Suma kwadrat6w reszt 0087180 | Kryterium informacyjne -1,771493
Schwarza
Funkcja wiarygodno$ci 24,19029 Statystyka D — W 2,144406

Zrédto: obliczenia whasne

Obok zwolnieri w trybie warunkowym, znaczaca cze$¢ wigeZniéw opuszcza zaktady
karne po uptywie zapadalnosci wyroku. Liczba zwolnionych w tym trybie zalezy od
liczebno$ci populacji wigziennej oraz od zmian w dlugosci Sredniego wyroku oséb
odbywajacych kare wiezienia. W pierwszym przypadku oczekiwana elastyczno$¢ wy-
nosi 1, gdyz ceteris paribus wigksza liczba wigZniéw generuje proporcjonalng wielko§é
zwolnien, co uzasadnia kalibracj¢ odpowiedniego parametru na takim wlasnie poziomie
(por. tabela 10).

Liczba zwolnionych w trybie normalnym jest silnie zalezna od struktury osadzo-
nych wediug dtugosci wyroku. Przyrost Sredniej dtugosci wyroku osadzonych §wiadczy
0 tym, iz nowo-przyjeci wieZniowie zostali skazani — §rednio rzecz biorac - na pobyt
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Tabela 10.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego zwolnienia po uplywie zapadalnosci wyroku
(zmienna objasniana: In(ZWOLN); préba 1990-2008)

Zmienna objasniajaca | Oszacowanie parametru | Odchylenie standardowe | Statystyka ¢ | Warto$¢ p
Wyraz wolny -1,478233 0,043093 -34,30352 | 0,0000
In(PRISP(-1)) 1,0

In(SDWP/SDWP(-1)) -2,064867 0,819178 -2,520658 | 10,0256

U1991 0,844570 0,199614 4,231010 0,0010
U1992 -0,568023 0,172447 -3,293902 | 0,0058
U1997 -0,948030 0,169722 -5,585770 | 10,0001
U2004 0,456362 0,170625 2,674642 0,0191

Weryfikacja statystyczna

5 Wartos¢ Srednia

R? 0,877428 . oL 9,354281
zmiennej objasnianej
Odchylenie standardowe 0,164330 Kryterium informacyjne -0,521787
Akaike’a
Suma kwadratéw reszt 0,351058 Kryterium informacyjne -0,223543
Schwarza
Funkcja wiarygodnosci 10,95698 Statystyka D — W 1,432994

Zrodto: obliczenia whasne

dtuzszy od juz odbywajacych kare pozbawienia wolnosci, co tlumaczy bardzo wyso-
ka elastyczno$¢ zwolnien w trybie normalnym wzgledem zmian w Sredniej dlugosci
odbywanej kary (por. tabela 10).

Przez analogi¢ do procesu akumulacji majatku rzeczowego, Srednig dtugo$é¢ wy-
roku dla wiezniéw odbywajacych kare bezwarunkowego pozbawienia wolnosci obja-
$niono przy uzyciu geometrycznego rozktadu Koycka, zakladajac jednorodnos¢ funkcji.
Srednia dlugos¢ odbywanego wyroku, SDWP, jest bowiem funkcja biezacych i opdznio-
nych wartosci Sredniej dlugosci wyrokéw skazujacych na pobyt w zakladzie karnym,
SDW. Odwolujac si¢ do przywotanej analogii: zmienna SDWP jest odpowiednikiem
zasobow majatkowych, za§ zmienng SDW mozna utozsamiaé z kategorig naktadéw
inwestycyjnych.

Rezultaty estymacji parametréw omawianego réwnania zawiera Tabela 11. Uzyska-
ne wyniki dowodzg trafnosci przyjetej specyfikacji: model charakteryzuje si¢ merytory-
czno-statystyczng akceptowalnoscia.

Ostatnie stochastyczne réwnanie nalezace do bloku objasniajacego funkcjonowanie
wigziennictwa dotyczy liczby skazanych recydywistéw, NREC. Mowa jest o skazaniach,
o ktdérych z formalnego punktu widzenia decyduje sad, nie za$§ wig¢ziennictwo. Jednak-
ze koniecznym warunkiem zaistnienia recydywy jest popelnienie przestepstwa w ciggu
5-ciu lat po odbyciu kary pozbawienia wolnosci, co powoduje, iz podaz recydywi-
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Tabela 11.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego Srednig dtugos¢ wyroku oséb odbywajacych
kar¢ bezwarunkowego pozbawienia wolnosci (zmienna objas$niana: In(SDWP); préba 1976-2008)

Zmienna objasniajaca | Oszacowanie parametru | Odchylenie standardowe | Statystyka ¢ | Warto$¢ p
Wyraz wolny 0,774150 0,102970 7,518195 0,0000
SDWP(-1) 0,353332
SDW 0,646668 0,079193 8,165688 0,0000
U1989 1,100976 0,112891 9,752522 0,0000
(U2002+U2003) 0,177136 0,081021 2,186301 0,0370

Weryfikacja statystyczna

R 0,826139 Wartosc Srednia 3,393987
zmiennej objasnianej

Kryterium informacyjne

Odchylenie standardowe 0,110715 Akaike’a -1,450509

Suma kwadratéw reszt 0,355474 Kryterium informacyjne -1,269114
Schwarza

Funkcja wiarygodnosci 27,93339 Statystyka D — W 1,459790

Zrédto: obliczenia wiasne

stéw jest w pierwszej kolejnosci funkcja skumulowanej 5-cio letniej liczby zwolnien
i uzasadnia przypisanie tej kategorii do bloku réwnan zwiazanych z wigziennictwem.
Dane zawarte w pracy Szymanowskiego (2010, s. 282-283) — pokazuja bowiem, ze
prawdopodobienistwo ponownego wkroczenia na droge przestgpstwa w okresie objetym
zaostrzonymi sankcjami ma rozktad réwnomierny.

W wyniku analiz empirycznych okazato si¢, iz uczynienie kategorii ,,skazani recy-
dywisci” funkcja jedynie skumulowanej liczby zwolnien jest niedostateczne, co impli-
cite oznacza iz odsetek zwolnionych, ktérzy w ciggu 5-ciu lat po opuszczeniu zakladu
karnego dopuscili si¢ czynu przestgpczego, nie jest staly w czasie i najprawdopodobnie;j
zalezy réwniez od uwarunkowan §rodowiskowych. Ze wzgledu na bardzo niskg liczeb-
no$¢ préby uwarunkowania te zdecydowano sie aproksymowac jedng tylko zmienng —
stopa bezrobocia. W celu zwigkszenia stopnia objasnienia wariancji zmiennej NREC
zdecydowano si¢ przy tym na wykorzystanie techniki uzmiennienia parametréw wzgle-
dem zmiennych (por. Florczak [2005]). Oszacowania parametréw strukturalnych oma-
wianego réwnania (por. tabela 12) potwierdzajg stuszno$¢ przyjetych zatozen.

Warto zauwazyé, ze elastyczno$¢ liczby recydywistéow skazanych na kare bez-
wzglednego pozbawienia wolnosci, NREC, wzgledem liczby zwolniei ogétem jest
bliska jednosci (0,97). Oznacza to, iz pobyt w zakladach odosobnienia ma, Srednio
rzecz biorgc, indyferentny wptyw na osobniczg sktonno$¢ do popelniania przestgpstw,
a zatem nie mamy do czynienia ani z efektem odstraszania indywidualnego (specific
deterrence) ani z efektem brutalizacji.
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Tabela 12.
Wyniki szacowania parametréw réwnania objasniajacego liczbg recydywistéw skazanych na
bezwarunkowe pozbawienie wolnosci (zmienna objasniana: In(NREC); préba 1990-2008)

Zmienna obja$niajgca O;?;;‘Z;?]ie s(t)acrilcd:}gcl)ljfe Statystyka ¢|Warto$¢ p
Wyraz wolny -2,700716 1,026116 -2,631978 | 0,0207
In(ZWOL+ZWOL(-1)+... +ZWOL(-5))| 0,971916 0,081555 11,91735 | 0,0000
UNR*In(ZWOL+...+ZWOL(-5)) 0,001963 0,000264 7,432516 | 0,0000
U2001 0,194483 0,047636 4,082735 | 0,0013
U2003+U2007 -0,275995 0,033376 -8,269290 | 0,0000
U1991+U1996+U2006 -0,182951 0,029439 -6,214650 | 0,0000

Weryfikacja statystyczna

_ Warto$¢ Srednia

R 0,922673 Artose srednta 9,509053
zmiennej objasniane;j
Odchylenie standardowe 0043547 | Kryterium informacyjne -3,178082
Akaike’a
Suma kwadratéw reszt 0,024647 | Kryterium informacyjne -2,879838
Schwarza
Funkcja wiarygodnosci 36,19178 Statystyka D — W 1,738444

Zr6dto: obliczenia whasne

4. UWAGI KONCOWE

Zaprezentowany model WF-CRIME wnosi szereg nowych rozwiagzan do dorobku
w omawianej dziedzinie. Najlatwiej nowe idee pokaza¢ poprzez nawigzanie do watpli-
woSci artykutowanych we wstepie. 1 tak:

1) Dobér zmiennych objasniajagcych w réwnaniach podazy przestepczosci nie ba-
zuje na konkretnej teorii przestepczosci, co wynika z pragmatycznego spostrzezenia,
ze zadna z istniejacych teorii nie jest w stanie w pojedynke objasni¢ w sposéb zado-
walajacy — i dostatecznie precyzyjny — wariancji przestepczosci.

2) Dazono do zapewnienia statystycznej istotno$ci wszystkich sktadowych efektu
odstraszania, gdyz sg one potaczone ze sobg zaleznoScig multiplikatywna. Jak bowiem
przekonujaco argumentujg Mendes i McDonald (2005, s. 590-591):

Jesli zatem ktérykolwiek z komponentéw efektu odstraszania redukuje si¢ do zera
—jesli twierdzid, iz nie posiada on wlasciwos$ci odstraszajacych — to w jaki sposéb mogg
oddziatywac odstraszajaco pozostale sktadowe? [...] Operacjonalizacja postulatow teorii
odstraszania zaktada¢ powinna explicite, iz efekt odstraszania charakteryzuje wszystkie
sktadowe kosztéw dziatalnoS$ci przestgpczej; w przeciwnym razie teoria ta powinna by¢
w catosci odrzucona.

3) Na etapie konstrukcji adekwatnej miary dotkliwosci kary, uwzglednione zostaly
wszystkie formy karania przestgpcéw, ktére stoja do dyspozycji sadow.
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4) Zaproponowany model symulacyjny objat wszystkie ogniwa systemu egzekucji
prawa, co stanowi wyraZzny postep w poréwnaniu z istniejacymi badaniami empirycz-
nymi, zwlaszcza ze wszystkie relacje — tacznie z oczekiwang dotkliwoScig kary —
analizowane sa w ramach modelowania przyczynowo-skutkowego.

Koricowy efekt prac — w postaci symulacyjnego modelu makroekonometrycznego
— stanowi efektywne narzgdzie prognozowania poziomu przestgpczosci w Polsce oraz
analizowania alternatywnych posuni¢¢ z zakresu szeroko zdefiniowanej polityki peni-
tencjarnej. Na podstawie skonstruowanego modelu mozna uzyskaé odpowiedzi m.in.
na nastepujace pytania:

a) Jaki byl wktad uwarunkowan ekonomicznych, spotecznych i demograficznych, a
jaki uwarunkowan instytucjonalnych w zmiany poziomu przestepczosci?

b) Ktére z istniejacych teorii przestgpczosci sa najbardziej adekwatne do opisu rze-
czywistoSci w §wietle uzyskanych wynikow?

c) W jakim zakresie determinanty przestepczosci sg zr6znicowane wzgledem typow
przestepstw?

d) Jaka jest oczekiwana reakcja przestgpczosci na zmiany w uwarunkowaniach spoteczno-

ekonomicznych i demograficznych, a jaka na zmiany w systemie egzekucji prawa?

e) W jakim zakresie zmiany uwarunkowan instytucjonalnych wzgledem jednego ogni-
wa systemu egzekucji prawa indukuja zmiany w pozostatych jego ogniwach?

f) Zasilenie ktérego z ogniw systemu egzekucji prawa — policji, sgdownictwa, czy
wigziennictwa — jest najbardziej efektywne, w sensie oczekiwanej redukcji poziomu
przestepczosci?

g) Jakie sg realistyczne prognozy przestepczosci w najblizszym dziesigcioleciu?, itp.
Udzielenie rzetelnych odpowiedzi na postawione powyzej pytania wymaga petnej

legitymizacji zaproponowanego systemu. Konieczne jest zatem zbadanie struktury i

wilasciwosci symulacyjnej wersji modelu WF-CRIME, ktére — biorac pod uwagg tra-

dycyjna strategi¢ modelowania przyczynowo-skutkowego, przyjeta w niniejszym bada-
niu — dokonywane jest przy uzyciu analizy mnoznikowej. Na jej podstawie stwierdzié
mozna, czy reakcja systemu na zaburzenia warto$ci zmiennych egzogenicznych jest
zgodna — zaréwno co do kierunku, jak i rzedu wielkoSci reakcji — z ustaleniami teo-
retycznymi, co stanowi warunek konieczny, uprawomocniajacy wykorzystanie modelu

w celach prognostyczno-symulacyjnych. Zagadnieniom tym poS§wigcona bedzie druga

czes¢ artykutu.
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ZALACZNIK
WERSJA syMULACYINA MODELU WE-CRIME
Legenda:

FRML - réwnanie behawioralne

IDENT - tozsamos$¢

EXP — podstawa logarytméw naturalnych

LOG - logarytm naturalny

Liczby — odpowiednie oszacowania parametréw strukturalnych
Symbole zmiennych w tabeli 1

PRZESTEPCZOSC WEDLUG PODZIALU RODZAJOWEGO

1) Przeciwko zdrowiu i zyciu (na 100 tys. ludnosci)
FRML CRVIOL = EXP(4,801125794
+ LOG(W) * -0,426855702
+ GINI * 0,028966888
+ M1530Z * 0,046330054
+ LOG(PWYK) * -0,445987595
+ LOG(PSKAZ) * -0,167244216
+ LOG(KARA) * -0,302156819
+ LOG(CRVIOL(-1)) * 0,616349235
+ UNR * -0,003420563)
2) Przeciwko mieniu (na 100 tys. ludnosci)
FRML CRPROP = EXP(8,827125395
+ LOG(W) * -0,639351461
+ LOG(CSCAP) * 0,722441828
+ GINI * 0,014374881
+ LOG(SOCAP) * -0,092850170
+ M1530Z * 0,055746879
+ LOG(PWYK) * -0,969863783
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+ LOG(PSKAZ) * -0,407667615
+ LOG(KARA) * -0,407351685
+ LOG(CRPROP(-1)) * 0,195633170)
3) Pozostale rodzaje przestepstw (na 100 tys. ludnosci, z wykluczeniem LDRUNK)
FRML CRREST = EXP(20,15718513
+ LOG(W) * -1,72676100
+ GINI * 0,05134935
+ RWYZ * 0,05279670
+ LOG(SOCAP) * -0,21150427
+ ROZMAL * 0,01008997
+ URB * 0,03192032
+ LOG(PSKAZ*KARA) * -0,33108241
+ U1990 * -0,70104337)
4) Prowadzenie pod wptywem alkoholu (na 100 tys. ludnosci)
FRML LDRUNK = EXP(5,415926508
+ LOG(CARS) * 1,0
+ LOG(ALCOH) * 1,0
+ TT * -0,115908995)
5) Tozsamos¢ techniczna
IDENT LDRUNKB = LDRUNK
6) Przeciwko zdrowiu i Zyciu (ogétem)
IDENT VIOL = (CRVIOL*LO)/100
7) Przeciwko mieniu (ogétem)
IDENT PROP = (CRPROP*LO)/100
8) Pozostale przestepstwa (ogétem, z wykluczeniem LDRUNK)
IDENT REST = (CRREST*L0)/100
9) Prowadzenie pod wptywem alkoholu (na 100 tys. mieszkaficow)
IDENT CRDRUNK = ((LDRUNK)*100)/LO
10) Liczna przestepstw ogétem
IDENT TOTAL = TOTALB+LDRUNKB
11) Liczba przestgpstw ogétem (bez LDRUNK)
IDENT TOTALB = VIOL+PROP+REST
12) Liczba przestgpstw ogétem na 100 tys. ludnosci
IDENT CRTOT = CRVIOL+CRPROP+CRREST+CRDRUNK
13) Liczba przestepstw ogétem na 100 tys. ludnosci (bez LDRUNK)
IDENT CRTOTB = CRVIOL+CRPROP+CRREST

POLICJA (i implicite PROKURATURA)

14) Przestepstwa wykryte (akt oskarzenia, z wykluczeniem: LDRUNK i SKAZNIE)
FRML AKTOSKB = EXP(-3,745846344
+ LOG(TOTALB) * 0,894749900
+ LOG(BSAFE) * 0,548416060
+ LOG(LDRUNKB) * -0,014028435
+ U1990 * -0,249424783
+ (U1999+U2000) * -0,178736380)
15) Skazani nieletni
FRML SKAZNIE = EXP(-18,46150093
+ LOG(TOTALB) * 0,73829703
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+ LOG(L1316) * 0,89446515

+ LOG(BSAFE) * 1,35031681)
16) Liczba aktéw oskarzenia ogétem
IDENT AKTOSK = AKTOSKB+LDRUNKB+SKAZNIE
17) Prawdopodobienistwo wykrycia przestepstwa ogétem (z wykluczeniem LDRUNK)
IDENT PWYK = (AKTOSK-LDRUNKB)/(TOTALB)
18) Prawdopodobienistwo wykrycia przestepstwa ogétem (facznie z LDRUNK)
IDENT PWYKO = (AKTOSK)/(TOTAL)

SADOWNICTWO

19) Dorosli skazani na bezwarunkowe pozbawienie wolnoSci
FRML POZBW = EXP(2,039151845
+ LOG(AKTOSK-SKAZNIE) * 0,2
+ LOG(BSAD) * 0,110808310
+ LOG(NRECB) * 0,509213484
+ LOG(ZWOLWAR/POZBW) * -0,342530605
+ (U1998+U1999+U2000+U2001) * -0,193801921)
20) Dorosli skazani na pozostale sankcje prawne
FRML SKAZPOZ = EXP(-4,545035686
+ LOG(AKTOSK-SKAZNIE) * 0,969758440
+ LOG(BSAD) * 0,571149306
+ U2000 * -0,240720585)
21) Przecigtna dlugos$¢ orzeczonego wyroku bezwarunkowego pozbawienia wolnosci
FRML SDW = EXP(1,779188639
+ LOG(PSW) * -0,055836963
+ LOG(((PRISP+PRISP(-1))/2)/LPRIS) * -0,181002884)
22) Prawdopodobieristwo skazania (bez LDRUNK i SKAZNIE)
IDENT PSKAZ = (SKAZDOR+SKAZNIE-LDRUNKB)/(AKTOSK-LDRUNKB)
23) Liczba skazanych dorostych (z wykluczeniem skazanych za prowadzenie w stanie nietrzezwosci)
IDENT SKAZDOR = POZBW+SKAZPOZ
24) Liczba skazanych ogétem
IDENT SKAZOG = SKAZDOR+SKAZNIE+LDRUNKB
25) Prawdopodobieristwo skazania (dorostych) na bezwarunkowe pozbawienie wolnosci
IDENT PSW = POZBW/SKAZDOR
26) Prawdopodobienistwo skazania (dorostych) na pozostale sankcje karne
IDENT PSI = SKAZPOZ/SKAZDOR
27) Dotkliwo$¢ kary
IDENT KARA = (PSW+0,44*PSZB+0,3*PSOB+0,25*PSGB*(GS/0,206347152836569)
+0, 17xPSGD*(GD/0,226764648289067))*(SDW*12)
28) Prawdopodobienstwo skazania na warunkowe pozbawienie wolnosci, spetniajace warunek zbi-
lansowania
IDENT PSZB = PSZ/((PSZ+PSO+PSG)/PSI)
29) Prawdopodobienstwo skazania na ograniczenie wolnosci, spetniajace warunek zbilansowania
IDENT PSOB = PSO/((PSZ+PSO+PSG)/PSI)
30) Prawdopodobienistwo skazania na grzywne¢ samoistna, spelniajace warunek zbilansowania
IDENT PSGB = PSG/((PSZ+PSO+PSG)/PSI)
31) Srednia faktyczna dtugo$é pobytu w wiezieniu
IDENT SDP = PRISP/POZBW
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WIEZIENNICTWO

32) Przedterminowe zwolnienia warunkowe
FRML ZWOLWAR = EXP(6,376240406
+ LOG(((PRISP+PRISP(-1))/2)/LPRIS) * 1,043128762
+ LOG(BPRIS) * -0,448304998
+ U1996 * 0,288025486
+ (U1990+U2000+U2001+U2002) * -0,237597678)
33) Zwolnienia po uptywie zapadalnoSci wyroku
FRML ZWOLN = EXP(-1,478233448
+ LOG(PRISP(-1)) * 1,0
+ LOG(SDWP/SDWP(-1)) *-2,064867148
+ U1991 * 0,844570425
+ U1992 * -0,568023265
+ U1997 * -0,948030325
+ U2004 * 0,456361603)
34) Liczba zwolnieri ogbélem
IDENT ZWOL = ZWOLWAR+ZWOLNB
35) Srednia dlugos¢ wyroku oséb odbywajacych kare bezwarunkowego pozbawienia wolnosci
FRML SDWP = 0,7741504283
+ (SDWP(-1)) * (1-0,6466682337)
+ (SDW) * 0,6466682337
+ (U2002+U2003) * 0,1771361340
+ U1989 * 1,1009764116
36) Recydywisci skazani na bezwarunkowe pozbawienie wolnosci

FRML NREC = EXP(-2,700715764
+ LOG(ZWOL+ZWOL(-1)+ZWOL(-2)+ZWOL(-3)+ZWOL(-4)+ZWOL(-5)) * 0,971915638
+ (UNR * LOG(ZWOL+ZWOL(-1)+ZWOL(-2)+ZWOL(-3)+ZWOL(-4)+ZWOL(-5))) * 0,001963370

+ U2001 * 0,194483480 + (U2003+U2007) * -0,275995003 + (U1991+U1996+U2006) * -0,182951475)
37) Tozsamos$¢ techniczna
IDENT NRECB = NREC
38) Tozsamos$¢ techniczna
IDENT ZWOLNB = ZWOLN
39) Liczba wigZniéw
IDENT PRISP = PRISP(-1)+POZBW-ZWOL
40) Liczba wiezniow na 100 tys. mieszkancow
IDENT CRPRISP = ((PRISP)*100)/LO
*#% ZMIENNE: *%%
79 zmiennych:
39 egzogenicznych (w tym 15 zmiennych 0-1), 13 behawioralnych, 27 tozsamosci.
maksymalne opdZnienie: 5 , maksymalne wyprzedzenie: 0, liczba opdZnien: 9
#x ROWNANIA (w kolejnosci rozwiazywania): *#
3 réwnania w bloku pre-symultanicznym:
LDRUNK CRDRUNK LDRUNKB
30 réwnan w bloku réwnar tacznie wspéizaleznych:

AKTOSKB SKAZNIE AKTOSK PWYK SKAZPOZ SKAZDOR PSW PSI
PSZB PSOB PSGB NREC PRISP SDW PSKAZ KARA
SDWP ZWOLN CRREST CRPROP  CRVIOL ZWOLNB ZWOLWAR NRECB
REST PROP VIOL TOTALB ZWOL POZBW

7 réwnan w bloku post-symultanicznym:
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TOTAL CRPRISP SDP SKAZOG PWYKO CRTOTB CRTOT
3 zmienne osiowe:
POZBW TOTALB ZWOL

MAKROEKONOMICZNY MODEL PRZESTEPCZOSCI I SYSTEMU EGZEKUCJI PRAWA DLA
POLSKI. SPECYFIKACJE ROWNAN STOCHASTYCZNYCH I REZULTATY SZACOWANIA
PARAMETROW STRUKTURALNYCH

Streszczenie

Artykut poswiecony jest opisowi makroekonomicznego modelu WF-CRIME, objasniajgcego funk-
cjonowanie polskiego systemu egzekucji prawa. Model sklada si¢ z czterech blokéw réwnan: (1) bloku
generujacego podaz przestepczoSci wedlug podziatu rodzajowego (przestgpstwa z uzyciem przemocy,
przestepstwa przeciwko mieniu, przestepstwa prowadzenia pojazdéw w stanie nietrzezwosci oraz pozostale
rodzaje przestgpstw), (2) bloku opisujacego funkcjonowanie sekcji bezpieczenstwa publicznego (3) bloku
objasniajgcego aktywno$¢ sgdownictwa oraz (4) bloku réwnan sekcji wigziennictwa. Wszystkie ogniwa
systemu egzekucji prawa analizowane sa w ramach zwiazkéw jednoczesnych. Decyzje podejmowane na
okreslonym szczeblu systemu wplywaja na pozostale ogniwa, za$ zastosowana metodyka badafi umozliwia
kwantyfikacje kluczowych dziatanl z zakresu polityki karnej i penitencjarne;j.

Strategia modelowania oparta jest na podejSciu od ogétu do szczegdtu (general to specific), bez
przyjmowania a priorycznych zalozen dotyczacych relatywnego znaczenia poszczegdlnych czynnikow.
Specyfikacje réwnafi modelu wyrastaja z ustalen teoretycznych i migdzynarodowych badari empirycznych.
Zaprezentowany model wnosi szereg nowych rozwigzan do dorobku w dziedzinie systemowego mode-
lowania mechanizméw egzekucji prawa, a w szczegdlno$ci umozliwia kwantyfikowalng odpowiedZ na
réznorodne pytania z zakresu polityki karnej.

Stowa kluczowe: przestepczosé, system egzekucji prawa, model ekonometryczny

MACROECONOMIC MODEL OF CRIME AND OF THE LAW ENFORCEMENT SYSTEM FOR
POLAND. EQUATIONS’ SPECIFICATION AND THE RESULTS

Abstract

The article describes the macroeconomic model WF-CRIME of the Polish law enforcement system. The
model consists of four blocks: (1) crime supply by genre (violent crime, property crime, drunk driving
and the others), (2) the public safety, (3) the justice, and (4) the penitentiary system. All chains of the law
enforcement system are analyzed in their simultaneity. Decisions taken at one stage of the law enforcement
system induce reactions of the others, whereas the methodology of the research enables identification of
key actions in the field of penal policies.

The modeling rests upon general to specific strategy, without any a priori assumptions regarding
relative importance of individual determinants of crime. Equations’ specification benefit from theoretical
postulates as well as from numerous empirical investigations. The system contributes in many aspects to
the state of knowledge in the domain of macroeconomic empirical modeling of crime and law enforcement
systems.

Key words: crime, law enforcement system, econometric model
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APPLICATION OF STRUCTURAL EQUATION MODELING FOR ANALYSING
INTERNAL MIGRATION PHENOMENA IN POLAND

1. INTRODUCTION

Migration flows, or population movement to a temporary stay or permanent resi-
dence, is a natural occurrence that existed at every stage of human history. They result
in a change in the size and structure of human resources both at the origin and the
destination regions. The changes are not only demographic, but also have a social and
economic character.

It must be noted that analysing the migration phenomenon is not an easy task. The
existing research mostly consists in conducting indicator analyses, however, it appears
not to be satisfactory due to the complicated nature of this occurrence. Migration moves
occur in regional space. The size and direction of a population flow, its determining
factors, including strength and direction of their influence and the role of a geographical
factor, need to be considered.

The reasons for migration include a chain of circumstances and conditions which
may be economic, social, political, cultural, environmental, etc. A typical example of
population movement in Poland is connected with social and economic aspects, such
as, for instance, taking up employment or education. Econometric gravity model plays
a significant role in explaining the specificity of migration phenomenon. An important
problem in analysing the migration flows with the use of the gravity model is the
presence of a statistic correlation of explanatory variables. The correlation is mostly
the result of high level aggregation of the analysed data, especially at a regional (e.g.,
NUTS 2, NUTS 3) or higher level of territorial division.

The objective of the article is to propose another approach in analysis the migration
phenomenon with the use of the Structural Equation Modeling (SEM) methodology
and to test its usefulness in empirical research. Factor analysis and an econometric
gravity model were applied within SEM. Based on this, we examined the determinants
of the migration flows between subregions (NUTS 3) in Poland in the years 2008-2010.

The first part of the article describes the proposed research approach, the con-
struction and interpretation of the gravity model as well as the SEM methodology. The
second part is focused on the description of accepted research procedure and the scope
of the research. The last part of this elaboration presents the results of the gravity
model estimation based on the SEM methodology and some conclusions concerning
the impact of the social and economic situation on interregional migrations.
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2. RESEARCH APPROACH

The subject literature includes abundant works undertaking the problem of internal
migrations and their determinants (Todaro, 1980; Lucas, 1997; Kupiszewski, Durham
and Rees, 1999; Holzer, 2003; White, Lindstrom, 2006; Ghatak, Mulhern and Watson,
2008).

Econometric modeling plays a special role in research explaining the migration
phenomenon understood in the context of social and economic conditions. The pre-
sented analyses usually consist in examining the interdependency between a given
explanatory variable (e.g., GDP, or the unemployment level) and the dependent variable
represented by a specific migration coefficient (e.g., net migration coefficient). Such
an approach, however, is simplified and at the same time is an incomplete presentation
of the migration phenomenon due to the following:

— migrations are a phenomenon characterised by flows,

— the cause of migration is usually some concrete situation dependent on a number
of conditions,

— migrations occur in territorial space, therefore, it is significant to consider the
geographic factor.

Considering migrations merely within an ratio approach is insufficient, since they
occur in territorial space. Therefore, they should be considered as a flow from one
region (the origin) to another region (the destination). However, the assumption is that
every region, depending on the point of reference, may function as the origin region or
the destination region. Besides, the migration phenomenon occurs in territorial space.
Also, the role of the geographic factor must be taken into account (the geographical
distance of the territorial units or the degree of their neighbourhood) especially when
internal migrations are the subject of research.

The gravity model (spatial interaction model) is especially useful for migration
research. The issues of the migration phenomenon and the use of gravity models
were discussed by such authors as, for instance: Tinbergen (1962), Péyhonen (1963),
Chojnicki (1966), Anderson (1979), Grabinski et al. (1988), Sen, Smith (1995), Frankel,
Stein and Weil (1995), Helliwell (1997), Deardorff (1998), Egger (2002), Baltagi,
Egger and Pfaffermayr (2003), Anderson, van Wincoop (2004), Roy (2004), Serlenga,
Shin (2007), Dainiska-Borsiak (2007, 2008), Faustino, Leitdo (2007), LeSage, Pace
(2009), Kabir, Salim (2010), Lewandowska-Gwarda, Antczak(2010), Pietrzak, Wilk
and Matusik (2012).

For years various conditions fostering migrations have been distinguished including
political, economic, social, cultural, environmental and other (for example, see Pietrzak,
Wilk and Matusik, 2012). At present in Poland, it is in the time of a free market
economy, economic growth and development, the social and economic aspect as well
as factors related to regional development are growing in importance. It must be noted,
however, that the causes and the determinants are complex in nature. An element of
the actualities should be considered as a reference point, such as, for instance, the
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current situation on the labour market, or the material situation in households and not
a variable sensu stricto. It is necessary, therefore, to search for such solutions that
would enable us to consider those aspects that cannot be measured directly. One of
them is the application of synthetic measures constructed based on a set of observable
primary variables with the use of factor analysis methods or taxonomic methods.

A vital problem in the analysis of migration flows based on econometric gravity
models is the occurrence of statistical correlation of explanatory variables (see, for
instance, Pietrzak, Wilk and Matusik, 2012). This correlation most frequently results
from a high degree aggregation of the data analysed, in particular, at a regional level
(e.g., NUTS 2, NUTS 3) or a higher one and from natural connection of the phenomena
under scrutiny. In such a situation it becomes necessary to leave in the model only
uncorrelated variables or to develop separate models for each explanatory variable.
However, the first solution leads to loss of data due to the need to eliminate some
variables, the other — within which each variable is treated separately — may result
in over-interpretation of the results obtained. Yet another solution consists in taking
so-called composite variables for explanatory variables. These composite variables are
indicated by means of principal component analysis (see Welfe, 2009). The difficulty,
however, is the uncertainty about the results obtained for estimated factors and their
correct economic interpretation. For that reason it is proposed to apply confirmatory
factor analysis within which the construction of the factor (a composite variable, a
synthetic measure) is based on the researcher’s knowledge and experience. It allows
all the assumed complex variables to be considered in the construction of a factor and
results in the number of factors assumed by the researcher.

Numerous researchers seek universal determinants of migration. In fact, however,
the factors pulling inhabitants (i.e., the pull factors) to a given region (the destination
region) may differ from the factors pushing inhabitants (i.e., the push factors) from
the origin region, or they may be affecting but to a different degree. For instance,
various pieces of research prove that a high level of economic development fosters
both increased migration inflows and migration outflows, however, the difference is
in the strength of the impact. This is yet another argument for the legitimacy of the
application of the gravity model for research purposes. The model makes it possible to
measure the strength of the impact of the examined explanatory variables on the push
and pull effects in migration flows.

Due to the complex and multidimensional nature of the migration problems, an
attempt was made to formulate an approach that would allow the specificity of the
phenomenon to be treated in a complex way and to position it in the context of the
economic situation. A solution proposal is to apply the SEM (Structural Equation
Modeling) methodology with the consideration of confirmatory factor analysis and the
econometric gravity model. The assumptions and procedures of modeling SEM can
be found in the world literature (Goldberger, 1972; Joreskog, S6rbom, 1979; Bollen,
1989; Kaplan, 2000; Pearl, 2000; Byrne, 2010; Kline, 2010) and in Polish (Gatnar,
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2003; Strzata, 2006; Osiniska, 2008; Matusik, 2008, Konarski, 2011, Osiriska, Pietrzak
and Zurek, 2011a; Osiriska, Pietrzak and Zurek, 2011b).

The proposed research procedure entails tow steps. The first step includes a con-
firmatory factor analysis. Based on the set of primary explanatory variables, two com-
posite variables are constructed (latent variables, factors) describing the economic and
social situation in the origin and destination regions. In the second step a casual gravity
model is developed in which interregional migration flows constitute a dependent vari-
able and its realizations are the size of flow from the origin region to the destination
region. The explanatory variables, in turn, are the two latent variables derived in the
first step as well as the geographical distance between the regions.

The proposed approach also encompasses two other essential issues. It must be
noted that empirical research discussed in the subject literature refers most frequently
to a selected time period and the values of the dependent variable representing the
migration phenomenon, originate from the same period as the values of the explana-
tory variables. However, advances in regional developments, changes in the economic
situation or in living standards become visible after longer time intervals. Migrations,
in turn, are a consequence of the occurrence of some event (e.g., deterioration of the
labour market) and once started take on a form of a lengthy process. For that reason
the proposed approach considers migration flows in a determined time period and the
causes of their occurrence are sought for in the preceding time periods.

Moreover, the research conducted using gravity models are most frequently based
on the data characterised by a high degree of aggregation, e.g., they encompass units of
NUTS 2 or higher. Adopting such an approach it is possible to explain numerous phe-
nomena occurring on a smaller scale. Lowering a territorial level gives a wider view of
the migration phenomenon, e.g., the NUTS 3 level allows metropolitan areas to seized.
Polish subregions include such subregions whose borderlines are convergent with the
areas of the largest Polish cities possessing the poviat rights (the examples include
the cities of Warsaw and Wroclaw). The approach proposed promotes considering the
lowest possible territorial units. Due to the fact that statistical data on migration flows
are compiled based on the current and previous places of residence (legal domicile)
and because major economic indicators (including GDP) are calculated at a regional
level, the proposed reference point is the NUTS 3 regions.

3. CONSTRUCTION OF THE GRAVITY MODEL

The gravity model is frequently applied in researching the scope of a flows analysis
resulting from the interaction of regions. The issue of the flows appears in such cases as,
for instance, regional and international trade, transportation economics, or population
migration research'. The model describes dependencies between the size of flow of a

! See Lewandowska-Gwarda and Antczak (2010).
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given economic category and the conditions that influence fundamentally the formation
of this phenomenon.

The flow applies to two regions, an origin region and a destination region. For that
reason the processes that characterize both regions and the distance between them may
be considered as explanatory variables. A physical distance is most frequently taken
into account, however, it is also possible to identify such distances as economic, social
and other.”

A typical gravity model® takes the following form (see Sen, Smith, 1996; LeSage,
Pace, 2009)

Y=, 2o e gt (1)

ok ~dk

After a logarithmic linearization the gravity model can be described using the formula
below

Y* =By + XoBo + Xafa — yd" + &, )
Xo =[nX,1, InXyo, ..., InXpi]l, Xy = [InXg1, InXyo, ..., InXg], 3)
Bo = [Bots Bozs-r Bokls  Ba = [Bats Bazs s Barl s 4)

where: Y — vector of flow values between regions, Y*=InY,

X,, X; — matrices of explanatory variables values for the origin regions and des-
tination regions respectively,

d — vector containing distances for pairs of regions,

— constant,

Bo,Ba v — structural parameters of the model,

& — vector of disturbances.

A square matrix of flows Y[y, is a starting point during the gravity model con-
struction process. The size of the matrix is n X n, where n columns refers to origin
regions and n rows refers to destination regions. Each element y;; of the matrix means
a value of flow from the origin region i into the destination region j (i, j = 1,2, ...,n,
n — number of regions). On the main diagonal there are intraregional flows for the
region. They can be either included or excluded depending on the purpose of research.

2 The problem of choosing the distance between regions was discussed by Grabiriski (1991).
3 In a wider range the construction of the model can also differentiate interregional and intraregional
flows as well as occurring spatial effects (for details see LeSage, Pace, 2009).
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The Y}, matrix is transformed to the destination-centric ordering vector Y that
takes the following form

[ Yi1 ] [ Y1 ]
Yni Yn
Y = = ®))
Yin Yn2—n+1
L Y 1L Y2 g

Destination-centric ordering means that all flows for the primary destination region
are being arranged first, next for the second and subsequently for all other regions
(see LeSage, Pace, 2009). For the vector of a dependent variable created in that way
the matrices of explanatory variables X,, X, and a vector containing distances d are
developed in such a way that the indices match the indices of the vector Y. The vector
d containing distances between regions is being indexed in the same way as the vector
Y. For the set of explanatory variables two matrices are being created: the matrix
X, containing values of explanatory variables in origin regions and the matrix Xy
containing values in destination regions. We write down the matrices X, and X, as

lnxno 11‘1)6120 . lnxlk,, lnxlld 11‘1.)C12d . lnxlkd
In Xnlo In Xn20 . In Xnko In Xnld In Xn2d . In Xnkd
XU = ’ Xd -
In Xllo In X120 . In Xlko In Xi1d In X1nd . In Xlkd
Inx;z, Inxgey, . Inxge, | (k] Inxeyy Inxpeyy . Inxgey | (k]
(6)

where for any element x;; the index i denotes the number of a region and the index j
is the number of an explanatory process, [ = n*> —n+1, and k represents the number of
explanatory variables.

4. CONCEPT OF THE SEM MODEL

The SEM (Structural Equation Modeling) model is the effect of a merger between
confirmatory factor analysis and the causal models built on its base. The application of
the confirmatory factor analysis* in an econometric model allows the latent variables

* More on confirmatory factor analysis see, for instance, Kim, Mueller (1978), Brown (2006), Hair
et al. (1998).
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to be considered. These variables may constitute a form of reducing description in the
case when the number of variables is high. However, relevant to the research objective
set in the present work, it was intended to derive a factor which in a synthetic way’
would be representing a certain complex phenomenon (criterion) that is not subject to
direct measures, such as, for example, the economic situation in a given region.

The variables are not measurable in a direct way as they represent a set of observed
variables strongly correlated with each other. They are hypothetic conceptual structures
(e.g. the socio-economic situation of a region) and they are being treated as potential
determinants that impact the economic category that is under consideration.

The SEM model includes the internal model that describes causal dependencies
and the external model that is being used to measure endogenous and exogenous latent
variables (see Bollen, 1989; Kaplan, 2000; Pearl, 2000; Gatnar, 2003; Osiriska, 2008;
Konarski, 2011). In other words, the internal model allows causal dependencies between
the endogenous and exogenous variables to be specified, including the influence of the
latent variables. It takes the following form

7=Bij+Té+{, (7

where: 77 — vector of endogenous latent variables,

£ — vector of exogenous latent variables,

B — matrix of regression coeflicients at endogenous variables,

I' — matrix of coefficients at exogenous variables,

{ — vector of disturbances.

The external model that is described as the model of measurement is a represen-
tation of results of the confirmatory factor analysis that allows for calculation of factor

loadings for the variables that form the latent variable (factor). The model is given as
Y=1I,77+¢, (8)

X =1, £+, 9)

where: Y — the vector of observed endogenous variables,
X — the vector of observed exogenous variables,
I1,,II, — matrices of factor loadings,
&,0 — vectors of measurement errors.

5. THE SEM MODEL IN THE ANALYSIS OF INTERREGIONAL MIGRATIONS IN POLAND

The objective of the conducted study is to analyze the impact of socio-economic
situation on the phenomenon of internal migrations in Poland. The adopted units of

> More on constructing synthetic measures see, e.g., Handbook. . . (2008).
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reference were the areas of 66 Polish sub-regions (NUTS 3)°. The study was performed
for the period of 2008-2010. The accepted time interval coincides with the period of
global financial and economic crisis which was of significant influence on the slowdown
of economic growth in Poland and the stabilization of migration trends. The study
focused on inter-regional’ migrations related to permanent residence.

The concept of structural equations models was applied in the study. The con-
struction of SEM model covered the establishment of econometric gravity model based
on the results of confirmatory factor analysis. The aggregate size of migration flows
between sub-regions, in the period of 2008-2010, was adopted as dependent variable
of the gravity model. The variable values illustrate the inflow volume from the ori-
gin region (previous place of permanent residence) to the destination region (present
place of permanent residence). The factors illustrating socio-economic situation (latent
variables), in the origin regions and the destination ones as well as the geographical
distance between the centroids of sub-regions, were accepted as explanatory variables
in the discussed model.

In Poland, relatively large regional differences in terms of socio-economic situ-
ation are observed. It is manifested by considerable disparities between the level of
productivity, the scale of entrepreneurship and the tendency to invest, which determine
regional economic potential, the absorption capacity of labour market and the related
social problems, including unemployment, and also the level of salaries which affects
the local population living standards and the possibility of the offered goods and
services consumption.

These phenomena are of complex nature which results in difficulties — and in
fact makes it impossible - to describe and measure them from a holistic perspective.
Therefore, in the framework of the conducted study, a set of variables was prepared
to be used to illustrate the socio-economic situation referring to sub-regions. The data
collected cover 2008 which is considered to be the time when Poland began to feel the
effects of the global economic crisis.

Table 1 presents the final set of variables which were obtained after conducting
substantive and formal selection, having in mind that the factor responsible variables
have to present certain qualities, such as, among others, strong statistical correlation.

® In 2008, due to substantive incorrectness of the division of Poland into 45 sub-regions (see: Bak et
al., 2009), their number was increased up to 66 sub-regions. The previous division resulted in the fact that
the separated territorial units, owing to significant disproportions, among others in the population number,
were incomparable and could not be referred to as units of the same level in the territorial division.

" The population flow within sub-regions, which at the same time are the metropolitan cities (e.g.
Warsaw, Wroctaw) are not considered as migrations, since they do not involve crossing administrative
borders of a territorial unit, but only the movement of population between a particular city quarters. In
such cases the value of intra-regional migration flow is 0. This situation results in considerable difficulties
in the structure and interpretation of the gravity model. For this reason the hereby paper does not discuss
migrations within the sub-regions (intra-regional migrations).
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Table 1.
Set of the observed variables applied in the analysis of internal migrations
Variables | Description Accepted measurement unit
X10, X14 | Gross Domestic Product per capita 1 000 PLN
X0, X24 | Number of entities in the national economy per one hun- unit

dred citizens

X0, X34 | Investment outlays on fixed assets per capita 100 PLN
X410, X4q | Fixed assets in enterprises per capita 100 PLN
Xs0, Xsq4 | Registered unemployment rate %
Xe60, X6a | Average monthly gross payment in the national economy 1 000 PLN

Source: Authors’ own calculations.

Including the latent factor for the origin and destination regions, the internal model,
referred to as the structural model, has been stated as follows

Y :ﬁ(ﬁ"'ﬁoﬁa"‘ﬁdﬁd_’yj*'i'éj’ (10)

where: Y* =1InY (Y is the vector of flows),
Bo, Ba — regression coeflicients at latent variables,
d— vector containing distances for pairs of regions,
., 4 — latent variables, identified based on the X,, X; matrices,
& — vector of disturbances.
The external model was described as below

Xo = oMo + &5, (11)
Xq = mana + &4, (12)
X1o ] [ 11’1X10 ] [ X1d ] [ 1IlX1d
X20 In X20 X24 In X2d
InX InX
Xo=| 20ol=| Mol xe=| = PO )
X4o In X4, X4d In X4q
Xs50 In X5, Xs4 In X5,
Xeo | | InXe | | Xed | | InXeq

where: 7, m; — factor loadings,

&y, Eg — Measurement error.

In the case of the registered unemployment rate, a ratio scaled transformation of
the Xs, and Xs; variables has been performed (from a destimulant into a stimulant),
so all of the observed variables being parts of the factor were to affect in the same
direction. Then, with the confirmatory factor analysis two latent variables (77, and
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n4) have been extracted for the origin and the destination regions respectively. They
reflect the social and economic situation of the subregions. For both factors the sets of
observed variables are being characterized by the Cronbach’s Alpha at an acceptable
level which are 0.90 and 0.91 respectively. This provides coherence and a correct level
of description of a complex form of latent variables (see Cronbach, 1951).

Both of the 1, and 7, factors and also a geographical distance have been considered
as the explanatory variables in the gravity model that has been described as a structural
equations model. The model shown in Figure 1 is also a graphical interpretation of
equations 10-12. The assumed model has been estimated by using of a maximum
likelihood method, while its quality and level of adjustment have been evaluated by
means of the measures proposed by the subject literature.

d » Y

Figure 1. Hypothetical gravity model for interregional migrations in Poland
y— dependent variable (value of interregional migration flows from origin regions into destination
regions), X,,, X,q — primary variables that create the factors, for the origin and destination regions
respectively, n,, n, — latent variables (factors) that represent the socio-economic situation of regions,
d — geographical distance.

Source: elaborated by the authors

Table 2 presents the results of the confirmatory factor analysis made for the con-
sidered gravity model. The first column contains dependencies between the observed
variables and the latent variable for the confirmatory factor analysis. The second column
contains names of the parameter for a specific relation. In the third one its estimates are
shown, in the next — standardized values that are also factor loadings and the last of the
columns presents the p value that allows the statistical significance of the parameters
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to be evaluated. The results from the external model indicate that all factor loadings
are statistically significant. All of the ‘standardised’ values contained in Table 2 are
higher than 0.7. This confirms a proper identification of the latent variables.

Table 2.
Results of the confirmatory factor analysis
Dependencies | Parameter | Estimate | Standardized value | p-value
Xip & 1o I, 0.306 0.999 <0.001
X2p < 1 I, 0.178 0.783 <0.001
X30 < 1 I, 0.455 0.910 <0.001
X4 < 1o Iy, 0.337 0.891 <0.001
Xso < 1 I1s, 0.111 0.840 <0.001
X6o < o e, 0.111 0.882 <0.001
Xig My I, 0.305 0.998 <0.001
Xog < Mg I, 0.178 0.783 <0.001
X3g < Ty Iz, 0.456 0.912 <0.001
Xag < Mg [y 0.338 0.892 <0.001
Xsq < Tg sy 0.111 0.840 <0.001
X6d < T4 ey 0.111 0.883 <0.001

Source: Authors’ own calculations.

Table 3 shows the results of the internal model. The arrangement of columns in the
table is exactly the same as in Table 2. The third column is a key column, because it
contains the estimates of the parameters of the analysed model that indicate the strength
and direction in the case of the influence of specific factors on the dependent variable,
which represents the value of the migration flows®. All the parameters of the internal
model are statistically significant. This indicates the influence of the geographical
distance and the social and economic situation in regions for intensity of migrations.
The value of the IFI coefficient at the level of 0.937 indicates a good adjustment of the
model to the input data. The only reason of concern may be the value of the RMSEA
indicator at the level of 0.114 that is higher than the suggested 0.08. However, in the
case of this kind of macro-economic data, the value of this index can be assessed as
admissible, which does not disqualify the model construction and its interpretation.

8 It was assumed that for the both factors the variation equals one, the received evaluations of the
parameters can be used to estimate the strength of the influence of the factors. Identical conclusions about
the influence strength will be achieved based on the analysis of standardized parameters evaluation.
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Table 3.
Results of the estimation of the internal model
Causal dependencies Parameter | Estimate | Standardized value | p-value
Y1, Bo 0.117 0.095 <0.001
Y < Na Ba 0.327 0.267 <0.001
y«d Y -1.394 -0.686 <0.001
Quality assessment of model IFI 0.937 RMSEA 0.114

Source: Authors’ own calculations.

6. INFLUENCE OF THE SOCIAL AND ECONOMIC SITUATION ON MIGRATION FLOWS

As compared to other OECD countries, the population of Poland is featured by a
relatively low scale of territorial mobility. This situation has further deepened during
the global economic crisis during which a significant decrease in domestic migration
intensity was observed. Therefore one may assume that, in this period, the socio-
economic situation can play a particularly important role in the development of inter-
regional migration, just as the problem of geographical distance.

The results of the estimation that are shown in Tables 2 and 3 prove that both
the geographical distance and the social and economic situation of a given area are
significant determinants that describe the size and directions of the internal migrations
in Poland. A negative sign for a distance parameter means decreasing the migration
flow level between subregions with as it grows. Population most often moves into
the subregions that are not so far away from their primary places of residence. It
can, therefore, be assumed that the most intensive migration movements are occurring
between the sub-regions characterized by a relatively high degree of neighbourhood’.

However, positive evaluations of the latent variables indicate that improvement of
the social and economic situation has impact either on increasing the push effect from
origin regions and the pull effect of destination regions. Comparing the standardized
values of parameters 5, = 0.095 and B; = 0.267, a much bigger influence of the
pulling than pushing factors can be noted.

An especially interesting fact is the influence, in the form of pushing from origin
regions, which indicates that a higher migration outflow characterizes regions that are
better developed socially and economically. It is, therefore, a low level of a social and
economic development that is the factor that slows down the migration movements,
especially during the economic crisis that is being considered in the research.

In the context of the gravity model’s interpretation, there is an important difference
between parameter estimates of the origin and destination regions. Flows between the
regions have a two-way character, due to that fact the two chosen areas are both origin

° The two areas are adjacent in n-th order if the need arises to cross at least n administrative borders
in order to move from one to the other (see: Lewandowska-Gwarda, Olejnik, 2010). Direct neighbourhood
means that two territorial units (e.g. sub-regions) share a common administrative border.
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and destination at the same time. Therefore, a positive difference of evaluations means
a higher level of flows towards the region with a higher value of the explanatory
variables and, in the case of migration, its positive balance. On the other hand, a
negative difference of evaluations means a higher level of flows towards the region
with a lover value of the explanatory variables.

A positive difference of the parameters 8; and S, equals 0.210 which means in
this case that existing migration moves will lead to positive net migration for the most
developed regions. The regions with a better social and economic situation will have
higher migration inflows of population than outflows. An exactly opposite situation
will occur in less developed regions.

7. CONCLUSIONS

The objective of the paper was to analyse the impact of the socio-economic sit-
uation on the intensity of interregional (NUTS 3) migrations in Poland in the time
period 2008-2010. The article contains the analysis of dependencies for the migration
phenomenon that had been conducted with the use of a spatial gravity model that was
defined as a part of Structural Equation Modeling procedure.

The interregional migrations have been researched where the latent variables (for
origin regions as well as for destination regions) that describe the socio-economic
situation of subregions and their geographical distance were assumed as explanatory
variables. The set of observed primary variables, which are indicators of the latent
variables, included the value of GDP per capita, fixed assets and investments per
capita, the number of economic entities, the registered unemployment ratio, and wages
and salaries level. Based on the estimation results of the model taken, the evaluation
of the influence of latent variables on a direction and intensity of migration flows was
also taken into account. Moreover, the role of the distances between the regions was
considered.

The achieved results have confirmed the influence of the socio-economic situation
and the geographical distance on the interregional migration flows in Poland. Also, the
interpretation of the parameters obtained indicated that subregions with a relatively
good economic situation are the areas where population inflows and this situation will
contribute to increasing their positive net migration.

Due to the fact that mainly citizens with a proper potential migrate into better de-
veloped subregions in a socio-economic sense, it can be presumed that under-developed
regions constitute a kind of a ‘demographic base’ for better developed subregions. Such
a situation may impact less developed subregions by leaving them with fewer valuable
human resources. This is one of the factors that consolidate an economic and territorial
divergence in Poland.

On the other hand, a greater tendency for migration oriented travelling is demon-
strated by the residents of regions featured by a relatively more favourable socio-
economic situation than that of the weaker ones. It can be assumed that the sub-regions
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which are referred to as cities with district rights, or which cover townships, are char-
acterized by a better situation. Positive economic conditions of a particular region are
translated into a more favourable material and financial situation of its inhabitants. For
this reason, they may perceive the decision to change the place of residence as less
risky than those living in the regions lagging behind.

The issue of geographical distance is of significance too. The relatively low terri-
torial mobility of Polish people is manifested not only in the low intensity of migration
flows, but also in the coverage of relatively short distances. Therefore, the relationship
between the flow volume and the distance is negative. One can also put forward the
assumption that a high level of sub-regional adjacency is likely to enhance mutual
migration flows.

The research approached applied enabled us to outline migration processes in
Poland and reveal potential determinants of migration flows, which may constitute a
reference point for further research in this area. Incorporating intra-regional migration
flows in further research persist an open problem. Particularly difficult, in this respect,
is considering sub-regions, which are also the largest Polish cities with the rights of a
district. Flows within these sub-regions are not related to crossing a territorial unit ad-
ministrative borders and, in accordance with the Central Statistical Office methodology,
they are not referred to as migration phenomena. In this case, one of the acceptable
solution is to exclude in the scope of the study these types of sub-regions, but this may
distort the due analyses results and cause difficulties in their interpretation.

One of the subsequent research directions could become the analysis of sub-
urbanization phenomenon, the determination of relationship between the intensity of
domestic migrations (especially intra-regional flows) and the volume of internation-
al migration, as well as an attempt to apply the suggested approach with using of
Structural Equation Modeling in the study of international migration determinants.
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WYKORZYSTANIE MODELU ROWNAN STRUKTURALNYCH DO OPISU MIGRACJI
WEWNETRZNYCH W POLSCE

Streszczenie

Migracje ksztaltuja wielkos$¢ i strukture zasobéw ludzkich w regionach, majg wiec wymiar nie
tylko demograficzny, ale takze spoleczno-gospodarczy. Prowadzone badania obejmujace najczgsciej anal-
iz¢ wskaznikowa, sg czesto niewystarczajace ze wzgledu na przestrzenno-czasowy i wielowymiarowy
charakter tego zjawiska.

Celem artykutu jest propozycja zastosowania w analizie migracji metodologii SEM z uwzgled-
nieniem modelu grawitacji. Takie podejScie pozwala opisac sytuacje spoleczno-ekonomiczng regionéw
z wykorzystaniem zmiennych skorelowanych, a takze okresli¢ jej wplyw na przeptywy migracyjne.

W pierwszej czgsci artykutu omoéwiona jest konstrukcja i interpretacja modelu grawitacji oraz kon-
cepcja modelu SEM. W drugiej czesci oméwiono przyjeta procedure badawcza oraz zakres badan. W ostat-
niej czesci zaprezentowano wyniki prowadzonej analizy. Okreslono site i kierunek oddziatywania poziomu
rozwoju spoleczno-ekonomicznego na przeplywy migracyjne mi¢dzy podregionami (NUTS 3) w Polsce
w latach 2008-2010.

Stowa kluczowe: migracje wewnetrzne, model grawitacji, modelowanie SEM

APPLICATION OF STRUCTURAL EQUATION MODELING FOR ANALYSING INTERNAL
MIGRATION PHENOMENA IN POLAND

Abstract

Migrations form the size and structure of human resources in regions. For that reason they have not only
a demographic but also a social and economic character. The existing research is often not enough due
to a spatial, temporary and also a multidimensional character of this occurrence.

The subject of this paper is to apply Structural Equation Modeling (SEM) concept for analysing
the population migration phenomena considering the gravity model. This approach allows describing
the social and economic situation in regions considering a set of correlated variables and it also allows
determining its influence on migration flows.

The first part of the article describes the construction and interpretation of the gravity model and
the concept of the SEM model. In the second part the adopted research procedure and the research scope
are presented. In the last part, the results of the investigation are explained. The strength and direction of
the impact of the socio-economic development on the migration flows between subregions (NUTS 3) in
Poland in the years 2008-2010 are discussed.

Key words: internal migrations, gravity model, Structural Equation Modeling
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WYKORZYSTANIE MODELU SVECM DO BADANIA ZALEZNOSCI POMIEDZY
CENAMI SUROWCOW A CENAMI STALI NA RYNKU EUROPEJSKIM
W LATACH 2003-2011

1. WPROWADZENIE

Jednym z czynnikéw wplywajacych na rozwdj gospodarczy jest rozwdj Swiatowe-
go przemystu stalowego. Roéwnocze$nie wielko$¢ produkcji i zuzycie stali moze byc
traktowane, jako wskaZnik kondycji gospodarki. Wzrost popytu na wyroby stalowe jest
SciSle zwigzany z rozwojem budownictwa, transportu, przemystu maszynowego, samo-
chodowego, produkcja sprzetu AGD. Bezposrednio z kondycja przemystu stalowego
zwiazane sg takie branze jak: koksownictwo, gérnictwo wegla koksowego i rud zelaza.

Konsekwencja wzrostu lub spadku popytu na wyroby stalowe jest rowniez wzrost
Iub spadek produkcji stali surowej. Produkcja stali jest w ostatnim czasie gléwnie
realizowana w ramach kontraktéw, stad mozna przyjac zalozenie, ze jest ona realizacja
zglaszanego popytu. Bezposrednio ze zmianami popytu na wyroby stalowe zwigzane sa
zmiany cen wyrob6w stalowych, a takze surowcow potrzebnych do produkc;ji stali: kok-
su, wegla koksowego i rud zelaza oraz ztomu. Z drugiej strony poziom cen surowcéw
jest uzalezniony od ich aktualnej podazy. O ile w diugim okresie podaz jest stabilna
(inwestycje maja ekonomiczny sens jedynie dla duzych z16z, ktére sg eksploatowane
latami), w krétkim okresie moga wystepowa¢ duze wahania. Przykladowo powddz,
ktéra nawiedzita Australi¢ (najwigkszego eksportera wegla, w tym wegla kokosowego
na $wiecie) w grudniu 2010 roku zatrzymala wydobycie i eksport wegla na miesiac.
W konsekwencji Swiatowe ceny wegla koksowego wzrosly z 230 $/t FOB Australia
(cena spotowa wegla koksowego w grudniu 2010 r.) do 325 $/t FOB Australia (cena w
styczniu 2011 r.). Wzrosty cen byly obecne réwniez na rynku europejskim i to pomimo
tego, ze wielko$¢ importu ,,wegla australijskiego” do Europy jest minimalna.

Produkcja stali odbywa si¢ giéwnie przy wykorzystaniu jednego z dwdch procesow:
konwertorowo — tlenowego (ukfad technologiczny: koksownia — wielki piec — konwer-
tor tlenowy) lub tuku elektrycznego. W Europie ok. 60% produkcji stali wytwarzane
jest w procesie wielkopiecowym, a pozostata czgs¢ wytwarzana jest w procesie tuku
elektrycznego. W procesie wielkopiecowym jako surowiec wykorzystywany jest koks.
Oba procesy wykorzystuja wegiel energetyczny.

W artykule zostanie dokonana analiza rynku stali przy zatozeniu, ze do produkcji
stali wykorzystuje si¢ proces wielkopiecowy. Stad analizowany zbiér zmiennych obej-
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muje: cen¢ koksu, cen¢ stali oraz wielkos$¢ produkcji stali. Analiza zaleznoSci zostanie
przeprowadzona dla rynku europejskiego na danych miesigcznych w latach 2003-2011.

Tak dobrany zbiér zmiennych pozwala oceni¢ wzajemne relacje cen surowcéw
wykorzystywanych do produkcji stali, wielkoSci produkcji stali i cen produktu final-
nego. Badanie zalezno$ci zostanie przeprowadzone w ramach modeli VAR (ECM) w
postaci strukturalnej, ktére wymaga przyjecia odpowiednich restrykcji dla macierzy
odpowiadajacych za réwnoczesne przyczynowosci w systemie (por. Liitkepohl, 2007 s.
358 i dalsze). W badaniu przyjeto rekursywna postaé systemu zaleznoSci, przy czym
kolejno$¢ zmiennych odpowiada procesowi produkcji stali. Zatozono zatem, ze ceny
koksu oddziatujg na wielko$¢ produkcji stali, ktéra dalej wptywa na jej ceny. Innymi
stowy, kierunek przeptywu impulséw w analizowanym systemie przyjeto zgodnie z
ponizszym schematem:

Cena koksu = Wielko$¢ produkcji stali surowej = Cena stali.

Przeprowadzona w artykule analiza zaleznoSci na rynku stali bedzie miata na celu
udzielenie odpowiedzi na nast¢pujace pytania:

— Czy rynek stali (rozumiany, jako system trzech analizowanych zmiennych) znaj-
duje sie w dtugookresowej réwnowadze?

— Jakiego typu przyczynowosci wystepuja dla zmiennych wchodzacych w sktad
faiicucha produkc;ji?

— Jaka jest reakcja zmiennych systemu na ich zmiany?

— Czy wystepuje i jakie jest op6Znienie takiej reakcji?

— Jaki jest wptyw poszczegdlnych zmiennych na wariancj¢ bltedéw prognoz?

Artykul sktada si¢ z pigciu czgsci. Druga cz¢s$¢ przedstawia charakterystyke euro-
pejskiego rynku stali. Kolejna cze$¢ prezentuje wykorzystang w artykule metodologi¢
wnioskowania w oparciu o strukturalne modele VAR i VECM. Cze$¢ czwarta pracy
zawiera wyniki, otrzymane na podstawie zbudowanego dla zmiennych charakteryzu-
jacych rynek stali, strukturalnego modelu VECM. W podsumowaniu przedstawiono
odpowiedzi na postawione pytania oraz najwazniejsze wnioski.

Pomimo duzego znaczenia rynku stali dla swiatowej gospodarki jego funkcjonowa-
nie nie jest tematem zbyt wielu opracowan. Analiza rynku stali pojawia si¢ w zasadzie
jedynie w kontekScie powigzania ze wzrostem PKB np. Ghosh (2006), Kwang-Sook
(2011), Rebiasz (2006). Gtéwnym problemem przy tego typu analizach jest dostepnosé
odpowiedniej jakosci danych. Autorzy dysponowali danymi pochodzacymi z komer-
cyjnych baz Coke Market Report — Resource-Net oraz SBB Steel (www.steelbb.com).
Bazujac na tych danych autorzy prowadzili w pracach Papiez, Smiech (2011a, 2012),
Wydymus et al., (2010) badania dotyczace modelowania i prognozowania cen kok-
su, a w pracach Papiez, Smiech (2011b), Smiech, Papiez, Fijorek (2012) analizowali
przyczynowo$¢ cen na rynku surowcéw energetycznych, w szczegdlnosci cen na rynku
wegla energetycznego, wykorzystujac modele VECM.
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2. RELACJE POMIEDZY POPYTEM NA WYROBY STALOWE A CENAMI STALI I SUROWCOW
NA RYNKU EUROPEJSKIM W LATACH 2003-2011

W latach 2003-2011 mozemy wyr6zni¢ okresy koniunktury i dekoniunktury prze-
mystu hutniczego (por. rys. 1). Pierwsze zalamanie na rynku stali byto w III kwartale
2005 r. i wowczas wiele koncernéw europejskich okresowo ograniczylo produkcje, co
w konsekwencji spowodowalo zmniejszenie zapotrzebowania na surowce (koks, wegiel
koksowy). Ostabienie to mialo charakter przejSciowy, gdyz juz w IV kwartale 2005 r.
obserwuje si¢ ponowny wzrost produkcji stali, az do III kwartatu 2008 r. Jednak w dru-
giej potowie 2008 r. pojawily si¢ pierwsze oznaki ostabienia popytu na wyroby stalowe,
a w efekcie od paZdziernika koncerny stalowe zaczety odczuwad skutki dekoniunktury,
co pociaggneto za soba szybko spadajace ceny stali, a w konsekwencji ceny surowcow.
Kryzys spowodowal, ze koncerny hutnicze wprowadzily ograniczenie produkcji, co
spowodowalo, ze zmalal popyt na surowce (Ozga-Blaschke, 2009). Produkcja stali w
Europie spadala az do I kwartatu 2009 r. Dopiero od II kwartatu obserwujemy ponowny
wzrost, a nastepnie chwilowy spadek w III kwartale 2010 r.

= 10*

1.0

)
o

ha ™

200311 2005.07 2007.035 200811 2010.07 I 203

Rysunek 1. Wielko$¢ miesiecznej produkcji stali surowej w Unii Europejskiej w tys. ton w okresie
styczen 2003-czerwiec 2012

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie danych www.worldsteel.org.

Z drugiej strony zachwianie réwnowagi pomiedzy popytem a podaza wegla kok-
sowego prowadzi do zmian cen tegoz surowca i w konsekwencji do zmian cen koksu.
W $wiatowym handlu weglem koksowym cena i wielko$¢ tonazu dla okoto 90% wy-
dobytego wegla ustalana jest w kontraktach. Do kwietnia 2010 roku ceny w ramach
kontraktéw ustalane byly na okres roczny od 1 kwietnia danego roku do 31 marca roku
nastepnego (tzw. rok fiskalny). Obecnie ceny ustalane sa w kontraktach na okres kwar-
talu. Pozostata ilos¢ wegla w zalezno$ci od zapotrzebowania jest uzupetniania zakupami
na rynku spotowym. Ceny spotowe sa ksztattowane przez biezacg sytuacje podazowo-
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popytowa. Mimo, ze ceny spotowe wegla dotycza tylko 10% wymiany handlowej to
ich poziom w istotny sposéb wplywa na poziom negocjowanych cen (Ozga-Blaschke,
2008).

Poziom cen wegla jest uzalezniony od sytuacji popytowo-podazowej. Pierwsze
zachwianie tej rownowagi miato miejsce w 2004 roku, bowiem wzrost produkcji stali
spowodowat deficyt koksu, a w konsekwencji wzrost cen koksu w I pétroczu 2004
roku i wzrost cen wegla koksowego na rynku spotowym. Ten wzrost spowodowalt, ze
ceny kontraktowe wegla koksowego na 2005/2006 byly o 119% wyzsze w stosunku
do cen z poprzedniego roku. Przez nastepne dwa lata cen spadly, by ponownie rosngé
od potowy 2007. Gtéwnymi przyczynami tego wzrostu byly czynniki pogodowe (np.
powodzie w Australii w styczniu i lutym 2008 r.) oraz ograniczenie eksportu i zwiek-
szenie importu wegla koksowego przez Chiny. W konsekwencji ceny kontraktowe na
2008/2009 ustalono na poziomie o 200% wyzszym. Nalezy pamigtac, ze tak wysokie
ceny teoretycznie obowigzywaly do korca I kwartatu 2009 r., czyli przez dwa kwartaty
znacznego spadku produkcji stali (cze$¢ duzych odbiorcéw dazyla do uniewaznienia
czesci kontraktéw). Spadek produkcji stali spowodowal, ze na kolejny rok 2009/2010
ustalono nizsza cene kontraktowg. Nalezy zauwazy¢, ze w polowie 2009 r. nastapito
ozywienie w $wiatowym przemysle stalowym oraz koksownictwie, ktére przyczynilo
sie¢ do zwiekszenia zapotrzebowania na wegiel koksowy. Znalazlo to swoje odbicie we
wzrodcie cen wegla w ramach transakcji spor dla dostaw w III kwartale 2009 r. W
zwigzku z duza dynamikg zmian od II kwartatu 2010 roku ceny kontraktowe ustalane
sa na okres kwartalu. Poniewaz ceny wegla koksowego ustalane sa gtéwnie w kontrak-
tach dlugoterminowych do analizy wzajemnych relacji pomiedzy cenami surowcéw a
cenami stali wybrano cene koksu, jako cen¢ surowca. Rysunek 2 przedstawia Srednig
miesieczna cen¢ kontraktowg wegla koksowego australijskiego w €/t na bazie FOB
Australia oraz cen¢ koksu hutniczego 10,50%/11,50% Ash notowana dla Europy P61-
nocnej — CIF w €/t i §rednig miesigczng cen¢ stali — zwoje walcowane na goraco
(HRC) notowang dla Europy Péinocnej — rynek krajowy w €/t (baza EXW) w okresie
styczent 2003-czerwiec 2012. Nalezy dodaé, ze specyfika koksu polega na tym, ze jest
to surowiec, ktérego ceny nie sg notowane na gietdach §wiatowych.

3. METODYKA BADAN

Podstawowym modelem wielowymiarowych szeregéw czasowych jest model wek-
torowej autoregresji (w skrécie VAR) postaci (Liitkepohl, 2007; Osifiska, 2006):

Yt = @D[ + A1y171 +...+ Apytfp + Uy, (1)

gdzie: y, = (yis,...,yk:) to wektor K szeregébw czasowych, D, — oznacza zmienne
deterministyczne (np. trend, sezonowos¢), @ — macierz wspétczynnikéw dla zmien-
nych deterministycznych, A; — (KxK) wymiarowe macierze wspétczynnikéw modelu,
u, = (uyy, ... ,ug;) — nieobserwowany wektor btedéw, o ktérym zaktadamy, ze jest zbio-
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Rysunek 2. Srednia miesieczna cena kontraktowa wegla koksowego australijskiego w €/t na bazie FOB
Australia oraz §rednia miesigczna cena koksu hutniczego 10,50%/11,50% Ash notowana dla Europy
Pétnocnej — CIF w €/t i Srednia miesigczna cena stali — zwoje walcowane na gorgco (HRC) notowana
dla Europy Pétnocnej — rynek krajowy w €/t (baza EXW) w okresie styczeri 2003-czerwiec 2012
Uwaga: Miesi¢czna zmienno$é cen wegla koksowego wynika z kursu €/$, gdyz ceny kontraktowe wegla
ustalane sg w $/t

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie danych: www.resource-net.com, www.steelbb.com.

rem niezaleznym proceséw bialoszumowych o zerowej $redniej i dodatnio okreslonej
niezmienniczej w czasie macierzy kowariancji E (u,, u)) = 3.
Moéwimy, ze proces y; jest stabilny, jesli spetniony jest warunek:

det(I—Alz—...—Apzp)iQ dla |z] < 1. 2)

W przypadku, gdy réwnanie (2) posiada pierwiastek jednostkowy, |z| = 1, wéwczas,
co najmniej jedna ze zmiennych wchodzacych w sktad procesu jest zintegrowana w
stopniu pierwszym I(1).

Model wektorowej autoregresji powstat, jako alternatywna do stosowanych wcze-
$niej modeli o réwnaniach wspéizaleznych. Argumenty, ktére zostaly postawione prze-
ciwko modelom o réwnaniach wsp6tzaleznych dotyczyly migedzy innymi arbitralno$ci
podziatu na zmienne endogeniczne i egzogeniczne oraz restrykcji narzucanych na mo-
del w celu jego identyfikacji. Modele wektorowej autoregresji zostaly zbudowane na
nastepujagcych zatozeniach (Osifiska, 2006):

— Nie rozréznia si¢ a priori zmiennych endogenicznych oraz egzogenicznych;

— Nie ma wstgpnych ograniczen dla Zadnych parametréw modelu;

— Nie istnieje zadna pierwotna teoria ekonomiczna, na podstawie ktérej budowany
jest model.

Szczegdlnie ciekawy przypadek modelu VAR wystepuje w sytuacji, gdy poszcze-
g6lne szeregi czasowe sg zintegrowane w stopniu pierwszym I(1), ale istnieje ich
liniowa kombinacja, ktéra jest stacjonarna. Zmienne systemu znajduja si¢ wowczas w
dlugookresowej réwnowadze, a o szeregach powiemy, zZe sa skointegrowane. W takim
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wypadku, jak pokazat Granger, Weiss (1983) w twierdzeniu o reprezentacji, skointegro-
wane zmienne posiadajg reprezentacje wektorowego modelu korekty btedem (VECM).
W modelu VAR pojawia si¢ wtedy stacjonarna sktadowa okreslajgca odchylenia od dtu-
gookresowej réwnowagi. Model VECM przyjmuje wéwczas posta¢ (Johansen, 1995)
(dla prostoty zrezygnowano w zapisie z czeSci deterministyczne;j):

Ayr = Hyt—l + rlAyt—l +...+ Fp—lAyt—p+l + Uy, (3)

gdzie: TT=—(Ix — Ay —...— A,).Ti =~ (A1 +...+4,) dla i=1...p-1.

Ze wzgledu na to, ze Ay, nie zawiera trendu stochastycznego (z zatozenia jest
zmienng I(1), dla ktérej pierwsze przyrosty sa stacjonarne) jedynym sktadnikiem w
rOéwnaniu, ktéry zawiera zmienne typu I(1) jest Ily,_;. Kombinacja ta musi by¢ jednak
stacjonarna, inaczej nie mozliwe byloby uzgodnienie struktury stochastycznej obu stron
réwnania. I1y,_; zawiera relacje kointegrujaca, ktéra opisuje zalezno$¢ dtugookresowg
zmiennych. Macierze I'; odpowiadajg za krétkookresowa dynamike uktadu.

W przypadku kointegracji proceséw macierz II jest nieodwracalna. Jesli zatozy-
my, ze rzad tej macierzy wynosi r tj. rk(Il) = r < K, wéwczas znajdziemy takie
macierze «,f rzedu r, ze I1 = ¢f’. Z uwagi na stacjonarnos¢ iloczynu Ily,_;, stacjo-
narna musi by¢ réwniez kombinacja 8’y;_; (inaczej iloczyn macierzy a oraz S'y,-;
byltby I(1)). Zawiera ona r relacji kointegrujacych (stacjonarnych kombinacji liniowych
wspoéirzednych wektora y;). Macierz 8 jest nazywana macierza kointegracji. Macierz
a jest macierzg dostosowan (wspdtczynnikéw modelu), ktéra odpowiada za szybkos¢
powrotu do réwnowagi diugookresowe;j.

Model zapisany réwnaniem (3) moze wystgpowaé w ponizszych trzech szczegdl-
nych przypadkach:

— rk (I) = K to proces y, jest stacjonarny w zakresie wariancji,

— rk (IT) = 0 to skladnik dtugookresowy w réwnaniu (3) znika. System stabilnych
réwnafi VAR nalezy budowa¢ dla pierwszych przyrostow szeregéw,

— 0 <rk(II) =r < K to istnieje r relacji kointegrujacych dla wektora y,.

W empirycznych zastosowaniach, w sytuacji gdy niektére ze zmiennych wcho-
dzacych w skiad wektora y, sg rzedu I(1), kluczowe pytanie dotyczy wystepowania
pomiedzy nimi kointegracji. Jest to tozsame z ustaleniem rzedu macierzy I1. Stosowne
testy sa prowadzone sekwencyjnie. W i-tym kroku testuje si¢ hipotez¢ zerowg méwiaca,
ze rk (IT) = i — 1 przeciwko hipotezie méwiacej, ze rk (II) > i — 1. Procedura testowa
koniczy si¢ w dwdch przypadkach. Pierwszy wystepuje wtedy, gdy nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej. Drugi, gdy odrzucana jest hipoteza zerowa w kroku K.
Najpopularniejsze statystyki odnosza si¢ do maksymalnej wartoSci wlasnej macierzy
IT albo do §ladu tej macierzy i zostaly opublikowane przez Johansen, Juselius (1990).

Rzad opéZnienia w modelach wektorowej autoregresji jest dobierany albo za pomo-
ca kryteriéw informacyjnych (zwykle AIC, BIC, HQIC) albo tak, by zminimalizowaé
wariancje bledéw prognoz. Wybranie zbyt niskiego rzgdu autoregresji moze powodo-
waé wystepowanie korelacji wzajemnych. Z kolei dobranie zbyt duzego rzedu opdz-
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nienia moze powodowac, ze parametry przy dalszych opdZnieniach bgdg statystycznie
nieistotne.

Statystyczna ocena modelu obejmuje testowanie wiasno$ci reszt modelu oraz sta-
bilno$¢ modelu. Wykorzystuje si¢ w zwiazku z tym testy normalnodci dla reszt, ktére
pozwalaja oceni¢ normalno$¢ poszczegdlnych sktadowych wektora y, oraz sprawdza si¢
wielowymiarowa normalnos$¢ testem Doornika-Hansena (1994). Réwniez weryfikuje
si¢ autokorelacj¢ reszt. W tym celu stosuje si¢ testy: test Portmanteau, test Ljunga-
Boxa (1978), czy tez test Breuscha-Godfreya. Hipotezy zerowe tych testow glosza brak
autokorelacji (korelacji wzajemnych) reszt dla pierwszych p opéZnied. Odpowiednie
wzory mozna znaleZé w pracy Liitkepohl (2007). Stabilno$¢ modelu jest weryfikowana
testem Chowa.

Modele wektorowej autoregresji umozliwiajg analiz¢ przyczynowoSci rozumiang w
sensie zaproponowanym przez Grangera (1969). Powiemy, ze wektor y,, jest przyczyng
w sensie Grangera dla wektora yi;, jeSli biezace wartoSci y;; mozna prognozowaé
doktadniej wykorzystujac przeszte wartoSci wektora y,;. Przeprowadzenie testu wymaga
podzialu wektora y; = (yys,...,yk,) na dwa podwektory tj.:

l Yt l: ZP { aii a1 H Yit-i +[ Ui l (4)
Yo = any; ang || Ya-i Uy,
Powiemy, ze wektor y,, nie jest przyczyna w sensie Grangera dla wektora y,, wtedy
i tylko wtedy, gdy aj; = 0, dla kazdego i = 1,2,..., p. Powyzszy warunek stano-
wi hipoteze zerowg w teScie przyczynowos$ci. Uogdlnienie testu przyczynowosSci na
przypadek zmiennych skointegrowanych podatl Toda, Yamamoto (1995) oraz Granger,
Weiss (1983). Zastosowane w pracy podejScie odnosi si¢ do przyczynowosci bezpo-
Sredniej — w sensie Grangera (Osifiska, 2009) i oznacza, ze zmienna zdefiniowana,
jako przyczyna wywotuje skutek w kolejnym okresie. Natomiast Hsiao (1982) rozwa-
za tzw. przyczynowo§¢ posrednig przy obecnoSci trzeciej zmiennej. Wéwczas pierwsza
zmienna dziata na druga, ktéra z kolei z pewnym opdZnieniem oddziatuje na trzecia.
Dufour, Pelletier, Renault (2006) zdefiniowali model VAR, ktéry umozliwia analiz¢
sily zalezno$ci predyktywnej w krétkim i dlugim horyzoncie.

Posta¢ modelu zapisana réwnaniem (4) umozliwia réwniez analiz¢ przyczynowosci
réwnoczesnej (instantaneous causality), ktora oznacza zaleznoSci (niezerowg korelacje)
dla wektoréw u;, oraz u,,. Hipoteza zerowa w teScie okre§la brak przyczynowosci

i jest sformufowana nast¢pujaco: H, : E (“1 tMIZt) = 0. Réwnoczesna przyczynowosé
jest relacja symetryczng, co stanowi dysonans z powszechnie uzywanymi pojeciami
przyczyny oraz skutku (Charemza, Deadman, 1997; Osifiska, 2006; Osiriska, 2008).

Interpretacja parametréw w modelach wektorowej autoregresji jest utrudniona
z uwagi na ich liczbe i wzajemne interakcje zmiennych systemu. Wplyw jednej zmien-
nej na inng badany jest przy pomocy tzw. funkcji odpowiedzi na impuls. Powstaje ona,
po sprowadzeniu (stabilnego) modelu do postaci nieskoficzonej Sredniej ruchome;j. Jest
to tzw. dekompozycja Walda:
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e = ZZO D;u;, (5

gdzie: @ = Ik, za$ pozostate macierze ®; moga by¢ wyznaczone rekurencyjnie:
O, = > 0, A, dlas=12,..., A;=0,dlaj>p.
J=1

Element (7, ;) macierzy ®, pokazuje odpowiedz y; ,.; na jednostkowa zmian¢ warto-
Sci yj, zaktadajac state wartosci catego wektora y;. Powyzsza interpretacja jest mozliwa
o ile nie wystepuje przyczynowo$¢ jednoczesna. Inaczej méwigc, wymaga si¢, aby
macierz X, byla diagonalna.

Inng metodg analizy dynamicznych wiasnosci modelu VAR jest dekompozycja wa-
riancji btedu prognozy. Pokazuje ona, jaka czg$¢ zmiennoSci bigdu losowego prognozy
dla horyzontu k& danej zmiennej wynika z wystepowania kolejnych szokéw struktural-
nych.

Przeprowadzenie takiej dekompozycji wymaga, aby sktadniki losowe w poszcze-
gblnych réwnaniach nie byly ze sobg skorelowane. Czgsto warunek ten nie jest spel-
niony. Wéwczas analiza zalezno$ci prowadzona w ramach modeli VAR nie daje jed-
noznacznych wynikéw, ktére sa rézne w zaleznoSci od uporzadkowania zmiennych
w wektorze y,. Potrzebna jest dodatkowa informacja (z poza préby), ktéra umozliwi
wilasciwg interpretacje rezultatéw. Innymi stowy VAR sg zredukowana formg mode-
li, za$ strukturalne restrykcje sg niezbedne do jednoznacznej identyfikacji zalezno$ci
pomigdzy zmiennymi (Liitkepohl, 2007).

Konstruktywna krytyke modeli VAR podat w 1981 roku Sims proponujac struktu-
ralny model VAR. W latach 90. ubiegtego wieku King, Plosser, Stock i Watson (1991)
zaproponowali strukturalny model VECM.

W najogdlniejszej postaci strukturalny model VAR dla stacjonarnych zmiennych
moze zostaé przedstawiony w postaci:

Ay[ = ATYI—I + ...+ A;yt—[) + B((‘.:[ . (6)

gdzie macierz A oraz B odpowiadaja za nieopdZnione zwigzki pomiedzy zmiennymi
systemu (macierz A) oraz skfadnikami losowymi (macierz B), &, jest wektorem sktadni-
koéw losowych z diagonalng macierz kowariancji, zas macierze Aj, ..., A, odpowiadajg
za dynamiczne wlasnosci systemu.

Przejscie z modelu (6) do modelu (1) nastapi, jesli réwnanie postaci (6) pomnozy
si¢ (obustronnie) przez odwrotno§¢ macierzy A. Obie postacie modeli r6znig si¢ licz-
ba parametréw wchodzacych w sktad poszczegdlnych macierzy. Okazuje sie, ze aby
zidentyfikowa¢ model SVAR na podstawie modelu VAR nalezy dokonaé K restrykcji.
W literaturze przedmiotu (Liitkepohl, 2007) wskazuje si¢ na szczegblne przypadki
modeli SVAR. Sg to modele typu A, typu B oraz typu AB. Nazwy modeli wskazuja
na symbole macierzy w réwnaniu (6), ktére w danym podejSciu niosa informacje na



512 Monika Papiez, Stawomir Smiech

temat jednoczesnych przyczynowosci i ktére sg przedmiotem opisu. W przypadku,
gdy macierze te sg tréjkatne dolne mamy do czynienia z rekursywng strukturalizacjg
systemu. Wowczas dla i < j zmienne y;; nie wystepuja w réwnaniu dla zmiennych y;,.
Jest to réwnoznaczne z okreSleniem taficucha dystrybucji w danym systemie (Wold,
1960), ktéry oznacza zalezno$¢ przyczynowo — skutkowa obserwowana w tej samej
jednostce czasu i przeplyw impulséw od jednej zmiennej do drugiej.

Jesli nie ma dostatecznie silnych teoretycznych przestanek do okreSlenia typu
strukturalizacji macierzy A oraz B, wéwczas mozna prébowaé okresli¢ restrykcje na
podstawie skumulowanych efektéw szokéw. Podejécie to zostalo wprowadzone przez
Blancharda, Quaha (1989). Jego idea polega na identyfikacji struktury systemu poprzez
natozenie restrykcji na macierz dlugookresowych efektéw zaburzei ®. W przypadku,
gdy rozwazany system zmiennych ma r relacji dlugookresowych, wéwczas r — im-
pulséw ma charakter przejSciowy (pozostate K — r impulséw ma natomiast charakter
permanentny). Bazujac na powyzszych zalozeniach i teorii ekonomicznej naktada si¢
stosowne restrykcje w ten sposéb doprowadzajac do identyfikacji modelu.

Zwykle strukturalny model korekty bledem (SVECM) przyjmuje postaé (Liitkepohl,
2007):

AAy, =Ty, + T Ay + . + F;_lAy,_pH + Beg,, (7

gdzie: & ~ (0, Ig).

Taki model mozna sprowadzi¢ do postaci strukturalnego modelu wektorowej au-
toregresji SVAR i dalej rozwazaé restrykcje w ramach modelu typu AB. Jednak jak
podaje (Liitkepohl, 2007) z faktu wystgpowania okreSlonej liczby relacji dlugookre-
sowej rownowagi wynika wystepowanie maksymalnej liczby przejsciowych szokow,
czyli szokéw, ktérych efekty wygasaja wraz z uplywem czasu. Jest to przeciwiefistwo
trwalych szokéw, ktérych efekty nigdy nie wygasaja. Natomiast przejSciowe szoki mo-
g3 by¢ wykorzystane, jako restrykcje w macierzy dlugookresowych efektéw zaburzen.
W takiej sytuacji budowa modelu koncentruje si¢ na analizie szokéw w ramach modelu
B oraz wspomnianej macierzy dtugookresowych efektéw zaburzei.

4. PREZENTACJA DANYCH I ANALIZA WYNIKOW

Analiza zalezno$ci na rynku stali zostata oparta na miesiecznych szeregach czaso-
wych z okresu od stycznia 2003 roku do grudnia 2011 roku. Dtugos$¢ kazdego z szere-
géw wynosita 106 obserwacji. Tak niewielka podaz danych uniemozliwia budowanie
modeli o duzej liczbie op6Znien. Nalezy dodaé, ze na rynku stali, gdzie podpisywane sg
kontrakty na kwartali dtuzej stanowi to spore utrudnienie i moze uniemozliwi¢ ujecie
w modelu wszystkich istotnych informacji. Dane wykorzystane do analizy to:

— C _koksu — Srednia miesig¢czna cena koksu hutniczego 10,50%/11,50% Ash no-
towana dla Europy Pétnocnej — C&F w €/t (Zrédto danych www.resource-net.com);

— Prod _stali — wielko$¢ miesi¢cznej produkcji stali surowej w Unii Europejskiej
w tys t. (Zrédto danych www.worldsteel.org);
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— C_stali — $rednia miesigczna cena stali — zwoje walcowane na goragco (HRC)
notowana dla Europy Pétnocnej — rynek krajowy w €/t (baza EXW) (Zrédlo danych
www.steelbb.com).

Analizowany zbidr zmiennych, z uwagi na sezonowos$¢ wielkoSci produkcji sta-
li surowej oraz nagle zmiany spowodowane np. kryzysem gospodarczym, powodzia,
rozszerzono o nastepujace deterministyczne zmienne:

— Zmienne sezonowe dla miesi¢cy — zmienne zero-jedynkowe,

— Impuls 04 _ml — warto§¢ 1 w styczniu 2004 r. oraz warto$¢ O dla pozostalego
okresu,

— Impuls 04 _m5 — warto$¢ 1 w maju 2004 r. oraz warto$¢ 0 dla pozostatego okresu,

— Impuls 08 -m10 — warto$¢ 1 w pazdzierniku 2008 r. oraz warto$¢ O dla pozosta-
fego okresu,

— Impuls 09 _m3 — warto§¢ 1 w marcu 2009 r. oraz warto$¢ 0 dla pozostalego
okresu,

— Impuls 10 _m4 — warto$¢ 1 w kwietniu 2010 r. oraz warto$¢ 0 dla pozostalego
okresu.

Wszystkie obliczenia zostaly wykonane w programach JMulTi oraz Gretl.

Analize zaleznoSci pomiedzy zmiennymi rozpoczeto od przeprowadzenia testu ko-
integracji Johansena, ktéry mial wskaza¢ istnienie relacji kointegrujacych. W zwigzku
Z tym najpierw sprawdzono stopienl zintegrowania szeregéw. Do badania stacjonarnosci
szeregow czasowych wykorzystano test pierwiastka jednostkowego ADF (Dickey, Ful-
ler, 1981). Wartosci statystyki w teScie ADF dla zmiennej i jej przyrostéw przedstawia
tabela 1. Wyboru liczby opéZnieri w tescie dokonano wykorzystujagc warto$¢ kryterium
informacyjnego Akaike.

Tabela 1.
Wartosci p-value dla statystyki w teScie ADF dla zmiennej i jej przyrostow
. Wartos$¢ p-value w tescie ADF
Zmienna

Bez stalej Stata Stata + trend

C_koksu 0,5878 (3) 0,2252 (3) 0,1736 (12)
Prod_stali 0,4819 (12) 0,1787 (1) 0,3187 (1)
C_stali 0,5883 (1) 0,1850 (2) 0,1890 (2)

A C_koksu 0,0000 (2) 0,0000 (2) 0,0000 (2)
A Prod_stali 0,0025 (12) 0,0015 (9) 0,0092 (9)
A C_stali 0,0000 (0) 0,0000 (0) 0,0000 (0)

Uwaga: w nawiasie liczba op6Znierl ustalona na podstawie kryterium AIC

Zrédlo: Obliczenia wiasne

Na podstawie warto$ci statystyki w te§cie ADF mozna stwierdzié, ze analizowane
szeregi sg zintegrowane w stopniu 1. Testowanie kointegracji przebiegalo zgodnie z pro-
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cedurg Johansena w oparciu o test §ladu i maksymalnej warto$ci wtasnej (Liitkepohl,
2007 s. 328). Wyniki testéw dla réznych specyfikacji modelu (liczby opdZnieni) nie byly
jednoznaczne zaréwno, jesli chodzi o wystgpowanie kointegracji jak i liczbe réwnan
kointegrujacych. Ostatecznie przyjeto na podstawie oceny warto$ci kryteriéw informa-
cyjnych, ze rzad opdZnienia wynosi 4 miesigce, za§ w rOwnaniu kointegrujacym nie
wystepuje ani stata ani trend liniowy. Testowane uktady zmiennych uzupetniono o zbiér
zmiennych deterministycznych. Wyniki testu przedstawia tabela 2. Na podstawie testu
Johansena przyjeto, ze w modelu wystepuje jedna relacja kointegrujaca.
Przeprowadzona analiza jest punktem wyjScia do estymacji modelu VECM.

Tabela 2.
Test kointegracji Johansena: liczba réwnan: 3, rzad opdZnienia: 4, zmienne egzogeniczne: Impuls 04_ml,
Impuls 04_m5, Impuls 08_m10, Impuls 09_m3, Impuls 10_m4, zmienne sezonowe dla miesiecy

iz Statystyka 4
Liczba wektorow S’Ia?itéur}s;z}zz \Yir;ﬁfg maksymalnej V\iez/r;]olf ec
kointegrujacych y p wartosci wlasnej p
/lrmce /lrmce /lmax Amax
HO: r=0; H1: r >0 52,906 0,0000 46,920 0,0000
HO:r=1;Hl: r >1 5,9864 0,4380 4,3786 0,5738
HO: r = 2; Hl: r >2 1,6078 0,2402 1,6078 0,2397

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie obliczeri w Gretlu

Na podstawie przeprowadzonej analizy szeregdw czasowych ustalono, ze model
VECM bedzie zawieral 3 opdZnienia oraz jedno réwnanie kointegrujace. Estymacji pa-
rametréw dokonano metoda Johansena (reduced rank estimation) (Liitkepohl, Kritzig,
2004). Wyniki estymacji modelu VECM zostaly przedstawione w tabeli 3.

Natomiast parametry macierzy kointegracji, po znormalizowaniu ze wzgledu na
zmienng C_koksu, oraz macierzy dostosowan zostaly przedstawione w tabeli 4.

W réwnaniu dlugookresowym zaréwno wielko$¢ produkciji stali jak i jej cena majqg
istotny wptyw na ceng koksu, a wiec mozna je traktowac¢ jako zmienne dlugookresowe-
go oddziatywania. Natomiast w relacji krétkookresowej wszystkie rozwazane zmienne
dostosowuja sie do relacji dlugookresowej, gdyz parametry przy mechanizmie korekty
bledem (ecm,_;) sg istotne statystycznie. Ponadto ujemne wartosci tych parametréw za-
pewniajg dochodzenie do stanu réwnowagi. Najszybciej do stanu réwnowagi dochodzi
wielkos¢ produkcji stali. Natomiast bardzo wolno do poziomu réwnowagi dostosowujg
si¢ ceny koksu i stali.

Nastepnie dokonano weryfikacji modelu ze wzgledu na zalozenia dotyczace sktad-
nikéw losowych. Wyniki testéw Boxa-Pierce’a i Breuscha-Godfreya wskazuja na brak
autokorelacji reszt. WartoSci statystyki wielowymiarowego testu Doornika-Hansena nie
zaprzeczaja, ze taczny rozklad wielowymiarowego sktadnika losowego jest normalny.
Podobnie test na wielowymiarowy efekt ARCH, wskazuje na homoskedasyczno$¢ wa-
riancji wielowymiarowego rozkladu reszt modelu. Dodatkowo testy Jarque-Bera i test
mnoznikéw Lagrange’a dla poszczegdlnych réwnan wskazuja, ze nie ma podstaw do
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Tabela 3.
Wartosci oszacowanych parametréw w modelu VECM
d(C_Koksu) d(Prod_stali) d(C_stali)
d(C_koksu)(t-1) 0,528*** 3,179% 0,213**
d(Prod_stali)(t-1) -0,003* 0,360%** 0,016%**
d(C_stali)(t-1) 0,027 3,823%* 0,319%%*
d(C_koksu)(t-2) 0,058 1,895 -0,137
d(Prod_stali)(t-2) 0,007* -0,020 0,000%*
d(C_stali)(t-2) 0,027 -1,217 0,056
d(C_koksu)(t-3) -0,335%** -4,864** -0,262%%%*
d(Prod_stali)(t-3) 0,004 0,049 0,006*
d(C_stali)(t-3) 0,037 -2,438 -0,038
Zmienne deterministyczne:
Impulse_04_m1(t) 66,928 ** -152,785 5,082
Impulse_04_m5(t) 3,712 142,323 134,598%%**
Impulse_08_m10(t) 7,739 -610,939 43,883%%*
Impulse_09_m3(t) -10,882 -2639,708%** -58,378%**
Impulse_10_m4(t) -6,341 -47,065 77,371 %%
S1(t) 17,613 3174,251%%%* 31,428
S2(t) 47,980%#* 326,607 -1,083
S3(t) 18,576 3413,314%*%* 28,386*
S4(t) 25,483* 308,158 -26,919*
S5(t) 9,611 2277,527%** 23,948*
S6(t) 28,281%** 559,038 -18,566
S7(t) 5,213 1068,852°%** 13,606
S8(t) 22,212%%* 136,485 23,562%*
S9(t) 13,267 3972,060%** 17,019
S10(t) 33,896* 1412,598%%*%* -31,535%
S11(t) 23,316 502,901 -7,816
ecm(t-1) -0,008%** -0,608%** -0,002*

Zrédlo: Obliczenia wlasne w programie JMulTi. Istotno$é parametréw na poziomie ponizej 1%, 5%
i 10% oznaczono nastgpujgco: *#%; *¥; *
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Wartosci oszacowanych parametréw wektora kointegrujacego oraz wektora wspétczynnikow dosfssg\l;lag .
C _koksu(t-1) Prod_stali(t-1) C_stali(t-1)
i 1,000%** 0,114%#%* 0,685*
o -0,008%** -0,608%#** -0,002%*

Zrédlo:Obliczenia wlasne w programie JMulTi. Istotno$¢ parametréw na poziomie ponizej 1%, 5%
i 10% oznaczono nastgpujgco: **%; **; *

odrzucenia hipotez, ze wszystkie reszty majg rozktad normalny i ich wariancja jest
homoskedastyczna.

Wyniki przeprowadzonych testow pozwalaja przyjaé, ze model zostat zbudowany
poprawnie i moze zosta¢ narzedziem oceny zalezno$ci zmiennych na rynku stali.

W ramach oceny zalezno$ci cen na rynku stali analizowano przyczynowos$¢ w
sensie Grangera oraz réwnoczesng przyczynowos$¢. Przyjmowano wszystkie mozliwe
kombinacje zmiennych, jako przyczyny dla pozostatych elementéw systemu. Wyniki
przeprowadzonych testow w postaci wartosci p-value zostaly zestawione w tabeli 5.

Tabela 5.
Wartosci p-value dla testu przyczynowosci w sensie Grangera oraz réwnoczesnej przyczynowosci
w wariancie testu LM

p-value dla p-value dla
Przyczyna Skutek testu przyczynowosci testu rownoczesnej
w sensie Grangera przyczynowosci

C_Koksu Prod_stali, C_Stali 0,0004 0,0036
Prod_stali C_Koksu, C_Stali 0,0005 0,0354
C_Stali C_Koksu, Prod_stali 0,4171 0,0004
C_Koksu, Prod_stali C_Stali 0,0000 0,0004
C_Koksu, C_Stali Prod_stali 0,0006 0,0354
Prod_stali, C_Stali C_Koksu 0,4774 0,0036

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie obliczei w JMulTi

Wyniki analizy przyczynowoSci w sensie Grangera wskazuja, ze wektor pary
zmiennych: wielko§¢ produkcji stali i cena stali nie moze zosta¢ uznany, przy 5%
poziomie istotnosci, za przyczyn¢ w sensie Grangera dla ceny koksu. Oznacza to, ze
para zmiennych wielko$¢ produkcji stali i cena stali nie poprawia prognoz cen koksu.
Podobnie przy takim samym poziomie istotnoS$ci cena stali nie jest przyczyng w sensie
Grangera dla pary pozostatych zmiennych. Pozostate zmienne (oraz pary zmiennych)
nalezy uznaé za przyczyny dla pozostatych elementéw systemu.

Natomiast dla wszystkich par przyczyn oraz skutkéw warto$¢ testowa wskazuje,
ze przy 5% poziomie istotnoSci mozna odrzuci¢ hipoteze o braku réwnoczesnej przy-
czynowosci (por. tabela 5). Mozna twierdzié, ze impulsy (skfadniki losowe) zmiennych
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dochodzace w chwili ¢ sg ze sobg skorelowane. Oznacza to, ze zmienne (pary zmien-
nych) oddzialywaja na siebie réwnoczesnie, a zatem wystepuja miedzy tymi zmiennymi
natychmiastowe reakcje. Wzrost lub spadek ceny koksu i wielkoSci produkc;ji stali na-
stepuje jednoczesnie ze wzrostem lub spadkiem cen stali. Podobne zaleznoSci zachodza
dla pozostatych par na rynku stali.

W celu dokonania interpretacji modelu VECM nalezy dokonaé jego strukturaliza-
cji, ktéra przyjeto za (Liitkepohl, 2007). W tym celu natozono restrykcje na macierz
dtugookresowych efektéw zaburzen wynikajace z analizy przyczynowosSci w sensie
Grangera. Ostateczne postacie macierzy B i @, po natozeniu dodatkowych restryk-
cji wynikajacych z tego, ze parametry w macierzach bylnieistotne statystycznie, majg
nastgpujace postacie:

18,6 1,6 4,9 20,8 0 0
B= 0 108,7 349,9 |, ®=| -182,2 -120,2 O
82 16,5 1,1 0 20,1 O

Interpretacji parametréw macierzy B oraz macierzy dlugookresowych efektéw zaburzen
dokonano poprzez analiz¢ funkcji reakcji na impuls. Rysunek 3 przedstawia funkcje
reakcji odpowiednio cen koksu, produkcji stali, cen stali, na impuls wywotany jed-
nostkowa zmiang cen koksu (pierwsza kolumna na wykresie), wielkosci produkc;ji stali
(druga kolumna), cen stali (trzecia kolumna).

Analiza funkcji odpowiedzi na impuls pozwala wskaza¢ kilka charakterystycznych
cech europejskiego rynku stali. Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, ze reakcje na szoki
stabilizujg si¢ po okoto dwdch latach, co wydaje si¢ stosunkowo diugim okresem. Zgod-
nie z oczekiwaniami impuls pochodzacy od ceny koksu prowadzi w dtugim okresie do
spadku produkcji. Mozna to tlumaczy¢, nizszg rentownoscig produkcji ceteris paribus.
Reakcja cen stali na impuls ze strony cen koksu jest natomiast przej$ciowa.

Zaskakujace natomiast sg wyniki otrzymane dla impulsu pochodzgcego z réwnania
dla produkcji stali. Impuls ten ma charakter krétkookresowy dla cen koksu, ale juz
permanentny dla produkcji i dla cen stali. Ostateczny wzrost cen w reakcji na ten
impuls moze by¢ jedynie ttumaczony dlugookresowym spadkiem produkciji.

Krétkookresowy charakter impulséw pochodzacych od cen stali jest oczywiscie
efektem zalozet wynikajacych z wlasnoSci statystycznych calego systemu (tj. istnienia
jednej relacji kointegrujgcej) oraz otrzymanych wynikéw przyczynowoSci w sensie
Grangera.

Rezultaty dekompozycji wariancji bledéw prognoz dla analizowanego zestawu
zmiennych zostaly przedstawione na rys. 4a-c. Przyjeto tutaj 36 miesigczny horyzont
analizy. W wypadku réwnania ceny koksu niepewnos¢ prognoz cen koksu w poczatko-
wym okresie zalezy w 93% od zmiennosci cen koksu i w 7% od zmiennosci cen stali
(por. rys. 4a). Podobnie w dlugim okresie wariancja prognozy ceny koksu (surowca) w
95% wynika z wystepowania szokOw (zmian) w rownaniu ceny koksu, za$ 1% wariancji
jest zwigzane ze zmianami wielkosSci produkcji stali a pozostate 4% zmiennosci zalezy
od cen stali.
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Rysunek 3. Funkcje reakcji na impuls dla modelu SVECM
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie obliczei w JMulTi

Zmiany wielkoSci produkcji thumacza w pierwszym miesigcu tylko w 9% warian-
cje btedu prognozy tej zmiennej (por. rys. 4b). Natomiast wariancja ta w pierwszym
miesigcu zalezy az w 91% od cen stali. W diugim okresie wariancja bledu prognozy
wielkoSci produkcji zalezy w 40% od cen koksu, 43% cen stali i w 17% od wielkoSci
produkcji.

Warto zauwazy¢, ze w pierwszym miesigcu nie istnieje wplyw zmienno$ci cen
stali na wariancje jej btedu prognozy. Natomiast az ok. 80% zmiennoSci produkcji
stali i 20% zmiennoSci cen koksu wplywa na wariancj¢ prognoz cen stali (por. rys.
4c). W kolejnych miesigcach udziatl zmienno$ci cen stali wzrasta do 14%. W dlugim
okresie wariancja prognozy cen stali tylko w 6% wynika z wystepowania szokéw w
réwnaniu cen stali, za§ 94% wariancji zwiazane jest ze zmianami cen koksu (5%) i
produkcji stali (az 89%).

Wyniki analizy dekompozycji wariancji bledu prognoz pozwalajg stwierdzié, ze
zmienng najbardziej niezalezna (najsilniej egzogeniczna) w caly badanym uktadzie sa
ceny koksu, za$§ zmienng najbardziej zalezng od pozostalych jest cena stali. Co wiecej,
niepewno$¢ cen stali najsilniej zalezy od wielkosci produkcji, zatem podazy. Z kolei
niepewno$¢ wielko$ci prognoz produkcji stali zalezy bardziej od ceny stali niz od ceny
koksu.
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Rysunek 4. Dekompozycja wariancji bigdu prognoz

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie obliczei w JMulTi
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Ostatecznie zbudowany model zostat wykorzystany do wyznaczenia prognoz punk-
towych oraz przedziatowych na 2012 rok. Analiza trafno$ci otrzymanych prognoz moze
by¢ traktowana, jako ,.,empiryczne” narzedzie weryfikacji modelu. Rezultaty obliczen
zostaly przedstawione na rysunku 5.

C_Koksu Prod_stali

100 140 180 220 260 300 340 380 420 460 500

2004.03 2005.11 2007.07 2009.03 2010.11 2012.07 2004.03 2005.11 2007.07 2009.03 2010.11 2012.07

C_stali

100 750 BOD

[

2004.03 2005.11 2007.07 2009.03 2010.11 2012.07

300 350 400 450 500 550 600 657

Rysunek 5. Prognozy punktowe i przedzialowe analizowanych zmiennych — cena koksu, produkcja stali,
cena stali na rok 2012

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie obliczeri w JMulTi

Jako ocena bledu prognoz postuzyl miernik MAPE, ktéry byl wyznaczany dla
poszczegblnych zmiennych. Jego warto$¢ obliczono dla danych z préby tj. z okresu
styczent 2003 r. — grudzien 2011 r. Najwigkszy btad na poziomie 7,34% uzyskano dla
zmiennej opisujacej wielko$¢ produkcji stali surowej, najmniejszy 3,62% dla zmienne;j
cena stali. MAPE dla szeregu cen koksu wyniéstnatomiast 6,54%. Biorgc pod uwage
duzg zmienno$¢ wszystkich analizowanych zmiennych prognozy mozna uzna¢ za trafne.

Dodatkowo wyznaczono prognozy poza prébe, na 3 kolejne miesigce 2012. Réw-
niez te prognozy zostaly ocenione miernikiem MAPE. Tym razem warto§¢ MAPE
wynosita odpowiednio: dla ceny koksu 30,5%; dla wielkoSci produkcji stali surowe;j
1,61%; a dla ceny stali 1,81%. Negatywnie nalezy oceni¢ trafno$¢ prognoz dla cen
koksu. Z drugiej strony, to wlasnie ta zmienna okazata si¢ najbardziej niezalezna w
calym systemie, stad jej wartosci sg potencjalnie najtrudniejsze do przewidzenia.
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5. PODSUMOWANIE

Celem prowadzonej analizy bylo zbudowanie modelu dla oddzialywania giéwnych
zmiennych na europejskim rynku stali. Autorzy zastosowali w tym celu strukturalny
model wektorowej autoregresji. Badanie kointegracji zmiennych pokazato, ze anali-
zowane zmienne tj. cena koksu, wielko$¢ produkcji stali i cena stali znajdujg si¢ w
dtugookresowej réwnowadze. Testy kointegracji wskazywaly przy tym na wystepo-
wanie jednego wektora kointegrujacego. Ponadto analiza wskazala, ze najszybciej do
stanu réwnowagi powraca wielko$¢ produkcji stali a bardzo wolno wracaja do stanu
rownowagi ceny stali i ceny koksu. Biorgc pod uwage duza zmienno$¢ cen, mozna
uznaé ten wynik za zaskakujacy. Nalezy jednak pamigtaé, ze okres analizy obejmowat
boom na rynkach finansowych (lata 2006-2008), kiedy to ceny wigkszoSci instrumen-
téw finansowych, w tym ceny surowcéw i ceny stali, pozostawaly na nieuzasadnionym
wysokim poziomie.

Wyniki analizy przyczynowosci w sensie Grangera pokazaly dominujacg role cen
koksu w analizowanym systemie zmiennych. To wlasnie ceny tego produktu wptywa-
ja na przyszte warto$ci pozostalych zmiennych. Odmienna jest rola cen stali, ktére
nie poprawiajg prognoz cen koksu i wielkosci produkcji. Otrzymane wyniki analizy
przyczynowosci okazaly si¢ zbiezne z, zatozonym na poczatku badania, schematem
zaleznoSci w analizowanym systemie. W pracy przeprowadzono tez analize réwnocze-
snej przyczynowosci, ktéra wykazata, ze istnieja zaleznosci dla wszystkich par przyczyn
oraz skutkéw. Tak wigc np. wzrost lub spadek ceny koksu i wielkoSci produkcji stali na-
stepuje jednoczesnie ze wzrostem lub spadkiem cen stali. Podobne zalezno$ci zachodza
dla pozostatych par na rynku stali. Takie natychmiastowe reakcje mozna tlumaczy¢ tym,
ze rynek stali nie jest izolowany rynkiem, ale na wielkoSci zmiennych na tym rynku
wplywaja inne, globalne czynniki. Warto zauwazyé, ze popyt na stal, a w efekcie jej
produkcja jest zwigzana ze zmiang PKB oraz zmiang produkcji przemystowej w skali
globalnej (jako, ze stal jest produktem podlegajacym obrotowi miedzynarodowemu) a
takze w skali regionalnej i krajowe;j. Jak podaje (Crude Steel Quarterly Industry & Mar-
ket Outlook, 2011) jednym z kluczowych miernikéw rozwoju rynku stali jest krzywa
S dla stali, ktéra przedstawia relacj¢ pomi¢dzy PKB na 1 mieszkaiica oraz zuzyciem
gotowych wyrobdéw stalowych na 1 mieszkarica dla poszczegdlnych krajéw. Historyczne
obserwacje w Ameryce Pétnocnej i w Europie Zachodniej pokazuja, ze zuzycie stali
gwaltownie ro$nie, gdy PKB na 1 mieszkafica zaczyna wzrasta¢, osiagajac szczyt przy
poziomie PKB na 1 mieszkarica ok. 20.000 USD a nast¢pnie zaczyna spadad, gdy
kraj wchodzi w etap mniej intensywnego rozwoju pod wzgledem zapotrzebowania na
stal. Wynika to z faktu, ze stal jest metalem niezbednym do budowy infrastruktury i
zuzycie stali ro$nie w miare, jak kraj buduje drogi, mieszkania i wytwarza produkty
konsumpcyjne.

Interpretacja wynikéw modelu zostala przeprowadzona w oparciu o funkcje od-
powiedzi na impuls oraz dekompozycje wariancji bledu prognoz. Otrzymane rezultaty
potwierdzily zalozony na wst¢pnie taiicuch przeptywu impulséw i pokazaly, ze domi-
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nujaca zmienng w badanymi systemie jest cena koksu. Pokazano, ze reakcje na impulsy
stabilizujg sie¢ po okoto dwdch latach.

Reasumujac, mozna stwierdzié, ze rynek stali (rozumiany jako system trzech ana-
lizowanych zmiennych) znajduje si¢ w dlugookresowej réwnowadze. Cena koksu jest
zmienng dominujacg w systemie. Ceny stali surowej sa pochodna cen surowcéw oraz
popytu zglaszanego na wyroby stalowe a ponadto cena stali nie jest przyczyng w sen-
sie Grangera dla pozostatych zmiennych. System zgodnie z oczekiwaniem reaguje na
wzrost popytu na produkty stalowe oraz na wzrost cen surowcow. Prognozy wyznaczo-
ne modelem majq dostateczng trafno$¢ i mogg by¢ punktem odniesienia dla podmiotéw
bedacych stronami kontraktéw dla kluczowych produktéw na rynku stali.

Chociaz otrzymane wyniki wydajg si¢ autorom zgodne z intuicja zdajg sobie oni
sprawe, z ograniczefi zastosowanego podejScia. Szczegllnie duzym uproszczeniem,
wydaje si¢ zastosowanie niewielkiej liczby opdZnient zmiennych w modelu.
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WYKORZYSTANIE MODELU SVECM DO BADANIA ZALEZNOSCI POMIEDZY CENAMI

SUROWCOW A CENAMI STALI NA RYNKU EUROPEJSKIM W LATACH 2003-2011

Streszczenie

W artykule przedstawiono analize¢ zaleznoSci pomiedzy popytem na wyroby stalowe a cenami sta-

li i surowcéw (koksu) na europejskim rynku na podstawie danych miesiecznych w latach 2003-2011.
Analiza zalezno$ci zostala przeprowadzona z wykorzystaniem wektorowego modelu korekty biedem w
postaci strukturalnej (SVECM), ktéry ma stuzy¢ do oceny wplywu podazy surowcéw oraz popytu na
wyroby stalowe na ceny produktéw stalowych. Wyniki badania wskazaly, ze rynek stali znajduje si¢ w
dlugookresowej réwnowadze. Cena koksu jest zmienna dominujgca w systemie a ceny stali surowej sg
pochodng cen surowcow oraz popytu zgtaszanego na wyroby stalowe. Ponadto cena stali nie jest przyczyng
w sensie Grangera dla pozostatych zmiennych. System zgodnie z oczekiwaniem reaguje na wzrost popytu
na produkty stalowe oraz na wzrost cen surowcéw. Prognozy wyznaczone modelem maja dostateczng
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trafno$¢ i mogg by¢ punktem odniesienia dla podmiotéw bedacych stronami kontraktéw dla kluczowych
produktéw na rynku stali.

Stowa kluczowe: przyczynowos¢, model VECM, rynek stali, ceny koksu i stali

USING SVECM MODEL FOR THE ANALYSIS OF THE RELATIONS BETWEEN RAW MATERIAL
PRICES AND STEEL PRICES ON THE EUROPEAN MARKET IN THE PERIOD 2003-2011

Abstract

The article presents the analysis of the relations between the demand for steel products and the prices
of steel and raw materials (coking coal) on the European market based on the monthly data in the
period 2003-2011. The analysis of those relations was conducted with the use of Structural Vector Error
Correction Model (SVECM), which allowed to determine the impact of the supply of raw materials and
the demand for steel products on the prices of steel products. The results obtained indicate that steel
market is in long run equilibrium. The price of coking coal is the dominant variable in the system, and
the prices of crude steel depend on the prices of raw materials and the demand for steel products. The
price of steel is not the Granger cause for the remaining variables. As expected, the system reacts both to
the increase in the demand for steel products and the increase in the prices of raw materials. The forecasts
obtained using the model are valid enough and can be treated as reference points by the participants of
the steel market.

Key words: causality, SVECM model, steel market, coke and steel prices
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