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PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R.LX - ZESZYT 3 - 2013

EMIL PANEK

»SLABY” 1 ,,BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI W NIESTACJONARNEJ
GOSPODARCE GALE’A Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

J. von Neumann zaproponowal liniowy model gospodarki (model von Neumanna,
1945-1946), w ktorym zdefiniowal pojecie stanu rownowagi ekonomicznej oparte na
idei réwnosci technologicznych i ekonomicznych efektow produkcji. Dalsze badania
nad modelem von Neumanna doprowadzity do powstania calej teorii neumannowskiej
rownowagi ekonomicznej. Badania w tym kierunku rozpoczeta miedzy innymi grupa
ekonomistoéw i matematykow pod kierunkiem Samuelsona (1960), ktéry sformutowat
hipoteze, ze w dhugich okresach czasu (horyzontach gospodarki) optymalne procesy
wzrostu powinny przebiega¢ po $ciezkach wyznaczonych przez neumannowska row-
nowage ekonomiczng. Rozwdj gospodarki wzdhuz takich $ciezek powinien by¢ tym
dluzszy, im dluzszy jest postulowany horyzont gospodarki. Obszar objety neuman-
nowska rownowagg ekonomiczng przyjeto si¢ nazywac magistralg (na wzor magistrali
— autostrady — w ruchu drogowym).

Pionierska praca J. von Neumanna zapoczatkowata caty nurt badan, ktory w 11
polowie XX w. doprowadzit do powstania w ekonomii matematycznej subdyscypliny
dzisiaj znanej jako teoria magistral. W bogatej literaturze przedmiotu punkt cigzkosci
ktadzie si¢ na badanie tzw. efektu magistrali w réoznych wariantach stacjonarnych
gospodarek typu Neumanna — Gale’a — Leontiefa (ze statlg w czasie technologig;
zob. np. bibliografi¢ w pracy Panek, 2011). Natomiast nieliczne sg prace po§wigcone
efektowi magistrali w niestacjonarnych gospodarkach ze zmienng technologia, zob.
Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler (1972). Wyzwanie takie podejmujemy w artykule.
Inspiracja do jego napisania byta publikacja autora (2013). Obowigzuja oznaczenia
stosowane w pracach Panek (2011, 2013).

1. MODEL NIESTACJONARNEJ GOSPODARKI GALE’A Z GRANICZNA TECHNOLOGIA.
PODSTAWOWE ZALOZENIA

Zaktadamy, ze czas ¢ zmienia si¢ skokowo, ¢ = 0,1,.... Zbior T = {0,1,...,#}
nazywamy horyzontem gospodarki, okres konicowy #; definiuje dlugos¢ horyzontu 7.
W gospodarce Gale’a zuzywa si¢ i wytwarza n towardéw, ktorych liczba nie zmienia
sie w czasie. Przez x(f) = (x;(?),...,x,(f)) Z 0 oznaczamy wektor towarow zuzy-
wanych (nazywamy go wektorem nakladéw lub zuzycia produkcyjnego), a przez
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y(@) = ((0), ...,y,(t)) Z 0 wektor towaréw wytwarzanych w gospodarce w okresie ¢
(nazywamy go wektorem wynikow lub produkcji). Jezeli z wektora nakladow x(7)
mozliwe jest wytworzenie wektora produkcji y(t), wtedy o parze (x(?), y(f)) moéwimy,
ze opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji (w okresie 7). Zbior
Z(f)c R wszystkich technologicznie dopuszczalnych procesow produkcji tworzy
tzw. przestrzen produkcyjng w okresie ¢. Inkluzja (x,y) € Z(¢) oznacza, ze w $wietle
technologii jaka dysponuje gospodarka w okresie ¢, z wektora naktadéw x mozliwe
jest wytworzenie wektora produkcji y. W razie potrzeby bedziemy zamiennie stoso-
wac¢ takze zapis (x(¢), y(¢)) € Z(f). O przestrzeniach produkcyjnych Z(¢) zaktadamy, ze
dla = 0,1, ... spetiaja nastgpujace warunki (zob. np. Panek, 2003, rozdz. 5):

(G1) V(x,y) € Z(t) VA 20 (A(x,y) € Z(1))
(warunek proporcjonalnosci naktadow i wynikow),
(G2) V(x'y) ez, i=12 (¢ +x2. 5" +1* € Z(0))
(warunek addytywnosci procesow produkcyjnych),
(G3) Vx,y) EZ(t)(x=0=y=0)
(warunek ,,braku rogu obfitosci),
(G4 Vi, y)eZ() (x'zx= (x,y) €Z(®))
(mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadow),
(GS) V(x,»)eZ)(0=y' Sy = (x,y) € Z(t)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa mocy produkcyjnych),
(G6) przestrzenie produkcyjne Z(¢) sg zbiorami domknigtymi w R*",
(G7) Z(t)c Z(t+1) = Z i Z jest najmniejszym zbiorem domknietym w R?" zawie-
rajacym wszystkie przestrzenie produkcyjne Z(¢), spetniajacym warunki (G1) — (G6)
(rozwoj technologii w gospodarce zwigksza z czasem jej mozliwosci wytworcze).

Przestrzenie produkcyjne Z(¢), t = 0,1, ..., speliajace warunki (G1) — (G6) nazy-
wamy gale’owskimi. Zbior Z nazywamy graniczng przestrzenig produkcyjng (bedziemy
tez zamiennie pisac, ze przestrzen Z opisuje graniczng technologi¢ w niestacjonarne;j
gospodarce Gale’a). Zapis (x,y) € Z oznacza, ze w $wietle granicznej technologii,
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a, z naktadéw x mozliwe jest wytworzenie pro-
dukcji y. Gospodarke, ktorej przestrzen produkcyjna Z(¢), Z spetniaja warunki (G1)
— (G7) nazywamy niestacjonarng gospodarka Gale’a z graniczng technologia.

o Twierdzenie 1

Jezeli przestrzenie produkcyjne Z(t), Z spetniaja warunki (G1) — (G7), to

(x,y)eZ <3 (x(t), (1) € Z(1), 1=0,1,... (liin(x(t), () = (x, y))
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(tutaj i wszedzie dalej dla jednoznacznosci przyjmujemy, ze

al=2 Ja).

i

a.

1

lima(t) = a < lim|a(t) - a| = 0,
t t

Dowéd. (=) Niech (x,) € Z). Utworzmy ciag {X(0), 70}, w ktorym Ve(x(r) = x)
oraz

y(t) = argmin|y'—y]. (1)

(x,yNeZ(t)

Ciag taki istnieje, gdyz dla kazdego ¢ zadanie (1) ma rozwigzanie (norma H ” jest
bowiem funkcjg ciagla, a zbiory Q,(x)= {y'] (x,") eZ(t)} sg zwarte). Pokazemy, ze
tak zbudowany ciag jest zbiezny do granicy (x,y). Faktycznie, poniewaz V#(x(t) = x),
wystarczy wykazac, ze li§n y(t)=y.Zinkluzji Z(t) = Z(t+1) < ... € Z wnioskujemy, ze

[y +1) -y <y -], )

tj. ciag {y(t)};io jest ograniczony, wigc zawiera podciag {y(tk)}f:1 zbiezny do pewnej
granicy )0. Zatbézmy, ze )0 # y. Z definicji przestrzeni Z(f),Z wynika, ze
W<y ©)
~ 1
(przypominamy, ze zapis a < b oznacza a = b oraz a # b). Niech y =E(y0 +)
Wowcezas ¥ < y i (x,Y) € Z (zgodnie z (G5)). Jednoczesnie

(x,5) & dom| JZ(t)
=0
(symbolem dom A oznaczamy najmniejszy zbidr domkniety zawierajacy A). Istotnie,
gdyby (x,5) e dom| JZ(1), to istnialby ciag procesow (x,5(1) € Z(t) ¢ = 0,1, ...,

=0
zbiezny do (x,7), gdzie ¥ > »". Zgodnie z (3)

b

[F-A<]p’ -
co przeczy definicji (1) ciagu {y(t)};io.
Zatem lim y(z, ) =y. Wowczas na podstawie (2) wnioskujemy, ze lim y(1) = y.
: t

(<) Poniewaz (x(¢), y(t)) e Z(t)c Z, t = 0,1, ... oraz lim(x(¢),y(¢))=(x,y) 1 graniczna

przestrzeh produkcyjna Z jest domknieta w R?", zatem (x,y) € Z.
[
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Przestrzenie produkcyjne Z(¢), Z sa stozkami domknigtymi w R f " z wierzchotkami
w 0. Interesuja nas nietrywialnie procesy (x,y) # 0, tj. elementy zbiorow Z(£)\{0},Z\{0}.

2. TECHNOLOGICZNA I EKONOMICZNA EFEKTYWNOSC PRODUKCIJI. ROWNOWAGA
VON NEUMANNA W GOSPODARCE Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Wezmy proces (x,y) # 0. Wowczas, zgodnie z (G3), mamy x # 0. Liczbe
a(x,y) = max {a|ax = y}
nazywamy wskaznikiem technologiczne]j efektywnosci procesu (x,y). Funkcja o jest

ciggla na Z(¢)\{0} oraz Z\{0} i dodatnio jednorodna stopnia 0 (Panek, 2003, rozdz. 5,
tw. 5.2.). Liczby

ap e =maxa(x,y) (4)
(x.0)EZ(D\{0}
ay =maxa(x,y) (5)
(x,0)Z\{0}

nazywamy odpowiednio:

— optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w niestacjonar-
nej gospodarce Gale’a w okresie ¢ (z przestrzenig produkcyjng Z(¢)),

— optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w niesta-
cjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia (z graniczna przestrzenia

produkcyjng Z).

o Twierdzenie 2

Przy zatozeniach twierdzenia 1:

(i) zadania (4), (5) maja rozwiazania, tj.

(x,y)eZ()\{0}

3@, y(@0) € Z(t)(a(x(t),y(l)) =maxa(x,y) = OlM,,}

A(x,y) e Z(a(x,y) =maxa(x,y)=a, ),

(x,y)eZ\{0}

(2i) Vi(op, < opgper < o)
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Dowdd. (i) Poniewaz funkcja a jest dodatnio jednorodna stopnia O (i ciggla) na
Z(H\{0}, Z\{0}, wigc zadania (4), (5) sa rbwnowazne z zadaniami (odpowiednio)

maxa(x,y) “é)
()l ()

maxa(x,y) (57)
(x,y)el’

maksymalizacji ciggltej funkcji a na zwartych zbiorach

L@ ={(x,»)eZ®)]

[={(x,y)eZ|

X,y

=1,
=1,

X,y
ktore maja rozwigzania (tw. Weierstrassa).

(2i) Zgodnie z (G7)
ZH)cZit+)c..cZ,
stad

a,, =maxa(x,y) = a(x(t),y(t) <maxa(x,y)=a(x(t+1),y(t+1) <.
(x,y)eZ(1)\{0} (x,y)eZ(t+1)\{0}

<maxa(x,y)=a(X,y)=a,.
(x,y)eZ\{0}

O parze wektorow (x(7),y(¢)) moéwimy, ze tworzy optymalny proces produkcji
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢; podobnie o parze wektorow (X, y)
méwimy, ze tworzg optymalny proces produkcji w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
z graniczng technologia (graniczny optymalny proces produkcji w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a).

Poniewaz V1> 0

a(x(1),y(1)) = a(Ax(1), Ay(1)) =y,

oraz
a(fa)_/) = a(ﬂ“faﬂj}):aM ]

zatem w niestacjonarnej gospodarce Gale’a optymalne procesy produkcji s okreslone
z doktadnos$cig do struktury.
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O granicznej przestrzeni produkcyjnej Z zaktadamy dodatkowo, ze spetnia naste-
pujacy warunek (tzw. warunek regularnosci):

(G8) I, M eZ(a(x,y)=a, &y >0)

(istnieje graniczny optymalny proces produkcji, w ktorym wytwarzane sa wszystkie
towary). Gospodarke niestacjonarng Gale’a majaca te wtasno$¢ nazywamy granicznie
regularng. Z warunku (G5) wynika natychmiast, ze w granicznie regularnej gospo-
darce Gale’a

A(x,y)eZ(ayx=y) oraz a,, >0 . (6)

Mowiagc o granicznym optymalnym procesie produkcji mamy dalej na uwadze
proces (x,y) spelniajacy warunek (6).

O wektorze § = b mowimy, ze charakteryzuje strukture produkcji w granicznym

|51
optymalnym procesie. Z (6) wynika, ze wektor ten charakteryzuje takze strukturg
naktadow w takim procesie:

T _ayy _ayy _ ¥ _
Fl~ Jens] aailsl I5
Potprosta
N={A5|A>0} (7

nazywamy magistrala produkcyjna (promieniem von Neumanna) w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a z graniczng technologia.

Niech p = (py,...,p,) = 0 bedzie wektorem cen towaréw oraz (x,y) dowolnym
procesem produkcji. Liczbe

ﬂ(xayap) ZM
(p,x)

(tam gdzie jest okreslana) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnos$ci
procesu (x,)) przy cenach p (tutaj i wszedzie dalej (a,b) oznacza iloczyn skalarny
wektoréw a,b : {a,b) =Za,~b,~).

Jezeli gospodarka Gale’a jest granicznie regularna, to

G20 V(x,»)eZ(p.y)—ay (p.x)<0) (8)
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oraz

B(x.y,p) = maxf(x,y,p) = a(X,y) = @) )

(x.y)eZ\{0}

(zob. Panek, 2003, tw. 5.3). Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia. O tréjce {«,,,(X,y), p}
mowimy, ze charakteryzuje niestacjonarng gospodarke Gale’a z graniczng technologia
w rownowadze von Neumanna. Dochodzi w niej do zrownania ekonomicznej efek-
tywnosci produkcji z efektywnoscia technologiczng na najwyzszym poziomie jaki
moze o0siggnac niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologia.

W celu zapewnienia jednoznacznos$ci magistrali produkcyjnej (7) zaktadamy, ze

(P

G <ay)

(G9) V(x,y) € Z\{0} (x g N = B(x,y,DP)

(efektywnos$¢ ekonomiczna jakiegokolwiek procesu poza magistralg jest nizsza od

. . , . X _
optymalnej). Warunek x ¢ N jest rtOwnowazny z H £5.
X

0 Twierdzenie 3. (Radner, 1961)
Jezeli zachodza warunki (G1) — (G9), to

> e plnp) =L cq, 5,

Ve>0 36,>0 VY(x,y)eZ -
(P> %)

x o _
——§
I

[

Twierdzenie to gra istotng role przy dowodzi magistralnych wlasnosci optymal-
nych proceséw wzrostu, o ktérych mowa w kolejnych twierdzeniach 4, 5.

3. WZROST

Odwzorowanie (multifunkcje) 4, : R} — 2R postaci

a,(x)={y|(x.y) e Z(0)}

nazywamy przeksztatceniem technologicznym w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
w okresie ¢ (generowanym przez przestrzen produkcyjna Z(¢)). Podobnie definiujemy
przeksztatcenie technologiczne a: R — 2R

a(x)={y|(x,y) e Z}

(generowane przez graniczng przestrzen produkcyijng Z).
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Jezeli Z(¢) jest gale’owska przestrzenig produkcyjng (spetniajacg warunki (G1)

— (G6)), to przeksztatcenie technologiczne a, ma nastepujace wiasnosci (Panek, 2003,

tw.5.1):

e Vx20 VA>0 (a[ ()= ia(x)) (jest dodatnio jednorodne stopnia 1),

o W', x*20 (at (x'+x*) ca,(x") +a(x2)) (jest potaddytywne),

+af0) = {0},

e V(x,»)eZ@l) (yea, (x)&0=y'=y=)'ea,(x)) (mozliwos¢ marnotrawstwa
mocy produkcyjnych),

o V(x,y)eZ(t) (vea(x)&x'z2x=yea,(x') (mozliwos¢ marnotrawstwa
naktadow),

e Vx Z 0 zbiory (obrazy) a, (x) sg wypukle i zwarte,

» przeksztalcenie a, jest potciagle (z gory), tzn. spetlnia warunek

VG (¥ ea () & () ED = Tea @)

Podobne wlasnosci ma przeksztalcenie technologiczne a generowane przez gra-
niczng przestrzen produkcyjng Z speliajaca warunki (G1)-(G7).
Ponadto tatwo pokazac, ze

.V Vx20 (q,(x)ca,,(x) ca(x)).

Wezmy dowolny ciag procesow (x(f), y(¢)) € Z(t), t€ T={0,1,...t;}. Standardowo
zaktadamy, ze w horyzoncie T naktady w okresie nastepnym moga pochodzi¢ tylko
z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim!: x(t +1) = y(t), t =0,1,..t; =1, co
przy warunkach (GS5), (G6) prowadzi do inkluzji (y(¢),y(t+1) e Z(¢+1),1=0,1,..t,; -1,
lub rownowaznie:

e+ ca,, (1), t=0,1,.t, 1. (10)

Ustalmy wektor produkcji y° wytworzonej w gospodarce Gale’a w okresie poczat-
kowym ¢ = 0:

1(0) =72 0. 11
O ciggu wektorow produkcji {y(t)}?zo spelniajgcym warunki (10) — (11) mowimy,

ze opisuje ()Y, ;) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.
Przyjmijmy oznaczenia:

1 Jest to wariant modelu Gale’a gospodarki zamknietej. W rozbudowanych wersjach modelu waru-
nek ten mozna ostabic.
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—{y o R, = Ja ), =124

xeR
001

(R 0 ]est zbiorem wszystkich wektorow produkcji mozliwych do wytworzenia w okre-

51e { przez niestacjonarng gospodarke Gale’a z poczatkowg produkcjg y(0) = 10).

Jezeli spelnione sg warunki (G1) — (G6), to V¢, < +oo V)0 > 0 zbiory R Xy
sg niepuste, zwarte i wypukte. Innymi stowy, istniejg (3°, #;) dopuszczalne procesy
wzrostu (Panek, 2003, lemat 5.1).

4. EFEKT MAGISTRALI

Rozpatrzmy nastepujace zadanie maksymalizacji warto$ci produkcji, mierzone;j
w cenach von Neumanna, wytworzonej w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w ostat-
nim okresie horyzontu 7= {0,1,...1;}:

max (p, y(1,))

pw.(10) — (11) (12)
(wektor 3° ustalony).

Zadanie to ma rozwigzanie {y*(t)}?zo, ktére bedziemy nazywac ( yo,tl,;_a) — opty-
()
NG

oznaczamy strukture produkcji w (" v ,t,, p) — optymalnym procesie wzrostu w okresie ?.

malnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a2. Przez s (f) =

W ponizszym twierdzeniu, mowigcym o ,,magistralnej” stabilnosci procesoéw
optymalnych, istotng rolg gra mozliwos$¢ dojscia gospodarki do magistrali:

(G10) Istnieje taki ( I dopuszczalny proces wzrostu {f(t)};o, gdzie 7 <1t,, ze

a(y(I -1, 5@)=ay. (13)

2 Zadanie (12) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie zadania

max{(p,y)

eER,
Y yon
(maksymalizacji funkeji liniowej, a wiec ciaglej, na zwartym zbiorze R . ). Zadanie to ma oczywiscie
rozwigzanie, zatem istnieje rowniez rozwigzanie zadania (12). rA
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o Twierdzenie 43 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a spelnia warunki (G1)-(G10), to dla
dowolnej liczby & > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, Ze liczba okreséw, w ktorych
struktura produkcji w (y°, t,, p) — optymalnym procesie spetnia warunek

Hs*(t) —§H > (14)

nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu T

Dowod. Wezmy (»°,¢,, p) optymalny proces {)70)};0 (rozwigzanie zadania (12)).
Poniewaz dla kazdego ¢ warunek y*(z + 1) e (y*(¢)) jest rownowazny z

O (), y (t+D)eZit+)c Z,
wiec zgodnie z (8)
(P (t+1D))<ay P,y (), t =0,1,..t, —1. (15)

Oznaczmy przez L, zbior tych okresow ¢ € T, w ktorych zachodzi nierownos¢ (14).
Niech /, bedzie liczbg elementdéw zbioru L,. Wowczas, zgodnie z twierdzeniem 3,

(P.y" (t+D) < (et =5,Xp.y" (), dlatel,. (16)

Z (15), (16) otrzymujemy:
(Poy() S e (@ =6,)"(P.y"). (17)

Zgodnie z warunkiem (G10) istnicje taki O°,0) - dopuszczalny proces
wzrostu {(V(0)}_y, 7 <t, ze a(3( -1),5()=a,. Poniewaz ¥(I)e a;(F( -1)),
wiec (¥(7-1),5()) e Z(f). Z (13) oraz z warunku (G5) wynika woOwczas, ze
V(I =1),ayy({-1)eZ({), czyli (¥(f-1)e N, tzn. 5(f —1) =05 dla pewnej liczby
o > 0. Stad, zwazywszy na (G7), otrzymujemy (3°,¢,) — dopuszczalny proces

(1), dla t=0,,.,7-1
y(t)={

o5 al " dlat=1,f +1,..t,

3 Jest to dostosowana do specyfiki niestacjonarnej gospodarki Gale’a z graniczng technologig
wersja twierdzenia 5.8 udowodnionego w pracy Panek (2003).
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oraz nierOwnos¢:
(P, () 2(p,y(t,)) = oaly " (p,5) > 0. (18)

Laczac warunki (17), (18) dochodzimy do nierownosci

t—f+1

a?/lilg (aM _§g)lﬁ<[_79y0>20-aM <l_77§>>07

z ktorej otrzymujemy oszacowanie gérnego ograniczenia liczby /,:

In4

<
Ine,, —In(ay, —0,)

& - b

t=1,— _0
gdzie 4 :aM<<p,y>). W charakterze liczby k, wystarczy wzig¢ najmniejsza liczbe
o(p,s
naturalng wieksza od min{0,B}. Liczba ta nie zalezy od #; (tj. od dtugosci hory-
zontu 7).
[

W mysl twierdzenia, optymalne procesy wzrostu w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a z graniczng technologia ,,prawie zawsze” (poza pewng skonczong liczba okre-
sOw, niezalezng od dtugosci horyzontu, w ktorym badamy funkcjonowanie gospodarki)
przebiegaja dowolnie blisko magistrali wyznaczanej przez graniczng technologi¢. Na
magistrali gospodarka osigga najwyzsze tempo wzrostu.

Prostg (aczkolwiek nietrywialng) konsekwencja twierdzenia 4 jest ponizsza wersja
,.bardzo silnego” twierdzenia o magistrali z graniczng technologig.

o Twierdzenie 5 (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali)

Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajgcej warunki (G1)-(G9)
(yo,tl,ﬁ) — optymalny proces wzrostu w pewnym okresie 7 <t spelnia warunek
a(y'(),y" ({ +1))=a,, (prowadzi do magistrali N), to

vte{t+1,..,t; -1} * @) eN).

Dowéd. Optymalny proces {y*(t)}?zo z zalozenia w okresie 7 <¢, prowadzi do
magistrali. Istnieje wiec taka liczba o > 0, ze (' (f) = 65 oraz (3°,,) — dopuszczalny
proces wzrostu {7(£)}", postaci:

50 V@), dla t=0,1,.,7~1
yu)= T o
osaydla t=f,f+1,.,1

(dowod przebiega analogicznie jak w twierdzeniu 4).
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Woéwcezas

(B,Y" (0)2(p,7(1)) =od); (§,5) > 0. (19)

Z drugiej strony, postepujac jak przy dowodzie twierdzenia 4, z warunku (15)
otrzymujemy:

Py 6 <y (Poy (4 =1) < .. < aly B,y (D)) = oy (P, 5). (20)

Zatbézmy, ze w pewnym okresie t € {7 + 1,...,t; — 1}:

M—E =& J
Y@

y*(r)&‘N, tzn. d¢ >0 {

Woéwczas, zgodnie z twierdzeniem 3

36, >0 ((p,y" (z+D) < (@), =5,XD.¥ (),

co lacznie z (20) prowadzi do nieréwnosci:

tl—i—l

(p.y (0) < 00" (@y —6,)(p.5). 1)
Z (19), (21) otrzymujemy warunek

odly ™ (@, - 8,)(p.5) = oty (p,5)>0,

z ktérego wynika, ze J, < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowadd.
[

Twierdzenie 5 glosi, ze ,,wej$cie” optymalnego procesu wzrostu w pewnym okre-
sie na magistrale w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia skut-
kuje jej pobytem na magistrali wszgdzie dalej, za wyjatkiem ewentualnie ostatniego
okresu horyzontu 7.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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»SLEABY” I, BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI
W NIESTACJONARNEJ GOSPODARCE GALE’A Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Streszczenie

W bogatej literaturze z teorii magistral zdecydowana wickszo$¢ prac poswigcona jest magistralnym
wiasnosciom optymalnych procesow wzrostu w stacjonarnych gospodarkach typu Neumanna — Gale’a
— Leontiefa.

Do bardzo nielicznych naleza publikacje, ktorych autorzy podejmuja probg zbadania wiasnosci
optymalnych procesow wzrostu w gospodarkach niestacjonarnych (ze zmienng technologia). Zadanie to
podjeto w artykule na gruncie niestacjonarnej gospodarki Gale’a z technologia graniczna.

Stowa kluczowe: niestacjonarny model Gale’a, technologia graniczna, rownowaga von Neumanna,
magistrala produkcyjna
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~WEAK” AND ,,VERY STRONG” TURNPIKE EFFECT
IN THE NON-STATIONARY GALE ECONOMY WITH LIMIT TECHNOLOGY

Abstract

In the rich literature on the turnpike theory the vast majority of papers consider turnpike properties
of optimal growth processes in the stationary Neumann-Gale-Leontief economies.

There are only few papers, in which their authors attempt to explore characteristics of the optimal
growth processes in the non-stationary economies (with changeable technology). This objective has been
undertook in this paper with the non-stationary Gale economy with the limit technology.

Keywords: non-stationary Gale model, limit technology, von Neumann equilibrium, production
turnpike
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ANALIZA MOCY WYBRANYCH TESTOW JEDNORODNOSCI CZASOW
TRWANIA DLA POPULACJI O ROZKEADZIE WEIBULLA!

1. WPROWADZENIE

Badanie niektorych zjawisk medycznych, demograficznych, spotecznych, gospo-
darczych czy politycznych wymaga przeprowadzenia tzw. analizy czasu trwania.
Termin ten w zalezno$ci od obszaru zastosowania ma réwniez inne okreslenia: ana-
liza przezycia, dozycia (np. w medycynie, demografii, biologii), analiza przejscia (w
ekonomii, naukach spotecznych), analiza niezawodnosci (w naukach technicznych)
(por. np. Balicki, 2006). Poczatkowo metody analizy trwania zjawisk znajdowaty
zastosowanie w statystyce medycznej i demografii, ale z czasem weszty do kanonu
narzedzi badawczych innych dyscyplin naukowych. W szczegdlno$ci w ostatnim
czasie obserwuje si¢ wzrost zainteresowania tymi metodami w badaniu zjawisk spo-
leczno-gospodarczych, np. w zagadnieniach dotyczacych wchodzenia przedsigbiorstw
na rynek, czasu istnienia firm, rynku pracy, rynku nieruchomosci, itd.

Dane wykorzystywane w analizie trwania moga mie¢ charakter kompletnych badz
niekompletnych danych. Jedng z przyczyn niekompletnosci danych jest zjawisko cen-
zurowania jednostek wigzace si¢ z ich eliminacjg z pola obserwacji. Przyktadowo
podczas §ledzenia zbioru obiektdow moga pojawié si¢ jednostki, ktorym bedzie towa-
rzyszy¢ zdarzenie konczace ich obserwacje lub tez jednostki, w przypadku ktorych
takie zdarzenie nie wystapi do zakonczenia procesu obserwacji. W tej drugiej sytuacji
jednostki nazywamy cenzurowanymi. Cenzurowanie moze si¢ odbywac ze wzgledu
na czas (ang. time censoring) lub ze wzgledu na zakonczenie badania w okreslonym
terminie. Takie cenzurowanie nazywamy cenzurowaniem typu I (por. Balicki, 2006).

Wyréznia si¢ trzy podstawowe typy cenzurowania danych ze wzgledu na czas
(cenzurowanie [ typu): cenzurowanie prawostronne, lewostronne oraz obustronne
(przedzialowe). W praktyce najczesciej spotykane jest cenzurowanie prawostronne.
Moze mie¢ ono miejsce w jednej z dwoch sytuacji (por. Deszczynska, 2011):

1 Artykut zawiera wybrane wyniki uzyskane w ramach Badaf Statutowych prowadzonych w Kate-

drze Statystyki Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie w 2012 r. (umowa nr 16/KS/6/2012/S/016).
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— utraty obserwowanej jednostki na skutek zdarzenia losowego (innego niz oczeki-
wane zdarzenie), ktora przedwczesnie wyeliminowano z badania (np. zgon bezro-
botnego szukajacego pracy w analizie czasu pozostawania bez pracy, zniszczenie
mieszkania przeznaczonego do sprzedazy (w analizie czasu sprzedazy mieszkan
na rynku wtormym) na skutek pozaru,

— zaprzestania procesu obserwacji badanej jednostki z powodu zakonczenia badania,
przy czym ewentualne zdarzenie zwigzane z tg jednostka w pozniejszym czasie
nie zostanie juz odnotowane (np. zaprzestanie obserwacji bezrobotnego, ktory do
momentu zakonczenia badania nie znalazl pracy; zakonczenie obserwacji miesz-
kania, ktoérego nie sprzedano do momentu zakonczenia badania).

Zwroémy uwage, ze w pierwszym przypadku cenzurowanie prawostronne ma
charakter losowy, a w drugim ma charakter ustalony.

Przyjmijmy, ze kazda losowa jednostka ma swdj wiasny czas trwania 7, nato-
miast czas mierzony do momentu cenzurowania oznaczmy przez C (zakladamy tez,
ze zmienne losowe T oraz C sa niezalezne dla kazdej obserwowanej jednostki). Wow-
czas w przypadku losowego cenzurowania kazda jednostk¢ mozna scharakteryzowac
wektorem (Y, o), gdzie:

Y =min(T,C),
1, gdy T<C

o0=IT<C)=
0, gdy T>C.

(D

Zatem wskaznik § przyjmuje wartos¢ 1, jesli jednostka nie jest cenzurowana lub war-
tos¢ 0, gdy jednostka jest cenzurowana.

A
Numer . . ]
obserwacji : : @ zdarzenie

! 1
: : O obserwacja "utracona”
! 1
1 1
1 1

3+ ——o0 !
1 1
! 1
! 1

2+ i i L ]
! 1
! 1
! 1

17T i L J N
! 1
1 1
! 1
1 1 >

poczatek koniec czas
badania badania

Rysunek 1. Cenzurowanie prawostronne

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie Balicki (2006).
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Przyktad cenzurowania prawostronnego przedstawiono na rysunku 1. Obserwacje
nr 3 nalezy traktowac jako cenzurowana prawostronnie, gdyz zostata utracona przed
koncem badania, natomiast obserwacja nr 2 jest rowniez cenzurowana prawostronnie,
gdyz udalo jej si¢ ,,przetrwaé” okres badania bez wystapienia zdarzenia, ktére byto
przedmiotem badania. Jedynie w przypadku jednostki nr 1 zaobserwowano zdarzenie,
ktore bylo przedmiotem badania w analizie historii zdarzen i ta obserwacja cenzuro-
wang nie jest.

Przyjmijmy, ze analizowane zdarzenie nastgpilo przed poczatkowym momentem
procesu obserwacji, ale nie wiadomo doktadnie kiedy. Mowimy wowczas o cenzuro-
waniu lewostronnym. Z takim cenzurowaniem spotykamy si¢ np. przy badaniu zapa-
dalno$ci na pewng chorobg w grupie pacjentow, sposrod ktorych niektorzy nie potrafia
precyzyjnie okresli¢ kiedy w przesztos$ci wystapily u nich pierwsze objawy choroby.
W sytuacji, gdy cenzurowanie jednostek nastepuje roéwnoczesnie przed momentem
rozpoczecia procesu obserwacji 1 po jego zakonczeniu, to moéwimy o cenzurowaniu
obustronnym.

Jak juz wspomniano przedmiotem badania w analizie trwania jest czas, jaki
uplywa od poczatku procesu obserwacji, az do momentu zaistnienia zdarzenia kon-
czacego dalsza obserwacje jednostki (7), przy czym czas ten jest traktowany jako
zmienna losowa o nieujemnych warto$ciach. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa
f(t) tej zmiennej losowej pozwala okresli¢ rozktad liczby zdarzen w czasie. Funkcje
przezycia (trwania) w analizie historii zdarzen definiuje si¢ nast¢pujaco:

St =1-F(@), (2)

gdzie F(¢) oznacza dystrybuantg zmiennej losowej T (F(t) = P(T < f)). Funkcja prze-
zycia wyraza wiec prawdopodobienstwo, ze czas konieczny do zaistnienia zdarzenia
przekroczy warto$¢ .

Istotnym zagadnieniem w analizie trwania jest testowanie, czy dwie popula-
cje maja te same funkcje przezycia. W literaturze mozna spotka¢ wiele testow do
porownywania funkcji przezycia. Czg$¢ z nich doczekalo si¢ roOwniez oprogramo-
wania w komputerowych pakietach statystycznych. Celem niniejszego opracowania
jest ocena efektywnosci testow najczesciej stosowanych w analizie przezycia. Cel
ten osiggnigto poprzez badania symulacyjne. Godzi si¢ zauwazy¢, ze samo zagadnie-
nie badania mocy testu krzywych przezycia nie jest nowe i bylo juz podejmowane
w literaturze przedmiotu (por. Latta 1981; Magel 1991; Suciu i inni 2004; Jurkiewicz
1 Wycinka, 2011) w odniesieniu do wybranych testow statystycznych. W niniejszym
artykule skupiono si¢ natomiast na testach oprogramowanych w pakiecie kompute-
rowym STATISTICA, w zwiazku z tym wnioski z badan symulacyjnych moga si¢
przektada¢ na rekomendacje dla uzytkownikow tego pakietu statystycznego.

Badania symulacyjne przeprowadzono w $rodowisku R oraz programie STATI-
STICA za pomocg skryptu jezyka Visual Basic. W ramach symulacji generowano
proby losowe z rozktadu Weibulla o wyroznionych wartosciach parametréow ksztattu
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i skali. Dla wybranej konfiguracji parametréw zdefiniowano rozktad referencyjny,
z ktorym poréwnywane byly pozostale rozkltady. Wybdr rozktadu Weibulla wynikat
z tego, ze jest to rozklad czgsto stosowany w praktyce i jednocze$nie dopuszcza-
jacy szerokie spektrum postaci funkcji przezycia czy funkcji hazardu. W badaniach
symulacyjnych modyfikowano rowniez rozmiary proby oraz odsetek obserwacji cen-
zurowanych. Za pomoca symulacji badano poziom btedu pierwszego rodzaju oraz
moc porownywanych testow statystycznych stuzacych testowaniu hipotezy zerowej
gloszacej rownos¢ krzywych przezycia w dwoch grupach.

2. TESTY SLUZACE DO POROWNANIA ROZKEADOW CZASU TRWANIA ZJAWISK

Do poréwnywania czasu trwania zjawisk stuza testy istotno$ci réznic pomig-
dzy dwoma krzywymi przezycia. Weryfikujemy wowczas hipoteze zerowa postaci
Hy:S,(t) = Sy(t). W zaleznosci od problemu badawczego mozemy rozpatrywac
jedng z nastepujacych hipotez alternatywnych: H;:S(¢) # S»(¢), H;:S(¢) > Sy(¢) lub
Hl ISl(t) < Sz(t)

Testow do porownywania funkcji przezycia w literaturze mozna spotkaé wiele.
Niestety, nie ma jednolitej konwencji w nazywaniu roznych statystyk testowych, a tym
samym procedur na nich opartych, dlatego tez Blossfeld, Golsch, Rohwer (2007, s. 79)
omawiajgc procedury oprogramowane w pakiecie Stata, podaja alternatywne nazwy
pod jakimi mozna je spotka¢ w literaturze, jak i oprogramowaniu statystycznym.
I tak na przyktad procedure log-rank zaimplementowang w STATA mozna spotkac?
w literaturze tematu pod nazwa Generalized Savage Test, a w pakiecie statystycznym
BMDP pod nazwg Mantel-Cox log-rank. Z kolei procedura Wilcoxona-Breslowa-
Gehana w programie STATA to? Generalized Wilcoxon (Breslow) w BMDP, a tylko
Wilcoxon w SASie. Zdarza si¢ niestety rowniez tak, ze pod tg samg nazwa w roznych
pakietach statystycznych zaimplementowane sa procedury istotnie rdznigce si¢ algo-
rytmicznie, a to moze skutkowac istotnie roznymi wynikami prowadzonych badan. Na
przyktad najpopularniejsza procedurg log-rank mozemy spotka¢ w réznych wersjach,
zarowno w dostepnym oprogramowaniu statystycznym, jak i w literaturze naukowe;j.
Pyke i Thompson (1986) wyrdzniajg np. trzy testy log-rank: log-rank test wg Peto
i Peto (por. Peto, Peto, 1972; Peto, Pike, 1973), test Coxa-Mantela (por. Cox, 1959,
1972; Mantel, 1966), test Mantela—Haenszela (por. Mantel, Heanszel, 1959).

W pakiecie STATISTICA dla uzytkownikow dostgpnych jest pie¢ testdow do
porownywania dwoch funkcji przezycia: test Wilcoxona wg Gehana, test Wilcoxona
wg Peto 1 Peto, test log-rank, test F Coxa, test Coxa-Mantela. Biorac pod uwage
fakt, iz w praktyce badawczej najczesciej wykorzystuje si¢ dostepne, gotowe opro-
gramowanie, autorzy niniejszego opracowania zdecydowali si¢ przeprowadzi¢ bada-
nia symulacyjne, ktorych celem jest porownanie efektywnosci testow shuzacych do

2 Ibidem.
3 Ibidem.
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porownywania czasu trwania zjawisk, w wersjach zaimplementowanych w pakiecie
STATISTICA. Z powodu wspomnianego braku ,jednolitej konwencji” w kwestii
nazewnictwa testow badania dotyczace efektywnosci poprzedzone zostaty szczego-
lowa prezentacja algorytmoéw porownywanych testow w wersjach zaimplemento-
wanych w pakiecie STATISTICA. Do opisu testow autorzy wykorzystywali zar6wno
oryginalne artykuly zrodlowe w ktorych opisane zostaly wykorzystywane procedury,
jak 1 wskazowki Stanisza (2007) dotyczace wersji zaimplementowanych w STATI-
STICA procedur.

Prezentacje tych procedur rozpoczniemy od testow bedacych modyfikacjami nie-
parametrycznego testu Wilcoxona rangowanych znakoéw?, stuzgcego do porownywania
rozktadow cech w dwoch populacjach, dla ktoérych obserwacje sg zestawione w pary.
Test Wilcoxona jest alternatywa dla testu par, gdy nie jest spelnione zatozenie o normal-
nosci rozktadow cech w obu populacjach. Gehan (1965) i bracia Peto (1972) zapropo-
nowali modyfikacje testu Wilcoxona pod katem stosowania go do badan czasu trwania
zjawisk, gdy zazwyczaj w badaniu pojawiaja si¢ obserwacje cenzurowane (uciete).

TEST WILCOXONA WG GEHANA

Na wstepie przyjmijmy za Gehanem (1965) nast¢pujgce oznaczenia. Niech n,
oznacza liczbg obserwacji w probie pierwszej, a n, w probie drugiej, przy czym:
— dla proby pierwszej: Xj,..,Xs to s; obserwacji cenzurowanych, a pozostate
Xs,+1>--+» Xn, beda (n; — 51) — obserwacjami niecenzurowanymi;
— dla proby drugiej: ¥;,..,Y;, bedg obserwacjami cenzurowanymi, natomiast
Vs,+1»-++» Yn, Ni€cenzurowanymi w tej grupie.
Gehan (1965) opracowatl test wykorzystujacy statystyke W zdefiniowang naste-
pujaco:

ny ny
W= z Z Uij, 3)
i=1j=1

gdzie warto$¢ U;; wyznaczana jest ze wzoru:

-1 gdy x; <yjlub x; <y,

Uy =30  gdy x; =y; b (x;,y;) b x; <y; lub y; <x;, (4)
1 gdy x; >yjlub x; = y;.

4 Niestety w polskiej literaturze statystycznej funkcjonuje niewlasciwa nazwa tego testu. Wilcoxon
signed-rank test powinien by¢ thumaczony jako Wilcoxona test znakowanych rang. Popularna nazwa
polska jest niepoprawna, bo znaki sg efektem pomiaru w skali nominalnej i w zaden sposéb nie mozna
ich porangowa¢ (bo to pomiar w skali porzadkowej).

Obie obserwacje sg cenzurowane.
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Konstrukcja statystyki W nawigzuje (por. Gehan, 1965) do statystyk testowych:
Wilcoxona, Manna-Whitney’a oraz do statystyki W Kendalla, w przypadku ktérych
nie wystgpuja obserwacje cenzurowane ani powigzane.

Gehan wykazal, ze przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej, statystka
W ma asymptotyczny rozktad normalny z warto$cig oczekiwang E(W) = 0 i wariancja
dang wzorem:

nin;
(m +ny)(ng +n,— 1)

S S
D*(W) = Z miM;_y (M;_; +1) + Z IiM; (M; +1)
i=1 i=1

S
+ Z m; (g +ny —M; — Li_)(ng +ny = 3M;_y —m; — Ly — 1) |, (5)
i=1

gdZIG M] = 2{21 m;, M() = O; L] = Z{:l li! LO = 0’

m; — liczba obserwacji niecenzurowanych w i-tej randze w uporzadkowaniu rango-
wym obserwacji nieucigtych z ré6znymi warto$ciami,

[;  —liczba obserwacji prawostronnie cenzurowanych o warto$ciach wigkszych niz
obserwacja o randze i ale mniejszych niz obserwacja o randze (i + 1),
s —laczna liczba obserwacji niecenzurowanych o réznych czasach przezycia.

Mantel (1967) zaproponowat znaczne uproszczenie skomplikowanej obliczeniowo
procedury Gehana. W oryginalnej procedurze Gehana kazda obserwacja z proby
pierwszej jest porownywana ze wszystkimi obserwacjami z drugiej proby. Mantel
(1967) zaproponowat, by obydwie proby potaczy¢é w jedng o (n; + n,) obserwacjach
i kazdg obserwacje porownywac z pozostatymi (n; + n, — 1) obserwacjami. Wartosci
U; (i=1,...,n + n,) wyznaczane sg jako rdznice pomiedzy liczba pozostatych spo-
$rod (ny + ny — 1) obserwacji definitywnie mniejszych od i-tej obserwacji, a liczba
tych sposrdd nich, ktore sg definitywnie wicksze od tej obserwacji (por. np. Mantel,
1967; Lininger i in., 1979).

Mantel wykazat, ze statystyke W Gehana mozna zapisa¢ jako sume wartosci U;
odpowiadajacych pierwszej probie. Wykazat réwniez, ze statystyka W ma asympto-
tyczny rozktad normalny o wartosci oczekiwanej E(W) = 0 i wariancji:

n1+n2 2
nin, Zi=1 Ui

D) = iy v =D

(6)

Mantel (1967) podat rowniez prosty algorytm wyznaczania wartosci U,.
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Algorytm ten polega na uporzadkowaniu obu potaczonych prob w porzadku nie-
malejacym.

Wyznaczamy wartosci R;; przeprowadzajac nastgpujgce kroki:

1. Przyporzadkowujemy rangi obserwacjom od najmniejszej do najwigkszej, pomi-
jajac obserwacje prawostronnie cenzurowane.

2. Kazdej obserwacji prawostronnie cenzurowanej przyporzadkowujemy nastgpna
WYZSZ3 rangg.

3. Niecenzurowanym obserwacjom powigzanym (o tej samej warto$ci) przypo-
rzadkowujemy najmniejsza warto$¢ rangi z przypisanych do tych obserwacji
w kroku 1.

4. Redukujemy warto$ci rang dla obserwacji lewostronnie ucigtych do 1.

Nastepnie wyznaczamy wartosci R»;:

1. Przyporzadkowujemy rangi obserwacjom od warto$ci najwickszej do najmniej-
szej, pomijajgc obserwacje lewostronnie cenzurowane.

2. Kazdej obserwacji lewostronnie cenzurowanej przyporzadkowujemy nastgpng
WYyZzsz3 range.

3. Niecenzurowanym obserwacjom powigzanym (o tej samej warto$ci) przypo-
rzadkowujemy najmniejszg warto$¢ rangi z przypisanych do tych obserwacji
w kroku 1.

4. Redukujemy wartosci rang dla obserwacji prawostronnie ucigtych do 1.
Nastepnie wyznaczamy wartosci statystyki U; = Ry; — Ry; dlai=1,...,n; + n,.

Algorytm ten zostal zaimplementowany w pakiecie STATISTICA w wersji uprosz-
czonej dla cenzurowania prawostronnego (por. Stanisz, 2007).

W pakiecie STATISTICA podana jest warto$§¢ empiryczna statystyki testowej>:
W-0,5
D(W)

majacej asymptotyczny standaryzowany rozklad normalny (Stanisz, 2007).

TeEsT WiLcoxoNa wG PETO 1 PETO

W 1972 roku bracia Peto (1972) zaproponowali modyfikacje testu Wilcoxona
opartg na ocenach funkcji przezycia wyznaczonych metodg Kaplana-Meiera dla pota-
czonych prob.

Algorytm (por. Peto, Peto, 1972; Lee, Desu, Gehan, 1975) polega na przypo-
rzadkowaniu obserwacjom niecenzurowanym ¢; wartosci S(z;) + S(¢_;) — 1, natomiast
warto§ciom cenzurowanym prawostronnie #; wartosci S(¢;) — 1 wyznaczonej dla
najwickszej nieucigtej wartosci ¢, < ¢;, gdzie S jest estymatorem funkcji przezycia

5 We wzorze statystyki testowej uwzgledniono dyskretny charakter statystyki W (wprowadzono
korekte na ciagtosc).
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Kaplana-Meiera dla obu potaczonych prob. Suma przyporzadkowanych w ten sposob

wartoscidla obu préb wynosi 0.

Algorytm procedury zaimplementowanej w programie STATISTICA jest nastgpu-

Jjacy:

1. Wyznaczamy oceny funkcji przezycia metoda Kaplana-Meiera dla polaczonych
prob:

S(t;) — ocena funkcji przezycia dla i-tej obserwacji niecenzurowane;.

2. Porzadkujemy niemalejaco czasy przezycia obserwacji niecenzurowanych oraz
czasy obserwacji jednostek cenzurowanych dla obu prob tacznie. Najmniejszej
obserwacji niecenzurowanej przyporzadkowujemy odpowiadajaca jej ocene funk-
cji przezycia, a nastgpnie poszczegdlnym czasom przezycia t; przyporzadkowu-
jemy warto$ci W; wyznaczone ze wzoru:

St) +S(ti—1) —1 dla obserwacji niecenzurowanej t;,
W; =<S(tx) — 1 dla obserwacji cenzurowanej t;, dla ktorej t, jest (7)
najwiekszq obserwacjq niecenzurowangq takq, ze t, < t;.

W programie STATISTICA powtarzajacym si¢ wartosciom obserwacji niecenzuro-
wanych ostatecznie przyporzadkowywana jest Srednia arytmetyczna odpowiadajacych
im warto$ci W,.

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, statystyka WWW bedaca sumag
warto$ci W, dla proby pierwszej, ma rozktad asymptotycznie normalny z wartoscia
oczekiwang E(WW) = 0 i wariancja dana wzorem:

n1+n2 2
nn, Zi=1 Wi

(ny +n)(ny +ny — 1)

D2(Ww) = ()

W pakiecie STATISTICA podawana jest warto§¢ empiryczna statystyki testowe;j:

DWW majacej asymptotyczny standaryzowany rozklad normalny.

TEST LOG-RANK

Test log-rank zostat zaproponowany w 1966 roku przez Mantela (1966), ale nazwg
tego testu zaproponowali bracia Peto (1972). Konstrukcja tego testu opiera si¢ na loga-
rytmie funkcji przezycia. W literaturze tematu mozna spotka¢ rézne wersje 1 modyfi-
kacje oryginalnego testu log-rank Mantela np. test Mantela-Haenszela log-rank, test
Coxa-Mantela logrank czy tez test log-rank Peto i Peto. Ponizej przedstawimy wersje
testu zaproponowang przez Mantela (1966) z wykorzystaniem estymatora logarytmu
funkcji przezycia zaproponowanego przez Altshulera (1970). Wersja ta zostala zaim-
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plementowana w programie STATISTICA pod nazwa test log-rank, a jej algorytm jest
nastepujacy (Lee, Desu Gehan, 1975, Stanisz 2007):

1.

Porzadkujemy rosngco czasy przezycia obserwacji niecenzurowanych oraz czasy
obserwacji jednostek cenzurowanych dla obu préb lacznie:

fy <l =< <oy

a nastepnie przyporzadkowujemy czasom przezycia f; odpowiadajacg im liczbe
zdarzen koncowych (niepozgdanych) m;.

W kolejnym kroku czasom przezycia ¢, przyporzadkowujemy r; liczbe obser-
wacji w zbiorze ryzyka® R(%;), czyli liczbe obserwacji kompletnych oraz cenzu-
rowanych z obu prob o czasie przezycia nie krotszym niz ¢ ;.

Logarytm funkcji przezycia estymujemy metoda, do ktérej rozpowszechnienia
przyczynili si¢ bracia Peto (1972), a zaproponowang’ przez Altshulera (1970):

e(tw) = ) —L. ©)

r .
J<ta o)
W kolejnym kroku wyznaczane sg warto$ci W; zgodnie ze wzorem:

1—e(ty) dla obserwacji niecenzurowanej t;,

. ={—e(tq)) dlaobserwacji cenzurowanejt;, dla ktorej g, jest (10)

najwigksza obserwacja niecenzurowana taka, ze tg) < t(;.

Zauwazmy, ze wickszym wartosciom obserwacji niecenzurowanych odpowiadaja
mniejsze warto$ci W, natomiast obserwacje cenzurowane maja przyporzadkowane
ujemne warto$ci /. Suma W, dla wszystkich obserwacji wynosi 0.

Test log-rank jest oparty na sumie wartosci W; dla jednej z dwoch prob (por. Lee,
Desu, Gehan, 1975). W pakiecie STATISTICA w podsumowaniu wynikow testu
log-rank podawana jest suma WWW wartosci W; dla obserwacji proby pierwszej.
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, statystyka WW ma rozktad taki
jak w tescie Wilcoxona wg Peto i Peto, czyli asymptotycznie normalny z warto-
$cig oczekiwang zero i wariancjg dang wzorem (8).

W pakiecie STATISTICA podawana jest warto$¢ empiryczna statystyki:
majacej asymptotyczny standaryzowany rozktad normalny.

ww
D(Ww)

6 Zbior wszystkich kompletnych oraz cenzurowanych obserwacji o czasach przezycia nie krotszych

od ¢ nazywany jest w literaturze zbiorem ryzyka w chwili ¢ i oznaczany R(?) (patrz np. Lee, Desu, Gehan,
1975).

7 Metoda zaproponowana przez Altshulera (1970) dla danych prawostronnie cenzurowanych.
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TEST CoXA-MANTELA

W 1972 roku Cox (1972) zaprezentowal procedurg pordéwnywania dwoch krzy-
wych przezycia. W literaturze tematu procedura ta spotykana jest zarowno pod nazwa
testu Coxa (por. Desu, Lee, Gehan, 1975), jak i testu Coxa-Mantela. W pakiecie STA-
TISTICA procedura Coxa (1972) wystepuje pod nazwa testu Coxa-Mantela.

Algorytm procedury Coxa-Mantela jest nastgpujacy (Cox, 1972, Desu, Lee,
Gehan, 1975, Stanisz, 2007):

1. Porzadkujemy rosnaco czasy przezycia (obserwacji kompletnych) dla obu prob

Tacznie:

a nastgpnie przyporzadkowujemy wyréznionym czasom przezycia ¢ odpowiada-
Jjacg im liczbg zdarzefi kofcowych (niepozadanych) m;. Zauwazmy, ze:

k
Zm(z‘) =n+n, — (51 +57), (11)

=1

s5; — jest to liczba prawostronnie cenzurowanych obserwacji w i-tej probie (i = 1,2).
2. Nastegpnie czasom przezycia f; przyporzadkowujemy r(; liczbg obserwacji
w zbiorze ryzyka R(Z;), czyli liczbg obserwacji kompletnych oraz cenzurowanych
z obu prob o czasie przezycia nie krotszym niz ¢;.
3. Nastepnie zaobserwowanym czasom przezycia f;) przyporzadkowujemy A4 stosu-
nek r, ;) — liczby obserwacji z drugiej proby o czasie przezycia nie krotszym niz
L) OTazZ F ;.

o
Agy =22 (12)
T
4. Wyznaczamy wartos$ci statystyk:
k
U= n, — S, —Zm(i)A(i), (13)
i=1
e )
mMo\'o — M@
I= Z o 22 A (1= Aw). (14)
i=1 YO

5. Nastgpnie wyznaczamy warto$¢ statystyki testowej C:
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c=" 15
RV (15)

Cox (1972) wykazal, ze przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka

testowa C ma asymptotyczny rozkltad normalny standaryzowany N(0, 1).

TEesT F Coxa

Test F Coxa zostal opisany przez Coxa (1964). Konstrukcja testu oparta jest na

rozktadzie wyktadniczym z parametrem A = 1. Zaléozmy, ze obie proby pochodza
z rozktadu wyktadniczego (4 = 1) o liczebnosciach odpowiednio n,, n,, w tym odpo-
wiednio sy, s, jest liczba obserwacji cenzurowanych. Testowanie przebiega w naste-
pujacych etapach:

1.

3.

Porzadkujemy niemalejaco czasy przezycia obserwacji niecenzurowanych dla obu
prob tacznie.
Kolejnym obserwacjom niecenzurowanym przyporzadkowujemy warto$ci:

1 1
trn:Z+"'+n_—r+1 dar=1,..,(n; —s1) + (ny — s3), (16)

gdzie n = ny + n,.

W przypadku powtarzajacych si¢ obserwacji niecenzurowanych, odpowiadajace
im wartosci t,, zastepujemy Srednig arytmetyczng tych wartosci.

Warto$ciom cenzurowanym przyporzadkowujemy wartosc:

1 1

t((n1—51)+(n2—sz)+1),n =

)

S;+ Sy

Nastepnie dla obu prob wyznaczamy s$rednie wartosci 7j,7, sumujac przypo-
rzadkowane w kroku 2 wartosci ¢ dla odpowiedniej proby, a nastgpnie dzielac
przez liczbg niecenzurowanych obserwacji w tej probie, czyli odpowiednio przez
(ny = 1), (ny = 7).

Cox (1964) pokazat, ze iloraz tak wyznaczonych §rednich 1j,17;, przy zatozeniu

prawdziwosci hipotezy zerowej, ma rozklad F o (2(n; — s1),2(n, — s,)) stopniach
swobody.
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3. WYNIKI EKSPERYMENTOW SYMULACYJNYCH BADANIA MOCY TESTOW
POROWNYWANIA PRZEZYC

Za pomoca symulacji badano poziom btedu pierwszego rodzaju oraz moc testow
statystycznych opisanych w rozdziale 2. Symulacje przeprowadzono w $rodowisku
statystycznym R oraz programie STATISTICA 10 za pomoca skryptu jezyka Visual
Basic. W ramach symulacji generowano proby losowe z rozktadu Weibulla o para-
metrze ksztaltu rownym 2 natomiast parametr skali przyjmowat wartosci 25, 30, 35,
40, 45 oraz 50. Warto$¢ 50 definiowata rozktad referencyjny, czyli rozktad z ktérym
poréwnywane byty pozostate rozktady, wlacznie z rozktadem referencyjnym. Przyjete
warto$ci parametru skali skutkowaly nastepujacymi warto$ciami median czasu prze-
zycia: 20,8; 25; 29,1; 33,3; 37,5; 41,6 miesiccy. Obserwacje cenzurowane generowano
zgodnie z metodologia przedstawiong w Halabi i Singh (2004). Kolejnymi dwoma
modyfikowanymi parametrami symulacji byly rozmiar proby (réwny dla obu porow-
nywanych grup) oraz odsetek obserwacji cenzurowanych. Zestawienie scenariuszy
symulacyjnych przedstawia tabela 1, natomiast rysunek 2 demonstruje porownywane
krzywe przezycia (krzywa najwyzej potozona jest krzywa referencyjng).

Tabela 1.
Schematy eksperymentéw symulacyjnych
. Odsetek obserwacji | Odsetek obserwacji Parametr Mediana w rozkladzie
Rozmiary cenzurowanych cenzurowanych . . .
r6b W probic W probic skali rozktadu Weibulla o zadanej
P provie , P . Weibulla warto$ci parametru skali
referencyjnej poréwnywane;j
25 20,8
0,3 0,3
05 05 30 25,0
50 0,7 0,7 35 29,1
100 0,3 0,5
’ ’ 40 33,3
300 0,3 0,7
45 37,5
50 41,6

Zrédto: ustalenia wlasne.

W rezultacie wstepnej analizy wynikow symulacji okazato sig¢, ze wyniki dla
testu F Coxa zdecydowanie odbiegaja od wynikow pozostalych testow. Nawet dla
stosunkowo odleglych krzywych przezy¢ (mediany roéznigce si¢ o okoto 21 mie-
siecy, czyli okoto dwukrotnie) moc tego testu wyniosta okoto 0,40, podczas gdy
pozostate testy osiagnely moc réwna 1 (czyli zawsze odrzucaly nieprawdziwa hipo-
teze zerowa). Podobne wyniki testu F Coxa, odbiegajace od pozostatych, uzyskano
rowniez dla innych rozwazanych liczebno$ci prob, oraz procentdow obserwacji cen-
zurowanych.
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W literaturze tematu test F Coxa jest zalecany (por. np. Lee, Desu, Gehan, 19758,
Stanisz, 2007), w sytuacji, gdy proby sg mate (mniejsze od 50), a obserwacji cen-
zurowanych nie ma lub jest ich bardzo niewiele. W przeprowadzonych badaniach
symulacyjnych taka sytuacja nie byla rozwazana. Stabe wyniki testu F Coxa wyni-
kaja zapewne rowniez z faktu, iz konstrukcja tego testu oparta jest na rozkladzie
wyktadniczym (z parametrem A = 1), a w badaniu symulacyjnym proby generowane
byly z rozktadu Weibulla z parametrem ksztattu wynoszacym 2 (rozktad Weibulla
przechodzi w rozktad wyktadniczy dla parametru ksztaltu rownego jeden). Zatem test
F Coxa zostat usuni¢ty z dalszych rozwazan.

1,0 7

08

06

04 -

Odsetek przezywajacych

02

0,0

T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Czas w miesigcach

Rysunek 2. Teoretyczne krzywe przezy¢ wykorzystywane w eksperymentach symulacyjnych

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Po kilku eksperymentach z ré6znymi funkcjami stwierdzono, ze satysfakcjonujaca
aproksymacje¢ funkcji mocy testu daje funkcja logistyczna okreslona nastepujgcym
wzorem:

8 Test F Coxa (1964) wystepuje w artykule u Lee, Desu, Gehana (1975) pod nazwa testu F.
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1
P = T exp (= @) (18)

gdzie d jest odlegloscig pomigdzy medianami poréwnywanych krzywych przezy¢
(miara odstgpstwa od prawdziwosci hipotezy zerowej). Ponadto zaklada si¢, Zze moc
testu w warunkach prawdziwosci hipotezy zerowej wynosi 0,05, stad wynika war-
tos¢ b rowna 19. Naturalny w rozwazanym zagadnieniu poziom nasycenia funkcji
logistycznej wynosi 1 (licznik wyrazenia 18). Teoretyczna funkcja mocy testu byta
szacowana nieliniowym algorytmem Levenberga-Marquardta z wykorzystaniem kry-
terium najmniejszych kwadratow.

W zwiazku z przyjetymi zatozeniami dotyczacymi funkcji aproksymujacej (0=0,05
przy prawdziwosci hipotezy zerowej oraz poziom nasycenia rowny 1), w funkcji (18)
pozostaje tylko jeden parametr (c). Im modut tego parametru jest wigkszy tym wykres
funkcji mocy testu polozony jest ,,wyzej”. W zwigzku z tym podzielono wartos$¢ ¢
dla poszczeg6lnych testow przez warto$¢ ¢ dla testu najlepszego (z najwicksza warto-
$cig ¢). Otrzymujemy w ten sposob pewng miar¢ wzglednej mocy testu. Zestawienia
relatywnej mocy poréwnywanych testow przy réoznych liczbach obserwacji przedsta-
wiono w tabelach 2—4.

Tabela 2.
Relatywna moc testow porownywania przezy¢ dla n=>50
Test Proporcje obserwacji cenzurowanych (w procentach)
30/30 50/50 70/70 30/50 30/70
Gehana-Wilcoxona 0,939 0,875 0,903 0,875 0,841
Coxa-Mantela 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Peto-Peto- Wilcoxona 0,968 0,925 0,903 0,907 0,808
Log-rank 0,977 0,953 0,916 0,891 0,618
Zréodto: obliczenia whasne.
Tabela 3.
Relatywna moc testow porownywania przezy¢ dla n=100
- Proporcje obserwacji cenzurowanych (w procentach)
30/30 50/50 70/70 30/50 30/70
Gehana-Wilcoxona 0,883 0,889 0,897 0,902 0,880
Coxa-Mantela 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Peto-Peto- Wilcoxona 0,929 0,936 0,949 0,941 0,880
Log-rank 0,983 0,985 0,932 0,918 0,732

Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Tabela 4.
Relatywna moc testow poréwnywania przezy¢ dla n=300
Test Proporcje obserwacji cenzurowanych (w procentach)
30/30 50/50 70/70 30/50 30/70
Gehana-Wilcoxona 0,889 0,906 0,890 0,868 0,904
Coxa-Mantela 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Peto-Peto- Wilcoxona 0,927 0,966 0,965 0,912 0,910
Log-rank 0,990 0,994 0,985 0,932 0,808

Zrodto: obliczenia wiasne.

Moc testu

0,0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Odlegto$¢ median

Rysunek 3. Poré6wnanie mocy testu Cox-Mantela w zaleznos$ci od liczebnosci proby
(cenzurowanie w obu probach 30%)

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Wyniki symulacji przynosza jednoznaczne rozstrzygnigcie. Dla wszystkich
schematow eksperymentow symulacyjnych najlepszy okazat si¢ test Coxa-Mantela.
Na drugim miejscu plasowat si¢ na ogot test long-rank. Réznica mocy miedzy tymi
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testami zalezata od proporcji obserwacji cenzurowanych. Przy matym ich procencie
obydwa testy maja praktycznie porownywalna moc. Test log-rank okazat si¢ bardzo
wrazliwy na nierbwnomierng proporcj¢ cenzurowania, szczegolnie przy matej liczbie
obserwacji kompletnych w stosunku do rozmiaru proby. W konsekwencji dodatkowe
analizy zostang zaprezentowane tylko dla testu Coxa-Mantela (rysunki 3-5).

Na rysunku 3 wida¢ oczywista reakcj¢ testu na zwigkszanie liczebnosci proby
— moc testu ro$nie w miare wzrostu liczebnos$ci proby. Do dalszej, bardziej szczego-
towej prezentacji wynikow wybrano liczebno$¢ proby réwna 100.

Moc testu

0,0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Odlegto$¢ median

Rysunek 4. Moc testu Coxa-Mantela przy rosngcej proporcji obserwacji cenzurowanych
w drugiej probie (C1/C2), n=100

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Moc testu Coxa-Mantela jest najwyzsza przy wyréwnanej proporcji obserwacji
cenzurowanych w obu probach. Jezeli udziat cenzurowanych staje si¢ coraz bardziej
rozny, to moc testu stabnie. Zwigkszanie si¢ udzialu obserwacji cenzurowanych
pogarsza moc testu rowniez w przypadku rownej proporcji takich obserwacji w oby-
dwu probach (rysunek 5).
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1,0

0,8}

0,6t

Moc testu

0,4}

0,2}

0,0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Odlegtos¢ median

Rysunek 5. Moc testu Coxa-Mantela w zalezno$ci od proporcji obserwacji cenzurowanych (C1/C2),
n=100

Zrodlo: opracowanie wiasne.

4. PODSUMOWANIE

Zwigkszanie liczebno$ci proby polepsza moc zbadanych testow, co jest elemen-
tarnym wymaganiem stawianym kazdemu testowi statystycznemu. Zwigkszanie
udzialu obserwacji cenzurowanych w generowanych probach pogarsza moc testow.
W podsumowaniu mozna stwierdzi¢, ze test Coxa-Mantela okazal si¢ w przeprowa-
dzonych badaniach nieco lepszy od zdecydowanie najpopularniejszego w praktycz-
nych zastosowaniach testu log-rank. Réznice mocy migdzy tymi testami stajg si¢
znaczgce dopiero przy duzym procencie obserwacji cenzurowanych, szczeg6lnie gdy
cenzurowanie nie jest rownomierne w poréwnywanych probach. Inny wazny wniosek
z badan to stwierdzenie, ze test F Coxa zaimplementowany w programie STATISTICA
powinien by¢ stosowany z ostrozno$cia, gdyz nie jest to test uniwersalny.

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
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ANALIZA MOCY WYBRANYCH TESTOW JEDNORODNOSCI CZASOW TRWANIA
DLA POPULACIJI O ROZKLADZIE WEIBULLA

Streszczenie

W ostatnim latach testy poréwnywania czasu trwania zjawisk znajduja coraz wigcej zastosowan
w analizie zagadnien ekonomicznych. Przyktadami moze by¢ analiza czasu pozostawania na bezrobociu,
czasu poszukiwania pracy, czasu istnienia przedsigbiorstwa, itp.

W literaturze mozna spotka¢ wiele testow do poréwnywania funkcji przezycia. Autorzy niniejszego
opracowania zdecydowali si¢ przeprowadzi¢ badania symulacyjne, ktorych celem jest poréwnanie efek-
tywnosci najczgsciej stosowanych testow stuzacych do porownywania czasu trwania zjawisk, w wersji
zaimplementowanej w pakiecie STATISTICA. Za pomoca symulacji badano poziom btgdu pierwszego
rodzaju oraz moc nastgpujacych testow statystycznych stuzacych testowaniu hipotezy zerowej gloszacej
réwno$¢ krzywych przezycia w dwoch populacjach. Analizie poddano nastepujace testy: Wilcoxona wg
Gehana, F Coxa, Coxa-Mantela, Wilcoxona wg Peto i Peto i log-rank. W ramach symulacji generowano
proby losowe z rozktadu Weibulla.

Stowa kluczowe: funkcja przezycia, porownywanie funkcji przezycia, badania symulacyjne

THE POWER ANALYSIS OF TESTS FOR COMPARING SURVIVAL OF WEIBULL
DISTRIBUTED POPULATIONS

Abstract

Recently, tests for comparing survival distributions become more and more popular and used in
applied economics. Unemployment duration, time needed to find a new job, enterprise survival or
waiting for a commodity to be sold are good examples. There are a number of tests to compare survival
distributions proposed in statistical literature. The aim of this research was to analyze, by the means of
computer simulations, the effectiveness of survival tests as implemented in STATISTICA software. The
following tests have been outlined and compared: Wilcoxon, Geehan, Cox-Mantel, Peto & Peto and log
rank. Random samples were generated from Weibull distribution.

Keywords: survival function, comparing survival, Monte Carlo research
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SMALL SAMPLE PROPERTIES OF MATCHING WITH CALIPER!

1. INTRODUCTION

Matched sampling methodology is used to mimic control experiments and estimate
causal treatment effects. Unlike in the experimental sciences, in the social sciences
fully controlled experiments usually are not possible to conduct due to various
reasons. This methodology can be applied in all situations when one has a treatment,
for example particular social policy, a group of treated individuals and a group of
untreated individuals. The ultimate goal is to measure the average difference in
outcome between treated and non-treated individuals, so called, the average treatment
effect. The problem is that participants and non-participants usually differ in observed
pre-treatment characteristics X. The second problem arises because an individual can
be treated or non-treated but not both at the same time.

The role of matching is to adjust a non-treated group in order to make it comparable
with a treated group. It allows us to alter the differences in the distributions of
characteristics between a treated and a non-treated group. Even when the differences
are observed it is necessary to adjust for those differences to obtain unbiased estimates
of treatment effects. Matching estimators link units from a treated group with those
from a non-treated group. Matching is typically done without replacement, so each
non-treated observation is used as a match only once and matches are independent
(Abadie, Imbens, 2011). The procedure seeks for each treated observation a non-
treated observation, also called control observation, identical or very similar to it in
observed characteristics. The most widely used types of matching are Mahalanobis
distance matching, propensity score matching and kernel based matching. Among them
the propensity score matching plays a fundamental role, since it reduces the curse of
dimensionality problem and allows for one dimensional non-parametric regression
(Rosenbaum, Rubin, 1983). The propensity score itself is a probability of receiving
a treatment. It is also important to mention that matching on the propensity score is
sufficient to balance the observed covariates. More recently developed nonparametric
matching estimators described, for example, in Heckman et al. (1997, 1998) use

1 This research is partly financed by the Ministry of Science and Higher Education grant N111
109335 (50%) and the Faculty of Economic Sciences Warsaw University grant (50%).
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weighted average over multiple observations to construct matches. However, those
methods are computationally demanding.

In this paper we focus on a particular matching technique that is, matching
with caliper and its applications in small samples. The caliper mechanism has been
proposed to control for matching quality and prevent from inexact matches. There
exists a practical trade-off when obtaining matched samples between desires to (i)
find matches for all treated units and (ii) use only matched treated-control pairs that
are extremely similar to each other (Rosenbaum, Rubin, 1985b). The former situation
leads to inexact matching, as matched objects may differ substantially, while the latter
leads to incomplete matching.

The main motivation is that the finite sample properties of caliper mechanism
applied to the propensity score have not been subject of a comprehensive study. In
our work we try to shed some light on the properties of matching with caliper used
to control the differences in the propensity score. Our work is broader than Austin
(2009). We consider different distributions of the propensity score and the outcome
equation. We also compare the nearest-neighbour matching with and without caliper.
It is also worth mentioning that the literature discusses the properties of caliper
applied to covariates. The novelty of our approach is that we show properties of
caliper imposed on the propensity score. Our main result is that using caliper may
lead to biased estimates. Usually, bias is heavy, especially when the outcome value
is non-linearly related to the propensity score. Only when either outcome equation
is constant or the propensity score distribution is uniform the matching with caliper
procedure is able to provide unbiased results. Secondly, the bias becomes smaller as
the caliper value increases. Thirdly, to efficiently control for poor matches, the size of
the caliper should be within the range recently proposed by Austin (2009).

The article is organised as follows. Section 2 contains short literature review.
Section 3 introduces notation, matching estimators and caliper mechanism in detail.
In the fourth section we describe Monte Carlo experiment for different distributions
of the propensity score and the outcome equations. In the fifth we present our main
results. The last section summarises and concludes.

2. LITERATURE REVIEW

Several studies looked into asymptotic properties of matching procedures, to
mention Heckman et al. (1998), Hirano, Imbens and Ridder (2003), Abadie and
Imbens (2011). All of them show that most matching techniques provide consistent
estimates for the average treatment effect; however, only few of them are efficient,
such as the class of reweighting estimators. Secondly, pair matching is asymptotically
inefficient (Abadie, Imbens, 2006). In a recent article, Abadie and Imbens (2011)
showed that simple matching estimators may include bias and that bias does not
disappear in large samples. On the other hand, there is only a limited number of
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studies dealing with finite sample properties of matching estimators. Here it is worth
noting the works by Frdlich (2004), Austin (2009) and Busso, DiNardo and McCrary
(2009).

Frolich (2004) examined properties of various propensity score matching
estimators and showed that one-to-one matching is outperformed by ridge matching.
However, the Mean Squared Error (MSE) of ridge matching procedure is lower than
that of one-to-one only if the optimal bandwidth is known. Usually, the optimal
value of bandwidth is not known a-priori and has to be estimated. Austin (2009) also
compared several matching techniques in a Monte Carlo study. He concentrated mainly
on one-to-one matching. All examined estimators resulted in a similar number of
matched pairs and similar balance of variables between treated and untreated samples.
Moreover, matching on the propensity score with caliper size not exceeding 0.03
tends to result in estimates with negligible relative bias. Similarly, Busso, DiNardo
and McCrary (2009) and Huber, Lechner and Wunch (2013) emphasise the role of
trimming to account for common support. Controlling for common support condition
effectively improves matching performance regardless of the estimator used.

Deheija and Wahba (1999, 2002) evaluate the performance of propensity score
matching methods, including pairwise matching and caliper matching. They find that
these simple matching estimators succeed in closely replicating the experimental
results. Smith and Todd (2001) reconcile those findings and show that matching
estimates cause substantial bias. More recently, Zhao (2004) studied small sample
properties of propensity score matching versus covariate matching estimators and
those of different matching metrics. He showed that propensity score matching is
a good choice when the correlation between covariates and the participation indicator
is high. On the other hand, propensity score matching does not perform well in small
samples in comparison with other estimators.

Matching estimators frequently suffer from bias. In a seminal work by Rosenbaum
and Rubin (1985b) three sources of bias in matching were identified. The first is
departure from strong ignorable treatment assignment, which means that assignment
to treatment is based on observable pre-treatment variables only. The second one is
bias due to incomplete matching and, finally, the third component is due to inexact
matching. The bias caused by incomplete matching can be severe and is much worse
than the bias due to inexact matching. Assuming that the strong ignorability condition
holds, we want to assess empirically which source of matching bias makes larger
distortions. Recently, Busso, DiNardo and McCrary (2009) showed that pair matching
performs best in terms of bias among all procedures usually applied.

3. CALIPER MATCHING

The main problem in treatment effect literature is the estimation of the average
treatment effect on the treated. We follow a standard notation. Let ¥;; be an outcome
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when individual i receives a treatment and Y, when he or she does not. The latter
situation is called control treatment. Let X be a vector of individual characteristics,
P;€{0,1} be an indicator of treatment status. The treatment effect for an individual
i can be written

;= Y — Yo (1)

The problem arise, because for each individual i one can observe either Y;; or
Yy;. Hence, estimating the individual treatment effect z; is not possible and one has to
concentrate on the average treatment effect on the treated (Caliendo, Kopeing, 2008).

The latter is defined as

ATT =E(Y, |P=1,X)-E(Y, | P=1,X). (2)

A typical matching estimator has the form (Smith, Todd, 2005)

L3, - £ 1 B =1X)]- G)

N
where E(Y,, | P =1X) :ZW(i, J)Y,; is an estimator of the counterfactual state,
J=
W(i,j) is a matrix of distance between i and j, and N is a number of matched pairs.
The fundamental problem of inference is that, for each individual we can observe
only one of these potential outcomes, because each unit will receive either treatment
or control, not both. The estimation of treatment effects can thus be thought of as
a missing data problem (Rubin, 1973), where we are interested in replicating the
unobserved potential outcomes.

It is assumed that, conditional on all factors X that influence the potential outcome
and the decision to participate, P is independent of ¥, This assumption has several
names in the literature. It is called unconfoundness, conditional independence or
overlap, or selection on observables (Imbens, 2004). The counterfactual mean can
be identified, provided that the support of X for the treated sample is contained in
the support for X in the non-treated one. This property is called common support
condition. An additional assumption is the Stable Unit Treatment Value Assumption
(Rubin, 1980), which states that the outcomes of one individual are not affected by
treatment assignment of any other individual.

The idea of matching is to compute a similarity measure and use the algorithm to
match observations from the treatment group with their closest counterpart from the
control sample. The aim is to construct an adequate comparison group that replaces
missing data and allows us to estimate E(Y]P=1,X) without imposing additional
a-priori assumptions (Blundell and Costa-Dias, 2009). Objects are matched according
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to the estimated value of the similarity measure. The straightforward algorithm is to
choose for each object in the treatment sample an object with the most proximal value
of the similarity measure p; from the control sample. Usually the propensity score,
p; =Pr(P =1| X,), which is the probability of receiving the treatment by individual
i with characteristics X;, is chosen for that purpose. Let us define a set C; such that
for each unit i only one comparison unit j belongs to C;:

C =X, 1 jellon}: min 3 4)

1

D, _p_/

where ||.|| is a metric. In case of the nearest neighbour matching, set C; can be treated
as weighting matrix. The weight matrix W(i,j) is a square matrix with zeros and
ones as elements. The value one is assigned to the closest neighbour, and zeros to all
remaining units. This type of matching is called one-to-one matching. Each unit from
the treatment group is linked with only one element in the control group.

The nearest neighbour matching estimator has good statistical properties if p;
and p; are defined on a common set. The role of the evaluator is to decide how to
treat poorly matched observations (Lee 2005, pp. 89). The total distance, the ave-
rage distance or the median distance between matched pairs p;-p; may be viewed as
a measure of matching quality (Rosenbaum, 1985). The lower the measure, the better
the fit. For the ideal procedure all quality measures should equal 0. Relying on all
matched pairs regardless of matching quality may affect the balance. The balance is
a weaker condition than close matching within each pair, and since it is weaker it can
often be attained when close matching within pairs is not possible. Rosenbaum and
Rubin (1983) showed that balancing two samples on the propensity score is sufficient
to equalise covariate distributions. On the other hand, if a large number of poorly
matched pairs were left out, the size of the control sample shrinks which means that
for certain observations in the treatment group there is no adequate comparison in
the control sample. As a result, they are dropped from the analysis. This would help
with the balance but at the cost of efficiency, because some information is not used.
The evaluator has to choose between the bias due to inexact matching and bias and
increased variance due to incomplete matching.

One-to-one or one-to-many matching is characterised by the risk of having poorly
matched pairs, that is, pairs distant in terms of the chosen similarity measure. The
caliper matching (Cochran, Rubin, 1973) is a variation of the nearest neighbour
matching that attempts to avoid poor quality matches by imposing a tolerance of the
maximum distance ||p;-p;|| allowed. The impact of the caliper may be compared to the
focus in a camera. When attention is paid to a specific point, other distant points are
not visible. The procedure simply drops objects without a close match in the control

group

Cl.:{Xj,jzi\je{1...n}:miani—ij<5}. (5)
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The set C; is made of such objects j, that their distance from the nearest match
is not greater than 3. That is, a match for person i is selected only if ||p-p;|| <39,
where 9 is the pre-specified tolerance. Treated persons for whom no matches can be
found within caliper are excluded from the analysis, which is one way of imposing
a common support condition. Implementation of caliper matching may lead to
a smaller bias in regions where similar controls are sparse. An unresolved problem is
choosing an a-priori reasonable value for tolerance level.

Rosenbaum and Rubin (1985b) discuss the choice of the caliper size, generalizing
the results from Table 2.3.1 of Cochran and Rubin (1973). When variance of the linear
propensity score in the treatment group is twice as large as that in the control group,
a caliper of 0.2 standard deviation removes 98% of the bias in a normally distributed
covariate. Rosenbaum and Rubin generally suggest a caliper of 0.25 standard deviation
of the linear propensity score. However, in the analysis they considered matching on
the Mahalanobis distance not on the propensity score.

Unfortunately, there is no single optimal value for the caliper. The literature
suggests small numbers such as 0.005 or 0.001 (see Austin, 2009). The caliper reduces
the bias of the average treatment effect estimator at the cost of an increased variance
(Heckman et al., 1997). In a special case, when the propensity score distribution is
the same in the treatment and the control group, the caliper cuts off the worst matched
pairs and lower the bias without a significant increase in the estimator variance.
The caliper also lowers the value of matching quality measures. The cost is a lower
number of successfully matched pairs. As a consequence, the variance of the average
treatment effect may increase. However, this is not a major concern as long as one is
interested in a precise estimation of the ATT (Smith, Todd, 2005). On the other hand,
Smith and Todd (2005) point out that the potential problem with a caliper is the lack
of a-priori knowledge about its optimal value. It is common practice to set the value
by trial and error.

4. MONTE CARLO STUDY DESIGN

In this section we describe a Monte Carlo simulation conducted to examine the
properties of the propensity score matching with caliper and compare with one-to-one
matching on the propensity score. Since the propensity score is unknown in general,
it is assumed, that it is estimated in a semi-parametric way. In practice, logit, probit
or linear probability model is used.

In the Monte Carlo experiment several characteristic of matching can be examined.
For instance, different variants of matching procedure, different functional forms of
the outcome variable, (in)dependency of the outcome from the propensity score,
different distributions of covariates, different sample sizes and different proportion of
treated observations to non-treated ones. This complexity makes a general experiment
cumbersome. We decided to design the Monte Carlo experiment in such a way that
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is as simple as possible on one hand, and as comprehensive as possible on the other.
Therefore, we concentrate our attention on the most important features of the matching
procedure. We decided not to estimate the propensity score; we instead assume that
the propensity score values are drawn from known distributions.

The second pre-set element is the sample size and the proportion of treated to
non-treated observations. We decided to work with moderate sample sizes of 500
observations. A number of that range is very common in literature and enables
analysis of small sample properties. As shown by Frolich (2004), different proportions
of treated and controls may result in different conclusions. We decided to hold this
parameter constant and set its value to 1/3. This means that we have twice as many
control observations as the treated ones. These proportions are usually found in
empirical studies. Usually the control group is larger than the treated group but the
difference is not large (see Frolich, 2004).

We considered three different distributions: uniform, normal and Johnson Sg.
In the case of two latter distributions, the distribution in the treatment sample is
concentrated at the right tail, while in the control sample it is concentrated at the left
tail. This setup is used to mimic real differences between the treatment and the control
group. The distributions are parameterised and rescaled in such a way that the support
is always on the (0,1) interval. They are presented in Figure 1.

Figure 1. Propensity score distributions

Legend: solid line represent distribution in treated samples, dashed in controls ones.
Source: own computations.

Different distributions are used to replicate the behaviour of real data. The uniform
distribution of the propensity score vector, presented on the left panel of Figure 1,
is just used as a benchmark. The normal distribution, presented on the middle panel
of Figure 1, is a picture of a rather ideal case in which linear combinations of object
characteristics follow a normal distribution. In practice, normal distribution is only an
approximation and true distribution may possess heavy tails or outliers. Nevertheless,
the normal distribution of several characteristics is a common assumption in social
sciences. On the right panel the propensity scores follow a Johnson Sy distribution.
This is a very flexible distribution, described by four parameters, with a closed
analytical form. Depending on the specific parameterisation, Johnson Sy distribution



332 Pawel Strawinski

can be similar to normal distribution, to asymmetric distribution, to distribution with
heavy tails, to distribution with probability mass concentrated at the edge of support
and to many others. Due to those properties it is frequently used in simulation based
studies.

The next element in our numerical experiment is the functional form of the
outcome equation. We depart from uniform curve and end up with a highly non-
linear outcome. The outcome equations are summarized in Table 1 and presented on
Figure 2. The uniform distribution mirrors the ideal case, when the value of treatment
is the same for all objects. This distribution will also be used as a benchmark. The
linear distribution reflects the situation in which objects that are more likely to take
part in a program will benefit more. For instance, this is very common in social
support programs. Two other non-linear curves are adapted from Frolich (2004). The
m2 curve might represent a situation where the outcome depends discontinuously
on an object characteristic strongly related to the propensity score. The m4 curve
could be thought of as a reversal of the linear curve. The program pays outmost
for those participants that are less likely to participate. Consider, for example, a job
training program and education as a key determinant of the propensity score. Usually,
well educated persons do not need such programs and are able to find a job without
external help. The outcome for the non-treated population is set to be 0 for the reasons
of simplicity.
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Figure 2. Distribution of the treatment effect

Source: own computations.

In the simulations we use one-to-one procedure and concentrate on caliper size
and comparison of matching with and without caliper. The literature suggest rather
narrow caliper, but then results are prone to be biased because many potential pairs
would be discarded from analysis. The wider caliper allows for greater imbalance at
the individual level, however it is easier to achieve balance in the propensity score
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distribution between the treated and the control group. Therefore, we considered
wide range of caliper sizes from 0.001 to 0.05. Our aim is to check the influence of
a particular value of the caliper size on the estimate of ATT.

Table 1.
Outcome equations for the treated sample
Distribution Outcome equation for the treated group
Constant y = 5+e, e~U(0, .01)
Linear y = 4+2%p+e, e~U(0, .01)
Non-linear m2 y = 0.1+0.5*p+1/2*(exp(-200*(p-0.7)?))+e, e~U(0, .01)
Non-linear m4 y = 0.2+(1-p)?3-0.6*(0.9 — p)*+e, e~U(0, .01)

Please note that the non-linear curves are adjusted by a linear transformation to have a mean value of 5.

Having assigned specific values to all experiment parameters we are ready to
compare the results of the simulation. In each numerical experiment we apply standard
one-to-one matching and one-to-one matching with caliper to the same data set. The
numerical experiments are designed in such a way that the “true” value of the ATT
should be equal to 5 regardless of the distribution of the propensity score, functional
form of outcome equation and the estimation technique. The small error term added
to the outcome equation is purely random, and hence deviations from 5 no grater
than 0.01 are meaningless. As the robustness check we ran simulations with larger
random errors of 0.05 and 0.5, but the size of error turned out to have no impact on
the final results.

5. EMPIRICAL RESULTS

The main results of our numerical experiment are presented in three separate
tables. Each table consist of outcomes for only one distribution of the propensity score
and all possible combinations of other parameters. The “1:1” column presents simple
one-to-one nearest neighbour matching estimates and the “1:1 caliper” contains the
result for matching with caliper. For each caliper size the number in the top row is
an estimate of the ATT, while the number in the bottom row is the standard error of
that ATT estimate. The results presented in Table 2 serve as kind of a benchmark for
further results. They are obtained under the assumption of identical distribution of the
propensity score in the treatment and the control group.

When estimated propensity scores have a uniform distribution, identical in the
treatment and the control group, neither the shape of the outcome equation nor the
size of the caliper have influence on estimates. Both methods, with and without
caliper, provide identical results. It is worth emphasising that different caliper values
cause a different number of matched pairs (see Table 5).
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Table 2.
The ATT estimated with uniform distribution of propensity score
Treatment constant linear m2 m4
Caliper 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1

size caliper caliper caliper caliper
0.001 5.000 5.000 5.000 5.000 5.010 5.010 4.997 4.997
0.000 0.000 0.045 0.064 0.215 0.307 0.069 0.099

0.005 5.000 5.000 5.000 5.000 5.010 5.011 4.997 4.998
0.000 0.000 0.045 0.046 0.215 0.219 0.069 0.071

0.010 5.000 5.000 5.000 5.000 5.010 5.010 4.997 4.997
0.000 0.000 0.045 0.045 0.215 0.215 0.069 0.069

0.020 5.000 5.000 5.000 5.000 5.010 5.010 4.997 4.997
0.000 0.000 0.045 0.045 0.215 0.215 0.069 0.069

0.025 5.000 5.000 5.000 5.000 5.010 5.010 4.997 4.997
0.000 0.000 0.045 0.045 0.215 0.215 0.069 0.069

0.050 5.000 5.000 5.000 5.000 5.010 5.010 4.997 4.997
0.000 0.000 0.045 0.045 0.215 0.215 0.069 0.069

Please note that for each caliper size the number in the top row is an estimate of ATT and the one in the
bottom row is its standard error.

Source: own computations.

Table 3.
The ATT estimated with normal distribution of propensity score
Treatment constant linear m2 m4
Caliper 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1
size caliper caliper caliper caliper
0.001 5.000 5.000 5.000 4.846 4.997 3.462 4.999 5.211
0.001 0.001 0.013 0.016 0.148 0.098 0.021 0.015
0.005 5.000 5.000 5.000 4.897 4.997 3.796 4.999 5.159
0.001 0.001 0.013 0.012 0.148 0.097 0.021 0.013
0.010 5.000 5.000 5.000 4917 4.997 3.996 4.999 5.135
0.001 0.001 0.013 0.012 0.148 0.104 0.021 0.013
0.020 5.000 5.000 5.000 4.934 4.997 4.224 4.999 5.112
0.001 0.001 0.013 0.011 0.148 0.113 0.021 0.013
0.025 5.000 5.000 5.000 4.940 4.997 4.307 4.999 5.104
0.001 0.001 0.013 0.011 0.148 0.118 0.021 0.013
0.050 5.000 5.000 5.000 4.959 4.997 4.611 4.999 5.074
0.001 0.001 0.013 0.012 0.148 0.137 0.021 0.014

Please note that for each caliper size the number in the top row is an estimate of ATT and the one in the
bottom row is its standard error.

Source: own computations.
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In case of a normal distribution of the propensity score the results for one-to-
one matching are similar to those in Table 2, despite the fact that the propensity
score distribution in the treatment and the control group is different. Unfortunately,
the caliper mechanism seems to cause bias to the results. The caliper estimates are
unbiased for constant treatment. The effect of bias is moderate in case of linear
treatment and non-linear m4 treatment. For non-linear m2 treatment equation the bias
is heavy. In all cases the bias becomes smaller as the caliper size rises.

Those results indicate that the caliper mechanism can potentially distort the
estimation results.

The last set of estimates present the results for a Johnson Sg distribution of the
propensity score (Table 4.). In this simulation the pre-matching differences between
the treated and the control group are the greatest. Despite that, one-to-one matching
is able to provide unbiased estimates for all but one distribution of the outcome. The
estimates for a non-linear m2 curve are biased and the bias significantly exceeds
randomness of simulation. The results seem to indicate that matching with caliper
is a much worse choice. Estimates are biased for all non-constant outcomes. For
a linear and a non-linear m4 specification the bias of caliper matching is relatively
large. In case of a non-linear m2 outcome the bias is larger than that of one-to-one
matching.

Table 4.
ATT estimated with Johnson Sy distribution of propensity score
Treatment constant linear m2 m4

Caliper 1:1 I:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1 1:1
size caliper caliper caliper caliper
0.001 5.000 5.000 5.001 4.694 5.089 4.197 5.003 5.686
0.000 0.000 0.026 0.052 0.135 0.322 0.068 0.073
0.005 5.000 5.000 5.001 4.809 5.089 4.796 5.003 5.523
0.001 0.001 0.026 0.032 0.135 0.213 0.068 0.055
0.010 5.000 5.000 5.001 4.863 5.089 5.018 5.003 5.418
0.001 0.001 0.026 0.029 0.135 0.189 0.068 0.054
0.020 5.000 5.000 5.001 4.906 5.089 5.099 5.003 5.314
0.001 0.001 0.026 0.027 0.135 0.170 0.068 0.054
0.025 5.000 5.000 5.001 4918 5.089 5.103 5.003 5.281
0.001 0.001 0.026 0.027 0.135 0.165 0.068 0.055
0.050 5.000 5.000 5.001 4.952 5.089 5.094 5.003 5.180
0.001 0.001 0.026 0.026 0.135 0.151 0.068 0.058

Please note that for each caliper size the number in the top row is an estimate of ATT and the one in the
bottom row is its standard error.

Source: own computations.
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Those results indicate that controlling for strict similarity of the estimated
propensity score is not sufficient to obtain unbiased estimates of the ATT. This in turn
implies that, in small samples, bias arising from inexact matching is relatively low in
comparison with the one caused by incomplete matching, This is not an extraordinary
finding, since in small samples the number of successfully matched pairs is low and
each matched pair approximately accounts for 1% of total pairs. If one removes 20%
or even 50% of total initial pairs this may cause a spectacular bias.

Table 5 illustrates the problem of diminishing matched pairs. As the caliper
size shrinks, the number of successfully matched pairs decreases dramatically if the
propensity scores are differently distributed in the treatment and in the control group.
With the caliper value of 0.005, which is the one most frequently suggested in the
literature, one would lose over 40% of matched pairs in case of a normal distribution
of the propensity score, and nearly 45% in case of a Johnson Sy specification. The
bias of the estimate is the result of a non-symmetric distribution of the outcome.

Table 5.
Number of successfully matched pairs
Propensity score distribution
uniform normal Johnson Sy
Caliper l1tol caliper l1to1l caliper l1tol caliper
size matching matching matching matching matching matching
0.001 165 81 165 52 165 83
0.005 165 159 165 96 165 93
0.010 165 165 165 112 165 115
0.020 165 165 165 126 165 132
0.025 165 165 165 130 165 136
0.050 165 165 165 140 165 149

Source: own computations.

To compare efficiency of both methods we decided to compute the RMSE statistics,
presented in Table 6. With uniform distribution of the propensity score the RMSE for
caliper matching is larger than for no caliper for all considered outcome equations.
Results of simulations are similar for a normal and a Johnson Sy distribution of the
propensity score. The caliper mechanism provides better results than matching without
caliper for constant treatment. For all other functional forms of treatment equation the
results showed that simple matching provides more precise estimates.

We derive two important implications from the above results. First, we confirm the
theoretical results which implicitly assume constant character of treatment. Secondly,
and more importantly, the caliper mechanism induces significant rise in the bias and
the variance of the estimates in case of a non-uniform treatment. In empirical practice
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it is very unlikely that the impact of treatment can be treated as uniform. Therefore,
the usage of caliper introduces variance and this variance is larger than the reduction
of variance due to lowering the bias.

Table 6.
Root Mean Squared Error
Treatment constant linear m2 m4
Distribution no standard no standard no standard no standard

caliper caliper caliper caliper caliper caliper caliper caliper
uniform | 0.000376 | 0.000378 | 0.045101 | 0.046571 | 0.216150 | 0.223129 | 0.070145 | 0.072525
normal | 0.001139 | 0.000659 | 0.013216 | 0.155195 | 0.146735 | 1.223241 | 0.020911 | 0.160712
Johnson | 0.000906 | 0.000571 | 0.026516 | 0.311774 | 0.163154 | 0.334864 | 0.068231 | 0.531482

RMSE computed for caliper size of 0.005.

Source: own computations.

6. CONCLUSIONS

In this article we studied properties of matching and matching with caliper in
small samples. Despite that not much is known, both methods are widely used in
applied evaluation research and it is important to understand their properties. We
focused our attention on the properties of the ATT estimator. There are relatively few
studies on the small-sample properties of different matching estimators. We tried to
bridge the gap and shed some light on the problem.

To achieve that, we have used distributions that are either assumed in theoretical
papers or employed in similar simulations. We confirmed the theoretical results and
showed that simple one-to-one matching estimators are unbiased in most cases. At
the same time the caliper method which is theoretically designed to control for the
differences in distributions of the propensity score may introduce a substantial bias to
the ATT estimator in small samples.

It turned out that in small samples the bias due to inexact matching is relatively
small in comparison with that of incomplete matching. There are several reasons
for this. First of all, there are only few unmatched observations. Secondly, if the
covariates have the same distribution among matched and unmatched units the bias
is limited. The third possibility is a constant value of treatment. Our empirical results
suggest that even if the treatment is not constant, the value of bias is not large. On
the other hand, the bias due to incomplete matching turned out to be substantial in
our simulations, up to 15% for very conservative caliper size, and about 10% in case
of the most popular 0.005 caliper.

Another practical problem with using a caliper is the loss of a significant number
of possible matched pairs. This is of particularly great importance when the pool
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of possible matched pairs is limited. A decrease in the number of matches caused
by caliper is the primary reason why the caliper matching becomes incomplete.
Moreover, the results show that this lack of completeness causes a significant bias to
the ATT estimates.

There are several limitations to our simulations. First of all, we assumed that we
work on propensity scores, not covariates. Our results are valid as long as distributions
used in a simulation to mimic behaviour of the real data are close to empirical
realisations. To achieve that, we have used distributions that are either assumed
in empirical works or used in similar studies. To provide robustness of our results
we alter the parametrisation of the distributions, and the results seem to be robust.
Secondly, we concentrate on small sample behaviour of the ATT estimator. It is worth
noting that 500 observations used in simulations give a maximum of 165 matched
pairs. This number is rather low. Therefore, we replicate the part of the experiment
for Johnson Sy distribution and a sample size of 1,500 (about 500 matched pairs) and
the general picture does not change, however biases are much lower, about a half of
those presented in Table 4. The replication of full experiment is hardly possible due
to computational complexity. Nevertheless, the robustness is in our opinion confirmed
with these results.

University of Warsaw
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WLASNOSCI MALOPROBKOWE ESTYMACII PRZEZ DOPASOWANIE

Streszczenie

Mechanizm obcigcia (suwmiarki) jest szeroko stosowanym narzedziem zabezpieczajacym przed

stabo dopasowanymi potaczeniami. W literaturze opisywane sa wlasno$ci asymptotyczne estymatorow
z obcigciem. W artykule opisany jest eksperyment symulacji numerycznej badajacy wlasnosci tych esty-
matoréw w matych i przecigtnie liczebnych probach. Pokazujemy, ze mechanizm obcigcia (suwmiarki)
powoduje znaczne obciazenie estymatora przecigtnego efektu oddziatywania wobec jednostek poddanych
oddziatywaniu (ang. ATT) i wzrost warto$ci jego wariancji w pordwnaniu ze standardowym estymato-

rem

1:1.

Stowa kluczowe: taczenie wedtug prawdopodobienstwa, obcigcie (suwmiarka), eksperyment Monte

Carlo, wlasno$ci matej proby
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SMALL SAMPLE PROPERTIES OF MATCHING WITH CALIPER

Abstract

A caliper mechanism is a common tool used to prevent from inexact matches. The existing literature
discusses asymptotic properties of matching with caliper. In this simulation study we investigate
properties in small and medium sized samples. We show that caliper causes a significant bias of the ATT
estimator and raises its variance in comparison to one-to-one matching.

Keywords: propensity score matching, caliper, Monte Carlo experiment, finite sample properties
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ACCURACY OF THE KAUFMANN AND DESBAZEILLE ALGORITHM
FOR TIME-COST TRADE-OFF PROJECT PROBLEMS

1. INTRODUCTION

The Kaufmann and Desbazeille algorithm is a procedure used in the time-cost tra-
de-off project analysis (TCTP-analysis). The method in question is commonly known
by project management trainers, academic teachers and students. The algorithm is pre-
sented, among other places, in Bladowski (1970), Gaspars (2006a), Gaspars (2006b),
Hendrickson (1989), Idzkiewicz (1967), Kukuta et al. (1996), Muller (1965), Muller
(1964), Siudak (1998) and Trocki et al. (2003). Authors use different names for this
method (e.g. CPM-COST analysis, time-cost analysis, network compression algo-
rithm, MCX — Minimum Cost Expediting). That is why Kaufmann and Desbazeille
(1964) are little-known surnames in TCTP analysis. Nevertheless, their book is the
oldest one containing a description of the algorithm under consideration. Therefore,
the procedure analyzed in this article, is conventionally called the Kaufmann and
Desbazeille algorithm. For convenience, we also use of the abbreviation KDA.

Many people claim that this method is an exact algorithm (Bladowski, 1970;
Bozarth, Handfield, 2005; Fusek et al., 1967; Giard, 1991; Idzkiewicz, 1967; Kopan-
ska-Brodka, 1998; Kukuta et al., 1996; Muller, 1965; Trocki et al., 2003; Waters,
1998), i.e. an algorithm which always indicates the cheapest way of project com-
pression. The KDA is however only a heuristic procedure. Examples of problems for
which the method leads to quasi-optimal solutions are given in Gaspars (2006a) and
Gaspars (2006b).

In Anholcer, Gaspars-Wieloch (2011) we have discussed and proved the special
case for which the Kaufmann and Desbazeille algorithm gives the worst results. In
this paper we are going to calculate the average accuracy of the KDA for several test
problems similar to the worst case and for some randomly generated problems, as well.

2. TIME-COST TRADE-OFF PROJECT PROBLEMS

In TCTP problems the trade-off occurs between the project completion time (7)
and the amount of non-renewable resources, i.e. money, which constitute the total cost
of the project (7C).
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The total cost (7C) consists of direct (DC) and indirect costs (/C). The first cate-
gory concerns costs related directly to the completion of activities (e.g. labor, raw
materials) and their compression. Activity durations are bounded from below (crash
duration) and from above (normal duration). The shortening of a given task requires
the increase of the amount of resources that are used to accomplish this activity.
Indirect costs, like e.g. penalty, insurance and taxes, are assigned to the project as
a whole. The penalty costs are imposed when the completion time has been delayed.
In general, when the completion time increases, indirect costs increase and direct
costs decrease (see Figure 1).

c \TC/

ic DC

> I

Figure 1. Time-cost curves
The main goals considered in TCTP analysis are as follows (Skutella, 1998):

1) minimizing time-dependent project costs within a specified project deadline or
target time 7¢ (Deadline Problem),
C(X) - min, (1)

X < 19, 2

2) minimizing project completion time within a specified budget C? (Budget Pro-
blem),
7(X) - min, 3)

) <C, 4

where X signifies the vector of activity durations.

3. EXISTING ALGORITHMS FOR THE TCTP PROBLEM

A detailed survey and analysis of optimization methods applicable to the TCTP
problems was presented by one of us in Gaspars-Wieloch (2008) and Gaspars-Wieloch
(2009). In addition, we both showed a comparative breakdown of these algorithms in
Anbholcer, Gaspars-Wieloch (2011). Here we just recapitulate the most important parts
of the breakdown mentioned above (#; — the shortest possible time for the i-th activity,
i.e. crash time; #”; — the normal time for the i-th activity), see Table 1.
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Table 1.

Comparative breakdown of existing project time-cost trade-off algorithms

Criterion

Authors of procedures

Type of optimization problems solved

C(X) — min, T(X) < T¢

1. Berman 2. Bladowski 3. De, Dunne, Gosh and Wells
4.Falk and Horowitz 5. Fondhal 6. Fulkerson 7. Gedymin
8. Goyal 9. Hindelang and Muth 10. Kaufmann and
Desbazeille 11. Kelley 12. Liu, Burns and Feng
13. Moder and Phillips 14. Moussourakis and Haksever
15. Panagiotakopoulos 16. Phillips and Dessouky
17. Prager 18. Siemens

T(X) — min, C(X) < C¢

1. Bladowski 2. De, Dunne, Gosh and Wells 3. Fulkerson
4. Gedymin 5. Kaufmann and Desbazeille 6. Kelley 7. Liu,
Burns and Feng 8. Moder and Phillips 9. Moussourakis and

Haksever 10. Phillips and Dessouky 11. Prager

C(7*?) — min *

1. Bladowski 2. Crowston and Thompson 3. De, Dunne,
Gosh and Wells 4. Fulkerson 5. Gedymin 6. Hindelang and
Muth 7. Kaufmann and Desbazeille 8. Kelley 9. Liu Burns

and Feng 10. Moder and Phillips 11. Moussourakis and

Haksever 12. Phillips and Dessouky 13. Prager

Type of costs considered

Shortening costs

1. Bladowski 2. Fulkerson 3. Gedymin 4. Goyal
5. Kaufmann and Desbazeille 6. Kelley
7. Panagiotakopoulos 8. Phillips and Dessouky 9. Prager
10. Siemens

Shortening costs and other
direct project costs

1. Berman 2. Bladowski 3. De, Dunne, Gosh and Wells
4. Falk and Horowitz 5. Fondhal 6. Kaufmann and
Desbazeille 7. Liu, Burns and Feng 8. Moussourakis and
Haksever

All costs (direct and
indirect)

1. Crowston and Thompson 2. Hindelang and Muth
3. Moder and Phillips

Growth speed of direct costs

Constant (linear time-cost

1. Fulkerson 2. Goyal 3. Kelley 4. Phillips and Dessouky

curve) 5. Prager 6. Siemens
. Linear 1. Kelley 2. Goyal 3. Liu, Burns and Feng 4. Phillips and
Increasing approximation Dessouky 5. Prager 6. Siemens
(convex N
curve) 0 1. Berman
approximation
Linear . .
Decreasing approximation 1. Falk and Horowitz 2. Gedymin
(concave
curve) N_O ) _
approximation
Linear 1. Falk and Horowitz 2. Gedymin 3. Moussourakis and
Various (ex. | @pproximation Haksever
Concave- 1. Bladowski 2. Crowston and Thompson 3. De, Dunne,
convex No Gosh and Wells 4. Fondhal 5. Hindelang and Muth
curve) approximation 6. Kaufmann and Desbazeille 7. Moder and Phillips
8. Panagiotakopoulos
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Table 1.

Criterion Authors of procedures

1. Berman 2. Falk and Horowitz 3. Fondhal 4. Fulkerson
5. Gedymin 6. Goyal 7. Kelley 8. Phillips and Dessouky
9. Prager 10. Siemens

Any real number from
<t i tni>

Any integer from 1. Bladowski 2. Kaufmann and Desbazeille

<tcl7 tni>
1. Crowston and Thompson 2. De, Dunne, Gosh and
Discrete options from Wells 3. Hindelang and Muth 4. Liu, Burns and Feng
<t;, "> 5. Moder and Phillips 6. Moussourakis and Haksever

N
Feasible activity durations

7. Panagiotakopoulos

1. Berman 2. De, Dunne, Gosh and Wells 3. Falk and
Horowitz 4. Fulkerson 5. Gedymin 6. Kelley 7. Liu, Burns
and Feng 8. Moussourakis and Haksever 9. Phillips and
Dessouky 10. Prager

Optimal solutions

1. Bladowski 2. Crowston and Thompson 3. Fondhal

9]
Accuracy of solutions
obtained

Optimal or suboptimal 4. Goyal 5. Hindelang and Muth 6. Kaufmann and
solutions Desbazeille 7. Moder and Phillips 8. Panagiotakopoulos
9. Siemens

* Tud denotes an advisable, but not mandatory, project completion time. When the advisable time is
exceeded, than the total project cost must include a penalty. When the project is finished before the
advisable time, the total cost is reduced by a bonus.

Source: Anholcer, Gaspars-Wieloch (2011), Gaspars-Wieloch (2008), Gaspars-Wieloch (2009).

Exact algorithms (i.e. those which guarantee finding an optimal solution) applied
in discrete problems (DTCTP — Discrete Time-Cost Trade-off Problems) are cha-
racterized by an exponential complexity and are NP-hard. Procedures designed for
continuous cases are solvable in polynomial time (see De et al., 1995; De et al., 1997;
Gaspars-Wieloch, 2008; Panagiotakopoulos, 1977; Siudak, 1998; Skutella, 1998).

4. THE PROJECT NETWORK — NOTATION

In the paper we use the AOA (activities on arcs) network representation of the
project, similarly as in Anholcer, Gaspars-Wieloch (2011). To be more exact, the set
E of arcs consists of m arcs ey, ..., e,,, while the set of nodes V consists of n nodes
Vi, ..., v, Bach arc ¢;, i = 1, ..., m is labeled by some positive natural number ¢, i.e.
the duration of the respective activity. For convenience, we often index the arc by e,
where j=1,...,n—1and k=2, ..., n are the indices of the starting and end node of
the arc, respectively.

In addition, for each arc we define a non-decreasing sequence C') :<C(i))/l:l=1 of

k
real numbers representing the shortening cost, where C,(cf) is the cost of reducing the
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duration of the i-th activity by the k;-th unit and K; < ¢; (one may shorten an activity
at most (#'; — ;) times).

The earliest time of the event j (the earliest time at which node j can be reached
such that all its preceding activities have been finished) is denoted by t_,I. (¢! being
equal to the minimum completion time of the project, i.e. 7%*). The latest time of the
event j (the latest time that node j can be left such that it is still possible to finish the
overall project in the minimum completion time) is denoted by ;.

5. THE KAUFMANN AND DESBAZEILLE ALGORITHM
— DESCRIPTION AND IMPLEMENTATION

The Kaufmann and Desbazeille algorithm is one of the oldest procedures applied
in TCTP analysis. As one can notice in the Table 1, the KDA allows to solve the
problem (1)-(2) or (3)-(4). This procedure focuses on the minimization of direct costs
(see Section 2). Theoretically, the algorithm may be used in time-cost trade-off pro-
blems with any types of time-cost curves for project activities. However, in practice
it is applied only when the unit shortening costs are non-decreasing, because in other
cases the solutions obtained are extremely bad (i.e. far from the optimal ones). Most
of the existing exact algorithms for TCTP are designed just for linear or convex
time-cost curves.

Kaufmann and Desbazeille assume that the parameters representing the normal
activity durations (¢%), the project target time (7¥) and the difference (¢/-£¢) are inte-
gers. They take into consideration only integer realizations of the project time even
if, for a given C? (see the Budget Problem (3)-(4)), the optimal solution requires
non-integer times for some tasks (see Table 1, point 4).

The original version of the KDA consists in iteratively shortening each critical
path in the network by exactly one time unit. The target is to find the cheapest way of
compressing the project time by one unit. We stop when constraints (1)-(2) or (3)-(4)
are satisfied. In order to apply this procedure, the user should know:

— the structure of the project network,

— the normal and the crash duration of the activities within the project,
— the unit shortening cost for each task,

— the deadline or budgetary constraint.

Let us recall the details of the KDA. Two steps are performed in every iteration:
one is to implement the CPM method for the actual durations of activities and the
second one is the shortening of the project by one time unit. The algorithm stops
when the desired time (7%) has been reached.

To compress the project duration, it is necessary to reduce each critical path by
one time unit. It is not necessary to shorten one activity from each critical path as the
critical paths not always are disjoint. In order to reduce the project duration, all the
cuts of the critical sub-network are considered and the cheapest one is chosen. Then,
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all the activities belonging to the minimal cut are shortened by one time unit. In the

original KDA the cut P is defined as the set of arcs such that:

1. After removing all the arcs belonging to P, the project network is no longer con-
nected.

2. The set of nodes V splits into two disjoint subsets: V| containing the starting event
and V, containing the end event of the project such that the starting nodes of all
the arcs from P belong to V;, while the end nodes belong to V.

O O

Figure 2. Sample network

In the articles Gaspars (2006a) and Gaspars (2006b) one of us came to the conc-
lusion that the main (but not the only one!) factor affecting the accuracy of the KDA
is the way in which variants for compressing the completion time are found. In the
original version of the KDA the best set of activities to shorten is chosen from a list
of sets containing exactly one activity on each critical path. This approach exposes
us to overlooking the cheapest way of accelerating the project by one time unit. In
Gaspars (2006a) and Gaspars (2006b) it has been emphasized that the easiest, but not
sufficient, way of improving the results, i.e. reducing the compression costs, is to find
the cheapest solution among sets containing at least (but not exactly) one activity on
each critical path. This modification is so natural and obvious that in the next section
we will analyze the accuracy of this modified version of the KDA. That means that
in order to increase the exactitude of the algorithm it is desirable to consider a more
general concept of a cut, as Ford and Fulkerson do (see e.g. Cormen et al., 2001;
Ford, Fulkerson, 1962; Gedymin, 1974; Korzan, 1978). To be more specific, they only
use the second point of the last definition. This slight modification allows us to use the
FFEK! algorithm (see e.g. Edmonds, Karp, 1972) for finding the minimal cut instead
of an exhaustive search over all the cuts, which makes the algorithm much faster. To

1" Edmonds — Karp algorithm, one of the adaptations of the Ford — Fulkerson algorithm.
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illustrate the difference between these two definitions of the cuts see Figure 2 below.

In the case of the original KDA the cuts allowed are {e;, e}, {e,, €3, €4} and {ey, es},

while in the case of the Ford — Fulkerson algorithm there is one more cut allowed,

namely {e;, es}.

Finally, the version of the Kaufmann — Desbazeille algorithm tested in the next
section can be defined as follows:

1. (Initialization) Set the total shortening cost 7C := 0 and go to step 2.

2. (CPM) Perform the CPM analysis of the project network. If ¢/ <T“ then STOP.
The current solution is the optimal one?. Otherwise go to step 3.

3. (Time reduction / FFEK) Define the following maximum flow problem. Conside-
red arcs in the network are all the critical arcs in the project network. Moreover
the capacity of each arc e; belonging to this network is equal to the first element
of the sequence C® (if this sequence has at least one element and oo otherwise).
Using the FFEK method one finds the minimal cut. If the value CV of the mini-
mal cut MC is equal to o, then STOP. The deadline problem cannot be solved>.
Otherwise, go to step 4.

4. (Update) Set TC .= TC + CV. For each arc ¢; € MC set t; := t;,— 1 and remove the
first element of C®. Go back to step 2.

Note that each time step 4 is performed, the total completion time of the overall
project decreases by one. Thus the version of the KDA defined above always stops
after a finite number of steps: it either finds the optimal solution or reports the pro-
blem to be inconsistent.

6. GOAL OF COMPUTATIONAL EXPERIMENTS

Kaufmann and Desbazeille were only interested in integer realizations of the pro-
ject time. Therefore, the empirical research will just be related to the deadline problem
(see problem 1-2) as the discrete solutions obtained simultaneously constitute solu-
tions for different values of the budgetary parameter in the budget problem. Solutions
generated for one of the chosen problem (deadline or budget) suffice to establish the
whole time-cost project curve DC (see Figure 1).

In our article we calculate the mean deviation between KD solutions and optimal
results. The measure of accuracy (4) is a relative difference between the total project
compression costs obtained by the KDA, i.e. CXP4, and the minimum project com-
pression costs C™" (the average is calculated over P, i.e. all the test problems, see
Equation 5):

2 It is optimal in the sense of the KDA, while it does not have to be the global minimum of the
defined deadline problem.

3 It cannot be solved using the KDA method. It can be easily proved then that the deadline problem
is contradictory (inconsistent).
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. |
D). (%)

The values C,™" constitute the optimal solutions of the following deadline pro-
blem:

m K(i)
Z Cikyik - min’ (6)
i=l k=1
K(i) ‘
=X, T X0t Zyik -z, =t',i=1,...,m, (7)
k=1
x1:0,x_/20,j=1,...,n,x”STd, (8)
0<y,<Li=L..mk=1..K(@), 9
z,20,i=1,...,m. (10)

with parameters:

m — number of activities (arcs),

n — number of events (nodes),

¢/, t£ — the normal and crash time of activity ¢;, 1 < i < m,

K(i) — maximum number of units that activity ¢; can be shortened by, K(i) = ¢ — t£,
¢y — cost of shortening activity e; by A7 unit, ¢ < ¢;411, 1 < k < K(i),

p(i), q(i) — indices of the starting and end node of arc ¢;, 1 < p(i) < q(i) < n,

7" — the desired project completion time,

and variables:

x; — time of event v;, 1 <j <n,

Vi — binary variable equal to 1 when activity e; is shortened by & unit and 0 other-
wise,

z; — final time reserve for activity e;, 1 <i < m.

Each optimal value of the variable x; always belongs to the interval [#/,t/7].

In connection with the assumptions made by Kaufmann and Desbazeille (the time
parameters are integer) and the fact that we only analyze the deadline problem, the
variables in the model (6)-(10) are always integer although there are no additional
constraints requiring integer solutions (see Schrijver, 2003). In our experiments we
intend to check the accuracy of the KDA for problems similar to the worst case
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presented and proved in Anholcer, Gaspars-Wieloch (2011) and for totally random
problems.

7. DESCRIPTION OF THE TEST PROBLEMS

Let us recall the details of the case for which the accuracy of the KDA is the worst
(see Anholcer, Gaspars-Wieloch, 2011):

1) the network has the structure given in Figure 3 (i.e. the set of arcs consists of all
the pairs of nodes of the form (v, vj1»), j = 1, ..., n-2, and all the pairs of nodes
of the form (v}, vj41), j = 1, ..., n-1) and the number of nodes (n) is even,

2) the normal completion times of activities <k,k+1> equal ¢;,,, and the normal
completion times of activities <k,k+2> equal 2-¢;,,, —1 (see Figure 3),

3) the unit shortening costs of activities <2k, 2k + 1>, <2k — 1, 2k> and <k, k + 2>

are respectively equal to @, b and ¢ where b > a and ¢ >b(;—lj (see Figure 3),
4) the desired project completion time 7% is equal to 7" —(Z—l]—l, where 7" is
the normal project time (i.e. I'" =(n—1)-¢,,,)) and (;—lj is the number of all

activities <2k, 2k + 1>. This means that 7¢ =T" —gz (n=1) -t} —g

Figure 3. Network type: deterministic

According to the proof given in Anholcer, Gaspars-Wieloch (2011), in such a situ-
ation the difference between the total shortening cost given by KDA and the optimal

one amounts to C*** —C™ = a[z - 1). This implies that the gap increases arbitrarily if

either n, a or both increase. In particular we have

lim(C* — C™ )= co.

n—o0
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We use three types of test problems in our experiments. The structure of the first
type network is deterministic and is connected to the worst case. Two others are
random.

1. Network type 1 (deterministic): The set of nodes consists of # nodes, where n
is a parameter. The set of arcs (activities) consists of all the couples of nodes
of the form (v;, vjy2), j = 1, ..., n-2, and all the couples of nodes of the form
(vj» vi+1),J = 1, ..., n-1 (see Figure 3).

2. Network type 2 (globally random): The set of nodes consists of n nodes, where
n is a parameter. There is also one more parameter — D, being the maximum
out-degree®. The process of generating the arcs consists of two steps. In the first
step, for each node v;, j = 1, ..., n-D, we choose uniformly at random D successors
from the set {v;,y, ..., v,}. Each remaining node, i.e. node v;, j = n-D+1, ..., n-1,
is linked with all the nodes from the set {vj;y, ..., v,}. One may observe that
such a way of the network generation does guarantee neither the connectivity of
the network nor the uniqueness of the starting event. Thus in the second step all
the nodes from the set {v,, ..., v,} are examined. If some of them, say v;, does
not have any predecessor, then an additional arc is added in the following way.
A vertex, say vy, is chosen uniformly at random from the set {vi, ..., v;;}, and the
new arc is formed as (v, ;).

3. Network type 3 (locally random): The way of generating the arcs is almost the
same as in the previous case. The only difference is that in both steps the proba-
bilities of choosing the neighbors are not equal, but the smaller is the difference
between the nodes indices, the higher is the probability of joining them with an
arc. Namely, the probability of creating an arc joining the pair of nodes (v;, v;y)
is k times lower than the probability of the creation of the arc between the nodes
v and vy
In the deterministic case the integer times are chosen uniformly at random from

the given range, where the minimal and maximal values are parameters. The ran-

ges are defined separately for the arcs of the type (v;, v;+1) and the arcs of the type

(Vj» Vj+2). In the case of random networks there is one basic range defined for all the

arcs of the type (v}, v;1). For the arcs joining the vertices (v, vjix), k = 1, the length

of the range is calculated as the floor’ from the product of the basic time and one
of the expressions: k (linear growth), Ink + 1 (logarithmic growth), k2 (square root
growth) or &2 (power growth).

One more time parameter is defined in case of each problem. It is the maximum
time reduction, i.e. the maximal number of time units by which the time of each
activity may be reduced. This parameter is defined either in units or in percents (in
the latter case the resulting times are rounded to integer values if necessary).

4 In fact, in the case of some nodes the maximum out-degree may be finally equal to D + 1.
5 The floor function [x] is defined as the greatest integer lower or equal to x: [x] = max{y € Z |y <x}.
E.g [2.7] =2, [2.7] =-3, [2] = 2, [-2] = 2.
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Having defined it, one may define all the possible durations for each activity.
For each duration the reduction cost is generated in the following way. The starting
reduction cost is a real number chosen uniformly at random from a given range. Then
for each duration of the activity the increase of the cost (in comparison to the cost
for the previous considered duration) is a real number chosen from another range.
As both ends of the ranges have to be positive, the shortening cost sequences are
always non-decreasing. In the case of the deterministic network the pair of ranges
under consideration is defined separately for each type of arcs: (v, V42), (V) Vaji1)
and (v;, vjy2). In the case of the random ones, there is one range defined for all the
arcs.

Now let us analyze in details the generated problems.

In the case of deterministic type network, we have tested only the problems on
10 nodes. We considered four types of test problems, distinguished with the time
and basic costs generation schemes. Times on the edges (k, £ + 1) were equal to 5
in two first cases (Tables 2 and 3) and chosen randomly from the range [1; 5] in the
remaining two (Tables 4 and 5); times on the edges (k, £ + 2) equal to 9 and 5 or
chosen from [5; 10] and [1; 5], respectively. The basic costs for the arcs (2k, 2k + 1),
(2k — 1, 2k) and (k, k + 2) have been chosen respectively from the ranges [1; 2],
[2.1; 5], [25; 50] (first and second type) and [1; 5], [1; 5], [1; 5] (third and fourth
type), see Figure 3. In all four cases we considered the problems with constant and
increasing costs. All the increments were chosen from some intervals as in the random
case (the ranges are given in respective tables). In each case two shortening modes
were tested.

In the case of the random and locally random networks we have tested the pro-
blems on 10 and 50 vertices. The problems have been tested for all the types of the
ranges for activities duration (constructed using the linear, logarithmic, square root
and power growth function). The maximum out-degree was set to 2.

The basic times (to be multiplied by respective growth functions) have been cho-
sen randomly from the range [0; 5].

In the case of the problems on 50 nodes, the maximum activity compression were
set to 2 units or 80%, i.e. the duration of each activity was allowed to be shortened by
at most 2 units or at most down to 80% (see Tables 8, 9). Test problems on 10 nodes
were examined also for the maximum shortening down to 60% (see Tables 6, 7).

The basic shortening costs (cy) for each activity have been defined as chosen
randomly from the range [1; 5]. For each possible unit of the shortening & the cost
has been defined recursively as ¢, = ¢, _ | + d, where the number d has been chosen
every time uniformly at random from the range [0; 5].

For each combination of settings (four growth functions times two or three shor-
tening modes) we tested each problem by calculating the Kaufmann and Desbazeille
solution with comparison to the exact one. The computations have been performed
for each possible integer shortening time 7¢ (dozens for each test problem). For each
combination of settings 100 problems have been generated and tested.
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Notice that problems calculated in this article, even though they always have
discrete solutions, are not NP-hard.

8. EMPIRICAL RESULTS

The mean accuracy related to the deterministic problems is presented in Tables
2-5.

Table 2.
Network type: deterministic
Variant unit shortening cost.
Constant unit shortening cost Cost increment (2k, 2k + 1): [0; 2].
(cost increment = 0). Cost increment (2k — 1, 2k): [0; 5].
Cost increment (k, k£ + 2): [0; 50].
Short. 2 units Short. 70% Short. 2 units Short. 70%
5.91329 5.16709 4.16203 3.90385

Nodes: 10. Time (k, k£ + 1): 5. Time (k, k + 2): 9. Basic cost (2k, 2k + 1): [1; 2]. Basic cost (2k — 1, 2k):
[2.1; 5]. Basic cost (k, £ + 2): [25; 50].

Table 3.
Network type: deterministic
Variant unit shortening cost.
Constant unit shortening cost Cost increment (2k, 2k + 1): [0; 2].
(cost increment = 0). Cost increment (2k — 1, 2k): [0; 5].
Cost increment (k, k£ + 2): [0; 50].
Short. 2 units Short. 70% Short. 2 units Short. 70%
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Nodes: 10. Time (k, k£ + 1): 5. Time (k, k£ + 2): 5. Basic cost (2, 2k + 1): [1; 2]. Basic cost (2k — 1, 2k):
[2.1; 5]. Basic cost (k, £ + 2): [25; 50].

Table 4.
Network type: deterministic
Variant unit shortening cost.

Constant unit shortening cost Cost increment (2k, 2k + 1): [1; 2].
(cost increment = 0). Cost increment (2k — 1, 2k): [1; 2].

Cost increment (k, k + 2): [1; 2].

Short. 2 units Short. 70% Short. 2 units Short. 70%

0.57990 0.03260 0.14376 0.05813

Nodes: 10. Time (k, £ + 1): [1; 5]. Time (k, k£ + 2): [5; 10]. Basic cost (2k, 2k + 1): [1; 5]. Basic cost
(2k — 1, 2k): [1; 5]. Basic cost (k, k + 2): [1; 5].
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Table 5.
Network type: deterministic
Variant unit shortening cost.

Constant unit shortening cost Cost increment (2k, 2k + 1): [1; 2].
(cost increment = 0). Cost increment (2k — 1, 2k): [1; 2].

Cost increment (k, k + 2): [1; 2].

Short. 2 units Short. 70% Short. 2 units Short. 70%

0.84420 0.00000 0.46760 0.00000

Nodes: 10. Time (k, k£ + 1): [1; 5]. Time (k, k£ + 2): [1; 5]. Basic cost (2k, 2k + 1): [1; 5]. Basic cost
(2k — 1, 2k): [1; 5]. Basic cost (k, £+ 2): [1; 5].

This time the accuracy is worse than in the case of randomly generated networks.
It is mostly visible in the Table 2, where the numbers reach the level of about 5%.
It means that the KDA is not as much useful in the cases where many critical and
subcritical paths with a lot of common arcs may appear (see Figure 3). Observe that
we defined the deterministic type of network in a very special way in order to make
such a situation very likely. However, the poor accuracy of the KDA occurs not only
because of the fact that networks are characterized by an extremely peculiar structure
and by a huge number of critical and subcritical paths with a lot of common edges.
The third characteristic of the networks analyzed in Table 2 is the quite unusual level
of shortening costs for each type of activities (compare Table 2 with Tables 4-5).
Let us recall this specific case. The unit shortening costs of activities <2k, 2k + 1>,
<2k — 1, 2k> and <k, k + 2> are respectively equal to a, b and ¢ where b > a and

c>b(n—lj-
2

The mean accuracy for random and locally random problems is given in Tables
6-9.

Table 6.
Network type: locally random
Short. . .
Mode Linear growth Power growth Square root growth | Logarithmic growth
2 units 1.09354 0.54207 0.61875 0.68812
80% 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
60% 0.00052 0.00151 0.03298 0.03353

Nodes: 10. Out-degree: 2. Time: [1; 5]. Basic cost: [1; 5]. Cost increment: [0; 5].
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Table 7.
Network type: globally random
Short. . —
Mode Linear growth Power growth Square root growth | Logarithmic growth
2 units 0.24885 0.97609 1.16946 0.45341
80% 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
60% 0.06152 0.00397 0.05415 0.00714
Nodes: 10. Out-degree: 2. Time: [1; 5]. Basic cost: [1; 5]. Cost increment: [0; 5].
Table 8.
Network type: locally random
Short. . oy
Mode Linear growth Power growth Square root growth | Logarithmic growth
2 units 0.28675 0.57902 0.34920 0.31711
80% 0.03424 0.00126 0.00510 0.02037
Nodes: 50. Out-degree: 2. Time: [1; 5]. Basic cost: [1; 5]. Cost increment: [0; 5].
Table 9.
Network type: globally random
Short. . S
Mode Linear growth Power growth Square root growth | Logarithmic growth
2 units 0.02317 0.00000 0.55802 0.19056
80% 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Nodes: 50. Out-degree: 2. Time: [1; 5]. Basic cost: [1; 5]. Cost increment: [0; 5].

As one can see, the accuracy is usually better in networks consisting of more
nodes (compare Table 8 with Table 6 and Table 9 with Table 7). The differences
between the KD solutions and the exact ones are not very significant — only few of
them exceeds the level of 1%, while many of them are less than 10 =%. This proves
our supposition that the modified version of KDA behaves quite good in the situation
where the network does not contain too much critical paths (which is very likely in
our case, as the network is quite sparse).

We tested two kinds of random networks. The ones called globally random have
arcs distributed in a sense uniformly, while the locally random networks have rather
a structure close to the D power of path (i.e. the graph where the vertex v; is adjacent
with the vertices v;, for which the inequality |i — j| < D holds). We hoped that this
difference in the structure of the network would lead to some substantial differences
in the accuracy of the examined algorithm. The influence of the network structure on
the algorithm is not obvious.
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In the case of logarithmic growth, the algorithm performs better for globally ran-
dom networks. In the case of square root growth, it acts better when networks are
locally random (with one exception, however in this case — 50 nodes, 80% shortening
— the difference is hardly visible). In the case of power growth the algorithm performs
better on small locally random and bigger globally random networks. In the case of
linear growth, again the algorithm is better for globally random networks (the only
exception seems to be not significant). As we can see, in most cases the more ordered
structure of the network (locally random) implies a worse performance of the KDA.
However, this does not mean that the structure itself has the influence on the way
the KDA works. It has to be analyzed together with other features of the problem, in
particular the distribution of the shortening costs.

9. CONCLUSIONS

The goal of our article was to check the accuracy of the Kaufmann and Desba-
zeille algorithm for the worst case described in Anholcer, Gaspars-Wieloch (2011)
and for randomly generated problems. As one can notice the difference between the
exactitude of the procedure for the deterministic and random networks is quite signifi-
cant. The KDA is essentially inefficient only in specific cases. Nevertheless we should
remember that the computational experiments focused on the modified version of the
KDA. The accuracy of the original method is certainly worse.

Poznan University of Economics
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DOKEADNOSC ALGORYTMU KAUFMANNA I DESBAZEILLE W PROBLEMACH
OPTYMALIZACJI CZASOWO-KOSZTOWEJ PROJEKTU

Streszczenie

Analiza czasowo—kosztowa jest bardzo waznym elementem zarzadzania projektem. Algorytm
Kaufmanna—Desbazeille dla tego problemu jest przez wielu autorow okreslany mianem doktadnego, lecz
w kilku pracach wykazano, iz w niektorych przypadkach stosowanie tej procedury prowadzi jedynie do
rozwigzan bliskich optimum. W artykule wyznaczamy $rednig doktadnos¢ algorytmu dla pewnej liczby
sieci 0 z gory ustalonej badz losowo wygenerowanej strukturze. Doktadno$¢ procedury Kaufmanna
i Desbazeille jest najnizsza, gdy:

—  sie€ jest generowana w sposob deterministyczny (parzysta liczba weztow, sie¢ sktada si¢ z samych
tukow laczacych sgsiednie wezty, sasiednie wezly parzyste 1 sgsiednie wezly nieparzyste, a wige
posiada wiele $ciezek krytycznych i podkrytycznych ze wspolnymi tukami),

—  kazdy typ czynnoséci w tak skonstruowanej sieci ma bardzo specyficzne charakterystyki czasowo-
-kosztowe.

Struktura sieci ma wplyw na wydajno$¢ algorytmu. Powinna by¢ jednak analizowana lacznie z roz-
ktadem jednostkowych kosztow skrocenia czynnosci.

Stowa kluczowe: analiza czasowo-kosztowa projektow, sie¢, $ciezka krytyczna, doktadnosé
algorytmu, skracanie czasu realizacji projektu, krzywe czasowo-kosztowe, minimalizacja kosztu przy
zadanym czasie dyrektywnym

ACCURACY OF THE KAUFMANN AND DESBAZEILLE ALGORITHM FOR TIME-COST
TRADE-OFF PROJECT PROBLEMS

Abstract

The time-cost tradeoff analysis is a very important issue in the project management. The Kaufmann-
Desbazeille method is considered by numerous authors as an exact algorithm to solve that problem,
but in some articles it has been proved that for specific network cases the procedure only leads to
quasi-optimal solutions. In this paper we calculate the average accuracy of the algorithm for several
deterministic and randomly generated networks. The accuracy of the KDA is the worst when:

— the network is generated in a deterministic way (an even number of nodes, the network contains only
arcs connecting neighbouring nodes, neighbouring even nodes and neighbouring odd nodes, thus it
has many critical and subcritical paths with a lot of common arcs),

— each type of activities in such a network has very specific time-cost characteristics.

The structure of the network has the influence on the performance of KDA. It should be however
analyzed together with the distribution of the shortening costs.

Keywords: time-cost tradeoff project analysis (TCTP-analysis), network, critical path, accuracy of
the algorithm, project compression time, time-cost curves, deadline problem
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1. WSTEP

Model ekonometryczny rozwazany w pracy powstaje poprzez przyjecie rozkladu
a priori, generowanego przez estymowany model rownowagi ogolnej, dla wektorowe;j
autoregresji bez restrykcji, prowadzac do klasy hybrydowych wektorowych autoregre-
sji znanych w literaturze pod pojeciem DSGE-VAR (ang. Dynamic Stochastic General
Equilibrium Vector AutoRegression). L.aczng one zalety stylizowanych strukturalnych
modeli makroekonomicznych z elastyczno$cia wektorowej autoregresji, pozwalajac
danym empirycznym wybra¢ stopien w jakim potwierdzaja one kazde z podejs¢. Moga
one by¢ wykorzystywane do oceny poprawnosci specyfikacji konstrukcji wywodzacej
sie z teorii ekonomii, dopuszczajac jednocze$nie mozliwos¢ uchylenia restrykcji z niej
wynikajacych, ktore nie pozostaja w zgodzie z danymi obserwowanymi. Celem pracy
jest kompleksowe oméwienie i podsumowanie zagadnien teoretycznych zwigzanym
z modelami DSGE-VAR, m.in. szczeg6lowa prezentacja rozkladéw prawdopodobien-
stwa lezacych u podstaw konstrukcji modelu potagczonego, omowienie roli parametru
wagowego 1 detali zwigzanych z konstrukcjg rozktadu a priori, w tym wyprowadze-
nie kompletnych formul na momenty teoretyczne zmiennych stanu, oraz prezentacja
kolejnych etapow budowy modelu. Praca ma charakter teoretyczny i jest autorska
synteza informacji zwigzanych z metodologia DSGE-VAR. Wypetnia ona luke w lite-
raturze polskiej przedstawiajac catosciowe ujecie modelu i moze stanowi¢ uzyteczne
wprowadzenie do badan empirycznych.

1" Praca wykonana w ramach badan statutowych Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych Uni-
wersytetu Ekonomicznego w Krakowie. Autorka pragnie ztozy¢ podzigkowania Profesorowi Jackowi
Osiewalskiemu oraz uczestnikom seminarium Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych za komentarze
i dyskusje podczas prezentacji opracowania.
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2. OGOLNA CHARAKTERYSTYKA

Metodologia pozwalajaca na potaczenie wnioskowania na podstawie estymo-
wanych modeli rownowagi ogoélnej z modelami wektorowej autoregresji zostata
zaproponowana w pracy Del Negro i Schorfheide (2004) i nastepnie rozwini¢ta przez
Del Negro i in. (2007). Okresla ona klas¢ hybrydowych modeli wektorowej autore-
gresji (DSGE-VAR), ktore powstaly w wyniku poszukiwania metod uwzgledniania
w modelach wektorowej autoregresji informacji wstgpnych, majacych za zadanie
ich powigzanie z teorig ekonomii i poprawienie ich wtasno$ci. Pierwotnie prace te
koncentrowaty si¢ na zastosowaniu modeli strukturalnych, podbudowanych teoria
ekonomii, do konstrukcji rozktadow a priori dla wektorowej autoregresji (por. np.
Ingram i Whiteman, 1994), badz do porownan wiasnos$ci statystycznych makroeko-
nomicznych szeregow czasowych (por. np. DeJong i in., 1996). Modele teoretyczne
dostarczaty poréwnywalnego rozktadu a priori, ocenianego w kategoriach zdolnosci
prognostycznej uzyskanej postaci hybrydowej, jak metodologia, w ktérej zmienne
wektorowej autoregresji sg traktowane a priori jako grupa niezaleznych procesow
btadzenia losowego, zaproponowana w pracy Doana i in. (1983) i Littermana (1986).
Pierwszy tego typu model, estymowany metoda najwigkszej wiarygodnosci, powstat
po zdefiniowaniu procesu autoregresyjnego dla wektora zaktocen losowych w row-
naniu obserwacji, reprezentacji modelu rownowagi ogdlnej w przestrzeni stanow,
1 zostal zaproponowany w pracy Irelanda (2004). Dalszy rozw¢j metodologii polegat
na konstrukcji rozktadow prawdopodobienstwa, ktore w sposob formalny taczyty
wnioskowanie na podstawie wektorowej autoregresji z modelami posiadajacymi uza-
sadnienie w teorii ekonomii. Techniki te pozwolity na opracowane metod formalnego
wnioskowania o parametrach modelu rownowagi ogdlnej na podstawie wektorowe;j
autoregresji w modelu potaczonym (por. np. Del Negro i Schortheide, 2004; Del
Negro i in., 2007). Z obecnie opracowanych zastosowan mozna wymieni¢ prace m.in.
Lee i in. (2007), Liu i Gupty (2008), Watanabe (2007), Chowa i McNelisa (2010),
Adolfsona i in. (2008), Kolasy i in. (2012) i Brzoza-Brzeziny i Kolasy (2012). Niniej-
sza praca jest poswigcona szczegotowemu i kompleksowemu omowieniu metodologii
DSGE-VAR, ktora jest niezbedna do prezentacji zagadnien empirycznych, zawartych
w opracowaniu: Wrobel-Rotter (2013b). Obydwie prace stanowig kontynuacje badan
zwigzanych ze stosowaniem estymowanych modeli rownowagi og6lnej (DSGE)
w praktyce, w ramach ktorych szczegotowo omowiono podstawy teoretyczne wraz
z wyprowadzeniem réwnan strukturalnych: Wrobel-Rotter (2011a), (2011c), (2012b),
sposoby doboru rozktadu a priori dla wag i parametru wagowego wraz z omowieniem
ich wptywu na funkcje odpowiedzi impulsowych: Wrobel-Rotter (2013c), (2013d)
oraz aspekty estymacyjne i numeryczne: Wrobel-Rotter (2011b), (2012a), (2013a).
Badanie te poprzedza ogdlna charakterystyka estymowanych modeli rownowagi
ogoblnej, zawarta w pracach Wrobel-Rotter (2012c¢), (2012d) oraz we wczesniejszych:
Wrobel-Rotter (2007¢), (2007a), (2007b), (2008).
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Model DSGE-VAR sktada si¢ z pomocniczego modelu wektorowej autoregresji,
stuzacego aproksymacji rozwigzania zlinearyzowanego modelu réwnowagi ogdlnej
1 konstrukcji rozktadu a priori, oraz zasadniczego modelu wektorowej autoregresji,
szacowanego na danych rzeczywistych. Moze on by¢ interpretowany jako identyfi-
kowalny model wektorowej autoregresji (ang. identified VAR), nie za$ jako forma
zredukowana modelu strukturalnego (por. np. An i Schortheide, 2007). Modele
DSGE-VAR dostarczaja narzgdzia stuzacego odpowiedzi na pytanie w jakim stopniu
dane empiryczne potwierdzajg hipotezy wnoszone przez model rownowagi ogdlnej
a w jakim sg one lepiej opisywane przez model wektorowej autoregresji bez ogra-
niczen. Stosowanie modelu strukturalnego jako punktu odniesienia dla proceséw
wektorowe] autoregresji zaktada, ze teoria ekonomii, ujeta poprzez stylizowane
zalezno$ci zdefiniowane w teoretycznej gospodarce, nadaje si¢ do jej uwzglednienia
do opisu danych rzeczywistych. Model DSGE-VAR mozna postrzega¢ jako sposob
na poprawienie wlasno$ci wektorowej autoregresji, poprzez uwzglednienie informa-
cji wstepnej, wynikajacej z teorii ekonomii, badz tez jako technike umozliwiajaca
zlagodzenie restrykcji obecnych w modelu rownowagi ogoélnej i ocen¢ poprawno-
sci jego specyfikacji. Budowa modelu DSGE-VAR jest procesem hierarchicznym,
zaczynajacym si¢ od specyfikacji rozktadu a priori dla wektora parametréw modelu
rownowagi ogolnej, warunkowo wzgledem ktorego definiuje si¢ rozktad a priori dla
wspolczynnikow wektorowej autoregresji. Umozliwia to, po uwzglednieniu funkcji
wiarygodnos$ci, wnioskowanie a posteriori zarowno o parametrach modelu struktu-
ralnego jak i wspotczynnikach wektorowej autoregresji. Koncepcja budowy rozkladu
a priori bazuje na idei dolosowania danych, ktore nastepnie stuzg estymacji modelu
pomocniczego pozwalajacego na przekazanie informacji wstgpnej; podejscie takie sto-
sowali m.in. Sims i Zha (1998). Ma ono rowniez swoje uzasadnienie w pionierskich
pracach z zakresu taczenia w modelu statystycznym wiedzy spoza proby i informacji
niesionej przez obserwacje oraz metodach ich estymacji, zaproponowane przez Theila
1 Goldbergera (1961). Koncepcja modeli pomocniczych jest zwigzana rowniez z bay-
esowskimi metodami wnioskowania nie wprost (ang. indirect inference), (por. np.
Gallant i McCulloch, 2009).

3. MODEL POLACZONY

Laczne wnioskowanie o wspdlczynnikach i macierzy kowariancji wektorowe;j
autoregresji: @ i 2, oraz o parametrach 6 modelu rownowagi ogdlnej jest mozliwe
po zdefiniowaniu modelu potagczonego, ktory jest okreslony przez model wektoro-
wej autoregresji aproksymujacy rozwigzanie zlinearyzowanej postaci modelu struk-
turalnego oraz wektorowa autoregresje bez restrykcji dla danych obserwowalnych.
Powstaly w ten sposob model potgczony wektorowej autoregresji umozliwia, na
gruncie metod bayesowskich, jednoczesne wnioskowanie o @, 2, i 6, przy ustalonym
wektorze obserwacji. Laczny rozktad a priori dla @, X, i 6 jest budowany w sposob



362 Renata Wrébel-Rotter

hierarchiczny, poprzez zatozenie rozktadu a priori dla parametrow modelu réwnowagi
ogolnej, a nastgpnie, warunkowo wzgledem niego, przyjecie rozktadu a priori dla
wspoélczynnikow wektorowej autoregresji:

p(@,Zu,H):p(QD,ZM 9)17(0): (1)

gdzie p(®,%,|0) to rozklad a priori wspotczynnikdéw i macierzy kowariancji wektoro-
wej autoregresji bez restrykcji, warunkowy wzgledem 6, p(6) jest brzegowym rozkta-
dem a priori dla parametréw modelu rownowagi ogolnej, specyfikowanym w sposob
standardowy, na podstawie oczekiwan co do jego wilasnosci i zakresu mozliwych
wartosci parametrow w danym przypadku empirycznym.

Statystyczny model bayesowski, zdefiniowany poprzez taczny rozktad wektora
obserwacji Y, parametrow wektorowej autoregresji i modelu strukturalnego ma postac:

p(Y,®.2,.0) = p(Y|0,2,.,0)p(V,%,[0) p(9), 2

gdzie warunkowa gesto$¢ obserwacji: p(Y|®,2,.,0) = p(Y|®,Z,) i funkcja wiarygodno-
sci: (D, X,,] Y) nie zaleza od 6. Laczny rozklad a posteriori w modelu hybrydowym
wspolczynnikow wektorowej autoregresji i parametrdéw modelu rownowagi ogdlne;j
otrzymujemy z wzoru Bayesa:

r(Y,,X,.0)

p(@.2,.0Y)="——""— 3)
4 px) >
gdzie p(Y) oznacza brzegowa gestos¢ obserwacji, przy czym zachodza réwnosci:
p(Y,0,%,,0) _ p|®.2)p(®.2,.0) pY|®.X,)p(®,2,[0)p©) (4)

p(Y) p(Y) p(Y)

Whnioskowania a posteriori z modelu hybrydowego, o parametrach wektorowe;j
autoregresji, warunkowo wzgledem parametrow 6 modelu strukturalnego, dokonuje
si¢ po faktoryzacji tacznego rozktadu a posteriori:

p(®,2,,0

Y)=p(®,2,

Y.0)p(0]Y), 5)

gdzie p(®,Z,|Y,0) jest rozktadem a posteriori wspdtczynnikéw i macierzy kowariancji
wektorowej autoregresji, warunkowym wzgledem parametréw modelu rownowagi
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ogolnej, p(Y]0) jest brzegowym wzglgdem @ i X, rozktadem a posteriori parametrow
modelu réwnowagi ogodlnej. Charakterystyki warunkowego rozktadu a posteriori
p(®.%,]Y,0) stanowig podstawe do analiz ekonomicznych, uzyskanych z hybrydowego
modelu wektorowej autoregres;ji.

Laczny rozklad a posteriori p(®,Z, 0|Y) moze zosta¢ poddany dekompozycji
umozliwiajacej wnioskowanie o parametrach modelu strukturalnego. Warunkowy
rozktad p(0|®, X,.Y) a posteriori parametréw modelu rownowagi ogolnej, przy usta-
lonych @ i 2, uzyskuje si¢ z modelu hybrydowego po zapisaniu:

p(®,Z .0

Y)=p(0|®.2,,Y)p(®.2,|Y), (6)

us

gdzie p(®,Z,|Y) jest rozktadem a posteriori wspdtczynnikéw wektorowej autoregres;ji,
brzegowym wzgledem 6, natomiast warunkowy wzgledem @ i 2, rozklad a poste-
riori dla @ nie zalezy od wektora obserwacji: p(6|®, Z,,Y)= p(0|®, X,). Oznacza to,
ze wnioskowanie, z modelu hybrydowego, o parametrach modelu strukturalnego na
podstawie danych rzeczywistych jest mozliwe posrednio, poprzez wnioskowanie
o parametrach @ oraz X, wektorowej autoregresji.

Brzegowy rozktad a posteriori p(6)Y), wektora parametréw modelu strukturalnego
0, zawierajacy dostepne po zaobserwowaniu danych Y informacje, jest uzyskiwany
na podstawie wzoru Bayesa: p(6Y) = p(Y|0)p(0)/p(Y), gdzie p(Y) = [p(Y|0)p(0)/do
jest brzegowa, wzgledem wszystkich parametrow modelu hybrydowego, gestoscia
obserwacji. Gestos¢ obserwacji w modelu polaczonym, warunkowa wzgledem 6
1 brzegowa wzgledem parametrow @ i 2),, jest dana przez:

vy 200 [p(]@.2,.0)p(@.2,[0)p(O)d(@.2,)
P p(9) p(6) )
_ _ p(Y|®,2,)p(®,%,]0)
= [p(]0,2,)p(@,3,[0)d(®,2,) = T .

Funkcja gestosci tacznego rozktadu a posteriori p(6|Y) parametréw modelu struk-
turalnego jest proporcjonalna do iloczynu gestosci a priori p(6) i warunkowej gestosci
obserwacji p(Y|6), traktowanej jako funkcja 6, przy ustalonym Y, i oznaczanej przez
1(0|Y) : p(6]Y) < [(6]Y)p(6). Alternatywnie, brzegowy rozktad a posteriori p(6]Y),
warunkowy wzgledem wektora obserwacji Y, dla parametrow modelu rownowagi
ogolnej, uzyskuje si¢ z tacznego rozktadu a posteriori: p(®,%,,0|Y), wspotczynnikow
wektorowej autoregresji @ i 2, oraz parametréw 6 modelu strukturalnego, poprzez
obliczenie catki wielowymiarowe;j:

PO = [p(@,2,,0)d(@,3,) = [p0|0,2,)p(®,2,[Nd(®,2,).  (8)
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4. MODEL STRUKTURALNY I WEKTOROWA AUTOREGRESJA

Model wektorowej autoregresji rzgdu p bez restrykeji (VAR(p)), zapisany dla n
obserwowanych zmiennych w momencie ¢, ma postac:

Y, =0,+DY,  +D,Y, ,+.D)Y,  +u,, u ~ N™(0,%,), 9)

gdzie Y, oznacza kolumng¢ (nx1) zmiennych obserwowalnych, @; dla i=/,...,p, sa
macierzami (nxn) zawierajacymi wspotczynniki wektorowej autoregresji, @, jest
wektorem (nx1) wyrazéw wolnych, u, jest wektorem (nx1[) zaktéocen losowych
postaci zredukowanej, N®(0, £,) oznacza n-wymiarowy rozktad normalny, o wek-
torze wartosci oczekiwanych rownym wektorowi zerowemu, E(u,) = 0, 1 macierzy
kowariancji E(u, u,) = %,, o wymiarach (nxn), U, i X, sa niezalezne, E(u, ut_j’) = 0.
W zapisie macierzowym otrzymujemy: Y = X® + U; gdzie Y jest macierza
(T xn) sktadajaca si¢ z wierszy Y,’, X oznacza macierz (7 x(I+np)) o wierszach
X, =[1Y. Y., Y., Ujest macierza (Txn) sktadajacg si¢ z wierszy u,, ® =
O’y @’ ®’,]" jest macierzg ((1+np) xn) wspotczynnikdw wektorowej autoregresji.
Zatozenie n-wymiarowych rozktadéw normalnych dla u,, oznacza, ze przy ustalo-
nym wektorze wartosci poczatkowych Y, ...,Y), warunkowa gestos¢ obserwacji ma
postac:

p(Y[®,2,)=27)" ?det(,) " exp{-0.50 %, (Y - XD)' (Y - XD)]},  (10)

gdzie () to slad macierzy. Laczny rozktad a posteriori otrzymujemy z wzoru
Bayesa:

yy=__ PU®Z)p(@.2,)

p(q),zu -
[p(Y|@,2,)p(@,5,)d(®.%,)

(1

gdzie w mianowniku mamy brzegowa gestos¢ obserwacji. Funkcja gestosci roz-
ktadu a posteriori p(®,Z,|Y) jest proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodnosci
|(D.%,|Y), bedacej warunkowa gestoscig obserwacji p(Y|®,%,), traktowang jako funk-
cja parametrow @ i X, oraz funkcji gestosci rozktadu a priori p(®,%,) dla macierzy
wspotczynnikow 1 macierzy kowariancji:

p(D.Z,

Y) o (D,2,

Y)p(D,2,). (12)

Specyfikacja rozktadu a priori p(®,%,) = p(®,X,|0) odgrywajaca kluczowa role
we wnioskowaniu na podstawie modelu hybrydowego wektorowej autoregresji, jest
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oparta na estymowanym modelu réwnowagi ogdlnej (modelu strukturalnym), ktoérego
roOwnania sg zapisywane w formie reprezentacji w przestrzeni stanow:

s,=As,_ +Bg oraz Y, =F +Cs, +v,, (13)
gdzie s, oznacza wektor stanu, elementy macierzy 4 i B sg nieliniowymi funkcjami
0, wynikajacymi z rozwiazania postaci zlinearyzowanej modelu strukturalnego, v,
jest wektorem zaktocen losowych w rdwnaniu obserwacji, najczgséciej o rozkladzie
normalnym, v, ~N"’(0,%,), ¢ oznacza wektor innowacji zwigzanych z egzogenicz-
nymi zakldceniami losowymi wystgpujacymi w postaci strukturalnej, €, ~ N (”*)(0,25) ,
F i C oznaczajg wektor i macierz znanych stalych badz parametréw podlegajacych
oszacowaniu, Y, jest procesem obserwowalnym i kowariancyjnie stacjonarnym, co
wynika z konstrukcji modelu.

Model rownowagi ogoélnej jest tutaj traktowany jako podstawa do konstrukcji
rozktadu a priori, poprzez ktory sa uwzgledniane w wektorowej autoregresji restryk-
cje, wynikajace z przyjetych do jego konstrukcji zatozen. Budowa rozkladu a priori
wykorzystuje formalne wnioskowanie na podstawie pomocniczego modelu wekto-
rowej autoregresji, przyblizajacego model strukturalny. Aproksymacja rozwigzania
liniowej postaci modelu rownowagi ogélnej wektorowa autoregresja jest zwiazana
z wyznaczeniem szeregu restrykcji, wigzacych jej wspotczynniki, wynikajacych
z postaci modelu strukturalnego. Mozliwym sposobem transformacji rozwigzania zli-
nearyzowanej postaci modelu strukturalnego w form¢ modelu wektorowej autoregresji
jest rozpatrzenie odwzorowania wektora parametrow 6 w macierz wspotczynnikow @
i macierz kowariancji 2, dla pomocniczej autoregresji:

Y =X0+U, (14)

ktora dla jednej obserwacji wektorowej ma postac:

~ ~ p ~ o~ ~ ~ ~ ~
Y =0,+> @Y  +i, =0'X, +il,, t=1..,T, i, ~idN™02,), (15
i=1

t

gdzie Y, jest wektorem (nx1) zawierajacym zmienne obserwowalne, ktére odpo-
wiadaja zmiennym endogenicznym modelu rownowagi ogolnej przyjetym do jego
estymacji w rownaniu obserwacji, macierz ¥, o wymiarach ( T xn), sktada si¢ z wier-
szy ¥/, T oznacza liczebnosé teoretycznej proby, @'= [@, ®,...®], Djest macierza
((1+np) xn) wspotczynnikéw autoregresji, X oznacza macierz (T x(1+np)) o wier-
szach )?t =1 Z?l' 17#2'...17[71)'], )?t, )?, jest wektorem ((I+np)x1), U jest macierza
( T x1lin) sktadajaca si¢ z wierszy i,', za$ i, jest wektorem (nx1) zaklocen losowych
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o rozkltadzie normalnym, z zerowym wektorem wartosci oczekiwanych i macierza
kowariancji Z,. Funkcja wiarygodnos$ci w tym przypadku ma standardowa postaé:

0D,3 V) =27) """ det(Z,) 7% exp{-0.5t[S (¥ - XD) (Y — XD)]} =

(16)
=) detE,) T exp{-0.50{S ('Y - (XD)¥ - 7' XD + (XD) XD1}.

Odwzorowanie parametrow strukturalnych 8 w macierze D i %, uzyskuje sie
poprzez formalne wnioskowanie (ang. population regression) z wykorzystaniem
teoretycznych momentow pierwszego i1 drugiego rzedu zmiennych Y i X, Sa one
bezposrednio zalezne od parametrow modelu rownowagi ogoélnej i wyrazaja si¢ war-
tosciami oczekiwanymi Ey(.), wyznaczanymi wzgledem rozkladu prawdopodobien-
stwa 0: T(0)=E,(X, X)), [,(0)=E,(X,T), [,(0)=E,(Y, ¥)) i [,(0)=T,"(©9).
Funkcja wiarygodno$ci zapisana dla przeskalowanych momentow teoretycznych,

zamiast momentéw empirycznych ¥, i X, :

0(@,%, ) e det(z,) " exp{-0.5t{T, (T, (6)- DT, (0) - T, (O)® + DT (O)D]}, (17)

prowadzi, przy zalozeniu a priori nieinformacyjnego rozktadu Jeffreysa dla macierzy
wspoltezynnikow @ i macierzy kowariancji 2,: p(®@,%,) o« det(Z,) "™ do gestosci
tacznego rozktadu a posteriori:

P(@.2,[0) o< det(E, ) " 2 exp{~0.56(T £,(T, () - BT, (0) T, (0)d + DT, (O)D)]}, (18)

ktora jest przyjmowana w miejsce gestosci a priori wspdtczynnikdw hybrydowe;j
0)=p(®.%,

przy danym 6, posiada form¢ odwrdconego rozkladu

wektorowej autoregresji: p(®,Z, 0). Brzegowy rozktad a posteriori

macierzy kowariancji X

us

Wisharta, (por. np. Zellner, 1971):

pE.]0) = f1y G.|T, 0),T — 1+ np),m) (19)

natomiast warunkowy wzgledem i, i 0 rozktad a posteriori dla wspolczynnikow
autoregresji @, ma postac¢ rozktadu macierzowego normalnego:
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P@E,.0) = £ (@] D(0), T 0). €,) ), 20)

badz w zapisie dla wielowymiarowego rozktadu normalnego (por. np. Poirier, 1995):

5, 1) = [ (ee(@)|vec(®). £, ®TT(O)] )] 1)

p(vec(®)

gdzie ® to iloczyn Kroneckera, za$ vec(.) wektoryzacj¢ macierzy. Macierze parame-
trow:

ci(e):[r,;(e)]”r;(e) i i,(e)=r;;,(m—r;(e)[r;w)]*‘r;(e), (22)

sg estymatorami najwigkszej wiarygodnosci i najmniejszych kwadratdw macierzy
wspotczynnikéw @ i macierzy kowariancji £,. Macierz I, (6) jest odwracalna, jesli
w modelu rownowagi ogdlnej liczba zaktocen wystepujacych w postaci strukturalnej
jest rowna liczbie n obserwowanych szeregdw czaspwych w, rownaniu obserwacji
(por. np. Del Negro i Schorfheide, 2004). Macierze ®(6) i Z,(0) zywane sa funk-
cjami ograniczen (ang. restriction function), ktére nalozone na parametry wektorowe;j
autoregresji bez restrykcji powoduja, ze nasladuje ona model réwnowagi ogolnej, sta-
jac si¢ jego aproksymacjg i tworzac model wektorowej autoregresji z ograniczeniami.

5. ROLA PARAMETRU WAGOWEGO

Model hybrydowej wektorowej autoregresji, w najprostszym przypadku, mogtby
zosta¢ zbudowany poprzez zastgpienie parametrow wektorowej autoregresji bez
ograniczen: @ i X, estymatorami: ®(d) i X (6), bedacymi funkcja parametrow 0

modelu réwnowagi ogolnej, i zdefiniowanie dla nich rozktadu a priori. Byloby to

mozliwe, poniewaz funkcja wiarygodno$ci /(®,Z,|Y), przy zatozeniu normalnosci
rozktadu warunkowej gestosci obserwacji Y, zalezy wylacznie od jej parametrow
® oraz 2. OtrzymalibySmy w ten sposéb wektorowa autoregresje, w ktérej wnio-
skowanie a posteriori sprowadzatoby si¢ do wnioskowania o parametrach modelu

strukturalnego, posrednio poprzez model autoregres;ji:

POY) = (@0).5, (O)Y) p(@(6).5,(0)). (23)
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gdzie funkcja wiarygodnosci f(@(@),iu(e)\Y ) bytaby zalezno$cig wylacznie od para-
metrow modelu strukturalnego, za$ rozklad a priori p(®(6),X,(0)), bytby funkcja
rozktadu a priori dla 6. Procedura taka oznaczalaby przyjecie zatozenia, ze model
rownowagi ogolnej jest poprawnie wyspecyfikowany a jedynie nieznane pozostajg
warto$ci parametrow 6.

Estymowane modele rownowagi ogolnej zazwyczaj nie w pelni poprawnie
opisuja analizowane zjawisko, co powoduje niecadekwatnos¢ powyzszego schematu
wnioskowania i konieczno$¢ jego modyfikacji w kierunku dopuszczenia mozliwosci
wystapienia bledu specyfikacji. Laczny rozktad a priori parametréw wektorowe;j
autoregresji p(®,X,) rozwaza si¢ warunkowo wzgledem parametréw modelu struk-
turalnego p(®,%,|0), ustalajac jego wartosci oczekiwane w punktach (%(6) i i{(@)
oraz definiujagc dodatkowy parametr A okreslajacy jego rozproszenie. Oznacza to,
ze rozktad a priori p(®,X,), rozwazony warunkowo wzgledem 6 i A: p(®,Z,|0, 1),
jest scentrowany w punktach odpowiadajacych funkcjom restrykeji z modelu row-
nowagi ogolne;j, (%(6?) i iu(a). Symptomem niepoprawnej specyfikacji modelu
réwnowagi ogdlnej sa, w tym kontekscie, odchylenia parametrow wektorowej auto-
regresji bez ograniczen @ i 2, od parametrow wektorowej autoregresji z restrykcjami
Cf)(ﬁ) i i{(@); niewystgpowanie takich odchylen sugeruje poprawna specyfikacje
modelu rownowagi ogdlne;.

Zdefiniowanie hiperparametru 4 prowadzi, w przypadku cigglym, do continuum,
modeli hybrydowych, ktoérych wtasnosci okres§la zakres mozliwych jego wartosci.
Dolna granica dla A, powiazana z liczba n obserwowanych szeregéw czasowych
1 z rzgdem p opdznienia w wektorowej autoregresji, wynika z warunku istnienia
rozkladu a priori p(®,Z,6, 1) i jest ustalana na poziomie (n+ k*)/T gdzie k* ozna-
cza rzad macierzy X. Ogolna interpretacja wskazuje, ze wartosci A bliskie dolnej
granicy oznaczaja, ze rozktad a priori p(®,2,|6, 1) jest znacznie rozproszony i do
modelu hybrydowego jest wnoszona nikta informacja a priori o ®@ i 2, pochodzaca
z modelu réwnowagi ogodlnej, co oznacza ze posiada on wiasnosci bliskie wektoro-
wej autoregresji bez restrykcji. Z drugiej strony, graniczny przypadek, kiedy 4>,
wskazuje, ze rozklad p(®,X,|0, ) zmierza do rozktadu jednopunktowego w modalnej
D(O) i fu(ﬁ), a model hybrydowy nasladuje model rownowagi ogoélne;j.

Zdefiniowanie parametru okres§lajgcego rozproszenie rozktadu a priori parame-
trow wektorowej autoregresji wskazuje, ze warunkowo wzgledem A, wnioskowanie
a posteriori w modelu hybrydowym przebiega w sposob standardowy. Laczny rozktad

a priori parametrow modelu rownowagi ogélnej 1 wektorowej autoregresji ma struk-
ture hierarchiczna:
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p(®,%,.0 0,4)p(0), 24

A) = p(@,2,

1 po uwzglednieniu warunkowej gestosci obserwacji, p(Y|®,%,), prowadzi do tacznego
rozktadu obserwacji i parametréw modelu hybrydowego, warunkowo wzgledem A:

r(¥,®.2,.0 0,2)p(6), (25)

)= pY|®,2,)p(®.Z,

gdzie warunkowa gesto$¢ obserwacji: p(Y|®,X,) nie zalezy od 6 i A. Laczny rozktad
a posteriori, przy ustalonym 4, jest dany przez:

p(Y|®,2,)p(®.2,10,4)p(0)

p(Y|A)

p(®.2,.0Y, 1) =

(26)

Na podstawie jego dekompozycji otrzymujemy warunkowy rozktad a posteriori
wspotczynnikéw hybrydowej autoregresji i brzegowy dla 6:

p(@.2,.0 Y,2), 27)

Y,4)=p(®.Z,

Y,0,4)p(0

gdzie warunkowy rozktad a posteriori parametrow autoregresji p(®,Z,|Y,0,4) jest
wyznaczany ze wzoru Bayesa, na podstawie formalnego wnioskowania w modelu
wektorowej autoregresji, warunkowo wzgledem parametrow modelu réwnowagi
ogoblnej 1 4:

p(Y|®,2,)p(@,%,]6,4)
[p(Y|©,2,)p(®.2,]6,1)d(®,%,)

(DX, (28)

Y,0,1)=

Optymalna wartos$ci parametru rozproszenia /A jest ustalana na podstawie kryte-
rium maksymalizacji brzegowej gestosci obserwacji:

0,2)p(0)d(®,%,)d0 =

YD) = [ [p(Y|0,2,)p(®,,

29
= IP(H) Ip(Y D,% ) p(D,Z, 29

0,1)d(®,%,)d0 = [p(0)p(Y

0,2)do
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traktowanej jako ogolna miara dopasowania modelu do danych. Catkowania w funkcji
brzegowej gestosci obserwacji p(Y|1) wzgledem @ i X, przy ustalonym A i wektorze
6, moga zosta¢ wykonane analitycznie, jesli rozktad a priori p(®,Z,0, 1) przyjmie
si¢ z naturalnej rodziny sprz¢zonej do rozkladu normalnego dla p(Y|®,Z,), natomiast
jedynie ostatnia catka, po elementach wektora 6, jest obliczana numerycznie.

W modelu hybrydowym mozliwe jest potraktowanie 4 jako dodatkowego para-
metru, podlegajagcego estymacji po przyjeciu dla niego rozkladu a priori, w szcze-
gblnosci rozktadu jednostajnego na ustalonym arbitralnie przedziale, (zob. Adjemian
i in., 2008). Laczny rozklad a priori wszystkich parametrow modelu hybrydowego
ma wtedy postac:

p(®,Z,,0,4)= p(D,Z,

0,)p@)p(4), (30)

ud

gdzie zmienne losowe 6 i 4 sg niezalezne. Laczny rozklad obserwacji, parametrow
modelu hybrydowego i parametru wagowego jest wtedy okreslony przez:

p(Y,®,%,,0,1)= p(Y|®,Z,) p(D,X,]0, 1) p(0) p(1), (31)

ud

z ktorego uzyskujemy taczny rozktad a posteriori:

pY|®.Z,)p(D,2,

0,)p(@)p(1)

p(®,2,,0,AY)= , (32)
r(¥)
gdzie p(Y) jest brzegowa gestoscia obserwacji, wyrazong catka:
p(N) = [[[p(Y|©,2,) p(®,%,]0,4) p(0) p(A)d(®, %, )d0d 1. =
= [p(2) [p(0) [p(¥|®,2,)p(@,2,]0, )d(@,3,) d0d = (33)

= [p(0) [pO)p(¥]o. 2)d6d,
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natomiast brzegowy rozklad a posteriori dla 4 jest otrzymywany z tgcznego rozkladu
a posteriori po zapisaniu:

PUAY) = [p(@,%,,0,4

Y)d(®,%,,0) =
(34)

:jp(i Y,0)p(0|Y)d(®,%,,0).

Y,0,2,,0)p(D.Z,

Laczny rozklad a posteriori mozna podda¢ dekompozycji na warunkowy rozktad
a posteriori wspotczynnikow hybrydowej autoregresji i brzegowy dla 6 i 4:

p(D,2 0,4 Y), (35)

Y)=p(@,2,

Y,0,4)p(0,4

ud

gdzie warunkowy rozklad a posteriori parametrow autoregresji p(®,%,|Y,0,4) wyraza
si¢ standardowa gestoscig prawdopodobienstwa, natomiast brzegowy rozktad para-
metrow modelu strukturalnego i parametru wagowego p(6,1|Y), jest przyblizany
numerycznie, z zastosowaniem algorytmu Metropolisa i Hastingsa (zob. Adjemian
i in., 2008).

Przypadek A=0 implikuje, ze w modelu hybrydowym parametry modelu réwno-
wagi ogolnej 1 wektorowej autoregresji sg a priori niezalezne:

p(®,2,.,0

) =p(®@,2,

0,)p(0) = p(®,Z,)p(0), (36)

Np(®.2,)p0).

Funkcja wiarygodnosci /(®,%,|Y) nie zalezy od wektora parametrow modelu
strukturalnego, co oznacza ze rozklad a priori p(6) nie jest uaktualniany przez obser-
wacje 1 dane empiryczne nie dostarczajg informacji o 6. W konsekwencji rozktad
a posteriori parametrow modelu rownowagi ogolnej, uzyskany na podstawie modelu
hybrydowego, jest tozsamy z rozkladem a priori. Przyjecie >0 implikuje zaleznosé
a priori ®, 2, 1 6, umozliwiajgc jednoczesnie uwzglednienie informacji z modelu
strukturalnego w modelu hybrydowym oraz wnioskowanie na jego podstawie o 6.
W modelu hybrydowym ograniczenie naktadane na parametr wagowy: A>(n+k")/T,
oznacza ze w granicznym przypadku wiedza wstepna pochodzaca z modelu row-
nowagi ogolnej jest uwzglgdniana w znikomym stopniu, jednak wystarczajacym do
przeprowadzenia formalnego wnioskowania o parametrach modelu réwnowagi ogo6l-
nej.

skad taczny rozktad a posteriori ma postac: p(¥,®,%,,0) = (DX,
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6. KONSTRUKCJA ROZKLADU 4 PRIORI

Specyfikacja warunkowego, wzgledem parametrow modelu strukturalnego i przy
ustalonym parametrze A, rozktadu a priori p(®,2,|6, 1) wspotczynnikéw wektorowej
autoregresji bez restrykcji, wykorzystuje formalne wnioskowanie statystyczne, ktore
wywodzi si¢ z koncepcji dolosowania danych. Rozwazamy pomocniczy model wek-
torowej autoregresji: ¥* = X'® + U", gdzie Y* jest macierzg (T" xn), X" to macierz
(T*x(1+np)), U* jest macierza (T* xn) o wierszach u, ', u, ~iidN"(0,%,) rozwazamy
jego estymacje na podstawie probki danych symulacyjnych, pochodzacych z liniowego
rozwigzania modelu rownowagi ogolnej. Skalar A, opisujacy rozproszenie rozktadu
a priori z modelu strukturalnego, okresla liczebno$¢ danych sztucznych T* wzgledem
danych rzeczywistych, A=T"/T, ktora odzwierciedla wage poszczegdlnych modeli
we wnioskowaniu na podstawie modelu hybrydowego W = T°/(T + T*) = A/(1 + ).
Laczny rozktad a posteriori wspotczynnikow i macierzy kowariancji wektorowej auto-
regresji szacowanej na danych sztucznych, przy zalozeniu dla nich a priori rozktadu
Jeffreysa: p(®,%,) oc det(T,) "*"'?, ma posta¢ rozkladu macierzowego normalnego
— odwréconego Wisharta:

PO,V A) = fopy (@,2,| & (X7 X)), AT —(1+np)), 37)

gdzie @ =(X"X)' XY i E =YY Y X (X" X)) XY, (por. np. Zellner,
1971; Poirier, 1995; Koop, 2003). Rozktad p(®,Z,|Y",1) aproksymujacy p(®,X,|0, 1),
jest przyjmowany jako rozktad a priori dla modelu wektorowej autoregresji, estymo-
wanego na danych rzeczywistych. Rozklad ten nalezy do naturalnej rodziny sprz¢zone;j
do rozktadu normalnego dla funkcji wiarygodnos$ci modelu autoregresji dla danych
rzeczywistych ((®,2 [Y), w szczegodlnosci jest to iloczyn rozktadu odwrdconego
Wisharta dla 2, i macierzowego normalnego dla @, warunkowo wzgledem 2,
Znaczna liczebnos$¢ danych sztucznych wzglgdem liczebnosci danych obserwo-
wanych oznacza, ze estymatory parametrow modelu hybrydowego beda pod silnym
wplywem informacji wywodzacych si¢ z modelu réwnowagi ogolnej, a doktadniej
z aproksymacji wektorowg autoregresjg rozwigzania zlinearyzowanej postaci modelu
strukturalnego. Jesli pomijamy dane symulacyjne w procesie wnioskowania, (A=7"=0),
to oszacowania parametrow modelu hybrydowego sprowadzaja si¢ do ocen parame-
trow uzyskanych w wektorowej autoregresji z nieinformacyjnym rozktadem a priori,
za$ model rownowagi ogolnej nie przekazuje informacji wynikajacej z przyjetych do
jego konstrukcji zatozen. Optymalna warto$¢ A, znajdujaca si¢ w gornym zakresie
mozliwych jej wartosci, w szczegdlnosci (A—), oznacza ze model hybrydowy ma
wlasnosci bliskie modelowi strukturalnemu, co bywa rowniez uwazane za argument
przemawiajacy za odpowiednig jego specyfikacja, spetnieniem przez obserwacje
restrykcji ekonomicznych i dobrym dopasowaniem do danych empirycznych.
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Stosowanie procedury dolosowania danych sztucznych, jako metody wprowa-
dzania do modelu hybrydowego informacji wstepnych, jest zwigzane z pojawieniem
si¢ dodatkowej niepewnosci probkowej, bedacej konsekwencjg symulacji obserwacji.
Mozliwa jest, w takiej sytuacji, modyfikacja wnioskowania i zastgpienic momentow
empirycznych danych generowanych ich momentami teoretycznymi. W przypadku
estymowanych modeli rownowagi ogdlnej mozna analityczne wyznaczy¢ teoretyczne
momenty drugiego rzedu zmiennych obserwowalnych, na podstawie reprezentacji
modelu réwnowagi ogolnej w przestrzeni stanow, i zastapi¢ nimi wystepujace w funk-
cji wiarygodnosci wektorowej autoregresji momenty empiryczne danych sztucznych
(por. np. Del Negro i Schortheide, 2004; Del Negro i Schorfheide, 2008). Rozwiazanie
modelu strukturalnego w formie rownania stanu jest dyskretnym liniowym ukladem
dynamicznym, rzedu pierwszego, ktorego wartos¢ oczekiwana oraz momenty dru-
giego rzedu, dla ustalonego 6, moga zosta¢ wyznaczone analitycznie.

Wektor wartos$ci oczekiwanej zmiennych endogenicznych modelu réwnowagi
ogo6lnej w stanie stabilnym E(Y)) jest rowny F. Scentrowana macierz kowariancji wek-
tora Y;, wyznaczona na podstawie reprezentacji modelu strukturalnego w przestrzeni
stanow, jest okreslona przez E(yo) =(C'Z,C + X, natomiast pozostale macierze (scentro-
wanych) autokowariancji s3 wyrazone formulg, 2\ =C'4’E.C , dla j=1,2,...p, oraz
Z(yf ) = ng-i ), (zob. Warne i in., 2012). Macierz kowariancji zmiennych stanu w stanie
stabilnym 2 jest bezposrednio obliczana po rozwigzaniu réwnania Lapunowa:

AX A'+BL _B'=% (38)

ktore jest otrzymywane na podstawie definicji macierzy kowariancji wektora stanu:

E[(s, —5)(s, —5)'1= E[(4s, , + B& )(4s, , + B&,)']= AS_ , A'+BS_ B'=3

8,(1) (1) 5,(0)°

przy zalozeniu niezmienno$ci w czasie X, = X; i macierzy kowariancji szokow
strukturalnych X, ) = Z,, spelnienia przez macierz 4 warunkow stabilno$ci, nieza-
lezno$ci wektora stanu s, od wektora zaktocen strukturalnych ¢, oraz E(s,)=s =0.

Aproksymacja modelu réwnowagi ogélnej modelem wektorowej autoregresji
bez restrykcji jest dokonywana poprzez zastapienie jej wspotczynnikow @ i fu
parametrami implikowanymi przez model strukturalny ®(@) i iu(e), uzyskanymi
na podstawie autoregresji dla momentéw teoretycznych, warunkowo wzgledem
0. Warto$¢ oczekiwana wektora Y, jest rowna E(Y,) = F w modelu strukturalnym
i E(Y )=®'(0)X, w wektorowej autoregresji. Macierze niecentralnych momentow

drugiego rzedu zmiennych obserwowalnych 57, i X .» wzgledem rozktadu parametrow
modelu strukturalnego 8, sa dane przez wartosci oczekiwane (zob. Warne i in., 2012):
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E,(Y, Y)) = E,[(®'X, +ii, (DX, +iI,)]= E,[(®'X,(®'X,) ]+ E, (i, =

P X, X, D+5, = FF4+20 =T (6), (39)
gdzie E(Y}Y))=FF'+2{" w modelu rownowagi ogdlnej,
1 VAN A 1 F .. F
- ~ Y, Y Y, 6 .. Y[Y F =0 ozt
Eg( ; ,) —E t:—l t—l: t-1 : t—l:l—[) :Eg : y : } :Fxx(e)’ (40)
AR S B A RT

dla E,(VY.,) = E[(®'X, +@)(®'X,_, +4_)]1= FF+2\" | E,(Y_)=E,(Y_J) oraz:

7 F
o~ A FF'+2 )
EB(XIY;):EH : :EH N ’ :ny(e)’ (41)
AN A FF'+X(”

przy czym E,(X,Y)=E, (¥, X)) = I'.(6). Model wektorowej autoregresji Y, wzgle-
dem X,, bazujacy na momentach teoretycznych determinuje rzutowame pararnetrow
modelu rownowagi ogdlnej 6 w parametry wektorowej autoregresji, CI)(H) i3 L(O).
Zamiana momentow empirycznych danych sztucznych Y™'Y", Y'X i X' X~
na momenty teoretyczne I,,(6), T, (6) i T .(0), pochodzace z modelu réwnowagi

ogolnej, prowadzi do nastepujacego tagcznego rozktadu a priori dla parametréw hybry-
dowego modelu wektorowej autoregresji:

(42)
exp HOSH{ATE, (I, (6) @' T, (0) - T (O)D+D' T (O)D)]}.

gdzie T = AT, za$ stala normujaca z rozktadu Wisharta jest rowna:
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n(1+np) _/?.Tf(lJrnp) n(AT=(14np))  n(n-1) ,

GO=01) * OIT@) deGrme) 2 2 ¢ x| ”‘“*2’”’”1"} (43)

Spelienie warunku: A>(1+np+n)/T oraz odwracalno§¢ macierzy momentow
I'.(8), oznaczaja, ze otrzymany rozklad jest whasciwy (funkcja gestosci catkuje sic
do jedno$ci) oraz niezdegenerowany (jego dziedzina nie jest ograniczona do pod-
przestrzeni przestrzeni parametroOw wektorowej autoregresji). Jesli A=0 to model
polaczony sprowadza si¢ do wektorowej autoregresji bez restrykcji, natomiast jesli
0<A<(1+np+n)/T to otrzymany rozktad a priori jest niewlasciwy.

7. ROZKELAD A POSTERIORI

Laczny rozktad a posteriori dla @ i X, proporcjonalny do iloczynu funkcji wia-
Y) i rozktadu a priori p(®,%,|0,1):

rygodnoéci /(®@,Z,

p(D.Z2,

Y,0,4) < (.3,

Np(®.Z,

0,2), (44)
ma posta¢ rozktadu macierzowego normalnego — odwroéconego Wisharta:
O" AT (0)+ X' XL[(A+ DTZ(O)] ", (1+ AT —(1+np)), (45)

P(®,Z,|Y,0,2)= fpw (D, Z,

i dany jest wzorem:

p(D,Z,|Y,0,2) = ;) (O)det(Z, ) TN exp {=0.500{F, ' [(Y — XD) (¥ — XD) + ”
+AT(,,(0)=®'T, (0)-T, ()@ + DT, (O)®)]}},
gdzie stata normujaca jest rowna:
n(l+np) on 7(1+Z.)T7(1+np)
Coy(@)=Q2r) > det(AIT " (@) + X' X) 2 det((l+ )T 27 (0)) 2 x
X2n<<1+ﬂ>rz—<1+np>> ﬁ% ﬁl" AT (Ut np) +1-i] (47
i 2
Uktad warunkowych rozkltadoéw a posteriori ma postac:
PE|Y,0,) = £, (| (A+DTE"(O), 1+ )T — (1 + np), n), (48)
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0,2) = [ " (D ®"(0), (ATT.(0) + X' X),Z,"), (49)

p(OY, 2

ud’

gdzie warto$¢ oczekiwana ®"(8)=(ATT, (0)+X'X) (ATT, (0)+X'Y) wspot-
czynnikow wektorowej autoregresji jest wypadkowg momentow teoretycznych,
pochodzacych z modelu réwnowagi ogdlnej, i momentéw empirycznych danych
obserwowalnych, oraz:

S"O) =[(A+ DTT'[(ATT,,(6) +Y'Y) - (ATT, (0) + Y' X)D"(6)]. (50)

Macierze momentow teoretycznych, wystepujace w konstrukeji rozktadu a priori
na podstawie modelu strukturalnego, maja réwniez uzasadnienie, jako macierze
graniczne, przy liczbie danych sztucznych T* zmierzajacej do nieskonczonosci:
lim Y'Y /T" =T, (6). Analogiczne zaleznosci zachodzg dla T (0) i T (0). Liczba
T —o
obserwacji sztucznych 7"—o0, w modelu potaczonym oznaczataby, ze wnioskowanie
a posteriori sprowadza si¢ do wnioskowania na podstawie modelu strukturalnego.
Analiza zaleznosci wartosci oczekiwanej a posteriori od parametru wagowego A jest
mozliwa po wyltaczeniu wyrazenia 7T(1+4) z kazdego z czynnikéw wystgpujacych
w réwnaniu dla ®"(6):

. A 1 A 1
o"@)=( =—1T O +—T'xXx V' ( LT @+—T'x7 ), (61
()(M WO+ )(IMX}()M )

jesli A—oo to ®"(#) zmierza do funkcji ograniczenia ®(6), natomiast je§li A—0,
to ®"(0) jest bliskie estymatorowi najmniejszych kwadratow dla @, przy czym
A>(1+np+n)/T.

Konstrukcja modelu hybrydowego umozliwia wnioskowanie a posteriori o para-
metrach modelu rownowagi ogodlnej, ktore przebiega posrednio, poprzez wnioskowanie
o parametrach wektorowej autoregresji @ i X,, warunkowo wzgledem wspolczynnika

wagowego 4. Brzegowy rozktad a posteriori p(6|Y,1), jest uzyskiwany na podstawie

wzoru Bayesa: p(0|Y,2) = p(Y|0,)p(0)/ p(Y|A), gdzie p(Y|A) = Ip(Y|0,2)p(0)d0 jest brze-
gowa, wzgledem wszystkich parametrow modelu hybrydowego, gestoscia obserwacji.
Warunkowa wzgledem 6 i A oraz brzegowa wzglgdem @ i X, gestos¢ obserwacji
w modelu hybrydowym dana jest przez:
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p(Y|®,2)p(®,2,]60,2)
Y10, 0) = [ p(Y|®.2 ) p(D,Z |0, )d(®D,% ) = u _
p(Y[0,2) = [p(Y|®,2,)p(®,2,[0, 1)d(®,5,) ORI,
o . U A)T=(mp)
ey (0)  det(ATT.(0) + X' X) 2 det((1+ A)TS"(0)) 2
=Q2n) ? = " AT—(1+np) X
c(1)(9) 2 - 2 (52)

det(ATT. (0)) 2 det(ATZ,(0)) >

T n((+A)T=(1+mp)) p _ .
Qr) 22 HF[(1+1)T (12+ np)+1 l:|
x i=1
n(AT-(1+np)) p _ .
S HF[AT (1 +2np)+l z}
1

i=

Charakterystyki rozktadu a posteriori: p(0)Y,A) < ((6|Y,1)p(0) sa otrzymywane
numerycznie, z zastosowaniem algorytmu Metropolisa i Hastingsa (zob. np. Schorfhe-
ide, 2000; Del Negro i Schorfheide, 2004; Adjemian i in., 2008). W przypadku, kiedy
A traktujemy jako dodatkowy parametr podlegajacy estymacji, taczny rozklad a poste-

riori p(®,Z, ,6,1]Y) jest iloczynem rozktadu macierzowego normalnego — odwréco-
nego Wisharta dla p(®,X,|Y, 6,4) i rozktadu prawdopodobienstwa o niestandardowej
postaci dla p(6,1|Y), przyblizanej przez MCMC.

8. PODSUMOWANIE

Opracowanie zawiera omowienie budowy i wnioskowania w modelu wektorowej
autoregresji, w ktorym rozktad a priori dla macierzy wspotczynnikéw i kowariancji
jest generowany na podstawie estymowanego modelu rownowagi ogolnej. Przyjecie
do konstrukcji rozktadu a priori modelu ekonometrycznego, u podstaw ktorego leza
zatozenia implikowane przez teori¢ mikro i makroekonomii, pozwala na uwzglednie-
nie réznych jej aspektéw w modelu polaczonym, w szczegdlnosci umozliwia testowa-
nie stopnia potwierdzenia alternatywnych zalozen przez dane empiryczne. Kluczowa
role w modelu polaczonym wektorowej autoregresji i rdwnowagi ogolnej odgrywa
parametr wagowy, odpowiedzialny za udzial informacji a priori. Parametry modelu
polaczonego sa estymowane technikami bayesowskimi, co umozliwia formalne ujecie
niepewnos$ci zwigzanej z ocenami parametrow a posteriori. Artykut stanowit synteze
informacji teoretycznych zwiazanych z metodologia DSGE-VAR, bedacych etapem
wstepnym badan empirycznych.
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ESTYMOWANE MODELE ROWNOWAGI OGOLNEJ I AUTOREGRESJA WEKTOROWA.
ASPEKTY TEORETYCZNE

Streszczenie

Model DSGE-VAR sktada si¢ z dwoch modeli autoregresji wektorowej: pierwszy z nich, pomoc-
niczy, jest aproksymacja estymowanego modelu rdéwnowagi ogolnej, zapisanego w formie reprezenta-
cji w przestrzeni stanow, i stuzy konstrukeji rozktadu a priori dla drugiego, szacowanego dla danych
obserwowanych. Laczne wnioskowanie o parametrach modelu strukturalnego i autoregresyjnego jest
mozliwe po zbudowaniu odpowiednich rozktadow prawdopodobienstwa, stanowiacych podstawe metod
bayesowskich. Kluczowa role petni parametr wagowy, ustalajacy optymalne proporcje obydwu podejsé¢
i majacy zasadnicze znaczenie dla oszacowania brzegowej gesto$ci obserwacji, stanowiacej podstawe
do poréwnan mocy wyjasniajacej modeli. Artykut stanowi syntez¢ informacji teoretycznych zwigza-
nych z metodologia DSGE-VAR, i moze by¢ traktowany jako etap wstepny i wprowadzajacy w badania
empiryczne.

Stowa kluczowe: DSGE-VAR, dynamiczny stochastyczny model rownowagi ogélnej, wnioskowanie
bayesowskie, specyfikacja rozktadu a priori

AN ESTIMATED GENERAL EQUILIBRIUM MODEL AND VECTOR AUTOREGRESSION.
THEORETICAL ASPECTS

Abstract

The DSGE-VAR model consists of two models of vector autoregressions: the first one approximates
linearised solution of the dynamic stochastic general equilibrium model and is used as a tool for con-
struction of a prior distribution for the second one, estimated with the observed data. Combined inference
is possible on the basis on probability distributions with the Bayesian techniques. The key role in the
hybrid model is played by the weighting parameter that defines the relative proportions of the structural
and autoregressive models. It has crucial impact for the marginal data density that allows to compare
the power of different models. The main purpose of the paper is to present in details model assumptions
and estimation.

Keywords: DSGE-VAR, dynamic stochastic general equilibrium model, Bayesian inference, prior
specification
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WYBRANE METODY TESTOWANIA MODELI REGRESJI PRZESTRZENNEJ

1.WPROWADZENIE

Regresja liniowa jest jedna z najpopularniejszych technik eksploracji danych.
Zaktada ona jednakze, iz obserwacje w probie sg niezalezne, co nickoniecznie jest
spetnione w przypadku danych przestrzennych, czesto charakteryzujacych sie auto-
korelacja przestrzenng. Wspotcze$nie w literaturze §wiatowej wiele miejsca poswigca
si¢ problemom analizy i modelowania zjawisk o charakterze przestrzennym, margina-
lizujac jednak czgsto aspekt weryfikacji poprawnosci zatozonej struktury autokorelacji
przestrzennej. Powszechne podejscie do modelowania zjawisk przestrzennych opiera
si¢ na technicznej eliminacji problemu autokorelacji przestrzennej z modelu ekonome-
trycznego. Nietrudno jednak zauwazy¢, ze potraktowanie autokorelacji przestrzennej,
jako dodatkowego zrodia informacji, pomaga lepiej modelowaé rzeczywiste zjawiska
o charakterze przestrzennym. Takie podej$cie wymaga jednak skutecznych narzedzi
testujacych i weryfikujacych poprawnos¢ wyboru postaci modelu przestrzennego.

Celem niniejszego artykulu jest zatem przyblizenie wybranych metod pozwalaja-
cych na wybor modeli najlepiej opisujacych zjawiska o charakterze przestrzennym.
W niniejszej pracy opisane zostang podstawowe testy dla modeli regresji przestrzen-
nej ze wskazaniem ich pozytywnych i negatywnych stron oraz zalecenia dotyczace
ich stosowalno$ci. Zaprezentowane metody pozwalaja na testowanie wystgpowania
autokorelacji przestrzennej w modelu oraz wybor najlepszej specyfikacji modelu
przestrzennego. W artykule wskazano réwniez propozycje odpowiedniej procedury
testujacej przestrzenng niestacjonarnos¢, majgcej istotny wptyw na wybor ostateczne;j
postaci modelu.

2. NIESTANDARDOWY TEST MORANA / W MODELU REGRESJI LINIOWE]
Z AUTOKORELACJA PRZESTRZENNA SKEADNIKA LOSOWEGO

Przypomnijmy, ze autokorelacja przestrzenna danych oznacza stopien skorelowa-
nia obserwowanej warto$ci zmiennej z wartoscig tej samej zmiennej w innej lokaliza-
cji w przestrzeni (np. regionie). Wyrézniamy dwa rodzaje autokorelacji przestrzenne;j-
dodatnig i ujemna. Dla autokorelacji dodatniej obiekty, ktore sa potozone blisko siebie
maja tendencje do przyjmowania podobnych wartos$ci, dla ujemnej autokorelacji prze-
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strzennej, obserwujemy, sgsiedztwo wysokich wartosci z niskimi (i odwrotnie). Jesli
autokorelacja przestrzenna wystepuje w modelu ekonometrycznym, nalezy uwzglednic¢
ja w postaci modelu, aby zminimalizowac jej negatywny wpltyw na jako$¢ oszacowan
parametrow modelu!. Zauwazmy rowniez, ze przy duzej autokorelacji przestrzennej
efektywna wielko$¢ proby jest mniejsza niz obserwowana.

Rozwazmy model z przestrzennie autoskorelowanym sktadnikiem losowym, ktory
uwzglednia przestrzenng zalezno$¢ w rozktadzie skladnika losowego (por. Anselin,
1988). Wowczas poszczegodlne btedy u; dla roznych lokalizacji sa skorelowane z btg-
dami w innych lokalizacjach:

y=Xp+u, u=AWu+eg, £~N(0,05°1), (1)

gdzie y jest wektorem zmiennych losowych, z ktorych kazda reprezentuje odpowiedni
region ekonomiczny (wojewoddztwo, panstwo, itp.), W oznacza przestrzenng macierz
wag, o wymiarach NxN, a przez macierz X, o wymiarach NxK rozumie¢ bgdziemy
macierz zmiennych objasniajacych, z uwzglednieniem wyrazu wolnego, wnoszaca
do modelu dodatkowa, zewngtrzng informacj¢ o badanym procesie. Zmienna u to
N-wymiarowy wektor skorelowanych przestrzennie sktadnikow losowych, za$§ € to
proces gaussowskiego bialego szumu z zerowa warto$cig oczekiwang i macierza
wariancji-kowariancji o?I. Parametr A jest wspolczynnikiem przestrzennej korelacji
reszt, dla ktorego przyjmujemy zatozenie: [A|<I.

Test Morana opracowany zostal przez Patricka Morana w roku 1950 i jest naj-
powszechniej stosowanym testem autokorelacji przestrzennej. Ponizej przedstawimy
test Morana jednak w nieco odmiennym od standardowego ujeciu. W odroznieniu
od podejscia klasycznego nie bedziemy zaktadaé a priori normalnosci rozktadu
sktadnika losowego, a raczej rozwazymy asymptotyczny rozktad statystyk testowych.
Kelejian i1 Prucha (2001) argumentujg, ze mozemy przyjac¢ ogélne zatozenia, przy
ktorych statystyka Morana [ jest asymptotycznie rownowazna formie kwadratowe;j
sktadnika losowego oraz podaja ogolng posta¢ Centralnego Twierdzenia Granicznego
dla takiej formy kwadratowej. Te wlasnosci statystyki / pozwalaja na uzaleznienie
elementow macierzy formy kwadratowej od wielkosci proby, tak jak to zazwyczaj
ma miejsce w przypadku modeli typu Cliffa-Orda (1981). Takie podejscie, dopuszcza
heteroskedastycznos$¢ sktadnika losowego. Nalezy podkresli¢, iz wczesniejsze roz-
wazania dotyczace asymptotycznego rozktadu statystyki / w tescie Morana, lub row-
nowaznych testow opartych na mnozniku Lagrange’a, nie uwzgledniaty przypadku,
w ktorym elementy przestrzennej macierzy wag zaleza od wielko$ci proby. Podobnie,
nie dopuszczano heteroskedastycznosci sktadnika losowego, przyjmujac a priori jego
rozktad normalny N(0, o).

1 Przypomnijmy, ze w przypadku wystepowania zjawiska autokorelacji przestrzennej estymator
metody najmniejszych kwadratow moze nie by¢ zgodny, ani nawet nieobciazony (por. Anselin, 1988).
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Ponizej zdefiniujemy statystyke testowa / dla modelu regresji liniowej bez op6z-
nien przestrzennych w zmiennej zaleznej. Nastepnie pokazemy, ze test Morana oraz
test mnoznikow Lagrange’a (LM) przestrzennej autokorelacji sktadnika losowego sa
tozsame (por. Burridge, 1980). Okaze sig¢, iz statystyka testu Morana jest zdefiniowana
w postaci formy kwadratowej sktadnika losowego (lub reszt) znormalizowanych przez
szacowany btad standardowy formy kwadratowej. Cliff i Ord (1973, 1981) w swojej
definicji statystyki Morana / zastosowali czynnik normalizujacy bedacy niezgodnym
estymatorem odchylenia standardowego formy kwadratowej. Wymagat on dalszej nor-
malizacji w celu uzyskania statystyki asymptotycznie standaryzowanej. W kolejnych
publikacjach blad ten byt powtarzany przez wielu autorow.

2.1. DEFINICJA STATYSTYKI MORANA 1

Niech e oznacza wektor reszt modelu z estymacji MNK. Woweczas, przy hipotezie
zerowej Hy: A =0 o braku autokorelacji przestrzennej reszt modelu (z hipotezg alter-
natywna: Hi: A # 0) statystyka Morana / przyjmuje postac:

e’ We
I=—— T 2 °
Nee[tr(W +W)W)]
gdzie #r(.) oznacza §lad macierzy.

Wyniki prac opublikowane przez Kelejiana i Pruche (2001) dowodza, iz przy
zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, statystyka I dazy wzgledem dystrybuanty do
rozktadu normalnego, tj.:

2

1-2,N(0,1).

Na uwagg zastuguje fakt, iz w wickszosci pozycji literaturowych, we wzorze (2)
dzielnik, bedacy pierwiastkiem §ladu macierzy zastgpowany jest suma elementow
macierzy W. Poniewaz w og6lnosci:

[ (W + W)W #Z.5 ;. )

to powszechnie stosowane podejscie jest niepoprawne. Nalezy nadmieni¢, ze w swoim
artykule z 1950 roku Moran rozwazal przestrzenne macierze o wagach przyjmujacych
tylko warto$ci rowne zero lub jeden. Wowczas zachodzi: w;= w?;, co we wzorze (3)
daje rownos$¢2.

2 Zauwazmy, ze wlasnosci testu takie jak np. moc, czy nieobcigzono$¢ zalezg od stopnia w jakim

macierz wag przestrzennych wykorzystana do wyliczenia statystyki Morana wlasciwie odwzorowuje
rzeczywiste powigzania pomi¢dzy obiektami przestrzennymi. Problem ten dotyczy wszystkich testow
autokorelacji przestrzennej sktadnika losowego i jest zauwazany oraz aktualnie dyskutowany przez
specjalistow (por. Drukker, Prucha, 2013).
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2.2. TEST OPARTY NA MNOZNIKACH LAGRANGE’A

Przy przyjetych powyzej oznaczeniach oraz zatozeniach tatwo zauwazy¢, ze sta-
tystyka LM przyjmuje postac:

¢’ We ’ 5
{Nlere[tr((wT +W)W)]l/2} -7 (1) @)

Zatem statystyka testowa LM jest kwadratem statystyki Morana /. Cho¢ fakt ten
zostal zaobserwowany juz w 1980 roku przez Burridge’a (1980), do dzi$ pozostaje
w cieniu szeroko rozpowszechnionego pogladu o roztagcznosci tychze dwoch testow.

2.3. STANDARYZACJA STATYSTYKI MORANA / DLA MALYCH PROB

Oznaczmy reszty modelu (1) przez: e=y—Xﬁ, gdzie Ii jest estymatorem postaci:
[Aiz(XTX)’lXTy. Wprowadzmy oznaczenie: My =I-Py, gdzie P, =X(X'X)"'X".

Woéwcezas:

e:y—Xﬁ
=y-X(X'X)"'X"y
=(Xp+u)-X(X"X)"'X"(Xp+u)
=[Xp+u—-X(X"X)"'X"XB-X(X"X)"'X"u]
=u-X(X"X)"'X"u
=M,u

Przy zalozeniu o normalno$ci sktadnika losowego mozna pokazac, ze:

N 1
CN=K [tr(W +W)W)]"2

E() r(PyW),

Var(1)=C[tr(M WM W) +r(M WM W) +[tr(M W) |- E*(1),

N? 1
(N=K)YN-K+2) [tr(W + W)W)]

gdzie: C=
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W przypadku matych prob, warto§¢ oczekiwana statystyki Morana / moze by¢
zatem rozna od zera, a jej wariancja r6zna od jednosci. Dla matych préb mozna jed-
nak zaproponowac standaryzacje, ktora umozliwi testowanie obecnosci autokorelacji
przestrzenne;j.

Warto zauwazy¢, iz w literaturze spotyka si¢ liczne uproszczenia postaci wariancji
statystyki Morana /, przy przyjeciu pewnych dodatkowych warunkéw uszczegodtawia-
jacych, np.: WI=W,

Przy pewnych zalozeniach dotyczacych macierzy W zachodzi, iz:

}llg}cE(I)zo, }gr;Var(I)zl.
Poniewaz /2, N(0,1) mozemy wnioskowaé, ze:

I1-E()

TR ~2,N(0,1).

I tak na przyktad, dla testu Morana hipoteza zerowa o braku autokorelacji przestrzen-
nej, przy poziomie istotnosci 0,05, odrzucana jest gdy:

[_—E(I) > 1 96
War(D]*

3. NIESTANDARDOWY TEST MORANA / W MODELU AUTOREGRESIJI PRZESTRZENNEJ
Z AUTOKORELACJA PRZESTRZENNA SKEADNIKA LOSOWEGO

Rozwazmy teraz model autoregresji przestrzennej z autokorelacja przestrzenna
sktadnika losowego:

y=pWy+Xp+u,
y=7Zd+u, ®))
u=AWu+g, £~N(0,5°1),

gdzie |p|<1 — wspotczynnikiem przestrzennym, |[A|<] — wspdtczynnikiem przestrzennej
autokorelacji sktadnika losowego oraz Z =[X, Wy], 8=[B", p].

Przy standardowych zatozeniach mozemy rozwaza¢ estymator Metody Zmiennych
Instrumentalnych dla parametru o:

o0=(2"72)"1"y,
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gdzie: Z:H(HTH)AHTZ , H— macierz instrumentow, oraz ezy—XS, oznacza wek-
tor reszt modelu. Stawiamy hipotez¢ zerowa Hy: A # 0, przy hipotezie alternatywne;j
Hy: A # 0 Statystyka Morana / dla modelu autoregresji przestrzennej z autokorelacja
przestrzenng sktadnika losowego przyjmuje postaé:

T
- e We )

|:(N‘eTe)2 [ (W + W)W)]+(NleTe)ISTIST/2 ’

gdzie: b=—H(Z'Z)"' Z'HHH)"'Z" (W+W")e, oraz [, N(0,1)3.

Zatem przy dwustronnym tescie na poziomie istotnosci 5% hipoteza zerowa
Hy: A = 0 jest odrzucana dla wartosci |1|>1,96.

4. TEST F DLA MODELU PRZESTRZENNEGO

Analogicznie jak dla modeli klasycznych, do porownywania oszacowanych prze-
strzennych modeli ekonometrycznych mozna wykorzystaé¢ test F. Rozwazmy zatem
dwa przyktadowe modele przestrzenne, przestrzenny model autoregresyjny SAR oraz
przestrzenny model SADL (Spatially autoregressive-distributed lag model) (Olejnik,
2008):

SAR: y=pWy+Xp+g, £~N(0,5°1),
SADL: y=pWy+Xp+WXy+¢g, &~N(0,0°0),

gdzie X to macierz zmiennych objasniajacych o wymiarach (NVxK), P to odpowia-
dajacy jej k-elementowy wektor parametrow, natomiast y jest k-elementowym wek-
torem parametréw dla wazonej przestrzennie macierzy zmiennych objasniajgcych.
Przyjmijmy zatozenie, ze f # 0. W celu zbadania istotnos$ci wektora przestrzennego
v stawiamy hipoteze: Hy: v = 0 przy hipotezie alternatywnej Hy: y # 0. Statystyka F
przyjmuje woéwczas postac:

- RSS;, - RSS,
o NZCKAD[RSSun = RSSuon] e yy ook 1y,
K+1 RSSqup1

3 Rozumowanie pozwalajace stwierdzi¢, ze statystyka o postaci (6) dazy wedtug dystrybuanty do
rozktadu normalnego mozna znalez¢ w opracowaniu Kelejian i Prucha (2001).



Wybrane metody testowania modeli regresji przestrzennej 387

gdzie RSSq,pr 0znacza sum¢ kwadratow reszt z modelu SADL, za§ RSSqsr — sume
kwadratéw reszt modelu SAR.

Za pomoca testu F istnieje rowniez mozliwos¢ wykonania analizy poréwnawczej
dla dowolnych dwoch modeli przestrzennych. Zauwazmy, ze analogiczne rozumowa-
nie mozemy przeprowadzi¢ rowniez dla modelu przestrzennego i klasycznej regresji
liniowej. Taka analiza w istotny sposob moze pomoc w podjeciu decyzji o zasadnosci,
badz nie zastosowania modelu przestrzennego. W ocenie autora test ten wydaje si¢
by¢ niedoceniany przez badaczy pomimo swej prostej konstrukcji i istotnej roli dla
wyboru wlasciwej postaci modelu. Za pomocg powyzszego testu mozna dokonywaé
poréwnan nie tylko pomiedzy modelami o takiej samej postaci funkcyjnej, ale row-
niez roznigcych si¢ macierzami wag przestrzennych W.

5. TEST J DLA SPECYFIKACJI MODELU PRZESTRZENNEGO

Ponizej zaprezentujemy test oparty na procedurze testu J, bedacej znanym algo-
rytmem testowania modeli niezagniezdzonych (por. Kelejian, 2008). Przedstawiony
tu test, umozliwia porownanie wybranego modelu przestrzennego z pojedynczym lub
wieloma niezagniezdzonymi modelami alternatywnymi. Rozwazane modele moga,
cho¢ nie muszg zawiera¢ opdznienia przestrzenne, zar6wno w zmiennej zaleznej, jak
i sktadniku losowym. Idea testu sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie, czy model
alternatywny wnosi dodatkowa informacje w stosunku do modelu wyjsciowego.

Rozwazmy autoregresyjny model przestrzenny z autokorelacjg sktadnika loso-
wego. Jako hipoteze zerowsa, zaproponujmy model wyjsciowy:

y=pWy+Xp+u
Hy| =zs+u . ®)
u=AWu+eg £~N(0,5°I)

Jako alternatywe, przyjmujemy G przeciwstawnych modeli:

y=p,Wy+Xp, +u,
H: =73 +u, : )
u,=4Wu,+g, &~N(0,0°1)

gdzie i =1, ..., G. Zauwazmy, ze w szczegdlnym przypadku, model wyjsciowy od
modeli alternatywnych moze r6zni¢ si¢ tylko postacig przestrzennej macierzy wag, co
z punktu widzenia analiz przestrzennych jest kwestig bardzo istotna.
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W wyniku przemnozenia obustronnego przez macierz (I-AW) modelu (8)
mozemy go zapisaé w postaci:

(I-AW)y=(1-AW)Z5 +e. (10)

Dla skrocenia zapisu, przyjmijmy nastgpujace oznaczenia: y(4) = (I-AW)y,
Z(A) = (1-AW)Z, Z(4;)) = 1-4,W))Z;. Woéwczas model (10) przyjmie postac:

y(A)=Z(1)d+¢. (11)

A

Przez 8, oznaczmy pewien estymator parametru 8;. Wowczas modyfikacja klasy-
cznego testu J (por. Davidson i MacKinnon, 1981; Pesaran i Weeks, 2001) na przy-
padek przestrzenny wymaga rozszerzenia modelu (11) do postaci:

Y =Z()o+ Y a[Z,(3)8]+e
z (12)

G R G R
=Z(1)d+ Zai [Z:5,]+ Z(Q[WZ@H&
i=1 i=1

gdzie a;, ¢, sa parametrami oraz spetniony jest warunek: ¢ =-a,A. Zauwazmy, ze
dla modelu (8), z hipotezy zerowej mamy: o, = 0. Na mocy powyzszego mozemy
przeformutowacé testowang hipoteze:

Hya,=¢ =0,dlai=1,...,G (13)
W swojej pracy Kelejian (2008), jako procedure estymacyjna, zaproponowat

metode oparta na zastosowaniu zmiennych instrumentalnych. Rozwazmy zatem naste-
pujace macierze instrumentow:

H=[X, WX WX, ..., WX],vz,
H; = [X;, WX, WiZXia s WXz,
ITII': [Xa WX: WZX, EEEE) WVX]LNZa

gdzie X=[X,Xj,X,, ..., X;], natomiast indeks LNZ, oznacza liniowo niezalezne
kolumny rozwazanej macierzy*. Zaklada sie, iz przyjete macierze instrumentow
zawierajg co najmniej wszystkie liniowo niezalezne kolumny (w sensie rozpina-

4 W wigkszosci przypadkow nie rozwaza sie instrumentow z macierzg wag w potedze wyzszej niz
dwa.
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nej przestrzeni) odpowiednich macierzy: [X,WX], [X,,WX], oraz [X, WX], dla
i=1,...,G. Przy powyzszych oznaczeniach, mozemy przedstawi¢ etapy procedury
postepowania w przypadku testu J dla modeli przestrzennych.

Etap 1

Estymujemy model (8) metodg 2MNK (dwustopniowa MNK) przy uzyciu macie-
rzy instrumentéw H, skad otrzymujemy reszty modelu, ktory oznaczmy przez .
Rownolegle, estymujemy G modeli alternatywnych postaci (9), metodg 2MNK, przy
uzyciu macierzy instrumentéow H;, uzyskujac oszacowania parametrow 9;.

Etap 2

Stosujemy procedure UMM (Uogoélnionej Metody Momentéw) dla modelu (8),
w celu estymacji parametru 4 z wykorzystaniem wyliczonych weze$niej reszt modelu
. Podstawiajac oszacowany parametr A do modelu (11) nalezy oszacowac tak otrzy-
many model metoda 2MNK przy zastosowaniu macierzy instrumentéw H. Nastepnie,
otrzymany z estymacji wektor reszt €, wykorzystujemy do estymacji wariancji sktad-
nika losowego:

5.=N""¢'¢. (14)

Etap 3

W rozszerzonym modelu (12) nastepujemy parametr A jego oszacowaniem A
otrzymanym w poprzednim kroku.

Przyjmijmy oznaczenia:

Y= [Z181, e ZGSGa W1Z181, vy WGZGSGLW: (a1, ..., 06, @1, -, ¢G]T-

Woéwcezas empirycznym odpowiednikiem rozszerzonego modelu (12) bedzie
model postaci:

y(A) ~ Z(1)8+ Yy+e. (15)

Etap 4

W kolejnym kroku nalezy oszacowaé parametry modelu (15) metodg 2MNK
z zastosowaniem macierzy instrumentow H. Oznaczmy macierz zmiennych objasnia-
jacych w modelu (15) przez E= [Z(1), Y], parametry regresji za$ przez Y =[0",y'].
Zauwazmy, ze dla modelu okre$lonego w hipotezie zerowej mamy Y, =[0",0’ ] Niech
E=P == [Z(A), Y], gdzie operator rzutu na macierz Z jest postaci: Py = HH H)'H’

Wowczas estymator 2MNK parametru y przyjmuje postac:

1=E2) "2y, (16)
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Twierdzenie
Przy pewnych standardowych zatozeniach (por. Kelejian, 2008) i przyjetych
powyzej oznaczeniach, mamy:

N2 (§—y,)-25N(0,67 plim(Z'E) ™),

N—oo

ol =plimé;,
N—oo
gdzie plim oznacza zbiezno$¢ wzgledem prawdopodobienstwa’.
Na mocy powyzszego twierdzenia, wnioskowania dla matych prob moga by¢
oparte na zatozeniu:

¥~ N(y.62(E'8)"). (17)

Niech K=K+14+2G, 7' =[0",¥'] oraz niech VCy reprezentuje oszacowanie
macierzy wariancji-kowariancji estymatora ¥ opartego na matej probie. Wowczas
VCy stanowi podmacierz o wymiarach 2Gx2G_macierzy wariancji-kowariancji
parametru ¥ — macierzy 6.(2'Z)" o wymiarach K xK. Wowczas test Walda (por.
Godfrey i1 Pesaran, 1983) odrzuca hipotez¢ zerowa Hy: w = 0 na korzy$¢ hipotezy
alternatywnej H;: y # 0 na poziomie istotnosci a, gdy:

A -1
(\if’ VG, \ilj> 2 .(2G), (18)

gdzie x%(1.(2G) oznacza kwantyl rozktadu x> o 2G stopniach swobody, rzedu 1-a.

6. TESTOWANIE STACJONARNOSCI PRZESTRZENNE]

Problem niestacjonarnosci przestrzennej jako pierwszy rozwazat Fingleton (1999).
W swej pracy zauwazyl on, ze przestrzenna niestacjonarnos¢, analogicznie jak
w przypadku szeregdw czasowych, moze prowadzi¢ do wystapienia regresji pozornej.
Ponizej zaprezentowano procedure testowa umozliwiajaca wykluczenie wystepowania
problemu niestacjonarnos$ci przestrzenne;j.

Jako punkt wyj$cia przyjmijmy model postaci:

y=pWy+g, &£~N(0,0°1). (19)

> Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy Kelejian (2008).
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W powyzszym rownaniu spetnienie warunku |p|<1 zapewnia co najmniej asymp-
totyczng stacjonarnos¢ danych generujacych proces przestrzenny. W tym wypadku
mozemy powiedzie¢, ze y jest przestrzennie zintegrowanym procesem rze¢du zero
— SI(0).

Rozwazmy model postaci:

y=Xp+e, £=AWe+pn, p~N(0,5°0). (20)

Kosfeld 1 Lauridsen (2004) zaproponowali dwustopniowy test wskazujgcy na ist-
nienie przestrzennej stacjonarnosci. Ich strategia, oparta jest na dwustopniowym tescie
mnoznikow Lagrange’a dla przestrzennie skorelowanego sktadnika losowego®. Zatem
dla modelu , przy Hy: A = 0 mozemy zastosowac¢ procedurg testu LM dla reszt modelu
(LME). Jesli statystyka testowa okaze si¢ nieistotnie r6zna od zera, powiemy, Ze nie
mamy tu do czynienia z autokorelacjg przestrzenng (A=0). W przeciwnym wypadku
mozemy wnioskowac o wystepowaniu autokorelacji przestrzennej lub tez o istnieniu
przestrzennej niestacjonarnosci.

W drugim etapie, nalezy zweryfikowac, czy parametr przestrzennej autoregresji
w réwnaniu (20) wynosi jeden, czy jest mniejszy od jednosci. W tym celu nalezy
zastosowac test LM dla przestrzennie zréznicowanego modelu (DLME) postaci:

Ay=AXB+p p~N(0,0°D), 1)

gdzie: p=(1-AW)e. Wowczas hipoteza zerowa jest rownowazna: H,:|A|=1, przy
hipotezie alternatywnej ;| A[<1.

Analogiczna procedura moze zosta¢ zastosowana w celu badania przestrzenne;j
niestacjonarnosci kazdej ze zmiennych rozwazanego modelu. Wtedy nalezy wykonaé
regresj¢ danej zmiennej na czynnik staly. Bardziej szczegdtowa analize problemu
przestrzennej niestacjonarnosci wraz z przyktadem badania przestrzennej stacjonar-
nosci dla procesu konwergencji w UE mozna znalez¢ w publikacji autora (Olejnik,
2008).

6 Wiasnosci testu zostaty dokladnie opisane w pracy Kosfelda i Lauridsena (2006). Alternatywne
metody testowania mozna znalez¢ w pracy Kosfelda i Lauridsena (2004), gdzie zastosowana procedura
oparta zostata na tescie Walda oraz w opracowaniu Lauridsena (1999), w ktorym wykorzystano podejscie
Dickey-Fullera.
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7. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono metody testowania autokorelacji przestrzennej w naj-
popularniejszych modelach przestrzennych. Jako narzedzie do poréwnywania dwoch
ekonometrycznych modeli przestrzennych, lub modelu przestrzennego z klasycznym
zaproponowano zastosowanie znanego testu F. Z bardziej zaawansowanych narze-
dzi wspomagajacych dokonanie wyboru wlasciwego modelu zaprezentowano test
J. Mimo dos$¢ skomplikowanej konstrukcji testu, jego rola dla oceny poprawnosci
przyjetej struktury przestrzennej jest bardzo duza. Zdaniem autora, w chwili obecnej
stanowi on najlepsze narzedzie poréwnawcze nieposiadajace porownywalnej alter-
natywy. Ostatnia czg$¢ pracy przybliza problem przestrzennej niestacjonarno$ci oraz
prezentuje odpowiednig procedure testujaca.

Mimo szerokich mozliwos$ci przedstawionych metod mozna zauwazy¢ koniecz-
no$¢ dalszego rozszerzania i modyfikacji zaprezentowanej metodologii. W dalszych
opracowaniach planowane jest przedstawienie zatem konstrukcji testow dla prze-
strzennych modeli wielowymiarowych. W szczegdlnosci planuje si¢ opracowanie
wielowymiarowego testu J dla modeli klasy WAMP — Wielowymiarowych autoregre-
syjnych modeli przestrzennych (por. Olejnik, 2013).
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WYBRANE METODY TESTOWANIA MODELI REGRESJI PRZESTRZENNEJ

Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest przyblizenie nowoczesnych metod testowania modeli regresji przestrzen-
nej pozwalajacych wybra¢ poprawng postaé struktury zalezno$ci przestrzennych. Metody te umozli-
wiaja testowanie wystepowania autokorelacji przestrzennej, a w dalszym etapie pozwalajg na wlasciwa
specyfikacje modelu przestrzennego. W artykule wskazano wady i zalety prezentowanych metod oraz
przedstawiono pewne rekomendacje dotyczace ich stosowania. W opracowaniu przedstawiono réwniez
problem przestrzennej niestacjonarnosci oraz zaproponowano wlasciwa procedure weryfikacyjna.

Stowa kluczowe: modele regresji przestrzennej, test J, test £, Statystyka Morana /, przestrzenna
niestacjonarno$é

SOME TESTING METHODS FOR SPATIAL REGRESSION MODELS

Abstract

The aim of this paper is to introduce modern testing methods for Spatial Regression Models used
for selection of the correct structure of spatial dependencies. Presented methodology allows one to test
for the presence of spatial autocorrelation and at a further stage to make the correct model specification.
The paper presents some merits and drawbacks of selected statistical test widely used in spatial model-
ling with some recommendations. The problem of spatial non-stationarity with an appropriate testing
procedure is also introduced.

Keywords: spatial regression models, J test, F' test, Moran /, spatial non-stationarity
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SYNTETYCZNE WSKAZNIKI WYPRZEDZAJACE W PROGNOZOWANIU
INFLACJI W POLSCE!?

1. WSTEP

Prognozowanie inflacji jest jednym z podstawowych zadan bankéw centralnych,
szczegolnie tych, ktore realizujac strategie bezposredniego celu inflacyjnego dekla-
rujg utrzymywanie tempa zmian cen konsumenta w okre$lonym pa$mie wahan’.
Takie zainteresowanie wladz monetarnych jest konieczne w sytuacji, gdy nominalna
1 realna sfera gospodarki reaguja z opdznieniem na dzialanie instrumentéw polityki
pieni¢znej. Tymczasem na inflacj¢ oddzialuje bardzo wiele czynnikow i celem tego
badania jest sprawdzenie, ktére zmienne lub grupy zmiennych niosg z odpowiednim
wyprzedzeniem uzyteczng informacj¢ o zmianach cen koszyka dobr konsumenta.
Zmienne te nazywane sg wskaznikami wyprzedzajacymi lub wiodacymi (ang. leading
indicators).

W artykule sprawdzono, jakie korzy$ci daje zastosowanie metody wskaznikow
wyprzedzajacych do systematycznego, comiesigcznego prognozowania podstawo-
wego wskaznika inflacji w Polsce tj. indeksu cen towaréw i ustug konsumpcyjnych
(dalej CPI). Postawiono robocza hipoteze, ze za pomocg metod statystycznych (ana-
liza korelacji) mozna wskaza¢ zmienne, ktorych wahania poprzedzaja zmiany inflacji
w Polsce. W eksperymencie prognostycznym obejmujacym okres od grudnia 2010 r.
do listopada 2012 r. zastosowano proste (liniowe i jednorownaniowe) modele regre-
sji, dalej zwane modelami wskaznikow wyprzedzajacych®. Do prognoz wskaznika
inflacji w horyzoncie od 1 do 12 miesi¢cy naprzod wykorzystano jedynie informacje

I Artykul jest znacznie zmieniong wersjg artykutu Szafrafiski (2011) opublikowanego w roboczej

wersji w Materiatach i Studiach NBP. Zmiany dotycza przede wszystkim cze¢sci empirycznej tj. celu
badania, zastosowanych metod i zakresu proby, a takze motywacji i przegladu literatury. Artykul nie
wyraza ani pogladow ani oficjalnego stanowiska Narodowego Banku Polskiego.

2 Podzickowania dla wspotpracownikéw NBP za okazang pomoc, a takze dla uczestnikoéw semi-
nariow naukowych (IE NBP i Katedry Ekonometrii UL) za motywujaca dyskusj¢ i dla anonimowego
recenzenta za cenne uwagi do ostatecznej wersji tekstu.

3 W Polsce bank centralny stosuje strategie bezposredniego celu inflacyjnego od 1999 roku.

4 W artykule Szafranski (2011) sprawdzono, ze modele te dostarczaja na ogodt rownie doktadnych
lub doktadniejszych punktowych prognoz CPI niz takie modele wzorcowe jak np. model oparty o auto-
regresje.
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dostepne w chwili sporzadzania prognoz (tzw. dane w czasie rzeczywistym). Aby
oceni¢ korzysci, jakie moze przynies¢ redukcja informacji pochodzacej z duzego
zbioru danych, jako$¢ prognoz na podstawie wskaznikow indywidualnych porow-
nano z prognozami opartymi na wskaznikach syntetycznych. Wskazniki syntetyczne
zostaly okres$lone jako czynniki opisujace wspolng cze$¢ zmiennosci grupy zmien-
nych i uzyskane metodg analizy gtownych sktadkowych. Elementem dodanym tego
artykulu, w poréwnaniu do innych badan dotyczacych prognozowania inflacji w Pol-
sce na podstawie duzych zbioréow danych, jest sprawdzenie, jaki wplyw na jakos¢
uzyskiwanych prognoz ma wstepny dobdr zmiennych do analizy czynnikowej na
podstawie kryteriow statystycznych. Celem posrednim badania jest rowniez ustalenie
zawartosci informacyjnej wybranych wskaznikow z punktu widzenia przewidywania
inflacji. OczywiScie ustalenie tego typu relacji ma charakter gléwnie symptomatyczny,
a nie przyczynowo-skutkowy. Jednak poszukiwanie natury tej relacji moze mie¢ duze
znaczenie dla okreslenia zrédet i genezy zmian cen w mysl idei, ze jednym z kry-
teriow potwierdzenia zwigzku przyczynowo-skutkowego pomiedzy zmiennymi jest
mozliwo$¢ uzyskania na jego podstawie doktadnej prognozy.

Struktura opracowania jest nastepujaca. W drugiej czegsci przedstawiono fakty
dotyczace przebiegu inflacji w Polsce po okresie transformacji i postawiono szcze-
gélowe hipotezy badawcze. Nastgpnie wyjasniono genez¢ koncepcji wskaznikow
wyprzedzajacych i skomentowano jej wykorzystanie w dotychczasowych badaniach
nad prognozowaniem inflacji w Polsce i na $wiecie. W czgsci trzeciej opisano kon-
strukcje modeli wskaznikow wyprzedzajacych, a takze szczegotowe zatozenia ekspe-
rymentu prognostycznego. Cze$¢ czwarta zawiera opis konstrukcji indywidualnych
i syntetycznych wskaznikow wyprzedzajacych. W czgséci piatej oceniono korzysci
wynikajace z ich stosowania oraz podjeto probe oceny ich zawartosci ekonomiczne;.

2. INFLACJA W POLSCE PO OKRESIE TRANSFORMACIJI - MOTYWACJA BADAWCZA

W latach 90. XX w. dwucyfrowa inflacja (w ujeciu rocznym) byta w Polsce zja-
wiskiem powszechnym. Proces stopniowego jej spadku (dezinflacji) postgpowat wraz
z wprowadzaniem nowych, systemowych rozwigzan w polityce pieni¢znej. Trwaty
spadek inflacji ponizej 10% w skali roku i jej ustabilizowanie na §rednim poziomie
ok. 3% odnotowano dopiero po 2001 roku, a wiec w dwa lata po wprowadzeniu
strategii bezposredniego celu inflacyjnego (por. rysunek 1).

Jednak po 2001 roku, wbrew temu, co pokazuja statystyki opisowe wskaznika CPI
w ujeciu rok do roku (dalej CPI r/r) zmiennos¢ inflacji wcale nie ulegta zmniejszeniu
(por. tabela 1). Wskaznik zmian cen w ujeciu miesiecznym (CPI m/m) ma bowiem
zblizong wariancje¢ w dwoch podprobach obejmujacych lata 2001-2006 1 2007-2012.
Ponadto porownujac wskazniki publikowane ze wskaznikami odsezonowanymi za
pomocg procedury Tramo/Seats mozna spostrzec, ze wskaznik CPI m/m jest w duzym
stopniu pod wpltywem wahan sezonowych, ktére w latach 2001-2012 stanowity
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prawie 55% wariancji tego wskaznika®. Zatem po wylgczeniu w miar¢ regularnych
wahan sezonowych zmienno$¢, ktéra pozostaje do objasnienia za pomoca modeli
ekonometrycznych, mierzona odchyleniem standardowym, jest rzedu 0,25 pp. wobec
ok. 0,36 pp. catkowitej zmiennos$ci inflacji w skali miesigca (por. wyniki w tabeli 1).
Wskazuje to, jak wazne, gdy badamy zmienno$¢ cen, jest poprawne uwzglednienie
zmian o charakterze sezonowym.
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Rysunek 1. Wskazniki inflacji (CPI) w ujgciu rocznym (lewy panel) i miesi¢cznym (prawy panel) za
okres 1999-2012 (w pp.) na tle nieliniowego trendu (linia przerywana)
Zrodlo: GUS, obliczenia wiasne.

Tabela 1.

Statystyki opisowe wskaznikow inflacji (CPI) w ujeciu rocznym (w pp.), miesigcznym i po
odsezonowaniu w latach 2001-2012 i w dwdch podokresach

Okr statystyki Indeks Indeks Odsezonowany Wskaznik
s opisowe CPI t/r CPI m/m CPI m/m sezonowosci

2001-2012 Srednia 2,967 0,230 0,230 -0,000
Odchylenie 1,540 0,363 0,246 0,267
standardowe

2001-2006 Srednia 2,479 0,171 0,173 -0,001
Odchylenie 1,884 0,358 0,264 0,268
standardowe

2007-2012 Srednia 3,468 0,289 0,221 0,000
Odchylenie 0,864 0,361 0,211 0,267
standardowe

Wskazniki sezonowosci uzyskane w pakiecie Demetra+ 4.3 przy uzyciu Tramo/Seats.
Zrédto: obliczenia wiasne.

5 Przy zalozeniu, ze wskaznik sezonowosci nie jest skorelowany ze wskaznikiem CPI wyrowna-

nym sezonowo.
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Pomimo, Zze zmiennos¢ inflacji wyréwnanej sezonowo jest stosunkowo mata, to
jej zrodia nie sa jednorodne. Potwierdzeniem tego moze by¢ porodwnanie czgstosci
wystepowania nietypowych obserwacji w CPI ogétem i jego komponentach wykrytych
w automatycznej procedurze Tramo. O ile w przebiegu szeregu CPI ogdtem obserwa-
cje nietypowe zdarzajg si¢ stosunkowo rzadko, to w jego komponentach wystepuja
one o wiele czesciej’. Pomimo, ze wplyw odstajgcych obserwacji w komponentach
jest wygtadzany w indeksie CPI ogélem za pomoca wag, to nadal te nietypowe
obserwacje moga mie¢ w pojedynczych okresach istotny wplyw na ksztaltowanie sig
catego agregatu. Dodatkowo sktad koszyka dobr i ushug nabywanych przez gospodar-
stwa domowe podlega co roku zmianom ocenianym na podstawie badan budzetow
gospodarstw domowych. Wszystkie wymienione tu elementy dotyczace pomiaru infla-
cji w Polsce sktadaja si¢ na obraz podstawowych problemdw, jakie mozna napotkac
w systematycznym prognozowaniu wskaznika CPI.

Na podstawie tego krotkiego przegladu zmienno$ci wskaznika cen konsumpceyj-
nych po 2001 roku postawiono nastgpujaca hipoteze. Ze wzgledu na wiele poten-
cjalnych zrédet zmiennosci cen koszyka konsumenta uwzglednienie duzego zbioru
informacji jest konieczne, zeby moc systematycznie prognozowac inflacjg w sposob
wiarygodny 1 trafny. Jednak w klasycznej analizie regresji na podstawie liniowych
modeli (np. modelu indywidualnych wskaznikéw wiodacych) oczekiwany btad pro-
gnozy jest proporcjonalny do ilorazu liczby zmiennych objasniajacych (predyktorow)
i liczby obserwacji (N/T) — por. Stock i Watson (2006). Gdy liczba wybranych predyk-
torow przekracza kilkanascie zmiennych i jest niewiele wicksza od liczby obserwacji,
btad estymatora MNK moze mie¢ znaczacy wpltyw na oczekiwany blad prognozy.
Ponadto powigkszanie liczby uzytych w modelu wskaznikéw indywidualnych moze
poprawia¢ dopasowanie modelu w probie kosztem pogorszenia jakos$ci prognoz poza
proba. W tym artykule sprawdzono, czy praktycznym rozwigzaniem problemu zbyt
duzej liczby regresorow nie moze by¢ utworzenie na podstawie tych zmiennych jed-
nej lub kilku zmiennych syntetycznych opisujacych jak najwigkszg czg$¢ zmiennosci
szeregdw w danej grupie. W badaniu empirycznym syntezy informacji dokonano za
pomoca metod analizy czynnikowej. Jezeli podejscie to jest zasadne, to warto$¢ pre-
dykcyjna syntetycznych wskaznikoéw wyprzedzajacych powinna okaza¢ sie¢ relatywnie
wigksza niz wskaznikow indywidualnych.

6 W automatycznej procedurze TRAMO dla CPI ogdtem znaleziono zaledwie dwie obserwacje
odstajgce w okresie 2001-2012 (tj. sierpien 2000 roku i maj 2001 roku) wobec przynajmniej 9 tego
typu wystapien w takich komponentach CPI. Najwigcej w takich grupach dobr jak: pieczywo i produkty
zbozowe, nabial, cukier, odziez, obuwie oraz w cenach ushug edukacyjnych.
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3. WSKAZNIKI WYPRZEDZAJACE INFLACJI - PRZEGLAD BADAN’

Metode konstrukcji syntetycznych wskaznikow wyprzedzajacych (ang. leading
indicators) opracowano w amerykanskiej instytucji badawczej National Bureau of
Economic Research (NBER) na potrzeby monitorowania i prognozowania stanu
koniunktury ogoélnogospodarczej (por. Burns i Mitchell, 1946). Wybierano w tym
celu wskazniki, ktore indywidualnie wykazywaly najwieksza zdolno$¢ do objasnienia
zmian przysztej aktywnosci, a nastgpnie nadawano im arbitralne wagi w mierniku
syntetycznym. Usystematyzowaniem tej koncepcji zajeli sie¢ Stock i Watson (1989),
ktorzy identyfikacje wskaznikéw wyprzedzajacych oparli na zdolnos$ci prognozowania
zmian szeregu referencyjnego (np. koniunktury czy inflacji). Przy czym przez szereg
referencyjny rozumiano zmienng nieobserwowalng wyznaczang na podstawie zmian
wspoélnych dla wigkszoéci obserwowalnych aproksymant tego procesud. Wspdlne
czynniki okre$lane sg ,,sitami sprawczymi” (ang. driving forces), a popularnym spo-
sobem ich uzyskiwania sa metody analizy czynnikowej wprowadzone do makroeko-
nomii przez Geweke’a, Sargenta i Simsa w latach 70. XX wieku (za Stock i Watson,
2002a).

W latach 90. metody analizy czynnikowej przeprowadzanej na podstawie duzych
zbiorow danych wykazaty przydatno$¢ w prognozowaniu procesd6w makroekono-
micznych. W 1998 roku Stock i Watson jako jedni z pierwszych® do wyznaczenia
syntetycznego wskaznika wyprzedzajacego inflacji uzyli metod analizy czynnikowej,
a w 1999 r. zastosowali je do modelowania krzywej Philipsa. W nastepnych latach
liczba badan wykorzystujacych metody analizy czynnikowej w prognozowaniu infla-
cji szybko rosta, a wérdd nich warto wymieni¢ artykutu Angelini i in. (2001), Stocka
1 Watsona (2003), Banerjee i in. (2005). W ramach tych badan pojawiajg si¢ dyskusje
na temat optymalnych rozmiaro6w zbiorow danych do analizy czynnikowej (Boivin,
Ng, 2006), zgodnych metod estymacji modeli czynnikowych (por. Stock i Watson,
2002a, Forni i in., 2005, Doz i in., 2006), sposobéw wykorzystania dynamicznego
modelu czynnikowego w prognozowaniu (por. Boivin i Ng, 2005) oraz sposobu poste-
powania w sytuacji asynchronicznego naptywu danych ekonomicznych (w polskiej
literaturze por. Lupinski, 2012).

W dotychczasowych badaniach statystycznych nad wskaznikami wyprzedzajg-
cymi inflacji analizowano najczesciej nastgpujace grupy zmiennych: komponenty
inflacji (Hendry i Hubrich, 2006; Kapetanios, 2004), oraz konstruowane na ich pod-
stawie syntetyczne miary inflacji bazowej okreslane jako core inflation (Giannone
1 Matheson, 2007; Cristadoro i in., 2005), czy pure inflation (Reis i Watson, 2010,
a dla Polski artykul Brzozy-Brzeziny i Kottowskiego, 2009), oczekiwania inflacyjne

7 Ta czg$¢ jest skrocong i uaktualniong wersjg przegladu literatury zawartego w Szafranski (2011).

8 Oprocz czesci wspolnej kazdy szereg aproksymant szeregu referencyjnego zawiera zmiany swo-
iste zwane idiosynkratycznymi.

9 Ostateczng wersje pracy opublikowano w 2002 roku (Stock i Watson, 2002b).
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0s6b prywatnych i podmiotéw gospodarczych (por. Ang i in., 2007, dla Polski Lyziak
i Stanistawska, 2008), mierniki koniunktury stosowane w réznych wariantach krzywej
Philipsa (por. ich przeglad w pracy Stocka i Watsona, 2008), miary podazy pienig-
dza (Hofmann, 2008), czy informacje z rynku finansowego o cenach i rentownos$ci
aktywow finansowych, a takze czynnikach terminowej struktury stop procentowych
(Stock 1 Watson, 2003).

Badania dotyczace regularnego prognozowania inflacji w Polsce na podstawie
metody wskaznikow wyprzedzajacych nie sg zbyt liczne. Na podstawie tradycyjnej
metody NBER w ramach prac instytutu badawczego Bureau for Investment and
Economic Cycles (BIEC) powstaje syntetyczny wskaznik wyprzedzajacy dla inflacji
w Polsce, tak zwany Wskaznik Przysztej Inflacji (WPI) — por. Biatowolski i Zochow-
ski (2006)!0. Staboscig tego podejécia jest opieranie si¢ na ustalanych i zmienianych
arbitralnie wagach. Z kolei podejscia, w ktorych autorzy korzystaja w sposob sys-
tematyczny z relatywnie duzych zbioréw danych mozna znalez¢é w ramach badan
poréwnawczych nad prognozowaniem zharmonizowanego indeksu inflacji (HICP) dla
grupy 5 krajow (Polski, Czech, Wegier, Stowacji i Stowenii) wstgpujacych do Unii
Europejskiej (UE) w 2004 roku — zob. Banerjee i in. (2004) i dla wigkszej grupy
nowych cztonkéw UE w artykule Arratibel i in. (2009). W tym pierwszym badaniu
stosowano modele ze wspolnymi czynnikami uzyskanymi na podstawie kilkudzie-
sieciu kwartalnych szeregéw czasowych (56 dla Polski), a w tym drugim tradycyjne
modele z jednym lub dwoma indywidualnymi wskaznikami wyprzedzajacymi wyka-
zujac ich wyzszo$¢ nad prostymi metodami analizy szeregéw czasowych.

W Polsce badania inflacji prowadzone na podstawie dynamicznych modeli czyn-
nikowych i duzych zbioréw danych pojawily si¢ stosunkowo niedawno — por. artykuly
Kottowskiego (2008), Baranowskiego, i in. (2010). W pracach tych podobnie jak
w tym opracowaniu do wyznaczenia wspolnych czynnikow wykorzystano metode
analizy glownych sktadowych (ang. principal component analysis, dalej PCA), ktorej
wlasnosci asymptotyczne (gdy liczba stacjonarnych szeregow czasowych oraz ich
obserwacji po czasie rosnie do nieskonczono$ci) opisano m.in. w Stock i Watson
(2002a), Bai (2003). Warto wspomnie¢, ze w wyniku zastosowania metody PCA
dochodzi do redukcji liczby zmiennych objasniajgcych w rownaniu prognostycz-
nym. Ze wzgledu na potencjalng wspotliniowos¢ niektorych regresoréw redukcja ta
powinna mie¢ wplyw na uzyskanie precyzyjniejszych ocen parametrow. Jednakze
gtéwnym celem zastosowania metody PCA w analizie czynnikowej duzych zbiorow
danych jest wydobycie w sposob syntetyczny informacji o wspolnych czynnikach,
ktora moze by¢ uzyteczna w prognozowaniu inflacji.

W przeprowadzonym badaniu wstgpnie ograniczono liczb¢ zmiennych przezna-
czonych do analizy czynnikowej metodami statystycznymi. Redukcja ta nie jest jedy-

10 Wskaznik WPI zawiera jako komponenty nastepujace zmienne: kursy walutowe, indeksy cen
importu i ustug, zadtuzenie sektora publicznego i 0s6b prywatnych, jednostkowe koszty pracy, oraz dane
ankietowe z testow koniunktury przemystu przetworczego IRG-SGH.



Syntetyczne wskazniki wyprzedzajgce w prognozowaniu inflacji w Polsce 401

nie zabiegiem czysto praktycznym, utatwiajacym ekonomiczng interpretacje wynikow
eksperymentu. Jest to rowniez przyczynek do obecnej w literaturze dyskusji na temat
statystycznych metod doboru zmiennych do analizy czynnikowej. Metody te, znane
pod nazwa metod ,,najlepszych predyktorow” (thum. wtasne ang. targeted predictors,
termin uzyty po raz pierwszy w artykule Bai i Ng, 2008), wskazujg na korzysci
z pominigcia w analizie czynnikowej szeregow o duzej zmiennos$ci idiosynkratycznej
(swoistej, wtasnej). Ich obecno$¢ moze bowiem znaczaco obniza¢ doktadno$¢, z jaka
wyznacza si¢ nieobserwowalne wspolne czynniki (por. Boivin i Ng, 2006).

4. EKSPERYMENT PROGNOSTYCZNY

4.1. DANE I ICH PRZYGOTOWANIE

Do przeprowadzenia badania wykorzystano baz¢ danych zawierajaca te informacje
makroekonomiczne i finansowe, ktore w okresie od lipca 2009 r. do grudnia 2012 r.
byly co miesigc publicznie dostepne w dniu publikacji wskaznika CPI przez GUS!'!.
Daje to tacznie 42 generacje danych, w ktorych najnowsze opublikowane dane czesto
podlegaty zmianom i rewizjom statystycznym, a niektore z nich uzyskiwano na pod-
stawie informacji za biezgcy (niepelny) miesigc!2. W sklad bazy wchodzg najbardziej
aktualne obserwacje dotyczace realizacji 189 miesiecznych szeregéw czasowych,
z ktérych najstarsze siegaja stycznia 2000 roku. Niektére z szeregoéw charakteryzuja
si¢ pozniejszym terminem publikacji niz termin oglaszania wskaznika CPI, czyli tzw.
opoznieniem publikacyjnym, ktore siega od 1 do kilku miesigcy. Inne, w tym dane
z rynkow finansowych, paliwowych i rolnych, dotycza miesigca nastepnego w sto-
sunku do opublikowanego wskaznika CPI. Przy przyjetej metodzie prognozowania
(por. 4.2) jako zasade przyjeto, ze dane z okresu ¢, to dane dostepne w okresie ¢,
a zatem nie zawsze opisuja one sytuacje gospodarczg w okresie ¢. W sktad bazy wcho-
dzg zmienne, ktére przyporzadkowano do nastepujacych, jednorodnych tematycznie
grup danych:

— komponenty wskaznika CPI (grupa CP1 i ZYWU),

— czynniki dotyczace kreacji pieniadza (PIEN),

— czynniki determinujace koszty produkcji i dystrybucji dobr (z podziatem na kra-
jowe KRAJ i zagraniczne ZAGR),

— wskazniki (tzw. ,,twarde dane” GUS) dotyczace sytuacji ogdlnogospodarczej

(popytowe, GUS),

1 Inflacja za miesiac poprzedni jest publikowana co do zasady okolo 15 dnia biezacego miesigca.
Ze wzgledu na uktad dni wolnych w danym roku termin ten nie jest staly i podawany jest co roku przez
GUS w kalendarium publikacji danych.

12 Dotyczy oszacowan wskaznikow $redniomiesiecznych, ktore uzyskiwano na podstawie danych
dostepnych w chwili prognozowania jedynie za pierwsza polowe miesigca, a w szczeg6lnosci danych
dziennych z rynkéw finansowych oraz danych tygodniowych z rynku paliw i surowcow rolnych.
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— informacje dotyczace oczekiwan (w tym ankietowe wskazniki koniunktury KON,
oczekiwania inflacyjne osob prywatnych CiH, oraz wskazniki dochodowosci na
rynku finansowym RF).

Zbiorcze informacje o zawartosci bazy danych zawarto w Zalaczniku. Wszystkie
potencjalne wskazniki indywidualne, poddano rekurencyjnie procedurze odsezonowa-
nia (o ile metoda Tramo/Seats wskazala na obecno$¢ wahan sezonowych). Nastepnie
wyrdéwnane sezonowo szeregi poddano takim transformacjom, zeby w ich wyniku
otrzymac szeregi stacjonarne. Szczegoty dotyczace zrodel, odsezonowania i transfor-
macji danych przedstawiono w Zataczniku.

4.2. PRZEDMIOT PROGNOZY I METODA PROGNOZOWANIA

Zmienna objasniang we wszystkich analizowanych modelach wskaznikow wyprze-
dzajacych sa wskazniki inflacji CPI w ujg¢ciu miesigc do miesigca (m/m). W badaniu
wykorzystano metode prognozowania bezposredniego!?® (ang. direct forecasting), czyli
dla prognozy wyznaczanej na s miesiecy naprzod (2 = 1,...,12) konstruowany jest
model prognostyczny wykorzystujacy jedynie ostatnie dostepne obserwacje o zmien-
nych objasniajacych (tj. sprzed i miesiecy w stosunku do ostatnio opublikowane;j
inflacji). Prognozy oparte na liniowych modelach wskaznikow wyprzedzajacych (L1)
przyjmujg nastgpujgca posta¢ ogdlna:

I

Rppne = Z ai(h)LIl.(th) + sez, (1)
i=1

gdzie:

flt4n)c — prognoza wskaznika inflacji CPI m/m (okres poprzedni=1) na okres ¢ + &
uzyskana na podstawie informacji dostgpnej do okresu ¢,

LI l( ?) — ,i”-ty wiodacy (wyprzedzajacy) wskaznik inflacji wyznaczany oddzielnie
dla kazdego z horyzontow prognoz (4 = 1,...,12) wg metod opisanych w pkt 4.3 1 4.4,

ai(h) — ocena parametru uzyskana metoda najmniejszych kwadratow (MNK) dla

wskaznika indywidualnego lub wspolnego czynnika (i = 1,...,1),

sez; — oznacza estymowane tgcznie ze wskaznikami wyprzedzajacymi determini-
styczne efekty sezonowe, co de facto sprowadza si¢ do uzmiennienia wyrazu wolnego
w kazdym miesigcu.

137 przyjecia metody bezposredniej w prognozowaniu wynika okreslenie osobnych wskaznikow
i osobnych modeli na kazdy horyzont prognozy (zob. Stock i Watson, 2008).
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4.3. INDYWIDUALNE WSKAZNIKI WIODACE

W modelu wskaznikéw indywidualnych wszystkie odsezonowane zmienne z bazy
danych potraktowano jako potencjalnych kandydatéw na wskazniki wiodace. Przyjeto
oznaczenia LIL.('?) = Xj(n),es gdzie j(h) oznacza kolejnos¢ uporzadkowania indeksow
zmiennych j = 1,2,...,189 dla horyzontu prognozy 4 (h = 1,...,12). Rangowania zmien-
nych w j(/) dokonano ,,w probie” na podstawie kryterium jako$ci dopasowania row-
nania (1) z jedna zmienng objasniajaca (/ = 1), oddzielnie dla kazdego z horyzontéw
prognozy. Ze wzgledu na potencjalng niestabilno$¢ wyboru najlepszych predyktoréw
dokonywanego na podstawie kolejnych generacji danych ranking utworzono na
podstawie okresu testowego obejmujacego 17 generacji danych, przy czym pierwsza
generacja zawiera dane dostgpne w lipcu 2009 r., a ostatnia w listopadzie 2010 r.
W ten sposob zmiennym przypisano srednie pozycje w rankingu, ktore nastepnie upo-
rzadkowano do postaci rankingu wskaznikow j(#) wyznaczonego oddzielnie na kazdy
horyzont prognozy. W tabeli 2 widoczne sg trzy pierwsze pozycje kazdego z tych
ranking6w, a syntetyczne informacje o pelnym rankingu 20 najlepszych wskaznikéw
zaprezentowano w podziale na grupy zmiennych w tabeli 3. W celu sprawdzenia zdol-
nosci prognostycznej wybranych modeli ,,poza préba” do modelu prognostycznego
(1) wiaczane sg kolejne zmienne od pozycji 1 do pozycji 30 okreslonej na podstawie
tego rankingu.

Tabela 2.

Rankingi 3 ,,najlepszych w probie” indywidualnych wskaznikéw wyprzedzajacych na horyzonty od 1
do 12 miesiecy (na podstawie generacji danych: lipiec 2009 — grudzien 2010 r.)

Rankingi Pozycja 1 Pozycja 2 Pozycja 3
Horyzonty Nazwa grupy / $rednia | Nazwa grupy / | $rednia Na;z:;;lg;:lp Y Srednia
prognoz symbol zmiennej | pozycja | symbol zmiennej | pozycja Zmicnnej pozycja
h=1 CPI 1,0 CPI Wyposaz. 2,4 CPI 3.8
bazowa 15% mieszkan ogblem (SA)
h=2 CPI 1,4 CiH 2,2 KRAJ 5,1
bazowa 15% IPSOS3 Mleko MRol
h=3 CiH 2 CiH 4,0 CiH 4,1
IPSOS4 IPSOSI1 IPSOS3
h=4 CiH 1,6 CiH 2,0 CiH 4,7
IPSOS1 IPSOS4 IPSOS3
h=5 CiH 1,4 CiH 3,3 CPI 5,6
IPSOS3 IPSOSI1 Opat
h=6 CiH 1,8 CiH 4,8 CPI Ustugi 6,9
IPSOS3 IPSOS4 medyczne
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h=7 ZYWU 1,5 RF 2,3 RF 43
Nabiat Stopa 12M Stopa 3M

h=8 ZYWU 1,0 RF 2,0 RF 3,1
Nabiat Stopa 12M Stopa 2Y

h=9 RF L1 RF 2,5 RF 32
Stopa 12M Stopa 3M Stopa 2Y

h=10 RF L1 ZYWU 2,5 RF 2,6
Stopa 10Y Napoje bezalk. Stopa 2Y

h=11 ZYWU L1 ZAGR 2,8 RF WIG 2,9
Napoje alk. MFW oliwa Telekom

h=12 WWG 1,3 RF WIG 4,2 RF 4,9
Bezrob. rejestr. Telekom WIG 20

Sredni ranking ustalono na podstawie rankingow dla 18 generacji danych w okresie testowym
utworzonych w oparciu o jako$¢ dopasowania modelu (1) dla wskaznika indywidualnego (). Ozna-
czenia niektorych zmiennych; w grupie wskaznikéw CPI i ZYWU (zawierajacej wszystkie odse-
zonowane 1 w ujgciu m/m); ,,bazowa 15%” — inflacja bazowa ,,15% Ssrednia obcigta”, ogétem (SA)
— wyrownany sezonowo wskaznik CPI ogétem, pozostate grupy CPI zgodne z opisem tworzone na
podstawie jednej lub kilku grup COICOP, w grupie CiH; IPSOSx — udzialy odpowiedzi na pyta-
nie ,,x” w ankiecie dot. oczekiwan inflacyjnych osob prywatnych IPSOS, w grupie KRAJ; Mleko
MRol- mleko spozywcze pasteryzowane (zrodlo: tygodniowy monitoring rynkow rolnych Mini-
sterstwa Rolnictwa i Rozwoju Wsi, dalej MRol), ZAGR; MFW — ceny surowcow na rynkach $wia-
towych, RF; stopy dochodowosci na rynku finansowym (na wybrane terminy), oraz dochodowos$ci
indekséw gietdowych (WIG). Oznaczenia nazw grup zmiennych i zrédto danych zob. Zatacznik.
Zrodho: obliczenia wiasne.

Tabela 3.

Udziat procentowy zmiennych pochodzacych z grup prognostycznych w rankingu 20 wskaznikéw
indywidualnych najsilniej skorelowanych z przyszla inflacja w horyzoncie od 1 do 12 miesigcy

Grupy h=1 h=2 h=3 h=4 h=5 h=6 h=7 h=8 h=9 h=10 h=11 h=I12

CiH 15 15 15 20 20 15 15 0 5 5 5 0
PiB 0 15 5 0 0 0 0 5 0 5 5 10
RF 0 5 0 0 10 10 40 35 35 25 35 30

KRAJ 30 20 30 20 5 5 0 15 15 0 10 10
ZAGR 0 0 0 5 5 25 0 0 0 20 30 15

WWG 0 0 0 0 0 0 10 5 5 10 5 10
ZWG 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0

PIEN 0 5 20 20 30 20 15 0 5 10 5

CPI 40 15 10 15 20 15 10 15 15 15 0 20
ZYWN 15 25 20 20 10 5 10 25 20 10 5 5

Zrodto: obliczenia wiasne.
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4.4, SYNTETYCZNE WSKAZNIKI WIODACE

Wskazniki syntetyczne gromadza informacje zawartag w zmiennych wystepujacych
w rankingu na pozycji 1 do R (R = 5,10,15,20,25,30) skondensowano do jednego lub
kilku wspolnych czynnikow za pomoca metody PCA:

h a(h) ~
LI = 3R A%, )

gdzie /1]' jest wspotczynnikiem stojacym przy zmiennej o numerze i w wektorze
wlasnym odpowiadajacym j-tej najwickszej warto§ci wlasnej macierzy kowariancji
wystandaryzowanych zmiennych Xjy - Wspolne czynniki wyznaczone na podstawie
formuly (2), oddzielnie na kazdy horyzont # = 1,2,...,12,, wykorzystywane sg nastep-
nie jako wskazniki wiodace w réwnaniu (1).

Uwaga: w modelu indywidualnych wskaznikow wyprzedzajacych uwzgled-
niono nast¢pujace warianty dotyczace liczby wskaznikow wyprzedzajacych
1=1,2,3,5,10,15,20,25,30. Stad dla tych modeli na rysunku 2 i rysunku 3 oraz w tabeli
4 przyjeto oznaczenia: 1 zm, 2 zm, ...., 30 zm. Natomiast w modelu syntetycznych
wskaznikow wyprzedzajacych parametr / = 1,2,3 oznacza liczbe uwzglednionych
w modelu wspolnych czynnikow uzyskanych metodg analizy gtéwnych sktadowych
sposrod 5, 10, 15 lub 20 zm (np. 2 PCA-5 oznacza model z dwoma wspdlnymi czyn-
nikami wyznaczony na podstawie 5 najlepszych predyktorow).

4.5. ZALOZENIA EKSPERYMENTU PROGNOSTYCZNEGO

Eksperyment polegat na wykonaniu prognoz inflacji na 4 miesiecy naprzod!*
(h=1,2,...,12) kazdorazowo na podstawie oddzielnej generacji danych dostepnych co
miesigc w okresie od grudnia 2010 — do listopada 2012 r. Ze wzgledu na to, ze przed-
miotem zainteresowania podmiotéw gospodarczych jest tempo zmian cen w ujgciu
rok do roku (r/r) wyniki prognoz punktowych zaprezentowano po ich przeliczeniu na
wskazniki r/r. Prognozy inflacji r/r sa nastepnie porownane z realizacjami za pomoca
syntetycznych miar btgdow prognoz RMSE, ME i MAE, tj. odpowiednio pierwiastka
btedu $redniokwadratowego, bledu sredniego i btedu absolutnego. Parametry modeli
prognostycznych (1) reestymowano metoda najmniejszych kwadratéw z wykorzysta-
niem jedynie danych dostgpnych do okresu ¢ oraz statego okna estymacji (ang. rolling

14 Uwaga: prognozowanie na jeden okres naprzod (h = 1), zwane nowcastingiem, dotyczy prognozy
inflacji na biezacy miesigc. Okreslenia okresow naprzod uzyto jedynie w kontekscie dostepnosci danych,
a nie w odniesieniu do biezgcego okresu, w ktorym te dane sa publikowane.
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window). Przyjety w eksperymencie dla wszystkich metod uktad badania jakosci
prognoz i dostgpna baza danych pozwala na weryfikacje prognoz ex post inflacji rok
do roku kolejno na podstawie: 24 obserwacji dla prognoz na 2 = 1, dwudziestu dwoch
—nah=2,...,1dwunastu —na h = 12.

5. WYNIKI EMPIRYCZNE

Jako podstawowe kryterium doktadnosci prognozy punktowej, w opisanym w czg-
sci 4.5 okresie weryfikacji obejmujacym lata 2011-2012, przyjeto pierwiastek biedu
sredniokwadratowego (RMSE) liczony oddzielnie dla kazdego horyzontu prognoz.
W celu poréwnania prognoz z réoznych modeli liczony jest rowniez relatywny spadek
btedu RMSE (oznaczajacy poprawe jako$ci prognoz) w stosunku do prognozy bazo-
wej wyrazony w %. Pomocniczo analizowano réwniez obcigzenie prognoz za pomoca
miary ME i relacji ME/MAE (dalej okre$lanej jako stopien obcigzenia prognoz!6).
Jakos¢ prognoz sprawdzono pod katem wpltywu na nig liczby wiodacych wskaznikow
indywidualnych i liczby wspolnych czynnikow uzytych w réwnaniu (1), oraz obydwu
tych elementoéw jednoczesnie.

5.1. MODELE WSKAZNIKOW INDYWIDUALNYCH W PROBIE

Ranking zmiennych najsilniej skorelowanych z przyszia inflacja w horyzoncie od
1 do 12 miesigcy naprzdod okazat si¢ by¢ relatywnie stabilny w kolejnych 17 genera-
cjach danych poprzedzajacych okres weryfikacji prognoz. Zmienne najsilniej skorelo-
wane pozostawaly na najwyzszych pozycjach rankingu przez kilkana$cie miesiecy!”,
na co wskazuja $rednie pozycje z kolejnych miesigcy dla 3 pierwszych zmiennych
— por. tabela 2. Analizujgc zawarto$¢ ekonomiczng zmiennych dla poszczegolnych
horyzontow prognoz na pozycjach 1-3 w rankingu (zob. tabela 2) i grup zmiennych
w rankingu 20 zmiennych najsilniej skorelowanych z przyszta inflacjg (zob. tabela 3)
mozna wyciagnac nastepujace wnioski:
1. W prognozie wskaznika inflacji za biezacy miesigc tj. dla h=1 w modelu (1)

najbardziej przydatne sg ostatnie informacje pochodzace ze wskaznikoéw inflacji

bazowej, inflacji CPI i jej niezywnosciowych komponentéw, co moze by¢ oznaka

15 State okno estymacji zastosowano miedzy innymi w celu ztagodzenia konsekwencji potencjalnie
zmiennego wzorca sezonowosci i wptywu na wyniki estymacji obserwacji pochodzacych z poczatku
proby.

16 Relacja tych miar bledow jest zawsze z przedziatu (-1,1). Jej graniczne warto$ci $wiadczg o sys-
tematycznym przeszacowaniu (dolna granica przedziatu) lub systematycznym niedoszacowaniu (gorna
granica) zmiennej prognozowane;j.

17 Réwniez na kolejnych pozycjach wybor zmiennych wykazywal sie duza stabilno$cia. Przykta-
dowo wszystkie wskazniki indywidualne do 7 pozycji w rankingu uzyskiwaly w kolejnych miesigcach
pozycje nie gorsza niz 10, a do 10 pozycji — nie gorsza niz 15.
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uporczywosci (ang. persistence) inflacji rozumianej jako tendencja do utrzymywa-
nia si¢ efektow impulsowego szoku dotyczacego cen w kolejnym miesigcu (por.
Hertel, Leszczynska 2013). W rankingu 20 najsilniej skorelowanych wskaznikéw
indywidualnych dla nowcastingu indeks CPI i jego komponenty stanowig ponad
55% wybranych zmiennych, a 40% po wylaczeniu zywnosciowych komponen-
tow CPI — grupa ZYWU. Wazng grupg prognostyczng (30% udzial) sg rowniez
wskazniki zwigzane ze zmiang kosztoéw dobr konsumpcyjnych na rynku krajowym
(KRAJ).

Dla prognoz od 2 do 6 miesiecy naprzod na najwyzszych pozycjach w rankingu
dominuja informacje pochodzace z badan ankietowych konsumentéow dotyczace
ich oczekiwan inflacyjnych (IPSOS). Wsréd wskaznikow na 20 najwyzszych
pozycjach stanowig one (wraz z badaniami ankietowymi cen i handlu — grupa
CiH) od 15% do 20%. W rankingu 20 wskaznikow wystepuja ponadto kompo-
nenty CPI, cho¢ ich udziatl maleje wraz z horyzontem prognoz (od 40% dla h=2
do 20% dla h=5 i h=6). Podobnie wraz z wydtuzeniem horyzontu prognozy traca
na znaczeniu informacje o kosztach krajowych (KRAJ np. informacje o cenach
skupu produktow rolnych), a wzrasta znaczenie danych dotyczacych podazy pie-
nigdza (PIEN).

Dla prognoz od 7 do 12 miesi¢cy naprzod najliczniej wystgpujaca grupa wskazni-
kéw indywidualnych (od 25% do 40% wskaznikow) sa dane pochodzace z rynku
finansowego (RF, w tym przede wszystkim stopy procentowe z rynku finanso-
wego, a na 11 i 12 miesi¢cy rowniez stopy dochodowosci rynku akcji). Kolejne
grupy zmiennych w rankingu dotycza kosztéw dobr konsumpcyjnych wytwarza-
nych w kraju (KRAJ) i zagranica (ZAGR). W tej grupie prognoz koszty dobr
importowanych maja znaczenie tylko dla prognoz na 10—12 miesi¢cy naprzod.
Wsrod pozostatych wskaznikow wyprzedzajacych w rankingu wystepuja tez
komponenty CPI niezywno$ciowe (CPI) i te zwigzane z zywnoS$cia i napojami
(zYWU). Udziatl tej drugiej grupy wyraznie maleje wraz z wydluzeniem hory-
zontu prognozy.

O wiele mniejsze znaczenie prognostyczne w prognozach na okresy od 7 do 12
miesiecy wykazuja ,,twarde” dane GUS na temat sytuacji gospodarczej branz
i rynku pracy (WWG) i prognozowanej koniunktury gospodarczej (PiB). Wartos¢
predykcyjna informacji o kondycji handlu zagranicznego (ZWG) w konstrukcji
wskaznikow wyprzedzajacych jest najmniejsza sposrod wszystkich analizowanych
grup zmiennych.
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5.2. MODELE WSKAZNIKOW INDYWIDUALNYCH A MODELE WSKAZNIKOW
SYNTETYCZNYCH — WEASNOSCI PROGNOSTYCZNE

Modelem bazowym do poréwnan modeli wskaznikow indywidualnych i synte-
tycznych uczyniono model (1) z jednym wskaznikiem wiodgcym (oddzielnie na kazdy
horyzont). Na rysunku 2 przedstawiono poprawe jakosci prognoz (spadek RMSE)
dla modeli wskaznikéw indywidualnych i syntetycznych w wybranych (reprezenta-
tywnych) horyzontach prognoz (h=1,3,6,9,12) oraz $rednig poprawe jakosci prognoz
dla wszystkich 12 horyzontow w stosunku do modelu z jedng zmienng. W okresie
weryfikacji skonstruowanym na podstawie generacji danych od grudnia 2010 r. do
listopada 2011 r. mozna sformutowac nastgpujace wnioski:

1. Jako$¢ prognoz dla wskaznikow indywidualnych poczatkowo ro$nie wraz ze
wzrostem liczby wskaznikow wiodacych (chociaz nie monotonicznie) osiagajac
dla 5 najlepszych w probie wskaznikow wiodgcych (5 zm) RMSE nizsze w sto-
sunku do modelu bazowego od 2% dla 2 = 10 do 17% dla 2 = 1 (tj. $rednio
o mniej niz 10%). Gdy liczba zmiennych w modelu wskaznikow indywidualnych
przekracza 20, to jakos$¢ prognoz stopniowo si¢ pogarsza w stosunku do prognoz
z jednym wskaznikiem, szczegdlnie dla horyzontéw prognoz pow. 5 miesiecy.

2. Kondensowanie informacji ze wskaznikow indywidualnych do jednego wspolnego
czynnika przynosi skromna poprawe jakosci prognoz $rednio ponizej 5% w anali-
zie czynnikowej dla 20 zmiennych (1-PCA-20), chociaz wraz ze wzrostem liczby
zmiennych relatywne pogorszenie jako$ci prognoz nie jest tak znaczne jak dla
wskaznikow indywidualnych.

3. Wiaczanie do modelu wskaznikéw wyprzedzajacych drugiego (2-PCA) i trzeciego
(3-PCA) wspolnego czynnika (tj. kolejnych gtownych sktadowych macierzy
korelacji uzyskanych metoda PCA) przynosi znaczng poprawe jakosci prognoz,
najwigksza dla okoto 20 wskaznikow wyprzedzajacych uzytych w analizie czyn-
nikowej — $rednio o 23% dla 2 czynnikéw (od 11% na # = 11 do 37% na h = 2),
oraz o 19% dla 3 wspolnych czynnikéw. Dalsze zwiekszanie liczby zmiennych
do analizy czynnikowej skutkuje spadkiem korzysci ze stosowania analizy czyn-
nikowej, szczegolnie dla horyzontéw prognoz powyzej 6 miesigcy.

4. Porownanie jakosci prognoz wybranych modeli wskaznikow indywidualnych
1 wybranego modelu wskaznikow syntetycznych dla 20 zmiennych i 2 wspdlnych
czynnikow wskazuje na korzysci ze stosowania analizy czynnikowej dla prognoz
od 4 do 11 miesigcy wprzod (por. tabela 4 i rysunek 3). Na podstawie prezentowa-
nej metody wskaznikow syntetycznych uzyskano w dwuletnim okresie weryfikacji
prognozy przynajmniej o porownywalnej precyzji i obcigzeniu w stosunku do pro-
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gnoz korzystajacych z dowolnego zestawu optymalnie dobieranych wskaznikéw
indywidualnych.

Kondensowanie informacji w postaci 2—3 wspolnych czynnikéw zwigksza
odpornos¢ prognoz opartych na wskaznikach wyprzedzajacych na zmiang liczby
zmiennych w modelu w poréwnaniu z metodami opartymi na wskaznikach indy-
widualnych. Ma to praktyczne znaczenie, gdyz na ogo6t nie znamy optymalnej
liczby zmiennych, ktérych nalezy uzy¢ do konstrukcji wskaznikow wyprzedza-
jacych. Wowczas synteza informacji w postaci metod analizy czynnikowej jest
bezpiecznym, cho¢ nie zawsze najbardziej efektywnym sposobem uzyskiwania
prognoz na podstawie duzych zbioréw danych.

Oh=1 Oh=3 Eh=6 ®Wh=9 BMh=12 =jrednio Oh=1 Oh=3 Eh=6 Wh=9 Bh=12 =$rednio
0 1 2 3 2 5 6 7 8 0 1 2 3 2 5 6 7
30% \ \ , . . . . 30% 30% , \ , . . . 30%
20% - 20% 20% 20%
" T | | o
0% - , ey L o% 0% —W#vﬂl—ﬂ-ﬂ—t— 0%
N N M S o S S 3 3 3 I
10% +—3 3 E -10% -10%
O I T T
20% 20% 20%
30% 30% 30%
-40% -40% -40%
Oh=1 Oh=3 Eh=6 BWh=9 Bh=12 =srednio Oh=1 Oh=3 Eh=6 Wh=9 Bh=12 =$rednio
0 1 2 3 2 5 6 7 0 1 2 3 2 5 6 7
35% , \ , . . . 35% 35% , \ , . . . 35%
30% 30% 30% n n 30%
25% 25% 25% 25%
20% 20% 20% [ . L 20%
15% 15% 15% - - 15%
10% | 10% 10% | — - 10%
5% | 5% 5% | - 5%
0% | 0% 0% | L L 0%
5% = 5% 5% = = = = = Bl 5%
3 3 3 3 3 3 3
-10% > -10% -10% > > > > > > 10%
-15% < -15% -15% < = & = & S ML 15y

Rysunek 2. Relatywna jako$¢ prognoz w okresie weryfikacji od grudnia 2010 r. do listopada 2012 r.

Jako$¢ prognoz policzono dla modeli indywidualnych i syntetycznych wskaznikéw wyprzedzajacych

w poréwnaniu z wariantem bazowym (tj. modelem z jednym wskaznikiem indywidualnym na kazdy

horyzont) i wyrazono jako procentowy spadek RMSE. Okreslenie ,,$rednia” dotyczy $redniej jakosSci
prognoz dla wszystkich horyzontow.

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela 4.

Bledy prognoz poza probe dla wybranych modeli wskaznikéw wyprzedzajacych i horyzontow
w okresie weryfikacji od stycznia 2011 r. do grudnia 2012 r.

Model Miara btedow

RMSE 0,35 0,69 1,02 0,94 0,98
1 zm MAE 0,28 0,61 0,85 0,77 0,85
ME -0,07 -0,08 -0,19 -0,36 -0,68
RMSE 0,30 0,64 0,92 0,89 0,85
5 zm MAE 0,24 0,50 0,76 0,74 0,75
ME -0,04 -0,13 -0,13 -0,06 -0,37
RMSE 0,28 0,57 1,18 1,09 1,19
20 zm MAE 0,22 0,44 0,97 0,89 1,09
ME 0,03 -0,04 -0,03 0,07 -0,23
RMSE 0,27 0,54 0,85 0,78 0,85

2 PCA
MAE 0,22 0,46 0,68 0,62 0,72

20 zm
ME 0,01 -0,01 -0,06 -0,10 -0,33

Oznaczenia modeli dotycza modeli z jedna (1 zm), pigcioma (5 zm) i dwudziestoma (20 zm) wskaz-
nikami indywidualnymi, oraz modelu wskaznikéw syntetycznych na podstawie 20 zmiennych i dwoch
wspoélnych czynnikow (2 PCA-20 zm).

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Rysunek 3. Btedy RMSE (w pp.) dla wybranych modeli wskaznikow wyprzedzajacych w okresie od
stycznia 2011 do grudnia 2012 r. Oznaczenia modeli jak w Tabeli 4.
Zrédto: obliczenia wiasne.
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6. PODSUMOWANIE

Wnhioski, jakie pltyng z analizy modeli wskaznikow wiodacych dla inflacji w Pol-
sce mozna wstepnie podsumowaé w nastepujacy sposob. Po pierwsze, metoda wyboru
zmiennych na podstawie analizy sily ich korelacji z przyszlg inflacja w modelu
wskaznikow wyprzedzajacych opartym o zasade prognozowania bezposredniego
i uwzgledniajacym sezonowos$¢ daje (w okresie testowym) stosunkowo stabilne rezul-
taty z punktu widzenia wyboru predyktorow. Sposrod zmiennych najsilniej skorelo-
wanych z przyszla inflacja dla horyzontéw prognoz do 6 miesiecy wystepuja zmienne
niosace informacje o krotkookresowej uporczywosci inflacji (tj. miary agregatow
CPI i jego komponentow), oraz oczekiwania inflacyjne gospodarstw domowych. Dla
dtuzszych horyzontdw prognoz zyskuja na znaczeniu informacje pochodzace z rynku
finansowego, a takze komponenty CPI dotyczace zywnosci. Po drugie, poczatkowo
wraz ze wzrostem liczby indywidualnych wskaznikow wyprzedzajacych w modelu
prognostycznym ro$nie jako$¢ prognoz modelowych, co moze $wiadczy¢ o tym, ze
wiele czynnikow ksztattuje przyszla inflacje. Po trzecie, potwierdzony zostat wniosek
z artykutu Stocka i Watsona (2006) o pogarszaniu si¢ wlasnosci prognostycznych
modelu wskaznikow indywidualnych, gdy liczba zmiennych objasniajacych w modelu
prognostycznym przekroczy pewien putap. Wowczas, jak pokazujg wyniki wielu ana-
liz, remedium na utrate doktadnosci estymatora moze by¢ syntetyzowanie informacji
pochodzacych z wielu zrodet za pomoca metod analizy czynnikowej i statystycznego
doboru zmiennych do tej analizy. Dla prognozowania inflacji w Polsce w okresie
weryfikacji obejmujacym lata 2011-2012 daje ona szczegdlnie dobre rezultaty
w postaci redukcji bledow ex post dla liczby wspdlnych czynnikéw wigkszej niz
jeden. Podobnie jak w modelu dla wskaznikéw indywidualnych rowniez w modelu
czynnikowym dotgczanie do modelu kolejnych zmiennych (coraz stabiej skorelowa-
nych w probie) ma wplyw na pogorszenie jakosci prognoz, ale skutki nie sg tak
znaczgce jak w modelach wskaznikoéw indywidualnych.

Uniwersytet £odzki oraz Instytut Ekonomiczny NBP
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ZALACZNIK

ZAWARTOSC MERYTORYCZNA I STATYSTYCZNA BAZY DANYCH

Tabela 5.
Informacje na temat zawarto$ci zbioru danych
Symbol Zawartodé eru Zrédto Liczba Opodznienie Transformacje/
grupy £rupy danych zmiennych | publikacyjne® | sezonowo$¢ (SA)
Komponenty wskaznika CPI
CPI Wskaznik CPI ogoétem, GUS 24 1 mies. Indeksy m/m (SA)
inflacja bazowa
i komponenty CPI bez
grupy ZYWU
ZYWU | Komponenty CPI GUS 13 1 mies. Indeksy m/m (SA)
grupy: zywnos¢,
napoje, uzywki
Podaz pieniadza i czynniki jego kreacji
PIEN Podaz pieniadza, NBP 20 2-3 mies. Tempa zmian m/m
rezerwa obowigzkowa (SA)
i sktadniki bilansu MIF
Koszty produkcji i surowcéw w podziale na zrodia krajowe i zagraniczne
KRAJ Koszty produkcji (PPI) GUS 9 2 mies. Indeksy m/m (SA)
Koszty surowcoéw MRol 6 0,5 mies. Tempa zmian m/m
rolnych (SA)
e-petrol.pl 6 0,5 mies.
Ceny paliw i ich
koszty (w tym akcyza)
ZAGR Kursy walutowe PLN NBP 4 0,5 mies. Zmiany m/m
Ceny dobr i surowcow MFW 15 1 mies. Tempa zmian m/m
(w PLN) (SA)
Wskazniki makroekonomiczne dot. biezacej sytuacji ogélnogospodarczej
MAKR | Wskazniki aktywnosci GUS 6 2 mies. Indeksy m/m (SA)
w branzach Tempa zmian m/m
GUS 4 2 mies. (SA)
Budzet panstwa Zmiany m/m (SA)
GUS 10 2 mies. Tempa zmian m/m
Dane z rynku pracy (SA)
GUS 10 3 mies.
Handel zagraniczny
Dane dotyczace oczekiwan (w tym dane ankietowe i dane z rynku finansowego)
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Stopy zwrotu (indeksy
gietdowe)

CiH Wskazniki koniunktury GUS 17 1 mies. Zmiany m/m (SA)
(ceny i handel)
IPSOS 5 1 mies.
Oczekiwania inflacyjne
KON Wskazniki koniunktury GUS 25 1 mies. Zmiany m/m (SA)
(ogoétem, przemyst
i budownictwo
RF Stopy procentowe Reuters 7 0,5 mies.
instrumentéw dtuznych Tempa zmian m/m
(lokaty mbank.,
obligacje SP) Reuters 8 0,5 mies.

* Opodznienie publikacyjne liczone jest oddzielnie dla danych pochodzacych z generacji danych. Jest to
réznica migdzy koncem miesigca sporzadzenia prognozy a okresem, ktorego dotycza najnowsze dane
dostepne w danej generacji danych, np. opdznienie publikacyjne 1 miesiagc oznacza, ze w miesigcu
sporzadzenia prognozy dostepne sa dane za poprzedni miesiac, ,,0,5” miesigca oznacza, ze do obliczenia
Sredniej za biezacy miesiagc wykorzystywane sg dane dzienne lub tygodniowe dot. pierwszej potowy
biezacego miesigca.

Zroédto: opracowanie wiasne.
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SYNTETYCZNE WSKAZNIKI WYPRZEDZAJACE W PROGNOZOWANIU INFLACII
W POLSCE

Streszczenie

W artykule przedstawiono wyniki procedury doboru zmiennych pochodzacych z duzego zbioru
danych ekonomicznych i finansowych do systematycznego, krotkookresowego prognozowania wskaznika
inflacji (CPI) w Polsce. Doboru zmiennych najsilniej skorelowanych z przyszta inflacja w horyzoncie
od 1 do 12 miesigcy naprzod, zwanych wskaznikami wyprzedzajacymi inflacji, dokonano na podsta-
wie generacji danych rzeczywiscie dostgpnych co miesigc od lipca 2009 do listopada 2010 roku (okres
testowy). Nastepnie jakos¢ prognoz w oparciu o modele wskaznikéw indywidualnych poréwnano ze
wskaznikami syntetycznymi w okresie od grudnia 2010 do listopada 2012 roku (okres weryfikacji) sto-
sujac bezposrednig metod¢ prognozowania. W poréwnaniu do modeli wskaznikéw indywidualnych usta-
lonych na podstawie rankingu w okresie testowym wskazniki syntetyczne uzyskane za pomocg metod
analizy czynnikowej okazuja si¢ by¢ dobrymi predyktorami przysztej inflacji pod wzgledem precyzji,
nieobcigzonosci i odpornosci prognoz na zmiany liczby wskaznikoéw i wspdlnych czynnikow.

Slowa kluczowe: wskazniki wyprzedzajace, analiza czynnikowa, inflacja w Polsce

COMPOSITE LEADING INDICATORS IN FORECASTING INFLATION IN POLAND

Abstract

We present the procedure for a systematic selection of short-term leading indicators for Polish
consumer inflation (CPI) from large number of predictors. Using data set of 189 economic and financial
time series (available from July 2009 to November 2012) we select the indicators highly (in-sample)
correlated with future inflation from 1 to 12 months ahead. Then we perform a direct forecasting exercise
on a real-time data base from December 2010 to November 2012. Compared to individual leading indi-
cators we find that few common factors extracted from a principal component analysis (named composite
leading indicators) are successful tools for predicting future inflation being precise, unbiased, and more
robust to changes in a number of predictors and common factors.

Keywords: leading indicators, factor analysis, inflation in Poland
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POLSCY STATYSTYCY I MATEMATYCY

JUBILEUSZ 70-LECIA URODZIN PROFESORA WELADYSLAWA MILO
SYLWETKA I DOROBEK NAUKOWY

Wiadystaw Milo urodzit si¢ 9 czerwca 1943 r. w Majdanie Lipowieckim (pow.
Lubaczow). Liceum Ogolnoksztatcace ukonczyt w roku 1960 w Lubaczowie. W latach
1961-1966 studiowal na Wydziale Ekonomii Politycznej Uniwersytetu Warszaw-
skiego. Tytul magistra ekonomii uzyskal za prace pt. ,,Zastosowania programowania
liniowego w optymalizacji budownictwa” w czerwcu 1966 r.

W latach 1965-1966 pracowal w Instytucie Organizacji i Mechanizacji Budow-
nictwa w Warszawie, a nastgpnie w pazdzierniku 1966 r. zostat zatrudniony w Uni-
wersytecie £.odzkim, w ktérym pracuje do chwili obecnej. W 1975 r. obronit prace
doktorska pt. ,,Estymacja ogélnych modeli liniowych i autoregresyjnych”. W 1986 r.
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obronit rozprawe habilitacyjng pt. ,,Liniowe modele statystyczne” i otrzymat stopien
doktora habilitowanego nauk ekonomicznych. W 1995 r. otrzymat tytul naukowy pro-
fesora oraz stanowisko profesora nadzwyczajnego Uniwersytetu L.odzkiego. W 1998 r.
uzyskat stanowisko profesora zwyczajnego, na ktéorym pracuje do dzis.

Jest autorem, wspotautorem oraz redaktorem 14 ksigzek opublikowanych m.in.
w wydawnictwach naukowych: PWN, PWE oraz Wydawnictwie Uniwersytetu
Lodzkiego. Najwazniejsze z nich to: ,,Nieliniowe modele ekonometryczne”, PWN,
Warszawa 1990, ,,Stabilno$¢ i wrazliwo$¢ modeli i metod ekonometrycznych”,
Wydawnictwo Uniwersytetu Lodzkiego, 1.0dz 1995, ,,Stabilnos¢ rynkow finansowych
a wzrost gospodarczy”, Wydawnictwo Uniwersytetu L.odzkiego, £.6dz 2002.

Jest réwniez autorem lub wspoétautorem ponad 100 artykutéw naukowych, rozdzia-
16w monografii, recenzji i not bibliograficznych, opublikowanych m.in. w Palgrave
Macmillan, ,,Publications Econometriques”, ,,Ekonomiscie”, ,,Przegladzie Statystycz-
nym”, ,,Folia Oeconomica” oraz ,,Wiadomosciach Statystycznych”. Przedstawil ponad
100 referatéw na konferencjach krajowych i zagranicznych.

Zainteresowania naukowe prof. W. Milo poczatkowo byly skoncentrowane na
modelach liniowych i autoregresyjnych, ktorym poswiecit prace doktorska. Nastepnie
zajmowat si¢ analizg szeregdw czasowych, a w ksiazce habilitacyjnej wlasnosciami
liniowych modeli statystycznych. Po habilitacji badat stabilno$¢, odporno$¢ oraz
wrazliwo$¢ modeli i metod ekonometrycznych. Analizowal wtasnosci estymacyjno-
-predykcyjne, zarowno klasycznych jak i nieklasycznych predyktorow, tworzonych na
podstawie liniowych i nieliniowych modeli ekonometrycznych.

Od potowy lat dziewiecdziesiatych widoczne jest poszerzenie badan o watki apli-
kacyjne dotyczace modelowania i prognozowania rynkoéw pracy, rynkow finansowych
oraz ich powigzan ze wzrostem gospodarczym. Do najciekawszych naleza m.in. te
wyniki, ktore weryfikuja prognostyczne wtasnosci modeli opartych na teorii Smitha,
Ricardo, Marshalla i Keynesa. Potwierdzil empirycznie, ze modele te nie sg progno-
stycznie gorsze od wspolczesnie wystepujacych w teorii ekonomii.

W badaniach uwzglednial procesy transformacji gospodarcze;j i integracji z Unig
Europejska. W swych publikacjach duzo uwagi poswigcit rowniez wyborom opty-
malnych portfeli inwestycyjnych, prognozowaniu kursow walutowych, stéop procen-
towych, inflacji oraz wzrostowi gospodarczemu.

W ostatnim okresie rozpoczat analize¢ fundamentalnych zasad wnioskowania,
dotyczacych przyczynowosci i prawdy, a takze istoty losowos$ci, chaosu, entropii
i ergodycznosci w kontekscie analiz zjawisk ekonomicznych i finansowych.

Profesor Wiadystaw Milo jest promotorem 12 prac doktorskich, autorem 14 recen-
zji prac w przewodach doktorskich, 6 recenzji w przewodach habilitacyjnych i 10
recenzji w postepowaniach o tytut profesora.

Od 1976 r. kierowal tematami badan w problemach resortowych, centralnych,
a w latach 90. XX w. projektami KBN oraz byl glownym wykonawca w dwoch
projektach ACE (Action for Co-operation in the field of Economics) Komisji Euro-
pejskiej w Brukseli.
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Przebywal na wielu stazach, stypendiach i studiach zagranicznych, m.in. na:

— stypendium Fulbrighta, studia podyplomowe w Duke University, USA (1971/1972),

— stypendiach British Council, University of Bangor, Liverpool, Cambridge (1983,
1986, 1988),

— stypendium DAAD w University of Hagen, Niemcy, 1985.

W ramach wspolpracy zagranicznej przebywal w 1’Université Paris 1, 1986,
Manchester University, Oxford University, 1990, University of Amsterdam, 1993
i w European University Institute, Florence, 1996.

Byt lub jest cztonkiem nastepujacych towarzystw naukowych i organizacji nauko-
wych: American Association for the Advancement of Science, Bernoulli Society, Eco-
nometric Society, European Economic Association, Komitetu Statystyki i Ekonometrii
PAN, Lodzkiego Towarzystwa Naukowego (byl sekretarzem oraz przewodniczacym
IT Wydziatu), New York Academy of Science, Polskiego Towarzystwa Ekonomicz-
nego, Polskiego Towarzystwa Filologicznego oraz Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego.

Byt redaktorem w dwoch czasopismach:

— ,,Przeglad Statystyczny” (w latach 1987-2001),
— ,,Prace Instytutu Ekonometrii i Statystyki” UL.

Aktualnie jest Przewodniczacym Rady Redakcyjnej ,,Przegladu Statystycznego”.

Jest inicjatorem i redaktorem naczelnym serii wydawniczej ,,Financial Markets.
Principles of Modelling, Forecasting and Decision-Making (FindEcon)”.

W czasie studiow byt cztonkiem ZSP. W latach 1966-1981 byt cztonkiem ZNP.
Od 1981 1. jest cztonkiem NSZZ ,,Solidarno$¢”. W latach 1989-1990 byt konsultan-
tem Zarzadu Regionalnego ,,Solidarnos¢” w Lodzi. Nie byt czlonkiem Zadnej partii
polityczne;j.

Za dzialalnos¢ naukowo-dydaktyczng i organizatorska w srodowisku akademic-
kim zostat wyr6zniony m.in.: Krzyzem Kawalerskim Orderu Odrodzenia Polski oraz
Medalem Komisji Edukacji Narodowe;j.

Pozanaukowe zamitowania Profesora to nauka jezykow obcych, filozofia, kolek-
cjonerstwo ksigzek, muzyka powazna, zabytki kultury $wiatowej i polskiej, muzea,
podrdze, poznawanie réznych kultur. Ponadto interesuje si¢ sportem, w szczegdlnosci
lekkoatletyka.

Jan Jacek Sztaudynger, Piotr Wdowinski — Uniwersytet £0odzki
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