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WLADYSEAW MILO

LOSOWOSC A CHAOTYCZNOSC

1. WSTEP

Pojecia ,,losowo0s¢”, ,,chaotycznos¢” sa dzi§ w powszechnym uzyciu w nauce,
sztuce, polityce, zarzadzaniu réznego rodzaju organizacjami, a takze w codziennych
ludzkich dziataniach i rozmowach. Zasadnicza tres¢ tych poje¢ wyloni si¢ dzieki
odpowiedzi na nastepujace pytania:

pyt. 1. Losowos¢ dla kogo?

pyt. 2. Losowos¢, chaotycznos¢ czego?

pyt. 3. W czym przejawia si¢ losowos¢, chaotycznosé tego czegos?

pyt. 4. Jakie sg formy losowosci i chaotyczno$ci?

Zanim sprobujemy odpowiedzie¢ na niektore z tych pytan, warto przyja¢ naste-
pujace ogdlne okreslenia:

(01) losowos¢ i chaotyczno$¢ to ustalone — przez obserwatoréw, badaczy — cechy
przedmiotow;

(02) rozpatrywane i obserwowane przez badaczy i obserwatoréw przedmioty tj, m.in.
takie obiekty jak: fakty; zdarzenia; zjawiska realnego $wiata; abstrakcyjne — teo-
retyczne uogolnienia realnych zjawisk w formie hipotetycznych praw empirycz-
nych, teorii; sady o: przesztosci, przysztosci, zdarzeniach, zjawiskach kultury,
gospodarki, polityki, kosmologii.

Pojecia losowosci, chaotycznos$ci, chaosu sg dzi§ w powszechnym uzyciu prak-
tycznie we wszystkich dziedzinach nauk teoretycznych i stosowanych. W szczego6lno-
$ci zadne wspotczesne badanie ekonometryczne czy statystyczne nie moze si¢ obejsé
bez analizy losowos$ci czy chaotycznosci zjawisk. Przyktady takich analiz podaja,
m.in. Zielinski (1989, 1992), Osiewalski (2001), Piasecki (2007), Orzeszko (2004,
2005), Lachowicz (1999), Banasiak, Lachowicz (2002), Zawadzki (1996, 2006, 2012),
Perzanowski (1997), Ostasiewicz, Ronka-Chmielowiec (1994).

Historia filozofii, nauk szczegélowych, zawiera szereg przyktadow ciaglych
zmian tresci poje¢ losowosci i chaotyczno$ci oraz intensywnosci ich uzycia w nauce
i codziennym zyciu. O niektérych z tych zmian i aplikacji wspominamy okazjonal-
nie nizej oraz w Milo (2013). Szerokie ich omowienie w odniesieniu do losowosci
mozna znalez¢, np. w Milo (2012). W §2 sprobujemy zwigzle odpowiedzie¢ na pyt. 1
i pyt. 2, za§ w § 3 na pyt. 3 i pyt. 4.
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2. ONTOLOGICZNE I METODOLOGICZNE PODSTAWY
,LOSOWOSCI I CHAOTYCZNOSCI”

Pojecia ,,l0s”, ,,losowy”, ,,Josowos¢” do jezyka polskiego trafity z jezyka niemiec-
kiego, w ktorym ,,LLos” znaczy, m.in. przeznaczenie, traf, los na loterii, przypadek.
W jezyku greckim los to zdyn, uoroa (tychi, mojra) czyli przypadek, powodzenie,
pomyslnos¢, fortuna, sprzyjajace okolicznosci. W jezyku tacinskim (i pdzniej, m.in.
francuskim) alea to traf i to Slepy, przypadek, ryzykowne przedsigwzigcie, hazard, gra
hazardowa (w kosci np.), tez przypadto$¢ nazywana accidens (akcydens po polsku)
lub symbebekos (ovufefyxdc po grecku). Akcydens to nieistotna cecha, whasciwosé,
wlasnos¢, czyli przypadek, ale tez nieistotny i niekonieczny element tkwigcy w czyms
bardziej ztozonym.

Przyjmujac definicje (01) z §1 przez losowo$¢ bedziemy rozumie¢ nastepujace
cechy przedmiotéw wymienione w definicji (02):
cl) przedmioty te sg obserwowalne i/lub analizowalne przez co najmniej 2 nieza-

leznych obserwatoréw i/lub analitykdw, tj. obserwowalne i/lub analizowalne sg

co najmniej 2 rozréznialne przez nich cechy: cecha istnienia substancjalnego lub
pojeciowego obiektu oraz nierozerwalnie z nig zwigzana cecha stowarzyszona
przypadkowa, ktorej zaobserwowanie lub przewidzenie wystgpienia — z uwagi
na ulomnos$¢ procesu obserwacji lub eksperymentu — sg niemozliwe do ustalenia
przed dokonaniem obserwacji. Przyktadami takich cech stowarzyszonych sa:
obserwowany kolor, ksztalt ciata, czas i miejsce wystagpienia zdarzenia przyrody
biologicznej czy gospodarczej, wynik rzutu monetg symetrycznie wywazona,
wynik ,,Josowego” ciggnienia numerowanych 6 kul z 49 kul;

c2) zarbwno procesy powstawania (istnienia) jak i giniecia (nie-istnienia) obiektow
jak 1 konkretnie obserwowane wzorce cech stowarzyszonych (koloru, ksztattu,
czasu, miejsca, dziatania, stanu, ilo$ci, jakosci, stosunku, potozenia) przedmiotéw
sa nieprzewidywalnie nieregularne;

c3) cechy z (cl) i (c2) implikujg ignorancj¢ obserwatorow i analitykow o prawach

ruchu lub spoczynku rzeczywistych przedmiotow, brak — w momencie obserwa-
cji lub eksperymentu — odpowiednich instrumentéw pomiaru lub obserwacji sit
1 kierunkéw wzajemnego oddzialywania obserwowanych obiektow albo niezna-
jomos¢ kolejnosci wystepowania w czasie i przestrzeni obserwowanych obiektow
realnych, czy wreszcie nieznajomos¢ regut wnioskowan dla zbiorow sprzecznych
racji i/lub nastepstw, brak wiedzy o regutach przemian fazowych form i struk-
tury obserwowanych rzeczy. Z (c1)-(c3) wida¢, ze losowos¢ i1 chaotycznos¢ to
wygodny terminologiczny opis sytuacji obserwacyjno-badawczej dla obserwatora,
badacza zjawisk o nieregularnych przebiegach, a takze dla kazdego cztowieka
intuicyjnie rozumiejacego sens tych stow.

Uwaga 2.1. Najjaskrawszych przyktadow zrddet losowos$ci dostarczajg nam
historyczne opisy gier hazardowych w kosci, karty, gier sportowych. Okazuje sie, ze
zawsze istnieli gracze-oszusci, ktorzy stosujac prymitywne ,,chwyty growe” z gory
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znali wyniki gier bo je ,,projektowali (programowali) przed gra”. Dla postronnego
obserwatora wyniki tych gier byly jednak losowe, tzn. a priori nieprzewidywalne,
czyli ze dla niego losowe znaczyly wyniki nieprzewidywalne przynoszone przez tzw.
los.

Uwaga 2.2. Dla egzaminatora numery, np. 7 pytan — losowane przez studenta
na egzaminie — sg zwiazane z konkretnymi treSciami, ktére zna, bo sam je uktadat,
wiec nie sg one dla egzaminatora losowe. Dla owego studenta za$, sa one losowe,
jesli kto§ wczesniej ich mu nie wyjawit. Podobnie jest z ,,odkrywaniem zdarzen
rynkowych lub zawodowych”. Dla np. dyrektora zarzadu banku X, ustalona przez
niego kontrola oddzialu XX dn. 20.03.2013, w innym miescie jest zdarzeniem pew-
nym, ale dla personelu tego oddziatu (jesli nikt z tego personelu o tym nie wiedziat,
précz dyrektora) kontrola ta jest losowa co do czasu, skali szczegdtowosci, ostrosci
— z uwagi na niewiedz¢ o jej nastgpieniu i charakterze. Oznacza to, Zze w generowaniu
owej losowosci — dla nieuprzedzonych kontrolowanych — biorg udziat nastgpujace
obiekty i przedmioty procesu: dzialajacy decydent, kontroler oraz doznajacy kontroli
podmiot, tj. oddzial XX, czas trwania kontroli, miejsce, ilo$¢ kontrolowanych stanow
dziatalnosci oddziatu XX.

Uwaga 2.3. Akceptacja losowosci jako cechy ignorancji decydentow, obserwa-
torow, analitykow co do przysztych lub aktualnych wynikow dziatan obiektow przy-
rodniczych, standw proceséw przyrodniczo-gospodarczo-spotecznych (w tym stanow
rownowagi) trwa od czasOw antycznych. Jest ona z jednej strony wygodna opisowo-
-analityczng strategig cztowieka w procesie adaptacji wobec zmiennych warunkow
zycia, cho¢ z drugiej strony jest ona oznaka przynajmniej czesciowej nieznajomosci
tych przedmiotow, wzglgdem ktorych zaktada on istnienie losowosci. Zatozenie loso-
wosci procesu, to przyznanie si¢ do nieznajomosci faktycznych cech i mechanizmu
funkcjonowania tego procesu, czyli eufemizm zastaniajacy niewiedzg o tym procesie.

W II potowie XX w. niezwykla popularnos$¢ zdobyty terminy chaotycznos¢, chaos,
chaotyczny. Przez chaotycznos$¢ intuicyjnie rozumie¢ bedziemy ceche braku porzadku,
braku trwatych wzorcow cech w obserwowanych i/lub analizowanych przedmiotach
i ich relacjach. W codziennym zyciu za$ chaos oznacza sytuacj¢, w ktorej co$ sig
wydarza w sposob niezorganizowany, nieuporzadkowany, balaganiarski albo ciag
takich sytuacji. W kosmologii, metafizyce, ontologii, chaos to stan lub zbior stanow
wszechswiata zanim nastal jakikolwiek porzadek (o czym pisat juz Hezjod w swej
Teogonii). Pitagorejczycy ujmowali chaos jako przestrzen obrazowana przez beztadne
sploty liczb, za$ Platon i Arystoteles, jako pramiejsce powstatego swiata. Dla Anaksy-
mandra chaos jest nicokreslonym pratworzywem $wiata, dla Anaksagorasa przestrze-
nig nieskonczenie podzielnych elementow, z kolei dla Demokryta nieuporzadkowanym
nieskonczonym zbiorem czasteczek (atomoéw), zas dla stoikoOw bezksztaltng masa.
Te moznos$ciowo-materialne ujecia przetrwaty do czaséw nowozytnych by w tych
ostatnich przeksztalci¢ si¢ w moznosciowo-wirtualne, tj. m.in. uyymowanie chaosu jako
transcendentnego prazrodta wszelkich sit w kosmosie (Paracelsus, Bohme, Schelling,
von Baader, Nietzsche).
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Kontynuujac watek ontycznego ujmowania chaosu mozna ten ostatni rozumiec¢
jako czasowy ciag lub zbior stanow wszechswiata czyli powtarzajace sie zjawisko
wydarzania si¢, czy tez powstawania roznych nieregularnych, co do formy i struktury
substancjalnej, rzeczy i relacji migdzy nimi zachodzgcymi, w tym ruchu przestrzen-
nego, lub przestrzenno-czasowego. W wieku XIX i pdzniej, zar6wno matematycy
jak 1 przedstawiciele najpierw fizyki, chemii a nastgpnie pozostatych gatezi wiedzy
rozpropagowali pojecie chaosu i chaotyczno$ci w zwiazku z analizg matematycznych
modeli dynamiki, a w szczego6lnosci w zwigzku z analizg dynamicznego chaosu jako
»Zjawiska” zachowan si¢ obrazoéw szczegdlnych podzbiorow dziedzin funkcji czyli
obrazow trajektorii (orbit) wartosci stanow badz parametréw matematycznego modelu
systemu badz orbit niezmienniczych stanéw gtownych obserwowanych zmiennych
zwigzanych formalnymi rownaniami. Podwaliny matematyczne pod analize dynamiki
polozyt H. Poincare, a dalszy jej rozwoj kontynuowali A. Lapunow, J. Hadamard,
G. D. Birkhoff, A. Kotmogorow, M. J. Feigenbaum, E. Lorenz, B. Mandelbrot,
D. Ruelle, J. Von Neuman, Y. Sinai, N. Krytow, A. Andronow, V. Arnold. Dzi$§ mamy
wiele naukowo wplywowych monografii i podrecznikow pos§wigconych matema-
tycznej teorii chaosu. Czgs¢ z nich przettumaczono na j. polski, jak np. podreczniki
H. G. Schustera, E. Otta, J. Gleicka, H. Peitgena. Pojawily si¢ tez podrgczniki polskich
autorow, m.in. T. Sekowskiego, M. Tempczyka. Przez chaotycznos$¢ rozumie si¢ tam
albo cech¢ braku wzorcow zachowan orbit rozwigzan pojedynczych rownan lub ukta-
dow réwnan rézniczkowych, rézniczkowo-catkowych, réoznicowych badz wzorcow
orbit utworzonych z warto$ci lewych stron tych rownan przy szczegélnych, krytycz-
nych dla potwierdzenia chaotyczno$ci warto$ci parametrow wymienionych réwnan.
Jest to przeto chaotyczno$¢ teoretyczna, abstrakcyjna, ktora daje jednak podstawy
do analizy ontycznych, rzeczywistych systemow otaczajgcego nas $wiata fizycznego.
Sposob ujmowania i zatozenia modeli chaosu deterministycznego §wiadcza, iz autorzy
modelowo opisujg nieregularne zjawiska i procesy geometryczno-analityczne, ktorym
w domysle odpowiadajg ich fizyczne badz chemiczne wzorce z pozycji determinizmu,
a pojecie chaotycznosci jest u nich bliskie pojeciu niestabilnosci typu MA-DU, tj. ze
male zaburzenia poczatkowe warto$ci parametréw modelu powodujg duze zmiany
w przebiegu trajektorii zmiennych endogenicznych modelu. Wprawdzie wigkszos¢
autorow uzywa terminu ,,chaos deterministyczny systemu(éw)”, to z treSci referatow,
artykulow 1 ksigzek tatwo wskazaé, iz sens ,,systemu” jest zwykle matematyczno-
-modelowy, cho¢ sposob uzycia tego pojecia czgsto bywa dwuznaczny, tj. mozna
go rozumie¢ jako system bytu rzeczywistego jak i bytu pomyslanego-wirtualnego,
modelowanego matematycznie.

Istnieje tez idea chaosu przypadkowego (losowego). Od strony filozoficznej ideg
te propagowali, m.in. H. Bergson, G. Deleuze, F. Nietzsche (z pozycji czgsciowego
lub absolutnego determinizmu) za$§ z pozycji statystyczno-probabilistycznych, m.in.
R. von Mises, A. Kolmogorow, P. Martin-L6f. Z metodologicznego punktu widzenia
przedstawione omowienie pozwala wige stwierdzié, ze:
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losowo$¢ 1 chaotyczno$¢ dotycza zarowno przedmiotow $wiata fizycznego jak
1 $wiata pojec¢ o rzeczywistosci czy tez §wiata wirtualnego wymys$lonego, teore-
tycznego;

losowo$¢ uchwycona spostrzezeniowo zmystami i zapisana pomiarowo jak
i procesualnie dziejaca si¢ wokot obserwatora lub obserwatorow, przejawia si¢
w nieprzewidywalnej, niezrozumiatej dla obserwatora(éw) nieregularnosci i nie-
stabilno$ci typu MA-DU przebiegu zmienno$ci warto$ci obserwowanych cech,
obserwowanych przedmiotow, tj. w ignorancji prawidlowo$ci zmian cech tych
przedmiotow i1 wzajemnych zaleznoséci zmian badanego przedmiotu od zmian cech
innych przedmiotéw; przyjmujemy wiec, ze losowos$¢ oznacza kryptograficzna
dla obserwatoréw szyfracj¢ — dokonang przez Naturg — cech rzeczy, zdarzen, zja-
wisk, procesow, ktorg jednak postep badan, pomiaréw, analiz powoli deszyfruje,
tj. odslania jej tajemnice;

chaotyczno$¢ deterministyczna, podobnie jak losowos$¢, przejawia si¢ w nie-
przewidywalnej nieregularnosci wzorcow zmienno$ci cech formy stanow rzeczy,
procesow rzeczywistych otaczajacego nas $wiata, badz nieprzewidywalnych
wzorcach cech procesow teoretyczno-modelowych. Roznica w zakresie tych
poje¢ polega na przyjmowaniu zatozenia, ze dla obserwatora i analityka loso-
wos¢ rzeczy, procesow, wynika z nieokre§lonosci 1 nieznajomosci prawidtowosci
ich zmian (w czasie, przestrzeni) wszystkich istotnych przyczyn tych zmian, zas
przy chaotycznosci, przyjmuje si¢, ze znane sg ogdlne matematyczne wzory tych
prawidlowosci, lecz ze ich numeryczna realizacja — jak na to wskazujg wlasnosci
rozwiazan modeli tych postulowanych prawidlowosci nawet w przypadku bardzo
prostych nieliniowych modeli- rodzi chaotyczne deterministyczne wzorce zacho-
wan teoretycznych orbit ruchu. Beztadnos$¢, czy tez brak porzadku formalnego,
to cechy widoczne w przedmiotach, w stanach spoczynku jak i ruchu rozpatry-
wanego w jezyku losowosci jak i chaotycznosci, niezaleznie czy owe przedmioty
sg fizyczne czy abstrakcyjno-ideowe. Przypuszczamy, ze bardziej pojgcia te
pojawity si¢ z bezradno$ci w ustalaniu empirycznych praw oraz potrzeb znale-
zienia namiastki ostatecznych metodologicznych rozwigzan niz wiernosci analiz
ontologicznych.

Uwaga 2.4. Dotychczasowa analiza stanowi probe odpowiedzi na pyt. 1, pyt. 2

i pyt. 3. Zalaczone uwagi i refleksje nie wyczerpuja problematyki zwigzanej z odpo-
wiedziami na te pytania.

3. FORMY I STOPNIE LOSOWOSCI I CHAOTYCZNOSCI

Losowos$¢ rozumiana jako cecha nieodkrytych tajemnic istnienia i zmian otacza-

jacego nas fizycznie realnego $wiata, jest odzwierciedleniem ignorancji jego badacza.

Przyjecie zatozenia o losowosci zmian lub wzorcéw zmian stanowi zarowno przyzna-
nie si¢ do niewiedzy o faktycznych przyczynach i trwalych prawidlowosciach tych
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zmian, jak i wygodng zastong¢ ideowg owej ignorancji, a takze wygodng podstawe
rozwijania protagorejskich chwytow dialektycznych. Przyjmowanie tak rozumianej
formy losowos$ci o podtozu reistycznym jest szczegélnie zrozumiate dla badaczy
systemow realnego $wiata na poziomie mikroskopowym. I cho¢ jest to utomna proba
obrony wynikow badan, w ktorych pomiary traktuje si¢ jako realizacj¢ procesow
losowych to czgsto wyniki te pomagaja niezle prognozowaé $rednie stany analizowa-
nych proceséw ruchu otaczajacego nas §wiata mikropodmiotoéw w gospodarce albo
czgsteczek atomu przyrody fizycznej. Powyzsze uwagi utatwiajg nam wprowadzenie
nastepujacego podzialu form losowosci:

11) losowos¢ reistyczna, teoretyczno-reistyczna, teoretyczna, wirtualna;

12) losowos$¢ makroskopowa, mezoskopowa, mikroskopowa;

13) losowosc: eksperymentu(éw) na elementach Natury, Mysli, wyboru decyzji o spo-
sobie dzialania, wyboru cech dziatania, wynikoéw gier (w kosci, karty, szachy,
czlowieka z Naturg itd.) realizacji planoéw, projektow, poszczegodlnego cztowieka,
grupy ludzi; wyboru losu na loterii;

14) losowos¢: naturalna, wymyslona;

15) losowos¢: obserwowalna, nieobserwowalna;

16) losowos¢: prawie zupehla, ograniczona.

Wyréznione formy losowosci maja swoje kryteria wyrdznienia. I tak kryteriami
wyroznienia sg:
k1) forma przedmiotu cechujgcego si¢ losowoscia (11), tj. forma rzeczy z natury ota-

czajacego $wiata, idee 1 pojecia odnoszace si¢ do owych rzeczy, matematyczne

zdarzenia losowe (w sensie Borela, Kotmogorowa, Lukasiewicza), czy tez loso-
wos¢ zdarzen opisywanych przez literatow (poetdw, powiesciopisarzy);

k2) forma i skala substancjalno-ideowa obiektéw lub ich elementow sktadowych
(losowos¢ 12);

k3) forma dziatan cztowieka, grup ludzi (losowos¢ 13);

k4) formy powstania, gini¢cia zmian obiektow w Naturze lub obiektéw wymyslonych
przez cziowieka (por. 14);

k5) formy rzeczy obserwowalne przez obserwatorow zmystowo, ktorych charakter
zmienno$ci jest nieprzewidywalny w czasie 1 przestrzeni, a takze nieobserwo-
walne zmystowo formy rzeczy, ktére miaty miejsce w przesztosci, aktualnie lub
w przysztosci ze wzgledu na ograniczenia w zdolnosci obserwacji przez obser-
watoréw z powodow czasowych, przestrzennych, braku odpowiednich narze¢dzi
obserwacji i odpowiednich pomystéw pomiarowych (por. 15);

k6) formy zupeinej lub cze$ciowej niewiedzy o rzeczach, zdolnosci zaobserwowania
badanej rzeczy (por. 16).

Stopnie losowosci to stopnie niewiedzy o $wiecie obserwowanym, jego mecha-
nizmach. Najtatwiej je ocenia¢ poprzez stopnie bledow prognozowania zdarzen
1 zjawisk tego $wiata. Z ontyczno-epistomologicznego punktu widzenia mozna wiec
wyr6zni¢ takie stopnie jak, np. staba, $rednia, mocna, zupelna losowos¢.
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Pojecie np. mocnej losowosci moze by¢ zdefiniowane roznie. Popularnosé¢ zdo-
bylo pojecie utworzone na podstawie definicji losowosci Martin-Loéfa (1966). Wg
tej definicji cigg zdarzen, liczb jest losowy jesli ma typowo nieodgadniony, nieprze-
widywalny porzadek, np. zobrazowany w formie skonczonego ciggu znakéw, (por.
Kolmogorow, Uspenski, 1987):

LML1) 10001/01110{11110[10000,
LML2) 01111j01100/11011|10001,
albo nieskonczone wersje LML1, LML2 ciggéw zer i jedynek.

Oznaczmy przez (g, zbior ciaggéw postaci LML1, LML2 itd. oraz przez Qg;
zbidr ciggow zer i jedynek o nieskonczonej liczbie elementow o nieprzewidywalnych
porzadkach (kolejnosciach) wystgpowania 0 i 1. Kolmogorow (1963) zaproponowat,
zeby ciag Sy, N > n uznac za (n, €) — losowy wzgledem ustalonej skonczonej rodziny
D= {d)i}ﬁi ; dopuszczalnych algorytméw (regut) wyboru miejsca dla elementu ciggu
jesli istnieje taka liczba p € [0,1], ze wzgledne czgstosci 1-ek w podciagach Sy [gene-
rowane przez uzycie algorytmu ¢; do Sy] wszystkie leza w przedziale (p — ¢, p + ¢€).
Pokazat on tez, ze jesli liczba N takich algorytmoéw spetia N, < 21 exp(2ne?- (1 —¢)),
woweczas dla dowolnego p >0 1 N > n istnieje wzgledem @ (n, €) — losowy binarny
ciag Sy.

Ze statystycznego punktu widzenia niestety brak jest odpowiednich testoéw for-
mulowanych dla wyréznienia stopni losowosci. Statystycy proponuja jednak oblicze-
niowo 1 decyzyjnie stosunkowo proste testy losowosci w ogole. Do znanych testow
losowosci naleza, m.in. test Wilcoxona, testy istnienia Walda-Wolfowitza, Skellama,
Moore’a, Hopkinsa, Pielou, Holgate’a, Eisenharta-Sweda, Morana, Coxa, Bartholo-
mewa, Berksona, Larsena i in., O’Briena, Assuncao.

Ul. Zauwazmy, ze definicja Kotmogorowa okresla nie tylko losowos¢, ale i jej
stopnie uzaleznione od ustalonych form analitycznych algorytmu ¢; oraz liczb
n, & > 0. Ponadto wybor formy ¢, ulosowienia nie moze by¢ dowolny lecz gwa-
rantowac nieregularno$¢ wyboru miejsca alokacji jedynek i zer, jesli hipotezg
Hp, o istnieniu losowosci traktujemy jako hipotezg testowana. Wowczas wybrana
regularna forma H,,: ¢; dotyczy hipotezy nietestowanej alternatywnej. Odrzucenie
nietestowanej hipotezy alternatywnej o nie-losowos$ci ciggu Sy oznacza, ze nie
ma podstaw do odrzucenia Hy o losowosci Sy.

U2. Zarowno Kolmogorow jak i m.in. Chaitin, Solomonoff, Martin-L6f definiuja
losowo$¢ w oparciu o pojecie obliczeniowej ztozonosci algorytmow i programow
komputerowych umozliwiajacych generowanie pseudo-losowych ciggéw. Istnieje
wiele podej$¢ do pomiaru ztozonosci obliczeniowej algorytmoéw, programow
obliczeniowych stosujacych wybrane algorytmy oraz komputery. Roznorodno$é
tych elementéw przemawia za stosowaniem dobrej miary informacji niesionej
przez Sy jako podstawy pomiaru losowosci ciggu. Zatem im warto$¢ tej miary
jest mniejsza tym bardziej ciag Sy jest losowy.
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U3. Bardzo wnikliwe i inspirujace uwagi o losowosci (zwanej przypadkowos$cia)
podat Smoluchowski (1916, 1923). Z punktu widzenia testowania najciekaw-
sze s3 uwagi, ktore po naszej analityczno-formalnej rekonstrukcji tekstow tego
Autora prowadza do nastgpujacych dwu definicji formalnych:

DSM1: Powiemy, ze zjawisko Y(?), t € T obserwowane w okresie T przez obserwatora
0O, z wiedza W 1 wybranej przez niego losowej przyczynie X(¢) tego zjawiska — jest
losowe, jesli ksztalt funkcji rozktadu prawdopodobienstwa Py(y) nie zalezy od ksztattu
funkcji Py(x) dla przyczyny X, czyli ze nie istnieje funkcja y (v,x): Py(y) = y(Px(x)).
Do roli Py mozna przyja¢ dowolne funkcje gestosci lub czestosci fy(y), fy(x) lub
dystrybuanty Fy(y), Fy(x).

Zatem DSM1 to propozycja metody falsyfikacji tezy badawczej, ze X jest losowa
przyczyng losowego skutku Y. Gdy X jest zalozonym wektorem przyczyn, wowczas
falsyfikujemy teze, ze brany zestaw przyczyn losowych jest wlasciwy. W sytuaciji,
gdy przyjeto na gruncie tej metody, ze dla np. losowych przyczyn Xi, X, istnieje
w1o, zas dla losowych przyczyn Xz, X, nie istnieje w34 wowczas wystapi sytuacja,
w ktorej Y jest losowe ze wzgledu na w34 1 czeSciowo ze wzgledu na ;.34 Empi-
rycznie warto sprawdzi¢ jako$¢ prognostyczng ;.34 1 odpowiadajacy jej predyktor
Y(0) = © (X, X0, 8] X5, X).

DSM2: Powiemy, ze alternatywne skutki Y7, Y, sa w przyblizeniu losowymi skutkami
tej samej przyczyny X jesli:

P(y1(8) _ Yieqsgn[Ax ()]t _1 (1)
P(y2()) IR, sgnlAX(D]~+Xf2, sgnAx(©)]* 2
albo
Pi®) _ Yoy sgn[X(©)+AX(6)]* _1 )
P(y2(0)) ~ 37 sgnlX(0)+AX(D)]-+Ti8 sgnlX (D +AX(O]F 2
gdzie, np. znak ,,—,, oznacza, ze liczymy tylko przyrosty ujemne.

W sytuacji gdy te samg przyczyne zastagpimy wektorem przyczyn testowanych,
wowczas sumy mozna tworzy¢ addytywnie, bez wag roznych od jedynek lub z wagami
roznymi od jedynek wyrazajacymi nasze dodatkowe przypuszczenia o intensywnosci
oddziatywania poszczegodlnych przyczyn. Jest otwarta kwestig zbadanie stopnia uzy-
tecznosci empirycznej propozycji DSM1, DSM2 przy rozwigzywaniu zadan praktyki
gospodarczej, techniki, medycyny. Nawet po uzyskaniu empirycznie akceptowalnych
wynikow takich badan nalezy jednak pamigtaé, ze cecha losowosci szeregu obserwa-
¢ji jako braku prawidtowosci albo braku rozpoznanej prawidlowosci albo istnieniu
ukrytej prawidlowosci znaczy rozne rzeczy. 1 tak przyktady:

LWMI: 135412135412135421135412..;
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LWM2: 141592... (ciag pierwszych 10* dziesi¢tnych znakow utamkowej czesci x);

LWM3: ciagg liczb catkowitych postaci 72(x), x = 1,2000, n(-) € {0,1,...,9} bedacych
warto$ciami wielomianu stopnia 98 i ktére to wartosci 71(-) uzyskuje sie w grze
w ruletk¢ w r6znym stopniu uznamy za losowe. Intuicyjnie stopien losowosci w kolej-
nych przyktadach ro$nie. Podobnie poglad, ze jesli w rezultacie doswiadczen pomia-
rowych nie umiemy ich opisa¢ w akceptowalnej co do ztozonos$ci formie, to powiemy,
ze cigg wynikéw pomiaréw moze by¢ losowy lub prawie losowym. Wowczas albo
odrzucamy istnienie prawidtowos$ci albo przyjmujemy istnienie losowych zaburzen
tych prawidtowosci. Ostatnie trzy przyklady stanowig swoistg ilustracje tajemniczo
brzmiacych, bez wyjasnienia, nazw ,,zdarzen losowych”. Z nieznanych mi powodow
w $§wiatowym uzyciu mowi si¢ o zdarzeniach losowych albo jako o elementach bore-
lowskiego ciata zdarzen ztozonych albo jako elementach zbioru elementarnych zadan
losowych. To poprzednie uzycie tylko raz zaznacza A. Kotmogorow w swej monogra-
fii z 1933 roku (rozdz. I, §1 kiedy méwi, ze elementy zbioru F = {zbiér podzbioréw
zbioru zdarzen elementarnych}). Zupetnie niezrozumiate jest, ze polscy probabilisci,
statystycy nie zawsze wspominaja o wczesniejszych polskich aksjomatycznych sfor-
mulowaniach rachunku prawdopodobienstwa. Ot6z, np. w roku 1923 (10 lat przed
Kotmogorowem) w Fundamenta Mathematica Vol. 4 podobne systemy aksjomatoéw
wprowadzili: Lomnicki (1923, s. 34-71, artykut ,,Nouveaux fondements du calcul des
probabilities”) oraz Steinhaus (1923, s. 286-310, artykut: ,,Les probabilites denomb-
rables et leur rapport a la théorie de la mesure™), a od strony logicznej Lukasiewicz
(1913), oraz Mazurkiewicz (1932) w Zur Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung
Comptes Rendus Société des Sciences Warszawa, III, 25, s. 1-4. W obu pierwszych
wymienionych artykutach z duzg starannoscia autorzy pisza o ontycznym rodowodzie
losowosci i wskazuja, ze teorio-miarowe i mnogosciowe podstawy swych systemow
zaczerpngli z wezedniejszych sugestii Borela (1905, 1909), Lammela (1904), Czubera,
a w szczegolnosci Sierpinskiego (1919), Broggi (1907), Banacha (1923), Jordana
(1883), a takze Bernsteina (1912), Burstina, Bohlmanna (1900).

Dla wigkszosci ww. autoréw prawdopodobienstwo byto miarg zbioru elementow,
ktorych losowos¢ byta zaktadana a priori jako sad pozamatematyczny.

Przypisanie przeto tylko Kolmogorowi pierwszenstwa w uzyciu jezyka teorii
miary jest nie tylko zwyczajnym przeoczeniem. Zaslugag Kolmogorowa jest jednak
np. uproszczenie argumentacji Von Misesa, lansujacej czestosciowe ujecie losowo-
$ci 1 prawdopodobienstwa, w ktorym to ujeciu, kluczowa rolg odgrywa losowos¢
wyboru ,kolektywu” wynikéw pomiaru oraz niezbyt krotkiego ,,podkolektywu”.
Wyboru tego nalezy dokona¢ wg ztozonego, choc realizowalnego algorytmu wyboru,
a zaliczenie elementu do owych zbioréw powinno nie bra¢ pod uwage elementu
zaliczanego.

Kotmogorow proponuje liczy¢ ztozonos¢ algorytmu A wyboru za pomocg miary K:

Ka(X™) = nH (p), gdzie |K, (X", p) — nH(p)| < &, (3)
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gdzie nH(p) =n - [- plg(p) — (1 —p)Ilg(1 — p)] za$ p to prawdopodobienstwo uzyska-
nia m jedynek, ktorych empiryczna czgsto$¢ wynosi 7/, , za$ n to dlugo$¢ ciagu zer
i jedynek, tj. x* = (xq,...,X,).

Martin-Lof wykazal, ze
TMLI1: Jesli f(n) to funkcja algorytmu obliczeniowego taka, ze Y2, 27/™ = oo, to
dla dowolnego dwuwartosciowego (np. 0-1) ciagu x* = (xy,...,X,, ...) istnieje nieskon-
czenie wiele takich warto$ci n, ze

Ka(x™) <n—f(n). (4)

Owe dwuwarto$ciowe ciagi Martina-Lofa wynikéw z niezaleznych doswiad-
czen majg wlasnosci efektywnie sprawdzalne w ramach hipotezy losowosci, ze

PX(n) =1} =1,

Ujecie losowosci Kolmogorowa, Martin-Lofa oparte na idei pomiaru ztozonos$ci
algorytmu konstruowania losowego ciggu byto rozszerzane, np. przez Chaitina (1966),
Lovelanda (1966), Schnorra (1969), Trahtenbrota (1967), Barzdina (1964), Zwonkina
i Levina (1970), cho¢ inspiracje pierwotng wymienionych uje¢ stanowi artykut Chur-
cha (1940).

Koncepcja, ze istnieje oszacowanie z dotu wartosci K, (x"), ktora pozwala
stwierdzi€, ze ciag liczb jest losowy jest umowa, ze istnieje cho¢ jeden obserwa-
tor ciggu, ktory ma klopot z rozpoznaniem (rekonstrukcja) algorytmu oryginalnego
generujacego OW cigg 1 ze wyprobowuje on przynajmniej jeden (swoj lub czyjs)
algorytm 4, ktoéry generuje ciag liczb i porownuje 6w ,,swoj ciag” z ,,ciagiem orygi-
nalnym”, ktoérego algorytmu A4, tworzenia tego ciggu nie zna. Z sytuacja taka mamy
do czynienia w praktyce, gdy poréwnujemy wiasnosci danego ciagu liczb pomiaro-
wych z ciggami uzyskanymi wg generatorow liczb pseudo-losowych, w ktorych za
momenty rozkltadéw bierzemy oszacowania momentow otrzymanych na podstawie
owego ciaggu pomiarowego. Ztozono$¢ K, (x",p) wowczas jest a priori znana i rézna
dla roznych generatoréw. Przypusémy, ze zastosowali$my dwa generatory-algorytmy:
A 1 Ag rozkltadow Gamma i Studenta o znanych dystrybuantach F; (x), Fig(x) i gesto-
$ciach f5(x), fs(x). Okoliczno$ciom tym towarzysza miary obliczeniowej ztozonoS$ci
K (x, Fg(x)), Ks(x, Fg(x)). Ale dla proby losowej X = (X, ...,X,) i znanej pomiarowo
jej realizacji x™ = (xy,...,x,) z probkowa $rednig X i wariancja 62, oraz generatorami
wg fo(x; %,62) i fs(x; X, 62) mozemy wygenerowaé np. 10000 realizacji (przebiegdw
symulacyjnych dajacych 10000 realizacji wg f; oraz 10000 wg f;).

Wowczas mozemy policzy¢ $rednie 1 wariancje po 10000 przebiegach (czyli po
10000 realizacji probek, ktorych rozktady (algorytmy) znamy), tj. wartosci

Y G vS ~2 ~2
Xsym' X sym oraz Usym,G , asym,Sa

a takze roznice migdzy nimi a odpowiadajgcymi im X, 2 z oryginalnej proby o roz-
ktadzie F(x) i gestosci f(x), ktorych postaci z zalozenia nie znamy. Oznaczajac
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Ecz)?scym_)?,ljs:)?ssym X DG= AsymG 6)%’5&;= Aszym,S_a-)% )
i przyjmujac okreslenia

|EG| < 665|55| < 657 |50(';| < 60’,03

D3| < 64,5 (6)

powiemy, ze losowa proba X z realizacja x jest dg,ds, 0,G,045 K (+), Ks(*) — losowa
jesli F, (3 %8m, 62 mc) z% oraz ﬁs(x; X3yms 0ym,c) ~ %, gdzie F; (), Fs(), ozna-
czaja $rednie po x, wartosci dystrybuant z procesu symulacji po 10000 przebiegach
symulacyjnych. Pozostaje otwartg kwestiag w jakim stopniu powyzsza autorska propo-
zycja sprawdzi si¢ w analizach teoretycznych i praktycznych. W propozycji tej wybor
matych dodatnich progowych wartosci dg, ..., d,5 powinien uwzgledni¢ np. poziomy
istotnosci testow 0,01 lub 0,05. Jesli przyjmiemy mate wartosci tych progéow roznic
oraz wystapig w obliczeniach symulacyjnych jeszcze mniejsze roznice D¢, ...,D¢,
ktore beda towarzyszy¢ duzym roznicom Fg () — Ey(x; %, 8x), Fs() - FN() WOW-

czas bedziemy mowi¢ o szczegdlnej losowosci przejawiajacej si¢ w niestabilno$ci
uzytych propozycji generatorow wzglgdem generatora typu gaussowskiego najczesciej
wystepujacego w srednich stanach zjawisk masowych.

Probabilistyczne rozumienie losowosci jest przeto bliskie rozumieniu istoty loso-
wej chaotycznosci i dalekie od tresci pojgcia chaotyczno$ci deterministycznej. Znajac
miar¢ ztozono$ci stowa binarnego (dowolnego ciggu 0-1) i rozwazajac nieskonczone
ich wersje mowi sie, ze cigg X™ jest losowy, jesli K (x") albo entropia rosng wraz
z n mozliwie szybko. Chaotyczno$¢ stochastyczna odpowiada losowosci wg rozktadu
Bernoulliego dla ciggéw, ktorych dlugos¢ opisu czynnosci i liczba czynnosci obli-
czeniowych rosng odpowiednio szybko. Zatem mozna méwi¢ o losowo$ci na miarg
prostego rozktadu Bernoulliego jako losowej chaotycznosci. Inne wersje ustanawiaja
chaotyczno$¢ wg miary ztozonosci liczonej np. liczba operacji obliczeniowych odno-
szonych do dlugosci ciggu (por. prace Schnorra, Levina).

Tak jak fizycy stosujac jezyk probabilistyki przekonali wielu do uzytecznosci
poje¢ entropii, stochastycznego chaosu, ergodycznosci procesow wynikow pomiardw,
tak i matematycy analizujacy wlasno$ci deterministycznych systeméw rownan rdzni-
cowych, rézniczkowych i calkowo-r6zniczkowych znalezli zwolennikéw uzytecznosci
poje¢ deterministycznego chaosu. Pierwsze uwagi na ten temat podaja Hadamard
(1898) 1 wczesniej Poincare (1892), Saint-Venant, Boussinesq, Maxwell. Tematyka
chaosu deterministycznego (CD) stata si¢ modna w latach 80-tych XX w. po rozpro-
pagowaniu artykutéw Lorenza (1963) oraz Ruelle, Takensa (1971) oraz Yorke’a, Li
(1975).

Istnieje kilka definicji formalnych CD. Poprzedzimy je okresleniami intuicyjnymi,
badz nawigzujacymi do bardziej formalnych z prac Wigginsa (2003), Lorenza (1997),
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S¢kalskiego (2007), Awrejcewicza (1996), Verhulsta (2000), Smale’a (1967), Ruelle
(1980), Takensa (1981), Otta (1997), Dorfmana (2001), Medio, Linesa (2001), Daya
(1994), Chicone (2000), Tu (1994), Crannelli (1998), Li, Yorke’a (1975), Devaneya
(1989), Mac Eacherna, Berlinera (1993), Vellekopa, Berglunda (1994), Rasbanda
(1990), Ruelle, Takensa (1971), czy tez prace bardziej aplikacyjne Mosdorfa (1997),
Bakera, Golluba (1998), Schustera (1995), Zawadzkiego (2012), Szemplinskiej-Stup-
nickiej (2002), Awrejcewicza (2007).

Podane 60 okreslen stanowig probe zebrania w jednym tekscie réznych znaczen
poje¢ chaosu i chaotyczno$ci. W wielu artykutach i ksigzkach, m.in. cytowanych,
dotyczacych dyscyplin niematematycznych, ktore autor przeczytat nie ma wyraznych
okreslen poje¢ chaosu i chaotycznosci. Stad ponizsza proba ich rozszyfrowania z r6z-
nych kontekstow opisu badz przyktadow liczbowych badz zwieztych oméwieni teorii
nalezacych do wybranych dyscyplin wiedzy.

W celu utatwienia recepcji tresci prezentowanych okreslen proponujemy wyroznic¢
nastepujace grupy definicji:
g1) definicje metryczno-topologiczne (por. DCD.58-DCD.60),
g2) modelowo-procesualne, wigzace chaos, chaotycznosé z reakcja modelu UD (czyli

MUD) na modelowe zaburzenia lub przeksztatcenia (por. DCD.16-DCD.18, DCD.

20-DCD.25, DCD.31, DCD.34-DCD.39, DCD.42-DCD.56),
g3) definicje systemowo-procesualne, wigzace chaos, chaotyczno$¢ z reakcja analizo-

wanego rzeczywistego dynamicznego systemu (UD) na zaburzenia zewngtrzne,
wewnetrzne badz oba (por. DCD.1-DCD.11, DCD.14-DCD.15, DCD.19-DCD.20,

DCD.25-DCD.30, DCD.32-DCD.33, DCD.40-DCD.41),
g4) definicje systemowe ze stochastyka zachowan UD lub MUD (por. DCD.

47-DCD.48, DCD.51, DCD.57),
g5) definicje numeryczno-funkcjonalne (por. DCD.12-DCD.13).

Zestaw okreslen rozpoczynamy od najbardziej opisowego i intuicyjnego okres§lenia
DCD.1.

DCD.1: Chaos deterministyczny (CD), to zjawisko albo graficzny obraz tego
zjawiska, ktérego mechanika powstawania jest znana, cho¢ cechuja si¢ one widocz-
nym dla obserwatora nietadem, dysharmonia, nieuporzadkowaniem, nieregularnoscia,
tohu-bohu wokoét srednich oddziatywan przyczyn wewnetrznych i zewngtrznych zja-
wiska systemowego. Cecha nieporzadku, dotyczy zar6wno czasu powstawania stanéw
zjawiska, miejsca ich powstawania a takze stopnia wrazliwosci uktadu dynamicznego
z CD na bardzo mate zmiany polozenia punktéw przestrzeni fazowej PF dla UD-CD.

DCD.2: Chaos deterministyczny (CD) uktadu dynamicznego (UD) to mikrosko-
powy czasowo-przestrzenny proces ruchu elementéw UD, badz makroskopowy proces
czasowo-przestrzenny ruchu catego UD pozostajacego pod wplywem oddzialywania
innych uktadéow UD;, UD,,...,UD,,, ktore to procesy ruchow cechuja si¢ nieregu-
larnos$cia, nieporzadkiem, nietypowoscia, przypadkowoscia co do czasu, miejsca,
ksztattu ruchu oraz wrazliwosci na site oddzialywan.
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DCD.3: CD modelu UD czyli CD-MUD to graficzny obraz aperiodycznosci,
asynchronicznosci, poplatania czesto bardzo dziwnego przebiegu orbit (trajektorii)
poczatkowych punktow ,,ruchu” w PF-MUD (przestrzeni fazowej MUD), badz orbit
ruchu punktéw rozpoczynajacych ruch z niezmienniczych zbiorow PF (NZPF).

DCD.4: CD-UD to proces ruchu UD nieliniowego autonomicznego z egzogeniczng
harmoniczng sila wymuszajgca zmiang ruchu i aperiodycznymi orbitami z dziwnym
atraktorem tworzonym przez funkcje generujaca nieskonczong liczbg punktow, ktora
to funkcja kawatkami nie jest rozniczkowalna oraz z orbitami ruchu oddzielajacymi
si¢ od siebie wyktadniczo.

DCD.5: CD-UD to rodzaj ruchu UD, ktory z uwagi na nieznajomos¢ lub niepre-
cyzyjno$¢ pomiarow stanow UD w czasie ¢, jest nieprzewidywalny, dziwny, ktore
to cechy wynikaja z istnienia nieliniowych ciggtych lub dyskretnych sprzezen lub
interakcji elementow UD.

DCD.6: CD-UD to zjawisko geometryczne, powstawania struktury geometrycz-
nej (czyli dziwnego atraktora) spowodowane przez kolejne bifurkacje (podwojenia)
okresu nowo powtarzajacych si¢, niestabilnych cho¢ okresowych, orbit punktow
poczatkowych ich ,,ruchu”.

DCD.7: CD-orbit UD, wg Leonowa, to cecha wzajemnie ,,0odbijajacych, odpycha-
jacych si¢” — niestabilnych w sensie Zukowskiego — orbit ,,ruchu” punktow.

DCD.8: CD-UD to proces powstawania i okresowego trwania nieuporzadkowa-
nych, nieregularnych ciaglych lub dyskretnych stanéw procesu ruchu UD.

DCD.9: CD-UD to taki proces tworzenia geometrycznie nieregularnych struktur
orbit, ze jesli X € A, A-atraktor, to wskaznik Lapunowa 4 (orb(x, € A)) > 0.

DCD.10: CD-UD to cecha trojwymiarowego UD (np. oscylatora nieautonomicz-
nego z zewngtrznym wymuszeniem), ktorego orbity ruchu mogg stale ,,bladzi¢”
w ograniczonym podobszarze z R3 pomiedzy niestabilnymi punktami réwnowagi
i innymi okresowymi orbitami niestabilnymi.

DCD.11: CD-UD to nieprzewidywalne zachowanie niestabilnych orbit wokét np.
punktu siodtowego ruchu UD z ciggloscia widma czg¢stosci pomiardw.

DCD12: CD-UD to wiasnosci realizacji procesu obliczeniowego wg przesunigé
Bernoulliego (np. dziesigtnych rozwinie¢ liczb niewymiernych) czy tez innych proce-
sow interakcyjnych, np. logistycznego postaci f(x,u) = - x(1 — x) w bliskosci u = 3,7,
czy tez iterowania odwzorowan okregu w okrag przeksztalcen Hénona, van der Pola.

DCD.13: CD dla modelu MUD=(X, M) uktadu dynamicznego to rodzaj niepo-
rzadku zbioru X przestrzeni fazowej PF okreslonej przez model M generujacy taki
zbior chaotyczny X<, ze spelnione sg prawa tranzytywnosci, gestosci zbioru punktow
okresowych i nieokresowych oraz wrazliwos$ci kierunku ruchu od punktéw poczatko-
wych orbit nalezacych do niezmienniczych zbioréw PF.

DCD.14: CD-UD to systemy (lub ich modele), dla ktérych pomiary cech (lub
rozwigzan modeli) nie ukladajg si¢ tylko w orbity nieokresowe, ktorych istnienie
sprawdzi¢ mozna stosujac, np. wskazniki Lapunowa, Kotmogorowa, czasowe $rednie
asymptotycznych orbit, czy widma czestotliwosci.
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DCD.15: CD-UD to cechy niestabilnos$ci orbit ruchu UD, cechy dziwnych atrak-
torow, cechy zjawisk biologicznych, fizyko-chemicznych, astrofizycznych, czy takze
cechy szeregow czasowych pomiaréw albo realizacji modeli UD.

DCD.16: CD-MUD to proces obliczeniowy dochodzenia do ztozonej geometrii
podkowy Smale’a poprzez operacje rozciggania, Sciggania, cig¢, ktorych efektem sg
geste zbiory orbit okresowych i nieokresowych.

DCD.17: CD-MUD to cecha wrazliwej zaleznosci punktow (y,y) na domknigtym
niezmienniczym zbiorze orbit.

DCD.18: CD-MUD to cecha przej$ciowa od orbit homoklinicznych do hiperbo-
licznych orbit okresowych.

DCD.19: CD-UD to cecha MA-DU potoku przeptywu pola wektorowego sit.

DCD.20: CD-UD to cecha nieliniowego, erratycznego ruchu UD, lub ,,ruchu”
punktow geometrycznego obrazu MUD, np. MUD-Y. Uedy, E. N. Lorenza, H. Poin-
carego, P. Fatou, J. Hadamarda, G. Julia, B. Mandelbrota, W. Sierpinskiego).

DCD.21: CD-UD to nieregularne, nicharmoniczne, jakby losowe zachowanie ruchu
nieliniowych UD, orbit MUD objawiajace si¢ w — obserwowanych przez obserwatora
z niepelng wiedzg o nieliniowych UD, MUD - cechach ilo§ciowo-jakosciowych albo
w cechach, ktore sa nieoczekiwane dla obserwatora, badacza-prognoz stanéw UD,
MUD mimo ich do$§wiadczen badz znajomosci abstrakcyjnej formy modelu MUD.

DCD.22: CD-UD, CD-MUD to jednoczesna obecnos¢ cykli okresowych rzedu &
oraz cykli aperiodycznych orbit ruchu UD, MUD.

DCD.23: CD-MUD to wiasnosci ciaglej funkcji, ktorej dwie rézne aperiodyczne
orbity mimo swej bliskosci musza si¢ ,,rozbiec”, tj. np. po okresie 3 jak pokazali
Li-Yorke.

DCD.24: CD-MUD — wtasno$¢ dyskretnych lub ciagltych jednowymiarowych
MUD jednoczesnego istnienia wielu periodycznych i aperiodycznych orbit ,,skacza-
cych”, nieregularnych ksztaltow w przestrzeni czasowej, PF zmiennych stanéw o ile
skoki czasow sg odpowiednio duze.

DCD.25: CD-UD — niepowtarzalna, nieregularna, nieprzewidywalna, nielosowa
ewolucja (ruch) wartosci cech pomiarowych nieliniowych UD, MUD (jednego lub
wielu) jaka obserwuje si¢ w mechanicznych oscylatorach w rodzaju: wahadet, wirni-
koéw, wnek laserow, piecow konwekeyjnych lub ich matematycznych modeli.

DCD.26: CD-UD — zjawisko likwidacji separatrys (krzywych ukosnych oddzie-
lajacych dwa baseny atrakcji gdy te baseny si¢ przenikaja) oraz niestabilno$ci rozma-
itosci punktu siodtowego.

DCD.27: CD-UD — zjawisko nieodwracalno$ci ewolucji procesu, np. opisywa-
nego przez réwnania logistyczne albo rzeczywiste zjawiska trzesien ziemi, wirow
ptynow, konwekcji energii, laserowych promieni, mieszalnos$ci ptynow, patologii
pracy organow.

DCD.28: CD-UD — nieregularna struktura koncéow $niezynki krysztatu, nie-
stabilne §lizgi ptyt Ziemi uwalniajgce energi¢ sprezystosci, defektowa turbulencja
Ginzburga-Landaua.
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DCD.29: CD-UD — obserwowalne, mierzalne, nieregularne, beztadne wyniki
zachodzacych proceséw przyrody — badz stabo skorelowane w czasie i/lub prze-
strzeni wyniki pomiaréw cech UD ujmowanych deterministycznie ze zmienng
w czasie stabilno$cig i niestabilno$cig UD z nieprzewidywalng (z tytulu niewiedzy
o ,,wewngtrznych” zwigzkach elementéw UD lub jego modelu), dlugookresowg ewo-
lucjg zachowan UD.

DCD.30: CD-UD — sekwencja ztozen operacji sit rozciggania, nacisku, skurcza-
nia, sktadania czgsci UD lub calego UD prowadzace do dziwnych zmian struktury
UD Iub ruchu UD.

DCD.31: CD-MUD — ciag ztozen operacji rozciagania (rodzacej chaotycz-
no$¢ ewolucji orbit) oraz operacji sktadania (rodzacej mozliwosci wystgpienia
chaosu).

DCD.32: CD-UD — zjawisko (opisywane w analizach z mechaniki statystycznej)
nieprzewidywalnych zachowan UD wynikajacych z faktu mieszalnosci (np. ptynow)
oraz istnienia duzej liczby rozpraszajacych sztywnych ciat na drodze ruchu czastek
ptynu.

DCD.33: CD-UD — geometryczny obraz dziwnego atraktora, repelera, siodet,
fraktali, ,,jezykéw” Arnolda, katastrofalnych bifurkacji.

DCD.34: CD-UD, MUD — wykladnicza rozbieznos¢ orbit jako efekt rezonanséw
zwigkszajacych wrazliwos$¢ przebiegu orbit startujacych z punktu (xo,xgs, xgs) lub
jego matych otoczen.

DCD.35: CD-UD, MUD — objaw ztozonych splotoéw wigzek orbit w PF w for-
mie jakby losowego procesu wynikow pomiaru cech iloSciowych, np. objaw spiral-
nosci.

DCD.36: CD-Im(UD, MUD) — geometryczny obraz dysharmonii widocznej
w stacjonarnym spektrum mocy (prawy rog wykresu mocy), ktéoremu to wykre-
sowi w rzeczywistych UD towarzyszy sztywno$¢ wewngtrznej struktury powigzan
UD.

DCD.37: CD-Im (MUD) — teoretyczna mieszanka dziwnych niestacjonarnych
dtugookresowych przebiegdw orb (X*°) [w modelowych PF dyssypatywnych rzeczy-
wistych UD postrzeganych zmystem wzroku wspomaganym czujnikami] w formie
zaznaczanych obszarow przechwytu orbit, ktore to obszary tatwo rozopoznaje si¢
dzigki doswiadczeniu w odczytach pomiaréw lub wykresow.

DCD.38: CD MUD — dziwna ztozona struktura zbioru orbit towarzyszacych
statym stanom UD, MUD, bedaca efektem operacji prostego rozciggania, sktadania,
tj. ergodycznego mieszania dynamicznych standw obserwowanego lub analizowanego
procesu pomiaréw lub wynikéw symulacji.

DCD.39: CD-UD nieliniowego lub MUD — nieliniowego — zbior nieregularnie
zmieniajacych sig wielkosci (x(t), %(t)) cechujacych stany UD, ktérego ewolucje
opisuje model MUD ruchu UD z orbitami nie tworzacymi w PF Zadnego pojedyn-
czego i regularnego geometrycznego obiektu jak np. okregu, kota, torusa, szescianu)
lecz tworzacymi zbiory o ksztaltach fraktalnych silnie zaleznych od (x(0), %(0)).
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DCD.40: CD-UD — nieprzewidywalne zjawisko szczegélnych ewolucji orbit
ruchu ciat_lub ich czastek albo cecha dziwnych przebiegow modelowych orbit
(J?(t), fc(t)) zwigzanych z badanym UD.

DCD.41: CD-UD — zbiér warto$ci wychylen nieregularnych wzgledem rzeczy-
wistych stanow roéwnowagi albo zbidr nieregularnych wartosci wychylen wzgledem
modelowych rozwigzan teoretycznych standéw réwnowagi.

DCD.42: CD-MUD — trwaly lub przejsciowy obraz ewolucji orbit punktow
niezmienniczych zbioréw PF spowodowany globalnymi lub lokalnymi bifurkacjami
orbit.

DCD.43: CD-MUD — wtasno$¢ modelu matematycznego Duffinga generujacego
obraz chaotycznego ruchu dla ustalonych punktow poczatkowych i teoretyczny chaos
generowany przy krytycznych warto$ciach parametrow MUD.

DCD.44: CD-MUD — wtlasno$¢ modelu matematycznego spetniajacego kryte-
rium Mielnikowa o globalnych bifurkacjach homoklinicznego siodta centralnego.

DCD.45: CD-MUD, UD — wtasno$¢ beztadu ewolucji orbit modelu, UD spowo-
dowana istnieniem potaczen elementow MUD Ilub UD.

DCD.46: CD-MUD — cecha dziwnosci geometrycznego obrazu skutkow stoso-
wania odwzorowan przesuni¢¢ Bernoulliego, logistycznego, namiotowego, podwojen
okresu, podkowy Smale’a.

DCD.47: CD-MUD — nieokresowe, niezbiezne do cyklu dowolnego okresu, nie-
stabilne, wzgledem matych odchylen od punktéw x,,x,, zachowanie rozwigzan mo-
delu, tj. ergodyczne lub prawie ergodyczne zachowanie {£(t), £(t)}.

DCD.48: CD-UD, MUD — to cecha mocnego chaosu UD, MUD — mocnej ergo-
dycznosci (gdy nieokresowe orbity wystapia z dodatnim prawdopodobienstwem dla
losowo wybranych punktow poczatkowych orbit albo stabego (cienkiego) chaosu gdy
istnieja asymptotyczne zbiezne cykle.

DCD.49: CD-MUD — cecha numerycznych rozwigzan zwyktych rownan réznicz-
kowych (ZRR) polegajaca na rosngcym splataniu catek ruchu (rozwigzan) gdy skala
splatania jest wigksza od skali rozdzielczo$ci wynikow obserwacji.

DCD.50: CD-MUD — cecha rozwigzan MUD gdy okres czestosci fal w weztach
szybko maleje i jest porownywalny z okresami probkowania.

DCD.S51: CD-SUD — cecha nieprzewidywalnego zachowania chaotycznych sto-
chastycznych UD posrednia miedzy zachowaniem UD odpowiadajacym MUD-ZRR
catkowych, a MUD-SZRR dla stochastycznych ZRR.

DCD.52: CD-UD, MUD — cecha UD, MUD ograniczajaca doktadno$¢ prognoz
orbit, prognoz cech UD, MUD, wtasnos$ci numerycznych rozwigzan ZRR, CRR
(czastkowych RR).

DCD-53: cecha MUD-ZRR, Ze istnieja takie obszary warto$ci parametrow, ktore
generuja dziwne orbity lub ich zbiory.

DCD.54: CD-MUD — efekt procesu reakcji MUD na przeksztalcenia: translacji,
skalowania, translacji i skalowania, potegowania, logarytmowania, zwigzania, rozcia-
gania, sktadania, ortogonalizacji, skretow krzywizn.
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DCD.55: CD-MUD — to taki Im(MUD), ktéry ma nieregularny, niemonoto-
niczny, ztozony, nieokresowy ksztalt z rozbiegajacymi si¢ orbitami, bez centrow,
cykli granicznych z erratycznymi obrazami szeregéw czasowych X (¢) dla X(¢) i X(¢)
zachowujacymi si¢ jak losowe szeregi czasowe.

DCD.56: CD-MUD — to zbioér(y) odskakujacych od siebie orbit modelowych
z nieprzeliczalnymi podzbiorami orbit bez punktow okresowych.

DCD.57: CD-UD — zrodto dynamicznej jakby losowosci zachowan UD wywo-
fane zaré6wno nieliniowymi sprz¢zeniami cigglymi i przerywanymi elementow UD
jak 1 losowym oddziatywaniem otoczenia UD, a szczegdlnie losowym roztozeniem
centrow (sztywnych cial) rozpraszania ruchu elementow UD.

Podane okreslenia nie wyczerpuja listy mozliwych okreslen chaosu determini-
stycznego. Stanowig nasza synteze lub drobne modyfikacje jawnych lub niejawnych
pogladoéw nt. chaosu. Kazdemu temu okresleniu tatwo przypisaé tres¢ pojecia cha-
otycznosci zwigzanej z dang formg deterministycznego chaosu.

Z uwagi na objetos¢ pracy cze$¢ poswiecong formalnym definicjom CD odpo-
wiednio skrocimy do trzech definicji:

DCD.58 (Devaney): CD-MUD-f — taki zbidr orbit funkcji f: D—D, D < R",
orb(x) = f"(x) = f(f(...f(x)....)), Ze f jest chaotyczna jesli: 1) fjest tranzytywna, tj. V
niepustego, otwartego U,V < DIk >0 z fX(U) N V # @; 2) zbiér punktéw okreso-
wych funkcji fjest w D gesty oraz 3) f ma cecheg wrazliwej zaleznosci od warunkoéw
poczatkowych, tj. 30>0, 6 =0d(D, f), z¢ VU < Ju,,u; € U, dla ktorych iterandy
S@uy), f*(u;), spetniaja warunek | /() —f*(u;)| > 6.

DCD.59 (Banks i in.): CD-MUD-f jest chaotyczna jesli zachodza tylko warunki
(1) 1 (2) z Def. Devanaya.

DCD.60 (Vellekoop, Berklund): CD-MUD-f jest chaotyczna, jesli zachodzi tylko
warunek (1) z Def. Devanaya.

Podane definicje $wiadcza o duzej réznorodnosci sposobow rozumienia poje¢ cha-
osu 1 chaotycznosci jako cechy procesow ontycznych lub wirtualnych. Panuje moda,
zresztg zrozumiata na gruncie stale rozpowszechnianych medialnie pragdéw ideolo-
gii dekonstrukcji historycznych znaczen pojeé¢, terminéw i stow jezyka potocznego
— lansowania starych stow w nowych znaczeniach. Tworzy to sytuacje, w ktorych
mtodg generacj¢ naukowcodw nie dziwig takie zwroty jak: porzadek w chaosie, chaos
w porzadku, chaotyczno$¢ znaczen stow.

4. ZAKONCZENIE

Artykut stanowi probg wskazana czytelnikowi historycznego rozwoju sposobow
rozumienia niezwykle dzi§ popularnych poje¢ losowosci, chaosu i chaotycznosci.

Z dokonanego przegladu uje¢ znaczen tych terminéw widaé, iz oba pojecia sg
bardzo pojemne treSciowo. Stanowig one szyldy-znaki informujace nas i ostrzega-
jace o catkowitym lub czg$ciowym braku wiedzy o rzeczach poddawanych opisowi
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i analizie. Jesli trwajacy postep w produkcji nowych urzadzen pomiarowych, tele-
komunikacji i mocy obliczeniowych utrzymaja si¢, wowczas mozna przypuscic, ze
tradycyjne rozumienie stochastyki i chaosu takze ulegnie zmianie i pojawia si¢ nowe
pojecia opisu i analizy.
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LOSOWOSC A CHAOTYCZNOSC

Streszczenie
Celem artykulu jest przegladowe omowienie ontologicznych i metodologicznych podstaw pojec
losowosci i chaotycznosci, a takze ich form i stopni. Artykut stanowi probe syntezy réznych ujec tej
tematyki, ktore to ujgcia byly przedmiotem licznych artykutow, ksigzek z dziedziny, m.in. filozofii,
matematyki, zastosowan matematyki, statystyki i ekonometrii.

Stowa kluczowe: losowos¢, chaotycznos¢, kryteria losowosci, kryteria chaotycznosci, chaos

RANDOMNESS AND CHAOSITY

Abstract
The paper is aimed at presenting ontological and methodological grounds of randomness and cha-
osity concepts, as well as, considering their forms and degrees. There were made some efforts to make

a synthesis of different approaches to the analysis of these concepts.

Keywords: randomness, chaos, chaosity, chaosity criteria, randomness criteria
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»SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ
TYPU GALE’A. ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

1. WSTEP

Artykut nawigzuje do pracy Panek (2003, rozdz. 5) oraz Panek, Runka (2011).
W pierwszej przedstawiono dowodd tzw. ,.stabego” , a w drugiej” stabego” i ,,bardzo
silnego” twierdzenia o magistrali w stacjonarnej gospodarce Gale’a. W pracy z 2003 r.
w charakterze kryterium wzrostu przyjeto warto$¢ produkcji, mierzonej w cenach
rownowagi von Neumanna, wytworzonej w koncowym okresie ustalonego horyzontu
T=1{0,1,...,4;}, t; <+oo. W artykule z 2011 r. role kryterium wzrostu gra mierzona
w cenach réwnowagi von Neumanna warto$¢ produkcji wytworzonej w catym hory-
zoncie T.

W literaturze znana jest takze posrednia wersja tzw. ,,silnych” twierdzen o magi-
strali'. Jednemu z takich twierdzen po$wiecony jest niniejszy artykut. Dzieki warun-
kowi (VI) jego dowdd jest prostszy od dowodow innych twierdzen tego typu znanych
z literatury. Przy dowodzie kluczowa rolg gra oryginalny lemat 1. W charakterze
kryterium wzrostu przyjeto, tak jak w pracy z 2003 r., mierzona w cenach rownowagi
von Neumanna warto$¢ produkcji wytworzonej w gospodarce w koncowym okresie #
horyzontu 7. Obowiazuja oznaczenia stosowane w obu wspomnianych wyzej pracach.

2. PRZESTRZEN PRODUKCYJNA GALE’A. ROWNOWAGA VON NEUMANNA

W gospodarce Gale’a mamy n towardéw, a jej mozliwosci wytworcze opisuje
tzw. przestrzen produkcyjna Z < R’". Elementami przestrzeni Z sg pary wektorow
(x, )= (x15--sXp Y1, - - -, ¥,) naktadow (zuzycia) x oraz wynikow (produkcji) y. Zapis
(x,y) € Z oznacza, ze z naktadow x mozliwe jest wytworzenie produkcji y. Przestrzen
produkcyjna Gale’a spelnia nastepujgce warunki?:

1 Zobacz m.in. Makarow, Rubinow (1973), McKenzie (1976), McKenzie (2005), Nikaido (1968,
rozdz. IV), Takayama (1985, rozdz. 7), a z nowszych prac np. Khan, Piazza (2011). Obszerniejszg biblio-
grafi¢ zamieszczono w pracy Panek (2011).

2 Z interpretacjg ekonomiczng warunkoéw (I) — (IV) mozna zapoznaé si¢ w pracy Panka (2003,
rozdz. 5).
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@M Vi',yhHezZ v, yH)eZ Va,ﬂZO(a(xl,y1)+ﬁ(x2,y2)eZ),
a vy eZ(x=0=y=0),
() V(x,y)eZ Vx'Zx YO=)y'=y ((x,))eZ),

(IV) Z jest zbiorem domknietym w R2",

Tak zdefiniowana przestrzen produkcyjna Z jest stozkiem domknigtym zawartym
w Rf” , z wierzchotkiem w 0. Dalej interesujg nas wylacznie nietrywialnie procesy
produkcji (x,y) # 0.3 Liczbe

a(x,y) = max {a|ax = y}

nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnos$ci procesu (x,y). Funkcja o jest
ciggla i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z\ {0}:

V(x,y)€Z\{0} VA>0 (a(ix,ly) = a(x,y)).
Przy przyjetych zalozeniach istnieje

ay =max a(x,y) =max a(x,y)=a(X,y),
(r)e2\(0} ()

gdzie V(1) = {(x,y) € Z|[x] =1} (tutaj i dalej [a] = Y Ja, ).

Liczbe o, nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci
produkcji w gospodarce Gale’a. Proces (X, y), dla ktorego a(x,y) = «,,, nazywamy
optymalnym procesem produkcji.

Przy przyjetych zatozeniach proces taki istnieje i jest okreslony z doktadnoscia
do struktury (do mnozenia przez statg dodatnig). Dalej interesuja nas wytacznie takie
optymalne procesy produkcji (¥,¥) € Z, w ktorych wytwarzane sg wszystkie towary,
czyli ¥ > 0. Gospodarke majgcg te wlasno$¢ nazywamy regularng. Latwo zauwazy¢,
ze w regularnej gospodarce Gale’a istnieje optymalny proces produkcji (X, V), w kto-
rym

a,x=y>0. (1)
3 Przy zatozeniu (II) warunek (x,y) # 0 pocigga za sobg x # 0.

4 Zob. np. Panek (2003, tw. 5.2; zamiast zwartego zbioru V(1) w twierdzeniu tym mamy zwarty
zbior Q).



., Silny” efekt magistrali w modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a. Zagadnienie wzrostu docelowego 449

Piszac dalej o optymalnym procesie produkcji w (regularnej) gospodarce zawsze
mamy na mysli proces (X, ¥) spetniajacy warunek (1). Niech p = (py, ...,p,) = 0 bedzie
wektorem cen towarow. Liczbe

(p,y)
(p,x)

B(x,y,p)=

(tam gdzie jest okreslona) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) przy cenach p (tutaj i wszedzie dalej {a,b) = Zaibi).

W regularnej gospodarce Gale’a istniejg takie ceny p >0, przy ktorych

V(x,») € Z (P, y) < @, (P, x)) )
oraz
B(X,y,p)= ma})} ) gf(ic,y,ﬁ) =a, >0, 3)

zob. np. Panek (2003; tw. 5.3, 5.4). Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna.

Trojka {a,,,(X,y)eZ,p} tworzy tzw. optymalny stan réwnowagi von Neumanna

w gospodarce Gale’a. W réwnowadze takiej dochodzi do zréwnania efektywnosci

ekonomicznej produkcji w gospodarce Gale’a z jej efektywnoscig technologiczng.”
Wezmy optymalny proces produkcji (x,y) € Z. Zgodnie z (1) mamy:

X o, x y

So=omt Y550, (4)
<l lewar ¥l 171

x
O wektorze § mowimy, ze charakteryzuje optymalng strukture naktadow (Hj
oraz produkcji (")}T”] Interesuje nas taka gospodarka Gale’a, w ktorej efektywnos¢
y
ekonomiczna jakiegokolwiek procesu (x,y) ze strukturg nakladow odbiegajaca od

optymalnej, jest nizsza od maksymalnej efektywnosci, osigganej przez gospodarke
w rownowadze:

3> Jest to jednocze$nie najwyzsza efektywno$¢ jaka w ogdle moze osiggna¢ gospodarka.
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V) V(x,y)eZ (ﬁifﬁﬂ(x,y’ﬁ)<ﬁ(fail_?)=%4}

> g} . (5)

Przy zatozeniach (I) — (V) funkcja f(-,",p) jest ciagla na Z(¢) oraz

Wezmy liczbe € > 0 1 utwoérzmy zbiodr

X
=5
[+

Z(S)I{(x,y)ezl

Ve>0 dmax p(x,y,p)=b(e)<a,, (6)

(x.)eZ(2)
lub inaczej, podstawiajac d(e) = a,, — b(e):
Ve>0 38(e)>0 Y(x,y)eZ(e) (B(x,y,p) <, —5(e)), (7)

zob. Panek (2003, lemat 5.2). Z definicji funkcji b wnioskujemy, ze jest ona dodatnia
i nierosngca na obszarze okre$lonosci:

&'>¢e=b(e")<b(e) oraz b(e) > a,, przy € >0

(tym samym a,,> d(g) — 0 przy & — 0). Zadamy nieco wigcej, a mianowicie, ze

(VI) Efektywno$¢ ekonomiczna procesu (x,y) € Z jest tym nizsza, im bardziej

struktura naktadow ﬁ odbiega w nim od optymalnej struktury 5.
X

Wowczas funkcja b(e) w (6) maleje (rownowaznie: funkcja d(g) = oy, — b(e)
rosnie) na obszarze okre§lonosci. Warunek ten zachodzi np. gdy przestrzen produk-
cyjna Gale’a jest stozkiem silnie wypuktym®.

¢ Dla dowolnych dodatnich liczb a, B oraz dowolnej pary liniowo niezaleznych procesow
@Ly") € Z,(x%,)?) € Z ich kombinacja liniowa (x,y) = a(x!,y") + B(x%,3?) jest punktem wewnetrznym
zbioru Z.
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3. DYNAMIKA. ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

Oznaczmy przez t zmienng czasu, ¢ = 0,1, ...,#; <+oo, Zbidr okresow T= {0,1,...,#}
jest horyzontem, w ktorym interesuje nas funkcjonowanie gospodarki. Okres koncowy
t; horyzontu 7 wyznacza jednoczesnie jego dtugosc. Przez

(@), y(0) = (5, ()., %, (0), (11 (D0, 3, (1) € Z ®)

oznaczamy dopuszczalny proces produkcji w gospodarce Gale’a w okresie ¢. Gospo-
darka jest zamknieta w tym sensie, ze naktady w okresie nastepnym pochodza w niej
wylacznie z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim:

x(t+1) S y(), t=01,..,¢t -1 9)
Nierownos¢ ta, facznie z inkluzja (8) i warunkiem (III) prowadzi do inkluzji

@), yt+))eZ, t=01,...,t -1 (10)

Ustalmy poczatkowy wektor produkcji

y(0)=)">0. (11)

O ciggu wektorow {y(t)}?zo spetniajgcych warunki (10) — (11) méwimy, ze opisuje
O°, t,, p) — dopuszczalny proces wzrostu w gospodarce Gale’a. Dopuszczalny proces
wzrostu {y*(t)}?zo prowadzacy do maksymalnej warto$ci produkcji (mierzonej
w cenach von Neumanna p ) w koncowym okresie #; horyzontu 7 nazywamy proce-
sem (J%,1,,p) — optymalnym. Jest on rozwigzaniem nastepujgcego zadania wzrostu

docelowego:

max(p, y(t,)) (12)
p.w.(10) — (11).

Szczegolny rodzaj procesow wzrostu stanowiag tzw. procesy stacjonarne (z tem-
pem y > 0) postaci:

y(@)=y°, 0 #0. (13)

Z whasnosci (I) przestrzeni produkcyjnej Gale’a wynika, ze stacjonarny proces
wzrostu z tempem y > 0 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ma miejsce inkluzja

0% )% € Z,
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co (dla pewnych wektorow 1) zachodzi o ile tylko w procesie takim tempo y < ay,.
Co wigcej, istnieje stacjonarny proces wzrostu {y(t)}j':o Z tempem y = o, 1 poczatko-
wym wektorem produkcji y(0)=y >0 postaci:

)7([):0{;\4.)79 (14)

gdzie ¥ jest wektorem produkcji w optymalnym procesie (X,)) € Z spetiajgcym
warunek (1); zob. Panek (2003, tw. 5.6). Optymalny proces produkcji (X,y) € Z jest
okreslony z doktadno$cig do struktury, i wlasnos¢ t¢ ma takze stacjonarny proces
wzrostu (14). Nazywamy go optymalnym, stacjonarnym procesem wzrostu w gospo-
darce Gale’a. Proces taki charakteryzuje si¢, w szczegdlnosci, stalg w czasie (opty-
malng) strukturg produkcji:

(zob. (4)). O potprostej
N={A5|4A>0}

mowimy, ze wyznacza magistrale produkcyjng (tzw. promienn von Neumanna) w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a.
4. ,,SLABE”, ,SILNE” I ,,BARDZO SILNE” TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Standardowe ,,slabe” twierdzenie o magistrali w gospodarce Gale’a brzmi naste-
pujaco:

o Twierdzenie 1. Jezeli spetnione sg warunki (I) — (V), wowczas Ve > 0 istnieje taka
liczba naturalna k,, ze liczba okresow czasu, w ktorych (»°,¢,, p) — optymalny proces

{y*(t)}ilzo spetnia warunek

o
v @)

>¢ (15)

nie przekracza k. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T (tj. nie zalezy
od tl)‘
Z dowodem mozna zapozna¢ si¢ np. w pracy Panek (2003, tw. 5.8).
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Twierdzenie glosi, ze struktura produkcji w optymalnym procesie wzrostu roézni
si¢ ,,dowolnie mato” od struktury produkcji na magistrali, na ktoérej gospodarka
rozwija si¢ w maksymalnym tempie a;,’. Im dtuzszy jest horyzont 7= {0,1,...,#},
tym dtuzej gospodarka pozostaje w bliskim otoczeniu magistrali (w sensie odlegtosci
katowej (15)).

Wprawdzie twierdzenie 1 méwi o zblizaniu si¢ optymalnego procesu wzrostu
do magistrali, jednak nie opisuje sposobu w jaki to zblizenie nastepuje. Precyzuja to
dwa kolejne twierdzenia. Zaczniemy od ,,bardzo silnego” twierdzenia wyjasniajacego
co si¢ dzieje z optymalnym procesem, ktéry w pewnym okresie 7 <t; dociera do
magistrali.

0 Twierdzenie 2. Jezeli spetnione sg warunki (I) — (V) i (yoat1,l_9) — optymalny
proces {y*(l‘)}ilzo w pewnym okresie 7 <t, spelnia warunek y'(f) e N, to

Vielf +1,..6-1}( y'()eN ).

Podobne twierdzenie zostato udowodnione we wspomnianej we Wstepie pracy Panek,
Runka (2011), w ktorej jednak inaczej niz obecnie zdefiniowany byt optymalny proces
wzrostu. Ponizej przytaczamy dowod w przypadku gdy ( yo,tl,ﬁ) optymalny proces
{y*(t)}?:o jest rozwigzaniem zadania (12).

Dowéd twierdzenia 2. Inkluzja y (7)) € N jest rownowazna z warunkiem

y'(®
ly* @l

=3,

zatem y' (f) =05, gdzie o = “ y*(f)“ > 0. Utworzmy proces {y'(t)}?:0 postaci:

y'(t)z{y(t), dla t=0,1,..7, "

alos, dla t=1+1,..,t,
otrzymany ze ,,sklejenia” poczatkowego fragmentu ( yo,tl,ﬁ) — optymalnego procesu
{y*(t)}?zo oraz koncowej czg$ci stacjonarnego procesu {y(t)}?:o postaci (14) z poczat-
kowym wektorem ¥ = ay'05 € N. Proces wzrostu (16) jest (3°,¢,) — dopuszczalny,

zatem z definicji (yo,tl,ﬁ) — optymalnego procesu {y*(t)}?zo mamy:

7 Poniewaz na magistrali osiagana jest najwyzsze tempo wzrostu produkcji, bywa ona czasami
nazywana droga najszybszego ruchu gospodarki.
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Py @) 2(p.y' () =al o(p,5)>0.

Z drugiej strony, zgodnie z (2), (10):

(.Y (6 < ) (5, (4, —D) <. <@y (P, y (D) = @)y o(P,5).

Zatézmy, ze

Fre i+l -1 (2 # 5),

Y@
@

czyli =£>0.

Woéwczas, zgodnie z (7),

35, >0 (ﬂ(y*(n,y*(m),p) e —a;j
P,y (7))

lub inaczej
P,y (@ +D) (e, =8,Xp.y (7).
Laczac (18), (19) otrzymujemy
Py (@) < ay ™ (@ =6,) o(p.5),
astadiz (17)

t—i-1

0<al o(p,s) <a' ™ (a, -0.) o(p,5).

(17)

(18)

(19)

(20)

Nierownos¢ ta jest prawdziwa tylko gdy J, < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka

dowod twierdzenia 3.

Przy dowodzie ,,silnego” twierdzenia o magistrali potrzebna nam bedzie (wynika-
jaca z ciaglosci funkcji o) wlasnosé dopuszczalnych proceséw produkceji gltoszaca, ze

jezeli tylko struktura naktadow ﬁ w procesie (x,y) € Z jest dostatecznie ,,bliska”
X



., Silny” efekt magistrali w modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a. Zagadnienie wzrostu docelowego 455

struktury magistralnej s, to z nakladow tych mozliwe jest wytworzenie produkcji
y € N z technologiczng efektywnoscia dowolnie bliska optymalnej efektywnosci ay,.
Mowi o tym nastgpujacy lemat.
o0 Lemat 1
Vo e(0,)Ie'> o(s €S, . D&|s—5|<e=(s,(1-Oa, 5 eV () &
&a(s,(1-8)a,5) = a, —5),
gdzie: §,. ()= {x >0] HxH = 1} oraz (przypominamy) V(1) = {(x,y) e”Z| HxH = 1}.
Dowod. Najpierw pokazemy, ze
VseS,, (1) 3o (0,0 ((s,0a,5) V(1))
Poniewaz 5> 0, wigc Vs e S,, (1) IA(s) = min{ﬂ\ As 25}, Oczywiscie, A(s) > 1. Z wla-

snos$ci procesu optymalnego (zob. (1), (4)) wynika, ze (5,a,5) eV (1) c Z. Wtedy,

zwazywszy na wiasno$¢ (III) przestrzeni produkcyjnej Z, otrzymujemy:
(A(s)s, a,,5) € Z czyli (s,a(s)aME) eV,

1 . . . . il* 7
gdzie o(s)= T) jest ciagla funkcja. Wezmy dowolny ciag {S }i:l elementow z S, (1)
s
zbiezny do 5. Wtedy o(s')—>o(5) =1 i poniewaz o jest funkcjg ciggla w otoczeniu &,
wigc
v6>0 36 >0(s—5| <& = o(s)21-6).
Stad i z warunku (IIT) wynika, ze (s,(1-0)a,s)eV(1).

Funkcja a jest ciagla na V(1) oraz

max oa(x,y)=qa, =a(s,a,5),
(ep)er (1)

wiec

Vo>03g,>0 Q‘S—EH<52 :>a(s,a(s)aM§)2 a,, —0.

Teze¢ lematu otrzymujemy przyjmujac &€'= min{s,,&,}.
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W prezentowanym dalej ,,silnym” twierdzeniu o magistrali dowodzimy, ze wytra-
cenie optymalnego procesu wzrostu z otoczenia magistrali, o ktorym mowa w twier-
dzeniu 2, moze mie¢ miejsce co najwyzej na poczatku i pod koniec horyzontu 7. Im
dhuzszy jest horyzont gospodarki, tym dtuzej, w srodkowej fazie, optymalny proces
wzrostu przebiega w bliskim otoczeniu magistrali (tym blizej im dtuzszy jest hory-
zont 7). Istotng role gra warunek (VI).

0 Twierdzenie 3. Wezmy (»°,,, p) — optymalny proces {y*(t)}?zo. Jezeli spetnione sg
warunki (I) — (VI), to

O

Ve>0 JkeN Vit >2k vtelk,k+1,...,t; — k} *()H_S
v (¢

<& |.

Dowéd. Wybierzmy liczbg ¢ > 0. Niech liczba d(¢) € (0,a;,) spelnia warunek (7).
Wezmy 6 € (0,6(¢)) oraz odpowiadajaca jej liczbe &' € (0,¢) z lematu. Zgodnie ze
,,stabym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna k., ze jezeli ¢; > k,, to

vy
Hy*(t)H s|<e (21)

dla co najmniej jednego ¢t € T= {0,1,...,1;}. Niech ¢, > 2k,' oraz 7; bedzie pierwszym,
a 7, ostatnim okresem horyzontu 7= {0,1,...,#}, w ktorym zachodzi warunek (21).
W $wietle lematu

VE) (1 5)a,5) |erw,
y (Tl)

czyli
(' (@) 0(-8)a,5))e Z,

gdzie o= Hy*(rl )” >0. Wowczas proces

- (1), dlat=0,,...,7,
y(t) — y ( )I7T ~ 1
o(1-0)a,,"s, dlat=1+1,.,t
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jest 0%, ¢) — dopuszczalny oraz z definicji optymalnego procesu {y*(t)}i':o;

P,y (1)) 2 (P, 7(1)) = o(1-8)a," (P, 5). (22)

Niech k' bedzie liczbg okresow miedzy 7, 7,, w ktorych

y -5 z2¢.
@)
Z (2), (7), (10) otrzymujemy:
Py (1) < (e =8N ™ i ™™ (e =8(e)" (P,y" (7)) (23)

Laczac (22), (23) dochodzimy do nieréwnosci

o(1-8)a;, "(p.5) < (@, —8(N)" ™ ay ™ (a,, =5(e)" (p,y"(z,)),

lub inaczej:

[aM—a‘(e)J";( a, ] o(1-5)p.5)

ay Ny, -6 .y (7))
Nieréwnod . L. V() . L,
ierowno$¢ powyzszg, po podstawieniu s (7,) =7——, mozna zapisa¢ W rOWno-
waznej postaci: 0
5@ "t (1= 6)B,5)
ay a, —96(&'") (p,s (7,))

Zgodnie z lematem:

a= a(S*(T1), (1-days)za, -0,
zatem as*(rl) <(1-9)a,s oraz (a, —9) s*(rl) <(1-9)a,s. Wowczas:

(aM -0) <ﬁa5*(71)> < (1_5)05M<l_7:§>a
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czyli

(1-0)p.5) a5
<P’S*(71)> - Ay

Stad i z (24) dostajemy:

a, —o(e) . S a,, " o, —0
a, Na, -6 a,

Pamigtajac, ze 0 <d(e') < d(e) < ay, (gdyz 0' < &' <e¢ i funkcja d(e) jest rosnaca; zob.
warunek (VI)) oraz 6 € (0,6(¢)) i ¢, — 7, > 0, dochodzimy do nieréwnosci:

a,, —o(g) ; S a,, " a, —o(e)
a,, a, —o(&") a,

k'-1

.y " :

czyli (%a—(‘g)j >1 lub (rownowaznie) (aM —5(5))k > ay .
M

Jedyng nieujemng liczbg calkowitg spelniajgcg ten warunek jest k' = 0. W charak-
terze liczby k, o ktorej mowa w tezie twierdzenia, mozna przyjac k = k.
u

Nierownosc¢ (23) sugeruje mozliwos¢ wystepowania innych cech charakterystycz-
nych proceséw optymalnych w otoczeniu magistrali, zwlaszcza po ostabieniu lub
zmodyfikowaniu warunku (VI). Interesujaca wydaje si¢ takze odpowiedz na pytanie
czy wlasnoéci podobne do udowodnionych w twierdzeniu 4 beda wykazywac takze
optymalne procesy wzrostu po zastapieniu kryterium (12) na przyklad kryterium
maksymalizacji warto$ci produkcji wytworzonej w catym horyzoncie 7 (a nie tylko
w jego koncowym okresie ).

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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»SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ TYPU GALE’A.
ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

Streszczenie

Nawiazujac do prac Panek (2003, rozdz. 5) oraz Panek, Runka (2011) udowodniono tzw. ,,silny”
efekt magistrali w modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a przy zatozeniu, ze efektywno$é proceséw
produkcji w gospodarce jest tym nizsza im bardziej struktura naktadow w takich procesach odbiega od
optymalne;.

Stowa kluczowe: model Gale’a, rownowaga von Neumanna, ,,stabe”, ,,silne” i ,,bardzo silne” twier-
dzenie o magistrali

,»STRONG” TURNPIKE EFFECT IN THE GALE ECONOMIC DYNAMICS MODEL.
FINITE STATE GROWTH PROBLEM

Abstract

This paper, in reference to articles Panek (2003) chapt. 5 and Panek, Runka (2011) presents proof of
the “strong” turnpike effect in the Gale — type economic dynamic model, assuming that the production
processes efficiency in the economy is the lower the more the investment structure in such processes
differs from the optimum.

Keywords: Gale model, von Neumann equilibrium, ,,weak”, ,,strong” and ,,very strong” turnpike
theorem
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SABINA DENKOWSKA

NIEKLASYCZNE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH

1. WPROWADZENIE

Testowanie wielokrotne jest powszechne w analizach statystycznych. Zdobycie
i przetworzenie danych czesto jest czasochtonne i kosztowne, naturalng tendencja
wsrdd badaczy jest wigc testowanie znacznej liczby hipotez na raz zgromadzonych
danych. Badacz stara si¢ wykry¢ maksymalnie wiele zaleznosci i formutuje dziesiatki
hipotez w poszukiwaniu istotnych zalezno$ci statystycznych.

Niestety czgsto zdarza sie, ze liczne testowania sg prowadzone kazde na poziomie
istotnosci a, a wnioski s podsumowywane lacznie, a przeciez wraz ze wzrostem liczby
rozpatrywanych hipotez ro$ne prawdopodobienstwo wykrycia pozornie istotnych sta-
tystycznie zwigzkow. Jesli rozwazymy teoretycznie testowanie m prawdziwych, nie-
zaleznych hipotez zerowych, kazda na poziomie istotnosci a, to prawdopodobienstwo
odrzucenia przynajmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej wynosi 1 — (1 — a™). Juz
w przypadku 20 niezaleznych, prawdziwych hipotez zerowych, testowanych kazda na
poziomie istotnosci 0,05, prawdopodobienstwo odrzucenia co najmniej jednej prawdzi-
wej hipotezy wynosi 0,64, a warto$¢ oczekiwana liczby btednych odrzucen wynosi 1.
W praktyce niezmiernie rzadko mamy do czynienia z niezaleznymi testowaniami, co
znacznie utrudnia kontrole efektu testowania wielokrotnego.

Typowe sytuacje badawcze w ktorych mamy do czynienia z testowaniem wielo-
krotnym to poréwnywanie parami wartosci przecigtnych, czy tez testowanie istotno-
sci kontrastow, czyli kombinacji liniowych warto$ci przecigtnych, dla ktérych suma
wspotczynnikow wynosi zero. Gdy sa spetnione zalozenia modelu analizy wariancji,
wowczas rozwigzaniem moga okazac si¢ klasyczne procedury post-hoc powszechnie
dostepne w pakietach statystycznych. Ale nawet wowczas wybor wlasciwej procedury
nie jest zadaniem prostym. Wielo$¢ zaawansowanych i ztozonych procedur, rézno-
rodnos¢ uzyskiwanych wynikow w zalezno$ci od wybranej procedury oraz trudnosci
interpretacyjne moga zniechgca¢ praktykéw do stosowania procedur wnioskowan
wielokrotnych (patrz np. Denkowska, 2005). A przeciez testowanie wielokrotne to
nie tylko porownywanie wartosci przecigtnych, czy testowanie istotnosci kontrastow.
Z testowaniem wielokrotnym mamy réwniez do czynienia m.in. przy badaniu istotno-
$ci wspotczynnikow korelacji w macierzy korelacji, porownywaniu terapii z zabiegiem
kontrolnym lub przy testowaniu istotnosci ocen parametrow strukturalnych w modelu
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regresji. W wielu sytuacjach badawczych jedynym sposobem kontroli efektu testowa-
nia wielokrotnego jest siegniecie po nieklasyczne procedury testowan wielokrotnych.

Celem artykutu jest przeglad nieklasycznych procedur testowan wielokrotnych,
ktore umozliwiaja kontrolg efektu testowania wielokrotnego w sytuacjach, gdy nie-
spelnione sg restrykcyjne zatozenia modelowe klasycznych procedur testowan wielo-
krotnych lub gdy rozwigzan klasycznych po prostu brak.

Nalezy podkresli¢, ze w sytuacji, gdy testowane hipotezy nie sa ze soba powigzane
ani zawarto$cig, ani pozniejszym wykorzystaniem, nalezy traktowac je oddzielnie,
a nie lacznie. W przeciwnym jednak przypadku konieczny jest taczny pomiar bie-
déw. Gdy wniosek koncowy wysnuwany jest na podstawie przeprowadzonych testow
analizowanych tacznie i jego trafno$¢ zalezy od tacznego pomiaru btgdow dla danego
zbioru wnioskowan, wtedy taki zbior wnioskowan powinien by¢ rozpatrywany lacznie
jako rodzina (Hochberg, Tamhane, 1987). Termin ten zostat wprowadzony ponad pot
wieku temu przez Tukeya (1953) i przez lata towarzyszyta mu dyskusja dotyczaca
tego, jakie kwestie powinny decydowac¢ o sktadzie rodziny (patrz np. Hochberg, Tam-
hane, 1987; Miller, 1981). Temat ten do tej pory budzi sporo kontrowersji.

1.1. WYBRANE MIARY BLEDU I RODZAJU DLA RODZINY WNIOSKOWAN

W celu zaprezentowania najwazniejszych miar btedu I rodzaju dla rodziny wnio-
skowan przyjmijmy pomocniczo nastgpujace oznaczenia: niech V oznacza liczbg
prawdziwych hipotez zerowych odrzuconych w procesie testowania m hipotez zero-
wych, a R — liczbe odrzuconych hipotez zerowych. V' i R s3a to zmienne losowe.
Po przeprowadzeniu testowania znana jest tylko liczba hipotez R, ktore odrzucamy,
a tym samym liczba hipotez zerowych, dla ktérych nie mamy podstaw do odrzucenia:
m — R. Warto$¢ zmiennej losowej V' nie jest obserwowana.

W literaturze tematu mozna spotkaé¢ wiele propozycji miar btedu I rodzaju dla
rodziny wnioskowan. Do najwazniejszych naleza FWER i FDR.

Miara FWER nawiazujaca do tradycyjnego rozumienia weryfikacji hipotez zdefi-
niowana jest nastgpujaco:

FWER (Family-Wise Error Rate): FWER = P(V > 0). (1)

Procedury kontrolujace FWER na ustalonym poziomie o zapewniaja spelnienie
warunku, ze prawdopodobienstwo odrzucenia co najmniej jednej prawdziwej hipotezy
zerowej nie przekroczy o. W monografii ,,The Problem of Multiple Comparisons”
Tukey (1953) porownywat r6zne miary kontroli btedu I rodzaju dla rodziny wniosko-
wan 1 twierdzit, iz to wtasnie ,,kontrola FWER powinna by¢ standardem” (Hochberg,
Tamhane, 1987). Niestety, wraz ze wzrostem liczby weryfikowanych hipotez, maleje
moc procedur kontrolujacych FWER rozumiana jako zdolno$¢ procedur do wykrywa-
nia fatszywych hipotez zerowych.
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W 2005 roku Lehmann i Romano (2005) zaproponowali miare gFWER bedaca
uogoblnieniem FWER:

gFWER (generalized FWER): gFWER=P(V>k), k=0,1,...,m. 2)

Propozycja ta nie stanowi jednak rozwigzania problemu spadku mocy procedur
w przypadku bardzo licznych zbiordéw, ztozonych z tysiecy, czy nawet setek tysigcy
wnioskowan spotykanych np. w genetyce. Przy tak bogatych zbiorach wnioskowan
rowniez procedury kontrolujace gFWER nie sprawdzaja si¢, gdyz charakteryzujg si¢
bardzo mala mocg — indywidualne poziomy istotnosci sg tak male, iz rzadko dochodzi
do odrzucen hipotez zerowych.

W przypadkach bardzo licznych zbioréw wnioskowan warto rozwazy¢ kontrole
miary FDR (Hochberg, Benjamini, 1995). Hochberg i Benjamini (1995) zapropono-
wali, by zamiast kontroli liczby btednych odrzucen, kontrolowaé¢ warto$¢ oczekiwanag
frakcji btednych odrzucen posrdd wszystkich odrzucen hipotez zerowych:

E(%) dlaR >0,
0 dlaR=0.

FDR (False Discovery Rate): FDR = { 3)

Wraz z miarg FDR zaproponowali oni procedurg! kontrolujaca warto$¢ oczeki-
wang frakcji blednych odrzucen na, z gory zadanym, poziomie g (¢ = a). Oznacza to,
ze stosujac t¢ procedure akceptujemy ¢g100% btednych odrzucen hipotez zerowych
wsrod wszystkich odrzucen.

Dla unaocznienia r6znicy pomigdzy FWER i1 FDR, rozwazmy rodzing¢ zlozona
z tysiaca hipotez zerowych oraz odpowiadajacych im hipotez alternatywnych. Porow-
najmy sytuacje polegajaca na odrzuceniu 100 hipotez zerowych z ktorych 1 jest
prawdziwa, z sytuacja, gdy odrzucone zostaty 2 hipotezy z ktorych 1 jest prawdziwa.
Z punktu widzenia FWER obie te sytuacje sg tak samo niekorzystne, bo odrzucona
zostata jedna prawdziwa hipoteza zerowa. Natomiast z punktu widzenia FDR w dru-
giej sytuacji blednych odrzucen byto az 50%, podczas gdy w pierwszej sytuacji tylko
1%.

Kontrola FWER jest blizsza tradycyjnemu statystycznemu wnioskowaniu. Nie
zawsze jest jednak satysfakcjonujacym rozwigzaniem. W przypadku licznych rodzin
wnioskowan kontrola FDR stanowi istotng alternatywe.

Wspomniane miary btedu I rodzaju dla zbioru wnioskowan to zaledwie niewielka
czg$¢ propozycji miar wymienianych w literaturze tematu (patrz np. Hochberg, Tam-
hane, 1987; Dudoit, van der Laan, 2008), niemniej jednak sg to miary kluczowe,
najczesciej spotykane w testowaniu wielokrotnym.

I Opis procedury w podrozdziale 2.2.
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1.2. SKORYGOWANE PRAWDOPODOBIENSTWA TESTOWE

Z testowaniem wielokrotnym S$ci§le zwigzane jest pojecie skorygowanych praw-
dopodobienstw testowych (ang. adjusted p-value). Pierwsze idee dotyczace skorygo-
wanych prawdopodobienstw testowych pojawity si¢ u Rosenthala i Rubina (1983).
Wright (1992) propagowat stosowanie skorygowanych prawdopodobienstw testowych
we wnioskowaniu jednoczesnym, podkreslajac zalety takiego prezentowania wynikow
procedur.

Analogicznie do zwyktych prawdopodobienstw testowych (ang. p-value), sko-
rygowanym prawdopodobienstwem testowym p; dla dowolnej hipotezy H,; vs.
H, ; nazywamy najmniejszg wartos¢ FWER, przy ktorej dana hipoteza zerowa H,;
zostataby odrzucona, gdy rozpatrywana jest cala rodzina hipotez. Analogicznie sg
definiowane skorygowane prawdopodobienstwa testowe w przypadku innych miar
btedu I rodzaju dla rodziny wnioskowan.

Skorygowane prawdopodobienstwa maja liczne zalety. Sg tatwe do interpretacji,
gdyz majac podane ich wartosci, decyzje o ewentualnym odrzuceniu hipotezy podej-
mujemy poréwnujac odpowiadajace jej skorygowane prawdopodobienstwo testowe
z przyjetym lacznym poziomem istotnosci dla catej rodziny wnioskowan. Wska-
zuja, jak mocne sa podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej w kontekscie kontroli
wybranej miary btedu I rodzaju dla calego zbioru wnioskowan. Mozna rowniez tatwo
porownywac rézne procedury, porownujac ich prawdopodobienstwa skorygowane
(mniejsze wartosci skorygowanych prawdopodobienstw testowych wskazujg na mniej
konserwatywna procedurg).

2. PROCEDURY BRZEGOWE TESTOWAN WIELOKROTNYCH

W ostatnich latach znaczng popularnos¢ zyskaty proste obliczeniowo brzegowe
procedury testowan wielokrotnych (ang. marginal MTP). Metody te moga by¢ sto-
sowane w przypadku skonczonych rodzin hipotez, sktadajacych si¢ tylko z hipotez
minimalnych. Proces testowania przy wykorzystaniu tych procedur opiera si¢ przede
wszystkim na analizie zbioru prawdopodobienstw testowych otrzymanych z indywi-
dualnych wnioskowan. Procedury te charakteryzuja si¢ szerokim zakresem zastoso-
wan i moga by¢ stosowane zaréwno w przypadku poréwnan wartosci przecigtnych
(patrz np. Denkowska, 2005), jak i testowania istotnosci wspotczynnikow korelacji
w macierzach korelacji (Denkowska, 2006) czy badania istotnos$ci wspotczynnikow
regresji w modelu regresji (Denkowska, 2011a,b).

W celu zaprezentowania procedur przyjmijmy nastgpujace zatozenia oraz ozna-
czenia. Rozpatrzmy rodzing m minimalnych hipotez zerowych H, j, H,,...,H,,
z odpowiadajagcymi im prawdopodobienstwami testowymi py,ps, ...,p,. Uporzad-
kujmy prawdopodobiefistwa testowe p(j) < pp) < ... < py) 1 niech Hg 1y, Ho 2, - - -» H(o m)
oznaczaja odpowiadajace im hipotezy zerowe.
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2.1. BRZEGOWE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH KONTROLUJACE FWER

Najstarsza, a zarazem najprostszg procedurg brzegowa testowan wielokrotnych
jest procedura Bonferroniego. Procedura Bonferroniego jest procedura uniwersalnag,
czyli mozna ja stosowa¢ w przypadku dowolnej rodziny wnioskowan, bez wzgledu na
typ zalezno$ci pomigdzy statystykami testowymi. Proces testowania mozna przedsta-
wi¢ nastepujaco. Rozwazmy testowanie m hipotez zerowych Hy; vs. Hy; (i=1,...,m).
Hipoteze zerowg H,; odrzucamy wtedy, gdy odpowiadajace jej prawdopodobienstwo

testowe p; jest nie wigksze od e Niezwykle wygodnie jest przeprowadzac proces

testowania w oparciu o skorygowane prawdopodobienstwa testowe, ktore dla tej pro-
cedury wyznaczane sg ze Wzoru:

pj = min (mp;1) dla j=1,..,m “4)

Decyzj¢ o odrzuceniu hipotezy zerowej H,;, podejmujemy, gdy odpowiadajace jej
skorygowane prawdopodobienstwo testowe p; jest nie wicksze od a.

Procedura Bonferroniego? zapewnia kontrole FWER na poziomie a, ale jest
metoda bardzo konserwatywna, czyli ma matg moc. Konserwatyzm ten jest tym
powazniejszy, im silniejsze sg zalezno$ci pomigdzy statystykami testowymi lub im
liczniejsza jest rodzina wnioskowan.

Mniej konserwatywna jest uniwersalna procedura Holma, ktoéra jest wieloetapowa
modyfikacja procedury Bonferroniego. Kazda hipoteza odrzucona przez metode¢ Bon-
ferroniego jest odrzucona réwniez przez metod¢ Holma, natomiast hipotezy odrzu-
cone przez metode Holma mogg nie zosta¢ odrzucone przez metode Bonferroniego.
Prawdopodobienstwa skorygowane w metodzie Holma wyznaczamy ze wzorow:

P = min(mp); 1),

W przypadku, gdy rozpatrywane statystyki testowe tworza wielowymiarowy
rozktad normalny lub rozktad #-Studenta o niezaleznych sktadowych, a rozwazane
hipotezy alternatywne majg dwustronne zbiory krytyczne, do kontroli efektu testo-
wania wielokrotnego mozna zastosowa¢ modyfikacje procedury Bonferroniego oraz
procedury Holma oparte na nieréwnosci Sidaka (Shaffer, 1995; Hochberg, Tamhane,

1987, s. 366). I tak modyfikacja metody Bonferroniego polega na zastgpieniu e
l m

przez 1—(1—a)m. Skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla procedury Bon-

2 Procedura Bonferroniego wystepuje rowniez pod nazwa ,,poprawki Bonferroniego”.
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ferroniego-Sidaka, spotykanej rowniez pod nazwa SidakSS (ang. single-step) wyzna-
czane 3 ze WZzoru’:

pi=min(;1-(1-p)™) dla j=1,..,m (6)

Skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla procedury Holma-Sidéka, wystepuja-
cej w literaturze pod nazwa SidakSD (ang. step-down), obliczamy ze wzorow*:

Py =min(1;1— (1—pey)"),

ﬁ(l) = min (1, max (ﬁ(j—l); 1-— (1 - p(]))m—]+1)) dla ] = 2, e, ML (7)

Jak wykazali Holland i Copenhaver (1987) procedury SidakSS oraz SidakSD zapew-
niaja kontrole FWER réwniez w przypadku, gdy statystyki testowe maja dodatnig
zalezno$¢ orthantowa (Denuit, Scaillet, 2004). Do grupy tej nalezg na przyktad sta-
tystyki #-Studenta, wykorzystywane przy testowaniu rownosci wartosci przecigtnych,
pochodzacych z populacji o rozktadach normalnych w jednoczynnikowym modelu
analizy wariancji (Denuit, Scaillet, 2004, Shaffer, 1995).

Sposrod procedur brzegowych najwigksza moc majg procedury wieloetapowe
typu step-up, zapewniajace kontrole FWER w przypadku statystyk testowych nieza-
leznych lub silnie dodatnio skorelowanych. Skomplikowana obliczeniowo procedura
Hommela daje tylko nieznacznie lepsze wyniki od procedury Hochberga (np. Westfall
iin., 1999), dla ktorej skorygowane prawdopodobienstwa testowe wyznaczane sa ze
WZOrow:

Pm) = P(m) Oraz Pim—j) = min(ﬁ(m_j+1); G+ 1)'p(m_j)) dlaj=1,...m-1. (8)

Wymieniajagc najwazniejsze procedury brzegowe zapewniajace kontrole FWER
nalezy wspomnie¢ o procedurze Shaffer dla hipotez logicznie powigzanych (Shaffer,
1986). Przyktadem hipotez logicznie powigzanych moga by¢ hipotezy o réwnosci
warto$ci przecigtnych parami dla co najmniej trzech populacji. Zauwazmy, ze w rze-
czywisto$ci niemozliwe jest, aby u; =, oraz u, =3, ale wpy # uz. Shaffer uznata
wigc, ze w przypadku porownywania wartosci przecig¢tnych trzech populacji nie ma
potrzeby rozpatrywac sytuacji, gdy odrzucamy jedng hipotezg zerowsa, a przy dwodch
stwierdzamy, ze nie mamy podstaw do ich odrzucenia i zaproponowata modyfika-
cje uniwersalnej procedury Holma, ktora dzigki uwzglednieniu logicznych relacji
pomiedzy hipotezami ma wigkszg moc, a kontrola FWER na poziomie a jest nadal
zagwarantowana.

3 Por. np. Westfall i in. (1999).
4 Ibid.
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2.2. BRZEGOWE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH KONTROLUJACE FDR

Procedury kontrolujagce FDR to procedury zapewniajace kontrole wartosci ocze-
kiwanej frakcji blednych odrzucen wséréd wszystkich odrzucen, na z gory zadanym
poziomie. Wybor przez badacza tej miary bledu I rodzaju dla rodziny wnioskowan
oznacza, iz dopuszcza on i akceptuje pewien niewielki odsetek ¢ (g = a) btednych
odrzucen wsrdd wszystkich odrzucen.

Hochberg i Benjamini (1995) zaproponowali procedure gwarantujgca kontrole
FDR w przypadku niezaleznych statystyk testowych, dla ktorej skorygowane praw-
dopodobienstwa testowe wyznaczane sg z nastepujacych wzorow:

m

Pam) = Pan) Oraz Pem-j) = min (ﬁ(m—j+1);m_j p(m—j)) dla j=1,...m-1. 9

Bejamini i Yekutieli (2001) pokazali, Zze procedura ta zapewnia kontrole FDR réwniez
w przypadku statystyk testowych o zaleznosci dodatnio regresyjne;.

Uniwersalng modyfikacje procedury Hochberga i Benjaminiego, ktéra zapewnia
kontrol¢ FDR bez wzgledu na typ zalezno$ci pomigdzy statystykami testowymi zapro-
ponowali Benjamini i Yekutieli (2001). Prawdopodobienstwa skorygowane wyzna-
czane sg ze€ WZOrow:

m
DPamy = min (1; Pam) Z%) (10)

i=1

m
~ . 1 .
P(m-j) = min <P<m—j+1>i P(m—j)ml_jz 7) dla j=1,..,m—-1

i=1

Niestety, procedura Benjaminiego-Yekutieliego jest bardzo konserwatywna.

2.3. ZALETY 1 WADY PROCEDUR BRZEGOWYCH

Niepodwazalng zaleta brzegowych procedur testowan wielokrotnych jest ich pro-
stota obliczeniowa. W przypadku niektorych procedur testowan wielokrotnych np.
procedur Hochberga—Benjaminiego, Hommela, Hochberga, czy tez procedur opar-
tych na nieréwnosci Sidaka, istotng kwestig jest typ zaleznosci pomiedzy statysty-
kami testowymi dla ktérego procedury te zapewniaja kontrole wybranej miary bledu
I rodzaju dla rodziny wnioskowan. Procedury te charakteryzujg si¢ zazwyczaj wigksza
mocg w stosunku do procedur uniwersalnych Bonferroniego, czy Holma, ale wymogi
dotyczace zaleznosci pomigdzy statystykami znacznie ograniczajg zakres ich zastoso-
wan i1 komplikujg zastosowanie. Procedury uniwersalne mozna stosowaé¢ w przypadku
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dowolnego zbioru wnioskowan, bez wzgledu na typ zaleznosci pomiedzy statystykami
testowymi, ale ich wada jest mniejsza moc w poréwnaniu do procedur, ktore uwzgled-
niaja tgczny rozklad statystyk testowych. Uniwersalne procedury brzegowe testowan
wielokrotnych umozliwiajg wigc kontrole efektu testowania wielokrotnego w wielu
sytuacjach badawczych, w ktorych rozwigzan klasycznych brak. W sytuacjach, gdy
klasyczne procedury testowan wielokrotnych sa dostgpne np. w modelu jednoczyn-
nikowej analizy wariancji, zar6wno badania empiryczne, jak i badania symulacyjne
efektywnos$ci procedur klasycznych oraz procedur brzegowych zastosowanych do
wyodrebniania jednorodnych podgrup wartosci przecietnych pokazuja, ze procedury
brzegowe stanowia powazng konkurencje dla rozwiagzan klasycznych, a ich efektyw-
no$¢ jest nieznacznie gorsza, za§ w niektorych przypadkach wregcz porownywalna
z efektywnoscia procedur klasycznych (Denkowska, 2007b, Denkowska 2005).

W programie R w pakiecie multtest dostgpna jest funkcja mt.rawp2adjp, ktora
zwraca skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla wybranych brzegowych pro-
cedur testowan wielokrotnych.

3. PROCEDURY LACZNE TESTOWAN WIELOKROTNYCH

Procedury laczne testowan wielokrotnych (ang. joint MTP) uwzgledniajg taczny
rozklad statystyk testowych i dzicki temu sg mniej konserwatywne niz procedury
brzegowe.

3.1. PROCEDURY LACZNE YOUNGA, WESTFALLA KONTROLUJACE FWER

Young i Westfall (1993) zaproponowali procedury 1gczne testowan wielokrotnych
wykorzystujace reprobkowanie. Procedury te oparte sg na regule domkniecia (Doman-
ski, Pruska, 2000, s. 201; Hochberg, Tamhane, 1987). Zastosowanie resamplingu
umozliwia przeprowadzanie testowania wielokrotnego mimo braku normalnosci, czy
tez braku znajomosci struktury kowariancyjnej danych. Procedury Westfalla i Younga
oparte sa na maksimach statystyk testowych maxT lub minimach prawdopodobienstw
testowych minP.

Wadg tych procedur jest wymog obrotowosci podzbioru (ang. subset pivotality),
ktory oznacza, ze laczny rozktad statystyk testowych dla dowolnego podzbioru
I zbioru wszystkich rozwazanych wnioskowan {1,...,m}, ma by¢ taki sam, zarowno
pod warunkiem prawdziwosci wszystkich hipotez zerowych H,; dla i € /, jak i pod
warunkiem prawdziwosci globalnej hipotezy zerowej HS, gloszacej, ze wszystkie
hipotezy zerowe Hy; (i € {1,...,m}) sa prawdziwe. W przypadku procedur opartych
na maksimach statystyk testowych oznacza to, ze dla dowolnego /< {1,...,m} roz-
ktad max;.; T; | H; musi by¢ taki sam, jak rozktad max;; 7; | Hf.

Warunek obrotowosci podzbioru jest bardzo istotny, zwlaszcza gdy resampling
wykorzystuje rozktad generujacy dane przy zalozeniu prawdziwosci wszystkich
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hipotez zerowych, pozwala to bowiem uproscic¢ algorytm procedury opartej na regule
domknigcia i zamiast testowaé 2™ — 1 przecie¢ hipotez zerowych, wystarczy prze-
prowadzi¢ m testowan. Niestety w wielu sytuacjach badawczych warunek ten nie
jest spetniony. Nalezy do nich np. testowanie istotno$ci wspotczynnikdéw korelacji.
Rozktad generujacy dane przy zalozeniu prawdziwosci hipotez zerowych moze dawac
laczny rozklad statystyk testowych inny od prawdziwego (rzeczywistego) rozktadu.
Rozwazmy badanie istotnosci trzech wspdtczynnikow korelacji pi,, p13, p23. Aitken
(1969, 1971) wykazat (patrz Westfall, Young, 1993), ze gdy H, ;, oraz H, 3 s3 praw-
dziwe, a Hy ,;3 jest falszywa, to taczny rozklad statystyk testowych odpowiadajgcych
prawdziwym hipotezom zerowym jest w przyblizeniu normalny, zalezny od wspol-
czynnika korelacji p,3, czyli warunek obrotowo$ci podzbioru nie jest spetniony.

Oznaczmy przez Ty,...,T, statystyki testowe, a przez Py,...,P, zmienne
losowe oznaczajace prawdopodobienstwa testowe zwigzane z hipotezami zerowymi
Hy 1.y Hy e

W jednoetapowych procedurach tacznych Westfalla i Younga prawdopodobien-
stwa skorygowane wyznaczane sg ze WZorow:

Procedura single-step maxT

pi =Pr(1rgjeg1;1|T,-| > |t;] HS) (11)
w przypadku dwustronnych zbioréw krytycznych.
Procedura single-step minP
i =Pr<m_in P; < p; Hg). (12)
1<jsm

Przyjmijmy pomocniczo, ze uporzadkowane prawdopodobienstwa testowe maja
indeksy ry,...,r, takie, ze Py = Pr, ., Dm) = Pr,,,- WOWczas skorygowane praw-
dopodobienstwa w procedurach typu step-down Westfalla i Younga mozna zapisaé
nastgpujaco:

Procedura step-down maxT

Py Pr(lema§m}|Tz|_|t(1)| Ho). (13)

{ry,.

B(j) = P Tl = |ty||Hs ) Bj-1y |dlaj = 2,...,m,
Pu) maX< T<ze{r“}fi’§m}' =[] o> Py 1)) aj m

w przypadku dwustronnych zbioréow krytycznych.
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Procedura step-down minP

ﬁ(l) = Pr (le{min }Pl < p(l) Hg), (14)

T1Tm

p(j) = max <Pr< min }Pl <Py Hg);ﬁ(j_1)> dlaj = 2,...,m.

lE{Tjm

Procedury Westfalla i Younga uwzgledniajg taczny rozklad statystyk testowych

i dzigki temu maja wigkszg moc niz procedury brzegowe. Procedury te niekoniecznie
muszg opiera¢ si¢ na resamplingu. W niektorych sytuacjach badawczych prawdopo-

dobienstwa Pr( {max }|Tz| > |t(j)| HOC> mozna wyznaczy¢ z wielowymiarowego
Leir jrTm

rozktadu normalnego lub #-Studenta i wowczas resampling nie jest konieczny.
W programie R w pakiecie multtest dostepne sa zstepujace (step-down) procedury
permutacyjne mt.maxT oraz mt.minP Westfalla i Younga (1993).

3.2. PROCEDURY LACZNE TESTOWAN WIELOKROTNYCH DUDOIT I VAN DER LAANA

Cickawa, nowa propozycje w literaturze tematu stanowig procedury taczne oparte
na bootstrapie (Dudoit, van der Laan, 2008), ktére w odrdznieniu od propozycji
Westfalla i Younga, nie opierajg si¢ na rozkladzie> generujacym dane ktory spetnia
hipotezg, ze wszystkie hipotezy zerowe sg prawdziwe, ale na rozktadzie ,,zerowym”
statystyk testowych, czyli rozktadzie statystyk testowych przy zalozeniu prawdziwo-
$ci hipotezy zupelnej. Autorzy zaproponowali dwa rodzaje ,,zerowych” transformacji
bootstrapowych statystyk testowych: przesunigcie i skalowanie (ang. null shift and
scale) oraz kwantylowe przeksztatcenie (ang. null quantile). Bootstrapowym esty-
matorem ,,zerowego” rozktadu statystyk testowych jest rozktad otrzymany w wyniku
transformacji ,,zerowej” bootstrapowych statystyk testowych.

Kontrolg miary FWER zapewnia zastosowanie tacznych procedur jednoetapowych
(ang. single-step SS) lub wieloetapowych zstepujacych (ang. step—down SD), opar-
tych na maksimach statystyk testowych maxT lub na minimach prawdopodobienstw
testowych minP.

Na rys. 1 przedstawiony jest schemat wyznaczania skorygowanych prawdopodo-
bienstw testowych w przypadku zastosowania jednoetapowej procedury maxT (dla
prawostronnych zbioréw krytycznych). Skorygowane prawdopodobienstwo testowe
B,(m) (m=1,...,M) dla hipotezy Hy(m) jest frakcja maksiméw bootstrapowych
max,, ZZ(m,b) nie mniejszych od zaobserwowanej wartoéci statystyki testowej
T,(m).

5 Rozklad generujgcy dane moze da¢ w efekcie rozktad tgczny statystyk testowych o innej struktu-
rze zalezno$ciowej niz ich prawdziwy rozktad (gdy niespelniony jest warunek obrotowosci podzbioru).
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B — liczba proéb B — liczba préb
bootstrapowych bootstrapowych
Tﬁ (m, b) transformacja Zﬁ (m,b) T,(m) P,(m)
_ ,zerowa” _ _
liIL“/IZba bootstrapowe | s bOOtStra-powe Zaoll::erwo— sktfwrygo -
hipotez statystyki statystyki testowe wanych wanych
po transormacji
testowe | o statystyk prawdop.
zerowej testowych testowych
max Z2 (m, b)
m
maksima B kolumn

Rysunek 1. Schemat wyznaczania skorygowanych prawdopodobienstw testowych w przypadku
zastosowania procedury jednoetapowej SS.maxT (dla prawostronnych zbioréw krytycznych)

Zrédto: opracowane na postawie Dudoit, van der Laan (2008).

Procedury zaproponowane przez Dudoit, van der Laana (2008) sa zaimplemento-
wane w pakiecie multtest w R pod nazwa MTP. Procedur¢ MTP mozna zastosowac
do poroéwnan parami warto$ci przecigtnych, do testowania istotnosci wspotczyn-
nikoéw regresji w modelu regresji, testowania istotnosci wspotczynnikow korelacji
oraz w wielu innych sytuacjach badawczych. Uzytkownik okresla statystyki testowe
(statystyki sa determinowane poprzez wybor testu np. t.twosamp.equalvar, t.cor, f),
miare bledu I rodzaju (FWER, gFWER, TPPFPS, FDR), metode estymacji rozktadu
,zerowego” statystyk testowych (bootstrap z centrowaniem i skalowaniem boot.sc,
bootstrap z transformacja kwantylowa boot.qt, permutacje) oraz procedure tgczng
testowan wielokrotnych (SSmaxT, SSminP, SDmaxT, SDminP).

Dudoit i van der Laan (2008) dedykowali procedure MTP badaniom genetycz-
nym, specyficznym ze wzgledu na bardzo liczne rodziny wnioskowan, sktadajace si¢
z tysigcy hipotez zerowych. Wstepne eksperymenty symulacyjne (opisane ponizej)
pokazuja jednak na konieczno$¢ dodatkowych badan nad procedurg MTP.

3.3. EKSPERYMENT SYMULACYINY

W celu sprawdzenia kontroli miary bledu I rodzaju FWER przez procedur¢ MTP
przeprowadzono eksperyment symulacyjny. Eksperyment polegal na generowaniu M
prob n-elementowych z rozktadu normalnego N(0,1) i testowaniu hipotez postaci:
Ho;ipi =0 vs. Hy;op; 70 (0= 1,...,M).

Eksperyment powtarzano co najmniej 3000 razy i szacowano prawdopodobienstwo
wlasciwych decyzji, czyli rozpoznania, ze wszystkie hipotezy zerowe sg prawdziwe.

¢ TPPFP (Tail Probability for Proportion of False Positives): TPPFP = P(% > q) gdzie ¢ € (0,1).
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W badaniu wykorzystano funkcje¢ MTP zaimplementowang w pakiecie multtest
w R. Parametrami funkcji MTP byly m.in. test t-Studenta dla wartosci oczekiwanej
(t.one.samp), warto$¢ weryfikowana ustawiona domyslnie na 0, liczba prob bootstra-
powych B rowna 1000 oraz FWER = 0,05.
Prawdopodobienstwo wlasciwego rozpoznania, ze wszystkie hipotezy zerowe sa
prawdziwe, szacowano w zaleznosci od:
— metody estymacji rozktadu ,,zerowego” statystyk testowych (boot.sc, boot.qt),
— procedury tacznej testowan wielokrotnych (SSmaxT, SSminP, SDmaxT, SDminP).
W badaniu rozpatrywano:
— proby o liczebnosci n: 10, 30, 100,
— liczby testowanych hipotez zerowych M wynosity: 100, 200, 400.

Rezultaty badan symulacyjnych przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1.
Wyniki badan symulacyjnych

SSmaxT | SSminP | SDmaxT | SDminP | SSmaxT | SSminP | SDmaxT | SDminP

" M boot.cs | boot.cs | bootcs | bootcs | bootqt | bootqt | bootqt | boot.qt

10 | 100 0,977 0,972 0,975 0,974 0,937 0,903 0,936 0,907

30 | 100 0,948 0,918 0,948 0,917 0,948 0,901 0,947 0,904

100 | 100 0,935 0,899 0,935 0,895 0,945 0,902 0,944 0,903

10 | 200 | 0,985 | 0953 | 0984 | 0953 | 0936 | 0819 | 0935 | 0818
30 | 200 | 0954 | 0848 | 0953 | 0846 | 0949 | 0820 | 0,949 | 0,826
100 | 200 | 0,937 | 0814 | 0938 | 0817 | 0946 | 0820 | 0946 | 0812
10 | 400 | 0,987 | 0,909 | 0988 | 0884 | 0940 | 0,646 | 0937 | 0,661
30 | 400 | 0956 | 0,717 | 0954 | 07711 | 0947 | 0662 | 0947 | 0,681

100 | 400 0,948 0,671 0,949 0,683 0,967 0,682 0,960 0,699

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Zdecydowanie nie wszystkie otrzymane wyniki mozna uzna¢ za satysfakcjonu-
jace. Stosunkowo najlepsze wyniki daty procedury oparte na maksimach statystyk
testowych. Bardzo stabo wypadty natomiast procedury oparte na minimach prawdopo-
dobienstw testowych minP, a zwlaszcza te z nich, w ktorych ,,zerowa” transformacja
bootstrapowych statystyk testowych opierata si¢ na przeksztalceniu kwantylowym,
szczegdlnie w sytuacji bardzo duzej liczby testowanych hipotez. Sytuacji takiej nie
zaobserwowano natomiast w rownolegle prowadzonym badaniu nad procedurami
brzegowymi testowan wielokrotnych, ktore bez wzgledu na liczbe testowanych hipo-
tez oraz liczebnos$ci prob potwierdzity kontrole miar btedu I rodzaju (FWER, FDR).
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W badaniach nad procedura MTP przyjeto ustawiong domyslnie w procedurze
liczbg probkowan (B = 1000). Wstepne eksperymenty polegajace na zwigkszeniu
liczby prob bootstrapowych pokazuja, ze im wigksza liczba testowanych hipotez tym
poprawa prawdopodobienstwa wilasciwego rozpoznania jest wyrazniejsza. Badanie
prowadzono w przypadku prob o malej liczebnosci (n = 10). Liczbe prob bootstra-
powych zwigkszono 10-krotnie (B = 10000). I tak, w przypadku procedury sdMinP
(boot.qt) dla 400 hipotez prawdopodobienstwo wlasciwego rozpoznania wzrosto do
0,85; dla 200 hipotez zaobserwowano mniejsza popraw¢ — wzrost prawdopodobien-
stwa wlasciwego rozpoznania do 0,88, a dla 100 hipotez korekta prawdopodobienstwa
byta wrecz niezauwazalna. Pomimo 10-krotnego zwigkszenia liczby probkowan,
otrzymane prawdopodobienstwa wlasciwego rozpoznania nadal nie mozna uznaé za
satysfakcjonujace.

Rezultaty eksperymentu symulacyjnego okazaty si¢ zaskakujace, okazalo si¢
bowiem, ze MTP nie zawsze gwarantuje kontrole FWER dla zbioru wnioskowan
na z gory ustalonym poziomie. Co wigcej, wstepne rozpoznanie wskazuje rowniez
na pewng niestabilno$¢ wynikow zalezng od liczby probkowan. W 2009 roku Werft
i Benner (2009) sygnalizowali problemy z kontrolg miary FDR przez procedure
MTP w przypadku bardzo duzej liczby testowanych hipotez i malej liczebnosci prob.
Konieczne sg zatem dalsze badania nad procedurami Dudoit i van der Laana wyja-
$niajace przyczyny problemoéw z kontrolg wspomnianych miar bledu I rodzaju dla
zbioru wnioskowan.

4. PODSUMOWANIE

Kontrola efektu testowan wielokrotnych jest bezsprzecznie konieczna. Niekontro-
lowane testowanie wielokrotne prowadzi do wykrywania wielu zupetie przypadko-
wych zaleznoS$ci. ZaleznoSci takie sa pdzniej czgsto eksponowane w naukowych, jak
réwniez popularno-naukowych publikacjach jako ciekawe, czy wrecz zdumiewajace
wyniki badan. To z kolei moze budzi¢ sceptycyzm wobec metod statystycznych,
podczas gdy zrédtem nieporozumienia sg niewlasciwie przeprowadzone badania,
nieuwzgledniajace efektu testowania wielokrotnego.

Z powodu rygorystycznych zalozen modelowych procedury klasyczne testowan
wielokrotnych maja znacznie ograniczony zakres zastosowan. Co wigcej, w wielu
sytuacjach badawczych rozwigzan klasycznych brak. Dlatego tez, coraz wigksze
zainteresowanie zdobywaja nieklasyczne brzegowe oraz tagczne metody testowan wie-
lokrotnych. Popularne, proste obliczeniowo i o szerokim zakresie zastosowan uniwer-
salne procedury brzegowe nie uwzgledniaja tacznego rozktadu statystyk testowych,
przez co sg bardziej konserwatywne od procedur tagcznych. Z kolei zakres zastosowan
procedur tacznych zaproponowanych przez Westfalla i Younga jest ograniczony ze
wzgledu na wymog obrotowosci podzbioru. Ciekawsg alternatywa zatem wydaje si¢
dedykowana badaniom genetycznym procedura tgczna zaproponowana przez Dudoit
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oraz van der Laana (2008). Szeroki zakres zastosowan, mozliwo$¢ wyboru miary
btedu I rodzaju dla zbioru wnioskowan oraz powszechnie dostepne gotowe opro-
gramowanie w pakiecie multtest w R, to jej istotne zalety. Niestety zaprezentowane
w artykule badania symulacyjne pokazaty, ze procedura MTP nie zawsze gwarantuje
kontrol¢ FWER dla zbioru wnioskowan na z gory ustalonym poziomie. Z kolei pro-
blemy z kontrolg miary FDR przez procedur¢ MTP sygnalizowali Werft i Benner
(2009). Wyniki te wskazuja na konieczno$¢ dalszych badan nad procedurg MTP
Dudoit oraz van der Laana.
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NIEKLASYCZNE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH

Streszczenie

Zakres zastosowan klasycznych procedur testowan wielokrotnych jest ograniczony z powodu zato-
zen modelowych, a w wielu sytuacjach badawczych rozwiazan klasycznych po prostu brak. Kontrole
efektu testowania wielokrotnego umozliwiaja wowczas nieklasyczne procedury testowan wielokrotnych.
Proste obliczeniowo, o szerokim zakresie zastosowan, brzegowe procedury testowan wielokrotnych
nie uwzgledniaja jednak tgcznego rozkladu statystyk testowych, przez co sa bardziej konserwatywne
od procedur tacznych. Zakres zastosowan procedur tacznych Westfalla i Younga (1993) jest natomiast
ograniczony ze wzgledu na wymog obrotowosci podzbioru. Ciekawg alternatywe stanowig dedykowane
badaniom genetycznym procedury laczne, zaproponowane przez Dudoit oraz van der Laana (2008).
Szeroki zakres zastosowan, mozliwo$¢ wyboru miary btedu I rodzaju oraz powszechnie dostepne, opro-
gramowanie (procedura MTP jest zaimplementowana w pakiecie multtest w R), to ich istotne zalety.
Niestety, badania nad procedura MTP przeprowadzone przez Werfta i Bennera (2009) pokazaty problemy
z kontrolag miary FDR w przypadku bardzo duzej liczby testowanych hipotez i malej liczebnosci prob.
Z kolei zaprezentowany w artykule eksperyment symulacyjny pokazat, ze procedura MTP nie zapewnia
réwniez kontroli FWER na z gory zadanym poziomie.

Stowa kluczowe: testowanie wielokrotne, FWER, FDR, reprobkowanie, MTP
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NON-CLASSICAL MULTIPLE TESTING PROCEDURES

Abstract

The range of applications of classical multiple testing procedures is limited due to model assumptions,
and in many cases classic solutions are non-existent. In such situations non-classical multiple testing
procedures allow to control the effect of multiple testing. Although they are popular for computational
simplicity and a wide range of applications, marginal multiple testing procedures do not take into account
joint distribution of test statistics, which make them more conservative than joint multiple testing proce-
dures. The range of applications of joint procedures introduced by Westfall and Young (1993) is limited
due to the subset pivotality requirement. Thus, joint multiple testing procedures suggested by Dudoit and
van der Laan (2008) seem very promising. A wide range of applications, the possibility of choosing the
Type I error rate and easily accessible software (MTP procedure is implemented in R multtest package)
are their obvious advantages. Unfortunately, the results of the analysis of MPT procedure obtained by
Werft and Benner (2009) revealed that it does not control FDR in case of numerous sets of hypotheses
and small samples. Furthermore, the simulation experiment presented in the article showed that MTP
procedure does not control FWER, either.

Keywords: multiple testing, FWER, FDR, resampling, MTP
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ESTYMOWANE MODELE ROWNOWAGI OGOLNEJ I AUTOREGRESJA
WEKTOROWA. ASPEKTY PRAKTYCZNE!

1. WSTEP

Artykut jest poswiecony zagadnieniom praktycznego zastosowania modeli nale-
zacych do klasy DSGE-VAR (ang. Dynamic Stochastic General Equilibrium Vector
AutoRegression). Celem pracy jest empiryczna ilustracja zmiennos$ci wnioskowania
0 parametrze wagowym w zaleznos$ci od przyjmowanych zalozen a priori. W szcze-
gblnosci skoncentrowano si¢ na problemie wyboru optymalnego udziatu informacji
pochodzacych z liniowego rozwigzania modelu réwnowagi ogolnej, bazujacym na
kryterium maksymalizacji brzegowej gestosci obserwacji, w zaleznosci od specyfikacji
a priori dla parametru wagowego. Modele DSGE-VAR rozwazono w dwodch warian-
tach: w pierwszym przypadku oszacowano ciag modeli warunkowych wzgledem usta-
lonych arbitralnie wartosci parametru wagowego, natomiast w drugim dopuszczono
pelne wnioskowanie a posteriori o optymalnym udziale informacji wstepnej, przy
zatozeniu rozktadoéw: jednostajnego, przesuni¢tego gamma i zmodyfikowanego beta.
Calo$¢ rezultatow zostala przedyskutowana na przykladzie estymowanego modelu
rownowagi ogolnej zaczerpnigtego z literatury. Zagadnienia wplywu specyfikacji
a priori zostaly uzupemhione o ilustracje wykorzystania w praktyce metod oceny
zbiezno$ci tancucha Markowa do rozkladu stacjonarnego, w szczegdlnosci $rednich
ergodycznych oraz wskaznikéw opartych na poréwnywaniu wariancji wewnatrz-
1 miedzytancuchowe;.

2. MODEL DSGE-VAR

Model DSGE-VAR powstaje po przyjeciu rozkladu a priori generowanego na
postawie estymowanego modelu rownowagi ogolnej dla wektorowej autoregresji bez
restrykcji, gdzie udziat informacji a priori jest okreslany przez parametr wagowy A.
W zapisie macierzowym autoregresja wektorowa rzgdu p, (VAR(p)), ma postac:

1" Praca wykonana w ramach badan statutowych Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych Uni-

wersytetu Ekonomicznego w Krakowie. Autorka pragnie ztozy¢ podzigckowania Profesorowi Jackowi
Osiewalskiemu oraz uczestnikom seminarium Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych za komentarze
i dyskusje podczas prezentacji opracowania.
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Y=X0+ U, (1)

gdzie Y jest macierzg (T*n) zawierajaca T obserwacji z n szeregoéw czasowych, X
oznacza macierz (7 (1 +np)), U jest macierza (T X n) sktadnikow losowych, sktada-
jaca si¢ z wierszy u,, gdzie: u, ma n-wymiarowy rozkltad normalny: u, ~ N (0,%,),
o wektorze wartosci oczekiwanych rownym wektorowi zerowemu, E(u,) = 0, i macie-
rzy kowariancji E(u,u,) =X,, o wymiarach (nxn); E(u,u,_;)=0, ® jest macierza
((1 +np) xn) wspotczynnikow autoregresji wektorowej. Model DSGE-VAR pozwala
na rownoczesne wnioskowanie a posteriori o parametrach autoregresji wektorowej @
i X,, parametrach 6 modelu rownowagi ogolnej i parametrze wagowym A. W sytu-
acji kiedy parametr wagowy estymujemy, taczny rozktad a posteriori mozna zapisaé
jako:

p(@,2 ,0,Y) = p(D,Z,

Y,0,)p(6,1)Y), (2)

u?’

natomiast w modelach rozpatrywanych warunkowo wzgledem A mamy:

p(D,Z,,0

Y,4) = p(@.2,

Y,0,4)p(0

Y, ), 3)

gdzie p(6,1)Y) i p(6|Y,A) sg brzegowymi rozktadami a posteriori dla wspotczyn-
nikow 0 modelu rownowagi ogoélnej i dla parametru wagowego A, w przypadku
jego estymacji. Sa to rozklady o niestandardowych postaciach funkcji gestosci. Do
aproksymacji brzegowych rozktadow a posteriori stosuje si¢ algorytm Metropolisa
i Hastingsa, (zob. np. Adjemian et al., 2008).

Whnioskowanie a posteriori dla ®@ i X, przebiega warunkowo wzgledem 0 i A.
Funkcja gestosci tacznego rozkladu a posteriori jest proporcjonalna do iloczynu
funkcji wiarygodnosci /(®,Z, |Y), w modelu autoregresji bez restrykcji, 1 gestosci
rozktadu a priori p(®,%, |0, 1), specyfikowanego warunkowo wzgledem parametrow
strukturalnych 6 modelu rownowagi ogdlnej i parametru wagowego A. Ma posta¢
rozktadu macierzowego normalnego — odwroconego Wisharta:

p(D,2,]Y,0,2) oc det(T, ) T2 exp (—0.5tr{Z ' [(Y — XD)' (Y — XD) +

4
+AT(T,,(0) - ®'T,, (0) T, ()P + DT (O)D)]}}, @

gdzie F;y(é’), F;;(Q) 1 F:X(H), oznaczaja macierze niecentralnych momentéw dru-
giego rzedu w pomocniczym modelu wektorowej autoregresji, nasladujacym liniowe
rozwigzanie modelu rownowagi ogblnej (zob. Wrobel-Rotter, 2013b). Spelnienie
warunku: A >2,,.,, gdzie 1,,;, = (1+np +n)/T, oraz odwracalno$¢ macierzy momentow
I (6), oznaczaja, ze otrzymany rozklad jest wlasciwy oraz niezdegenerowany. Jesli
A=0 to model potaczony sprowadza si¢ do wektorowej autoregresji bez restrykcji,
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natomiast jesli 0 <A < 4,,;, to otrzymany rozktad a priori jest niewlasciwy. Metodo-
logia pozwalajaca na polaczenie wnioskowania na podstawie estymowanych modeli
rownowagi ogolnej z modelami wektorowej autoregresji zostata zaproponowana
w pracy Del Negro i Schorfheide (2004) i nastepnie rozwinigta przez Del Negro et al.
(2007). Szczegdtowe omodwienie strony metodologicznej dla prezentowanych ponizej
rezultatow empirycznych zawiera np. praca Wrobel-Rotter (2013b).

Przyjecie alternatywnych warto$ci parametru wagowego w modelach szacowanych
warunkowo wzgledem A prowadzi do powstania szeregu modeli, okreslajacych rozny
stopien uchylenia restrykcji ekonomicznych, z ktoérych za najbardziej prawdopodobny
a posteriori przyjmuje si¢ taki, ktory prowadzi do najwyzszego poziomu brzegowe;j
gestosci obserwacji. W praktyce ustala si¢ arbitralnie niezbyt liczny zbidr warto-
sci, A={4,...,4,}, przyjmujac jako oszacowanie A warto$é spelniajacg warunek:
A =arg max p(Y M) (por. np. Christiano, 2007). Formalny wybor najlepszego modelu
dokonuje 516; poprzez czynniki Bayesa: B; = p(Y \M )/ p(Y ‘M ), ktore, w przypadku
jednakowych prawdopodobienstw a priori modeli w zbiorze A (i spetnienia warunku
sumowania si¢ ich do jednosci), redukuja si¢ do ilorazéw brzegowych gestosci obser-
wacji p(Y| ‘M ) w modelach Wamnkowych wzgledem 4; 1 /;. Znaczne warto$ci Yl
i iloraz czynnika Bayesa, dla A = p) wzgledem A = oo, b11sk1 jednosci, wskazujg na
adekwatnos¢ w swietle danych restrykcji wynikajacych z modelu rownowagi ogolne;.
Analogiczny schemat wnioskowania mozna przeprowadzi¢ w modelach, w ktorych
parametr wagowy jest estymowany.

3. ESTYMOWANY MODEL ROWNOWAGI OGOLNEJ

Do konstrukcji rozktadu a priori dla wektorowej autoregresji wykorzystano
prosty model nowo-keynesowski, zaproponowany w artykule Ercega et al. (2000),
wykorzystywany réowniez do ilustracji zagadnien estymacyjnych w pracy Rabanala
i Rubio-Ramireza (2005) i stuzacy jako podstawa do budowy bardziej skomplikowa-
nych systemoéw, m.in. przez Christiano et al. (2005). Szczegbétowe omdwienie podstaw
teoretycznych wraz z wyprowadzeniem réwnan strukturalnych modelu mozna znalez¢
m.in. w pracach: Wrobel-Rotter (2011a), (2011¢), (2012b), sposoby doboru rozktadu
a priori dla wag i parametru wagowego wraz z omowieniem ich wplywu na funkcje
odpowiedzi impulsowych zawieraja prace: Wrobel-Rotter (2013¢), (2013d). Ogoblna
charakterystyke estymowanych modeli rownowagi ogoélnej mozna znalez¢ m.in.
w pracach Wrobel-Rotter (2012¢), (2012d) oraz we wczesniejszych opracowaniach:
Wrobel-Rotter (2007¢), (2007a), (2007b), (2008), zas strong estymacyjng i nume-
ryczng omawiajg m.in. Wrobel-Rotter (2011b), (2012a), (2013a).

Model, dla zmiennych zapisanych w formie procentowych odchylen od ich war-
tosci w stanie ustalonym, sktada si¢ z nastepujacych rownan strukturalnych:
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1. Rownania Eulera wigzacego wzrost produkcji z realng stopg procentows:

Vi :Etyt+1 _G(I/}_Et”tﬂ +Etgz+1 _gt)9 (5)
gdzie: y, oznacza produkcje, E, jest operatorem wartosci oczekiwanej warunkowe;j
wzgledem zbioru informacji w momencie ¢, », nominalng stop¢ procentowa, g, zakto-
cenie w funkcji uzytecznosci, z, wskaznik inflacji, o elastyczno$¢ migdzyokresowe;j
substytucji.

2. Funkcji produkeji 1 funkcji realnego kosztu krancowego produkc;ji:

yvi=a,+(-a)n, 1 mc,=w +n,-y, (6)

gdzie: n, oznacza liczbe przepracowanych godzin, a, zakldcenie technologiczne, mc,
realny koszt krancowy, w, placa realna, o udziat kapitatu w produkcji.

3. Krancowej stopy substytucji migdzy konsumpcja i liczba przepracowanych
godzin:

mrs, = o y,tyn—g, (7)
gdzie: y jest odwrotno$cia elastyczno$ci podazy pracy wzgledem realnej ptacy.

4. Rownania inflacji cenowej:

) (-a)1-0 p)1-6) .
T, _ﬂEt(ﬂ.Hl)—i_ 0 (1+a(g_1)) (mcz +gt )’ (8)

gdzie: & jest wartoScig w stanie ustalonym elastycznosci substytucji pomigdzy
réznymi kategoriami dobr, & jest zakloceniem w narzucie cenowym, # oznacza
prawdopodobienstwo braku mozliwo$ci optymalizacji ceny w ustalonym okresie i f
— czynnik dyskontujacy.

5. Rownania inflacji ptacowe;:

a-p6,)1-6,)

7" =pEx" +
t ﬂ 1% 141 0W(1+75W)

(mrst - Wzr )= (9)

gdzie: 6,, jest prawdopodobienstwem braku mozliwosci optymalizacji ptacy w usta-
lonym okresie czasu, ¢, jest elastyczno$cig substytucji pomiedzy ré6znymi rodzajami
kwalifikacji.
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6. Reguly Taylora:
r=p b+ A=p )77, 47, 0)+ &, (10

gdzie y, 1 7, to odpowiedzi banku centralnego na odchylenia inflacji i produkcji od
ich warto$ci w stanie stabilnym, p, — parametr wygtadzania, &/ — zaktdcenie losowe.

7. Roéwnania taczacego wzrost placy realnej z ptacg nominalng i inflacja cenowa:
w=w_ +7r'-7x,. (11)

8. Procesow stochastycznych opisujacych wzrost technologii i zmiany w preferen-
cjach:

— a 3 — 4
a, _paat—1+€z 1 g, _pgg[—l +‘c"t > (12)
gdzie: ¢ 1 &f oznaczaja zaklocenia losowe.

Rownania tworzg liniowy uklad racjonalnych oczekiwan ksztattowany w czasie
przez wektor czterech zaktocen strukturalnych: & =[& &2 & &]', o niezaleznych,
identycznych rozktadach normalnych, z odchyleniami standardowymi odpowiednio:
04 Oy, 0, O1az o,. Wektor 6 wszystkich parametrow strukturalnych ma nastgpujacg
postaé: [aoc Byebp, v, v, p, P, 0, ¢,]. Model oszacowano, za zgoda autoréw, na
danych z gospodarki amerykanskiej, przygotowanych na potrzeby pracy Rabanala
i Rubio-Ramireza (2005), gdzie rowniez rozwazono jako jeden z przyktadow model
przyjety w niniejszej aplikacji. Dane empiryczne obejmuja 75 wartosci kwartalnych,
dotyczacych krétkoterminowej stopy procentowej 7°”, realnej ptacy w’, stopy
wzrostu zagregowanej produkcji y*, i inflacji cenowej Ap?”, i zostaly pierwotnie
zaczerpnicte z Bureau of Labor Statistics oraz Federal Reserve System. ROwnanie
obserwacji zostato zapisane tak, aby #” =7, W™ =w/, y** =y, oraz z”" = #,. Dwa-
nascie pierwszych obserwacji zostato przeznaczonych na warunki poczatkowe, nie-
zbedne do zapisania wektorowej autoregresji, co oznacza ze wszystkie modele VAR
oraz model rownowagi ogolnej zostaly oszacowane na tym samym zbiorze danych.
Parametry rozktadow a priori i warto$ci parametrow kalibrowanych: f=0.99, ¢ =6,
0.=0.361¢,,=6, zaczerpni¢to z pracy Rabanala i Rubio-Ramireza (2005). W szczegol-
nos$ci przyjeto: odwrocony rozktad gamma dla parametru o: fig(c]0.67,0.9), rozklady
normalne dla vy, v, i yy: ix(v(1;0,5), fx(v41,5;0,5) 1 fi(v,]0,125;0,125), rozktady gamma
dla 61 6,: £5(8]2;1,42) 1 £5(0,,2;1,71), gdzie w nawiasach podano warto$¢ oczekiwang
1 odchylenia standardowe a priori, zgodnie z wymogami pakietu Dynare, w ktérym
przeprowadzono wszystkie obliczenia, (zob. Adjemian et al., 2011). Dla p,, p,, pg,
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O, Oy, Oy 1 0y zalozono rozklady jednostajne na przedziale (0,1). Logarytm brzegowe;
gestosci obserwacji w modelu rownowagi ogoélnej szacowanym indywidualnie jest
rowny 1046 i jest to warto$¢ nizsza, niz poziomy maksymalne uzyskane w modelach
hybrydowych, prezentowanych ponizej. Prezentowane wartosci nie sg bezposrednio
poréwnywalne z tymi, ktore uzyskano w pracach: Wrobel-Rotter (2013c), (2013d)
ze wzgledu na wyzszy rzad opoznienia wektorowej autoregresji w niniejszej pracy,
i w konsekwencji, nieco bardziej ograniczony szereg danych empirycznych.

4. MODELE WARUNKOWE I W PELNI ESTYMOWANE

Modele warunkowe zostaly oszacowane wzgledem wartosci 4, dla ktorej wagi:
W. =4 /(1+ 4,), okreslajace udziat informacji a priori z modelu rownowagi og6lnej
w modelu hybrydowym, zawieraja si¢ w przedziale od 15% do 99%, spetiajac waru-
nek A>4,,;, dla wszystkich z dwunastu rozwazonych rzedéw opo6znien wektorowe;j
autoregresji, p=1,...,12. Wzrost minimalnego A, wynikajacy z warunkow istnienia
rozktadu a priori, mozna interpretowac jako konieczno$¢ zwigkszenia stopnia jego
informacyjnosci, rekompensujaca wickszg elastycznos¢ wektorowej autoregresii,
spowodowana wzrostem liczby swobodnych parametrow, przy zwigkszaniu rzedu jej
op6znienia. Modele z pelng estymacjg parametru wagowego zostaly rozwazone przy
zatozeniu a priori dla A rozktadu jednostajnego, przesunigtego gamma i rozktadu beta,
uogoblnionego na dowolny przedziat na dodatniej potosi, wraz z analiza wrazliwosci
wnioskowania a posteriori na zmiang ich parametrow a priori. Rzad opo6znienia
wektorowej autoregresji jest wybierany w oparciu o kryterium empiryczne maksyma-
lizujace logarytm brzegowej gestosci obserwacji.

5. BRZEGOWA GESTOSC OBSERWACIJI
W MODELACH WARUNKOWYCH

Estymacje hybrydowej wektorowej autoregresji przeprowadzono warunkowo
wzgledem zbioru osiemnastu arbitralnie wybranych warto$ci parametru wagowego A,
ktore wraz z odpowiadajacymi im wagami rozktadu a priori oraz uzyskanymi war-
tosciami logarytmu brzegowej gesto$ci obserwacji a posteriori zawiera tabela 1.
Najwyzszy poziom logarytmu brzegowej gestosci obserwacji zanotowano dla p =6
przy A= 1,5, co odpowiada wadze informacji a priori pochodzacych z modelu row-
nowagi ogoélnej rownej 0,6. Logarytm brzegowej gestosci obserwacji ma tendencje do
poczatkowego zwickszania si¢, by po osiggnigciu wartosci maksymalnej, stopniowo
zacza¢ male¢. Ocena optymalnego udziatu informacji wstgpnej, pochodzacej z modelu
rownowagi ogodlnej, zalezy od rzgdu opoznienia wektorowej autoregresji: dla nizszych
wartos$ci p oscyluje ona w granicach 30%—40%, dla opdznien rzgdu czwartego i pig-
tego otrzymujemy okoto 50%, natomiast dla p > 6 optymalna waga rozkladu a priori
miesci si¢ w granicach 60%—70%. Oznacza to, ze w miar¢ zwickszania si¢ rzedu
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opoznienia wektorowej autoregresji i towarzyszgcego szybkiego wzrostu liczby swo-
bodnych parametrow niezbedne jest zwickszenie stopnia informacyjnosci rozktadu
a priori, aby zapewni¢ odpowiednie modelowanie obserwacji. Porownanie ksztatto-
wania si¢ logarytmu brzegowej gegstosci obserwacji na przestrzeni réznych opo6znien
wektorowej autoregresji pozwala na wybranie modelu o najwyzszym jej poziomie,
rownym 1084,22, ktéry w tym przypadku otrzymujemy dla p=6 przy A= 1,5, co
odpowiada wadze rozktadu a priori rownej 60%. Podobne badz nieco nizsze poziomy
otrzymujemy réwniez dla modeli: p=1i141=0,67, p=2141=043,p=4ip=5dla
A=1,p=714=2,33, co oznacza ze mozna je w przyblizeniu traktowa¢ jako réwnie
dobrze opisujace przyjete dane.

Widoczna jest tendencja, w ktorej w miar¢ zwigkszania rzgdu opdznienia wek-
torowej autoregresji, powyzej 0smego, logarytm brzegowej gesto$ci obserwacji
wykazuje tendencj¢ do przyjmowania nizszych warto$ci, co oznacza ze modele
wektorowej autoregresji o znacznej liczbie parametrow, pomimo przyjecia dla
nich silnie informacyjnego rozkladu a priori generowanego z modelu struktural-
nego, wyrazajacego si¢ zatozeniem wysokiej wartosci dla A, sa mniej preferowane
w $wietle danych, nizZ modele o umiarkowanej parametryzacji, nawet z nieco mniej
informacyjnym rozktadem a priori, korespondujacym z nizszymi warto§ciami para-
metru wagowego. Najnizsze poziomy brzegowej gestosci obserwacji odnotowano dla
modeli o najwyzszych rzedach opdznien przy niskich warto$ciach parametru wago-
wego; w tym przypadku wzrost stopnia informacyjnosci rozktadu a priori skutkuje
silniejszym zwickszeniem si¢ oceny brzegowej gestosci obserwacji, w poréwnaniu
z modelami o krétszych rzedach opoéznien. Niezaleznie od rzgdu opdznienia wek-
torowe] autoregresji obserwowane sg pewne nieregularnosci w ksztaltowaniu si¢
logarytmu brzegowej gestosci obserwacji, co zostalo omowione szczegotowiej, wraz
z prezentacja bayesowskiego pordéwnywania modeli, w pracy: Wrobel-Rotter (2013c).
Poréwnywanie modeli za pomoca czynnikow Bayesa moze prowadzi¢ do mato inter-
pretowalnych z ekonomicznego punktu widzenia rezultatéw, poniewaz ich wartosci
moga si¢ istotnie zmienia¢ w odpowiedzi nawet na niewielkie zmiany wagi rozktadu
a priori. Otrzymane rezultaty empiryczne wskazuja, ze restrykcje wynikajace z esty-
mowanego modelu réwnowagi ogdlnej sa czesciowo potwierdzane przez obserwacje,
jednak réwniez obecne sa korzysci wynikajgce z gietkosci wektorowej autoregres;ji
bez restrykcji, zas sam model strukturalny wykazuje pewien stopien niepoprawnej
specyfikacji.
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6. BRZEGOWA GESTOSC OBSERWACII
W MODELACH Z ESTYMOWANYM PARAMETREM WAGOWYM

Estymacja hybrydowego modelu wektorowej autoregresji dla konkurencyjnych
specyfikacji a priori dla / ma na celu ocen¢ ksztaltowania si¢ logarytmu brzegowe;j
gestosci obserwacji, wartosci oczekiwanej a posteriori dla wag W modelu struktu-
ralnego w polaczonym i parametru wagowego 4, w dwojaki sposob: w zaleznosci
od typu zatozonego rozktadu a priori oraz w zalezno$ci od stopnia jego rozpro-
szenia, przy utrzymaniu tej samej tendencji centralnej. Na potrzeby symulacji dla
A przyjeto nastepujace rozktady, w ktorych p; >4, 1 ps> p3 okreslajg ich nosnik
(ang. support):

— jednostajny U(ps,ps) na przedziale [p;,ps4], dla ktérego warto§¢ oczekiwana jest
réwna: puy=(ps;+p4)/2 i odchylenie standardowe o, =(p, — p;)/ V12,

— przesuniety rozktad gamma, f5G(4|1uGs,OGa.P3), g€dzie Ugg 0znacza jego wartos$e
oczekiwang, ogg jest odchyleniem standardowym, p; oznacza trzeci parametr
rozktadu, okreslajacy jego nosnik: [ps,+o0).

— rozktad beta fgp(4|upp,088.P3 Pa), zmodyfikowany w taki sposob, aby jego nosnik
okreslat przedziat [ps,ps]; Ugg 0Znacza warto$¢ oczekiwanag, opp jest odchyleniem
standardowym, ps3 i p4 0znaczaja trzeci i czwarty parametr rozktadu.

Parametry rozkladu gamma okre$lonego na dodatniej pétosi: gg(Alug.og), gdzie
L 1 6G oznaczaja odpowiednio: wartos¢ oczekiwang i odchylenie standardowe, sa
zwigzane z parametrami rozktadu przesunigtego zalezno$cia: Ug=UgG—P3» OG=0GG
1 p3=0. Rozktad gamma f;(1|g;,2,), ktory jest okreSlany przez parametry g; i g,
gdzie 2g; wyraza liczbe stopni swobody, jest zwigzany z rozktadem gg(4|ig,00),
zalezno$ciami: pG=g,2>, 6G=g1"2g,, skad otrzymujemy: g, =us/oc i g, =00/ ;.
Analogicznie, w zmodyfikowanym rozkladzie beta fgg(4|upp,0pp.p3ps) mozemy
przej$¢ z jego postaci okreslonej na przedziale [p;,p4] na postaé¢ okreslong na prze-
dziale [0,1]: bgg(4|up,op), gdzie ug i 65 oznaczajg odpowiednio warto$¢ oczekiwang
1 odchylenie standardowe, korzystajac z zaleznosci: pug=(Upg—p3)/(P4s—pP3) 1 Sg=0gpR/
(p4—p3). Parametry b, i b, zwyklego rozktadu beta: fz5(4|b;,b,) otrzymujemy korzy-
stajagc z formuty na warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe: pug=>b,/(b;+b,)
i og=(b,b,/((by+by+1)(b,+by)?)"2, (por. np. Poirier, 1995). Znajomo$¢ parametrow
b; i b, moze utatwi¢ oceng przyjetego ksztattu rozktadu dla parametru wagowego A.
Warto$¢ oczekiwana upp i odchylenie standardowe oz zmodyfikowanego rozktadu
beta sg zwigzane z parametrami zwykltego rozkladu beta na przedziale od zera do
jeden nastepujacymi zalezno$ciami:

0.5
b, Py D5 bb,
=p. +(p, — oraz o, = 13
Mg =P+ (P, p3)bl+b2 BB b +b, \ b +b,+1 . (13)
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7. USTALENIE OPTYMALNEGO RZEDU OPOZNIENIA

Optymalny rzad opdznienia wektorowej autoregresji w modelach z pelng estyma-
cja parametru wagowego moze si¢ r6zni¢ od tego, ktory zostat otrzymany w modelach
szacowanych warunkowo. Ustalenie p prowadzacego do maksymalizacji brzegowe;j
gesto$ci obserwacji wymaga zapewnienia jak najbardziej poréwnywalnego rozktadu
a priori dla parametru wagowego, stad dolng granice p;, zmieniajaca si¢ wraz ze
zmiang rzedu opoOznienia autoregresji ustalono na poziomie Ay;,. W przypadku roz-
ktadu jednostajnego goérna granica zostata arbitralnie ustalona na poziomie p,=19,
co oznacza ze udzial informacji a priori, z modelu rownowagi ogdlnej w hybry-
dowym, wynosi maksymalnie 95%. Warto$¢ oczekiwana tak okre§lonego rozktadu
jednostajnego nieco wzrasta w miar¢ zwigkszania si¢ liczby swobodnych parame-
trow potaczonej wektorowej autoregresji, od wartosci 9,6 dla p=1 do 9,9 dla p=12.
Mozliwa bytaby specyfikacja parametrow a priori tak, aby warto$¢ oczekiwana wagi
W byla réwna np. 50%, co odpowiada A=1, jednak w przypadku wyzszych rzedow
op6znien, wartosc ta jest bardzo bliska dolnej granicy A.,;,, w szczegdlnosci dla p=12
jest to pierwsza warto§¢ uwzgledniona w modelach warunkowych, (tabela 1). W przy-
padku rozktadéw przesunigtego gamma i zmodyfikowanego beta warto§¢ oczekiwanag
a priori przyjeto na poziomie rownym 10, odchylenia standardowe a priori zostaly
ustalone arbitralnie na poziomie odpowiednio o55=4,47 1 ogp=4,24, (tabela 3), nato-
miast nosnik zmodyfikowanego rozkladu beta zostal przyjety tak, jak w rozkladzie
jednostajnym. Przyjete rozktady majg wspdlng tendencj¢ centralng, rozktad jedno-
stajny i beta sa okreslone na tym samym przedziale.

Uzyskane poziomy logarytmu brzegowej gestosci obserwacji w zalezno$ci od
rzgdu opdznienia hybrydowej wektorowej autoregresji i rodzaju rozktadu a priori
dla A, wraz z warto$ciami oczekiwanymi a posteriori parametru wagowego A i wag
W zawiera tabela 2. Najwyzsze warto$ci logarytmu zmodyfikowanej sredniej harmo-
nicznej w przypadku rozktadu jednostajnego obserwujemy dla p=8, nieco nizsze war-
tosci wystepuja dla p=6 1 p=7 oraz p=4. Oznacza to, ze przy zatozonym rozktadzie
jednostajnym wektorowa autoregresja rzgdu 6smego najlepiej opisuje obserwacje.
W przypadku rozktadu gamma najwyzszy poziom oszacowania brzegowej gestosci
obserwacji odnotowano dla p=5, wysokie wartosci wystepuja rowniez dla p=12, p=7
1 p=2. W przypadku zmodyfikowanego rozktadu beta najwyzsze oceny a posteriori
otrzymujemy dla p=7, a nastgpnie dla p=2, p=6 i p=4. W kazdym z przypadkow
wyzszym rzgdom opdznien wektorowej autoregresji odpowiadaja wyzsze udzialy
informacji a priori pochodzacej z modelu réwnowagi ogolnej, wahajace si¢ w gra-
nicach od 13% do 69% w przypadku rozkladu jednostajnego, w przypadku rozktadu
gamma od 26% do 74% i dla rozktadu beta od 33% do 73%. Wybdr optymalnego
rzedu opdznienia wektorowej autoregresji zalezy od tego, jaki przyjeto typ rozkladu
a priori dla parametru wagowego. Zwykle w praktyce preferuje si¢ modele prostsze,
stad nalezaloby wzig¢ pod uwage opoéznienie rzedu drugiego, czy tez czwartego,
jednak wydaje si¢, ze model dla p=7 znajduje si¢ w grupie o najwyzszych oszaco-
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waniach brzegowych gestosci obserwacji dla wszystkich rozpatrzonych typoéw roz-
ktadu a priori dla A, co powoduje ze zostanie przyjety do ilustracji dalszych wynikéw
empirycznych. Modele o wysokich wartosciach ocen brzegowej ggstosci obserwacji,
w przypadku estymacji parametru wagowego, zawieraja wektorowg autoregresj¢
rzgdu szdstego, stad w pewnej mierze potwierdzajg rezultaty uzyskane na podstawie
estymacji modeli warunkowych.

Tabela 2.
Logarytm brzegowej gestosci obserwacji w zalezno$ci od rzgdu opdznienia
w modelach estymowanych
Rzad Rozktad jednostajny Rozklad gamma Rozklad beta
opozhiena p(Y) |EXY)| W p(Y) | EQY)| W p(Y) | EG@Y) | W

p=1 1020,65 0,15 | 0,13 | 1029,58 | 0,34 | 0,26 | 1063,34 0,50 | 0,33
p=2 1066,60 0,58 | 0,37 | 1074,05 1,00 | 0,50 | 1077,10 0,79 | 0,44
p=3 1058,15 0,70 | 0,41 | 1067,24 1,20 | 0,55 | 984,15 0,33 | 0,25
p=4 1072,54 1,06 | 0,51 | 1072,37 1,40 | 0,58 | 1075,80 1,23 | 0,55
p=5 1050,84 1,07 | 0,52 | 1076,26 1,76 | 0,64 | 1074,99 1,44 | 0,59
p=6 1073,74 1,30 | 0,57 | 1073,98 1,55 | 0,61 | 1075,92 1,47 | 0,60
p=7 1073,52 1,77 | 0,64 | 1074,56 1,94 | 0,66 | 1078,66 1,74 | 0,63
p=8 1077,57 1,98 | 0,66 | 1067,88 1,97 | 0,66 | 1032,98 1,48 | 0,60
p=9 1058,69 2,19 | 0,69 | 1046,37 1,76 | 0,64 | 1074,10 2,36 | 0,70
p=10 1062,27 2,26 | 0,69 | 1068,43 | 2,83 | 0,74 | 1040,87 1,88 | 0,65
p=11 1039,92 1,79 | 0,64 | 1063,18 | 2,65 | 0,73 | 1040,85 1,86 | 0,65
p=12 1054,58 2,07 | 0,67 | 1074,78 | 2,85 | 0,74 | 1074,45 2,68 | 0,73

Zrbdto: opracowanie wilasne.

8. ROZPROSZENIE ROZKEADU A PRIORI DLA PARAMETRU WAGOWEGO

Ocena ksztaltowania si¢ brzegowej gestosci obserwacji w zalezno$ci od rozpro-
szenia rozktadu a priori dla parametru wagowego zostata przeprowadzona dla dwu-
dziestu arbitralnie wybranych wartosci oczekiwanych a priori E(4) oraz odpowiednio
dobranych odchylen standardowych, ktorych warto$ci zawiera tabela 3. Rozklady
jednostajne i beta sg okreslone na ograniczonym przedziale [ps;,p,4], natomiast no$nik
rozktadu gamma [ps3,+0) jest przedzialem z goéry nieograniczonym, co powoduje
trudno$ci w zapewnieniu porownywalnosci ich rozproszenia, stad parametry a priori
przyjeto tak, aby tendencja centralna tych rozktadow i rozktadu jednostajnego
pokrywata si¢. Oznacza to, przyjecie réwnosci wartosci oczekiwanych a priori:
Uy =Hgg=MUgp, Przy zalozeniu p;=A4,;,,=0,53 dla p=7, celem zapewnienia istnienia
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rozktadu a priori z modelu strukturalnego. Dla uy=pgg=uggp, przyjeto zakres od 1
do 20 z krokiem 1, co oznacza ze otrzymujemy 20 réznych przypadkow, odpowiada-
jacych wagom informacji a priori z modelu strukturalnego wahajacym si¢ od 50% do
95%. Dla rozktadu jednostajnego, po wykorzystaniu formuly na warto§¢ oczekiwana
Ky 1 przyjeciu p;=0,53 dla p=7, implikuja one wartosci gorej granicy p4 od 1,53
do 39,47, z krokiem 2, oznaczajace zmian¢ odchylenia standardowego a priori oy od
0,27 do 11,24.

Specyfikacja odchylenia standardowego og uogdlnionego rozkladu gamma
foc(AnGa,06.p3), wykorzystuje zwykly rozktad gamma f;(/|g;,2,), w ktdérym ustalono
parametr g,=2, oznaczajacy ze rozwazamy rozkltady y? o 2g; stopniach swobody, oraz
formute na odchylenie standardowe: og=g,"?g,. Warto$§¢ parametru g, ustalono po
wykorzystaniu zalezno$ci g;=Ug/g> 1 Ug=Hgg—P3, dla p;=0,47. Otrzymujemy w ten
sposob ciagg przesunigtych rozkltadow gamma, o warto$ci oczekiwanej pigg wahajacej
si¢ w granicach od 1 do 20 i stopniowo zwigkszajacym si¢ odchyleniu standardo-
wym 6 od okoto 1,41 do 6,32. Wartosci parametrow rozktadu: fzp(A|upp,0pp.p3 pa)
uzyskano po transformacji, symetrycznego wokot wskaznika tendencji centralnej, roz-
ktadu beta: f5(4|b;,b,), w ktorym b;=b,=0.5, na przedzialy okreslone przez granice
p3=0,53 1 p4, przy czym py4 przyjeto tak, jak w przypadku rozktadu jednostajnego,
w zakresie od 1,53 do 39,53. Wykresy funkcji gestosci przyjetych rozktadéw przed-
stawia rys. 1. Sposoby doboru rozktadéw a priori dla 4 wraz z dyskusjg ich wplywu
na rozklad a priori dla wag W, oraz prezentacj¢ uzyskanych brzegowych rozkladow
a posteriori dla W, zawiera praca Wrobel-Rotter (2013c¢).

Tabela 3.
Parametry rozktadéw a priori do estymacji parametru wagowego
Dolna granica Gorna granica Odchylenia standardowe a priori

e P3 P4 Su 0GG OBB
1 0,53 1,47 0,27 1,41 0,21
2 0,53 3,47 0,85 2,00 0,66
3 0,53 5,47 1,43 2,45 1,10
4 0,53 7,47 2,00 2,83 1,55
5 0,53 9,47 2,58 3,16 2,00
6 0,53 11,47 3,16 3,46 2,45
7 0,53 13,47 3,74 3,74 2,89
8 0,53 15,47 4,31 4,00 3,34
9 0,53 17,47 4,89 4,24 3,79
10 0,53 19,47 5,47 4,47 4,24
11 0,53 21,47 6,04 4,69 4,68
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Dolna granica Gorna granica Odchylenia standardowe a priori
e P3 Pa Sy 0GG OBB
12 0,53 23,47 6,62 4,90 5,13
13 0,53 25,47 7,20 5,10 5,58
14 0,53 27,47 7,78 5,29 6,02
15 0,53 29,47 8,35 5,48 6,47
16 0,53 31,47 8,93 5,66 6,92
17 0,53 33,47 9,51 5,83 7,37
18 0,53 35,47 10,09 6,00 7,81
19 0,53 37,47 10,66 6,16 8,26
20 0,53 39,47 11,24 6,32 8,71

Zrodto: opracowanie wlasne.

Ulp:p,) e HeeTaa ) Tog Mg Oag Py
0.2 0.2
0.1 0‘1

=
0 - 0

0 10 20 30 40
A A A

Rysunek 1. Rozktady a priori przyjete do estymacji parametru wagowego

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Najwyzsza wartos¢ logarytmu brzegowej gestosci obserwacji dla jednostajnego
rozktadu a priori dla A, réwng 1079,6, otrzymujemy dla przedziatu od 0,53 do 23,47,
implikujacego E(1)=12. W grupie rozktadéw beta najwyzsza warto$¢ p(Y) rowna
1082,1, zarejestrowano dla rozktadu okreslonego na przedziale od 0,53 do 5,47, dla
ktorego E(4)=3, natomiast w przypadku rozkladu gamma maksymalna warto$¢ loga-
rytmu brzegowej gestosci obserwacji wynosi 1080 1 zostala uzyskana dla E(1)=2.
Czynnik Bayesa B;; modelu z rozktadem beta, o najwyzszej wartosci p(Y), obliczony
wzgledem najlepszego modelu z rozktadem gamma jest rowny 11,6, natomiast wzgle-
dem modelu z jednostajnym rozktadem a priori dla A, maksymalizujacego logarytm
brzegowej gestosci obserwacji, jest on rowny 12. Oznacza to, ze model ze zmody-
fikowanym rozkladem beta dla A okoto dwunastokrotnie lepiej opisuje obserwacje
niz model z rozkladem gamma i jednostajnym. Modele o najwyzszych wartosciach
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logarytmu brzegowej gestosci obserwacji w przypadku rozktadu gamma i jednostaj-
nego prowadza do czynnika Bayesa réwnego 1,04, co oznacza ze przy zalozeniu jed-
nakowych prawdopodobienstwa a priori, ich prawdopodobienstwa a posteriori mozna
uzna¢ za jednakowe. Najwyzszg ocen¢ brzegowej gestosci obserwacji uzyskal model
ze zmodyfikowanym rozkladem beta, ktory z jednej strony ma ograniczy nos$nik,
okreslony przez ustalony przedzial [p;,ps], za$ z drugiej strony jego ksztatt umozliwia
wieksze zroznicowanie informacji a priori niz w przypadku rozktadu jednostajnego.
Poréwnanie ocen brzegowej gestosci obserwacji dla danej warto$ci oczekiwanej
a priori E(1) prowadzi do wniosku, ze dla rozktadu beta, w 13 przypadkach, jest ona
wyzsza niz po zalozeniu rozktadu gamma i jednostajnego. W 9 przypadkach rozktad
gamma prowadzi do wyzszej wartosci logarytmu brzegowej ggstosci obserwacji niz
rozktad jednostajny. Szczegdty uzyskanych obliczen dla p=7 zawiera tabela 4, Hpdy
1 Hpd, oznaczajg odpowiednio dolng i gorng granicg 90% przedziatu o najwigkszej
gestosci a posteriori (ang. highest posterior density); rezultaty otrzymane dla innych
rzedow opOznien nie roznig si¢ jakoSciowo.

9. OCENA STABILNOSCI NUMERYCZNEJ

Schemat estymacji w modelach DSGE-VAR, rozpatrywanych warunkowo
wzgledem parametru wagowego, zostat przedstawiony w pracy Schorfheide (2000),
a nastepnie dostosowany do potrzeb pelnej estymacji A w pakiecie Dynare, (zob.
Adjemian et al., 2011). Metody Monte Carlo oparte na tancuchach Markowa, w szcze-
g6Inosci algorytm Metropolisa i Hastingsa, sa stosowane do przyblizania niestan-
dardowej gestosci prawdopodobiefstwa p(6,4Y), wystepujacej w rownaniu (2),
niezbe¢dnej do uzyskania charakterystyk tacznego rozkladu a posteriori (2). Ocena
jako$ci numerycznej aproksymacji rozktadu a posteriori dla 0 1 4 jest kluczowa dla
poprawnosci rezultatow uzyskanych z polaczonej wektorowej autoregresji i jest $cisle
zalezna od danej aplikacji empirycznej. Techniki weryfikacji funkcjonowania algoryt-
mow numerycznych zostaty przedstawione na przyktadzie wektorowej autoregres;i,
w ktorej odnotowano najwyzsza wartos¢ logarytmu brzegowej gestosci obserwacji:
modelu ze zmodyfikowanym rozktadem beta, w ktorym E(1)=3 i p=7, (tabela 4).
Stosowane techniki weryfikacji maja na celu odpowiedzenie na ogdlne pytanie, czy
uzyskang probke losowa mozna traktowa¢ jako pochodzaca z brzegowego rozktadu
a posteriori p(6,4Y). W przypadku modeli estymowanych warunkowo wzglgdem A4
oceny stabilno$ci numerycznej dokonuje si¢ analogicznie, dla brzegowego rozktadu
a posteriori p(6|Y,A4), wystepujacego we wzorze (3). Oceng zbiezno$ci numerycz-
nej w modelu DSGE-VAR mozna traktowaé jako kontynuacje¢ pracy Wrébel-Rotter
(2012a), w ktorej oméwiono zastosowanie metod weryfikacji funkcjonowania algo-
rytmu Metropolisa i Hastingsa w modelu DSGE.

Oceny funkcjonowania procedury numerycznej aproksymacji charakterystyk
rozktadu a posteriori w modelu DSGE-VAR najczesciej dokonuje si¢ nieformalnie,
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poprzez monitorowanie stabilizowania si¢ tancucha Markowa i jego zbieznosci do
rozktadu stacjonarnego, ocen¢ wptywu zmiany punktow startowych na wyniki kon-
cowe, okreslenie utamka akceptacji nowych stanow tancucha oraz analiz¢ wrazli-
wosci zwigzang ze zmiang parametrow gestosci probnej w algorytmie Metropolisa
i Hastingsa. Najprostszym i najpowszechniej stosowanym nieformalnym kryterium
monitorowania zbiezno$ci jest obserwacja przebiegu $rednich ergodycznych parame-
trow strukturalnych, ktére wraz ze wzrostem liczby iteracji powinny si¢ stabilizowaé
na ustalonym poziomie, niezaleznym od punktéw startowych; sa one rowniez uzytecz-
nym narze¢dziem ustalania minimalnej liczby cykli wstepnych, po ktérych wszystkie
nastepne stany tancucha traktujemy jako uzyskane z rozktadu stacjonarnego. Oceny
zbiezno$ci mozna rowniez dokonaé poprzez rozwazenie jednowymiarowych statystyk,
tzw. czynnikdéw potencjalnej redukcji skali, bazujacych na ilorazach momentéw cen-
tralnych rzedu s, okreslonych przez ich ilorazy obliczone dla realizacji z wszystkich
tancuchow Markowa oraz warto$ci $redniej z szeregéw indywidualnych, (por. np.
Brooks i Gelman, 1998). Uogolnieniem jest wielowymiarowy czynnik potencjalnej
redukcji skali (ang. multivariate potential scale reduction factor, MPSRF). Mozliwe
jest takze rozwazenie statystyki opartej na estymatorach przedzialowych szacowanych
parametrow, Rycqzia1, OKreSlanej przez iloraz dlugosci przedziatow ufnosci, o kon-
cach okreslonych przez kwantyle rzgdu 100(0/2)% i 100(1-a/2)%), ktére zostaty
obliczone na podstawie wszystkich mn iteracji oraz $redniej dlugosci m przedzia-
tow uzyskanych dla kazdego z wygenerowanych tancuchow, (zob. Adjemian et al.,
2011). Szczegdélowe omdwienie formut mozna znalezé m.in. w pracy Wrobel-Rotter
(2012a).

Modele rozpatrywane w pracy oszacowano wykonujac w kazdym 500 tys. symu-
lacji w algorytmie Metropolisa i Hastingsa. Cato$¢ symulacji byta podzielona na
pie¢ réwnoleglych tancuchow Markowa, ktorych punkty startowe zostaly uzyskane
po losowaniu z rozktadu normalnego, skupionego wokot numerycznie wyznaczonej
modalnej i macierzy kowariancji rozktadu a posteriori. Ich oszacowanie w tych
modelach bywa trudne numerycznie, moga zawodzi¢ metody bazujace na algorytmach
optymalizacyjnych typu Newtona, natomiast zadowalajace wyniki zwykle otrzymuje
si¢ po wykorzystaniu techniki polegajacej na losowym przeszukiwaniu przestrzeni
parametréw za pomocg algorytmu Metropolisa i Hastingsa, (www.dynare.org/dynare-
wiki/montecarlooptimization). Liczbe wstepnych realizacji tancucha Markowa zwykle
ustala si¢ arbitralnie jako utamek wszystkich cykli, badz tez podaje si¢ ich liczbe,
w taki sposob aby zapewni¢ osiggnigcie zbiezno$ci bazujgce na przyjetych kryteriach
jej oceny. Minimalna liczba cykli wstepnych wydaje sie, w tym przypadku, nie prze-
kracza¢ warto$ci okoto 100 tys., co oznacza udzial 20%. Arbitralnie ustala si¢ rowniez
liczbe rownolegtych tancuchow Markowa, ktéra ma za zadanie zmniejszenie wysokiej
autokorelacji wystepujacej przy stosowaniu metod MCMC oraz rownoczesnie spraw-
dzenie wrazliwo$ci na punkty startowe.

Srednie ergodyczne uzyskane na podstawie indywidualnych tancuchéw Markowa
(linie ciagle) i $rednia ze wszystkich wygenerowanych wartosci (linie ze znaczni-
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kami), obliczone po odrzuceniu cykli wstepnych, przedstawiono na rys. 2. Podstawa
oceny zbieznosci jest Srednia obliczona na podstawie wszystkich wygenerowanych
wartosci, ktora wskazuje na znaczny stopien zbieznosci tancucha Markowa do roz-
ktadu a posteriori. Wartosci $rednich obliczone z pomini¢ciem i po uwzglgdnieniu
cykli wstgpnych sa dla wigkszosci parametrow zblizone; w przypadku parametrow
0 1 o, widoczna jest niewielka niestabilno$¢ numeryczna pojedynczych tancuchow,
przy czym dla 0 jest to raczej wrazliwo$¢ na zmian¢ poczatkowych standéw tancu-
cha: indywidualne trajektorie sg stabilne, jednak na innych poziomach. W przypadku
pozostatych parametrow, w tym kluczowego w modelu DSGE-VAR parametru
wagowego 4, mozna uznac, ze $rednie ergodyczne, obliczone na podstawie wszyst-
kich wygenerowanych wartosci, sg stabilne po odrzuceniu dostatecznie duzej liczby
iteracji wstepnych, przy czym najprecyzyjniej przebiegajg one dla parametréw
o, G 1p.
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Rysunek 2. Ksztattowanie si¢ Sredniej ergodycznej parametréw

Zrddto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 3. Ksztattowanie si¢ czynnikow potencjalnej redukcji skali

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Ksztattowanie si¢ zbiezno$ci oparte na porownywaniu wariancji wewnatrz i mig-
dzytancuchowej przedstawia rys. 3, gdzie linia przerywana oznacza momenty cen-
tralne obliczone na podstawie wszystkich wygenerowanych wartosci, natomiast ciggta
$rednig z momentow wewnatrztancuchowych; pokrywanie si¢ linii na rys. 3 wskazuje
na osiaggnigcie zbieznosci i wartosci czynnika potencjalnej redukcji skali bliskie jed-
no$ci. Rozpatrzono czynniki potencjalnej redukcji skali oparte na momentach central-
nych rzedu drugiego (m,) i trzeciego (ms), oraz wartosci Ryycqziq 0Znaczajace ilorazy
dtugos$ci empirycznych, 80%, przedziatdéw ufnosci. Najszybciej stabilizujg sie staty-
styki wielowymiarowe, MPSRF, ktore wskazuja na zbiezno$¢ juz po okoto 100 tys.
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iteracji, podobnie jak indywidualne $rednie ergodyczne. Statystyki jednowymiarowe,
reprezentujace ocene¢ zbieznosci dla odchylenia standardowego szoku cenowego o,
wykazujg pewne cechy braku zbieznosci: statystyki wewnatrz i miedzytancuchowe
nie stabilizujg si¢ w miar¢ wzrostu liczby iteracji, ich wartosci nie pokrywaja sie,
histogram aproksymujacy brzegowy rozktad a posteriori wykazuje cechy nieregu-
larnoéci i wielomodalnosci, co potwierdza wnioski ptyngce z analizy $rednich ergo-
dycznych. Mniejsze problemy ze stabilno$cia numeryczna, oceniang ksztaltowaniem
si¢ Ry, wystgpuja w przypadku parametrow: v, vy, 0, 0,, 1 4, natomiast w pozostatych
przypadkach, pomimo pewnych fluktuacji numerycznych, statystyki jednowymiarowe
mozna uzna¢ za zbiezne. Analogiczne ksztattowanie si¢ zbieznosci bylo widoczne
po znacznym zwigkszeniu liczby iteracji, co oznacza ze poprawa strony numerycz-
nej moglaby teoretycznie nastgpi¢ po ponownym skierowaniu uwagi na konstrukcje
modelu rownowagi ogolnej badz tez zmiang specyfikacji a priori, w szczegdlnosci:
zamiast przyjetego a priori rozktadu jednostajnego dla o, mozna zalozy¢ odwrocony
gamma. Modyfikacje specyfikacji a priori w analizowanym modelu nie doprowa-
dzily do znaczacej poprawy stabilnosci, stad wyniki empiryczne prezentujemy dla
takich rozkladow, jakie zostaty zatozone dla pierwotnej postaci modelu. Poprawnosé
numeryczna moze by¢ rowniez potwierdzona przez poréwnanie logarytmu brzegowej
gestosci obserwacji za pomocag zmodyfikowanej $redniej harmonicznej i aproksy-
macji Laplace’a, (por. np. Geweke, 1999), Tierney i Kadane, 1986). Aproksymacja
Laplace’a stosowana jest bezposrednio do rozkladu a posteriori, ktérego parametry
wyznaczono za pomocg wstepnych metod numerycznych, prowadzac zwykle do niz-
szej wartoSci brzegowej gestosci obserwacji, co oznacza ze algorytm Metropolisa
i Hastingsa znajduje wyzszej potozone maksimum rozktadu a posteriori. Zalezno$¢
taka jest obserwowana w przypadku wszystkich modeli rozwazanych w pracy. Ocena
jakosci punktéw startowych niezbednych do zapoczatkowania tancucha Markowa,
ktore zostaly uzyskane po zastosowaniu procedur znajdujacych wstepnie maksimum
rozktadu a posteriori jest zwykle dokonywana graficznie, co zostalo, w konteks$cie
modelu DSGE, omoéwione m.in. w pracy Wrobel-Rotter (2012a).

10. PODSUMOWANIE

Model DSGE-VAR powstaje po przyjeciu rozktadu a priori pochodzacego z esty-
mowanego modelu rownowagi ogélnej do estymacji wektorowej autoregresji, przy
czym kluczowa rolg w konstrukcji odgrywa parametr wagowy, ustalajacy optymalne
proporcje obydwu podejs¢. Wnioskowanie w modelu potgczonym i oszacowanie
brzegowej gestosci obserwacji moze by¢ zalezne od sposobu traktowania a priori
parametru wagowego: w modelach szacowanych warunkowo, jego ocena a posteriori
jest wrazliwa na zmiane zbioru wartosci a priori, natomiast w modelach z peina
estymacja, obserwujemy wigksza stabilno$¢ i mniejsza zaleznos$¢ od typu rozktadu
a priori. Model o najwyzszych warto$ciach logarytmu brzegowej gestos$ci obserwacji
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uzyskano dla zmodyfikowanego rozktadu beta, modele z rozktadami gamma i jedno-
stajnymi rownie dobrze opisywaly rozpatrywane obserwacje. W drugiej czesci pracy
omowiono i zilustrowano techniki oceny funkcjonowania metod Monte Carlo opar-
tych na tancuchach Markowa, stosowanych do aproksymacji charakterystyk rozkladu
a posteriori. Metody te wskazujg na ogolng stabilno$¢ numerycznag, przy zatozeniu
przeprowadzenia dostatecznie duzej liczby iteracji MCMC 1 odrzuceniu cykli wstep-
nych. Techniki weryfikacji zbiezno$ci bazuja gldwnie na ocenie ksztaltowania si¢
$rednich ergodycznych i wybranych funkcji momentéw centralnych generowanego
tancucha, ktorych stabilnos¢ w miarg wzrostu liczby iteracji i zmian ustawien gene-
ratora jest zazwyczaj dostatecznym warunkiem uznania zbiezno$ci.

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

LITERATURA

[1] Adjemian A., DarracqPariés M., Moyen S., (2008), Towards a Monetary Policy Evaluation Frame-
work, European Central Bank Working Paper No. 942, Frankfurt am Main, Germany.

[2] Adjemian S., Bastani H., Juillard M., Mihoubi F., Perendia G., Ratto M., Villemot S., (2011),
Dynare: Reference Manual, Version 4, Dynare Working Papers No. 1, Paris.

[3] Brooks S. P., Gelman A., (1998), General Methods for Monitoring Convergence of Iterative Simu-
lations, Journal of Computational and Graphical Statistics, 7, 434—455.

[4] Christiano L. J., (2007), Comment, Journal of Business & Economic Statistics, American Statistical
Assosiation, 25 (2), 143-151.

[5] Christiano L. J., Eichenbaum M., Evans C., (2005), Nominal Rigidities and the Dynamic Effects of
a Shock to Monetary Policy, Journal of Political Economy, University of Chicago Press, 113 (1),
1-45.

[6] Del Negro M., Schorfheide F., (2004), Priors from General Equilibrium Models for VARs, Inter-
national Economic Review, 45 (2), 643—673.

[7] Del Negro M., Schortheide F., Smets F., Wouters R., (2007), On the fit of New-Keynesian Models,
Journal of Business & Economic Statistics, American Statistical Association, 25 (2), 123-143.

[8] Erceg C. J., Henderson D. W., Levin A. T., (2000), Optimal Monetary Policy with Staggered Wage
and Price Contracts, Journal of Monetary Economics, Elsevier, 46 (2), 281-313.

[9] Geweke J., (1999), Using Simulation Methods for Bayesian Econometric Models: Inference, Deve-
lopment and Communication, Econometric Reviews, Taylor and Francis Journals, 18 (1), 1-73.

[10] Poirier D. J., (1995), Intermediate Statistics and Econometrics: A Comparative Approach, MIT
Press, Hong Kong.

[11] Rabanal P., Rubio-Ramirez J. F., (2005), Comparing New Keynesian Models of the Business Cycle:
A Bayesian Approach, Journal of Monetary Economics, Elsevier, 52 (6), 1151-1166.

[12] Schorfheide F., (2000), Loss Function Based Evaluation of DSGE Models, Journal of Applied
Econometrics, John Wiley and Sons, Ltd., 15 (6), 645-670.

[13] Tierney L., Kadane J. B., (1986), Accurate Approximations for Posterior Moments and Marginal
Densities, Journal of the American Statistical Association, American Statistical Association, 81
(393), 82-86.



Estymowane modele rownowagi ogélnej i autoregresja wektorowa 497

[14]

[15]
[16]

[17]

(18]

[26]
[27]

[28]

Wrdbel-Rotter R., (2007a), Dynamic Stochastic General Equilibrium Models: Structure and
Estimation, w: Welfe W., Wdowinski P., (red.), Modelling Economies in Transition 2006, £6dz,
Wydawnictwo “Green”, 9-26.

Wrébel-Rotter R., (2007b), Dynamiczne Stochastyczne Modele Rownowagi Ogolnej: zarys meto-
dologii badan empirycznych, Folia Oeconomica Cracoviensia, 48, 69-93.

Wrébel-Rotter R., (2007c), Dynamiczny Stochastyczny Model Réwnowagi Ogolnej: przyktad dla
gospodarki polskiej, Przeglgd Statystyczny, 54 (3), 25-48

Wrébel-Rotter R., (2008), Bayesian estimation of a Dynamic General Equilibrium model, w: Welfe
A., (red.), Metody Ilosciowe w Naukach Ekonomicznych, Osme Warsztaty Doktorskie z zakresu
Ekonometrii i Statystyki, Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie — Oficyna Wydawnicza, 279-294.
Wrébel-Rotter R., (2011a), Empiryczne modele rownowagi ogélnej: gospodarstwa domowe i pro-
ducent finalny, Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, seria Ekonomia, 869,
109-128.

Wrébel-Rotter R., (2011b), Obszary stabilno$ci rozwigzania empirycznych modeli rownowagi
ogo6lnej: zastosowanie metod analizy wrazliwo$ci, Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego
w Krakowie, seria Metody analizy danych, 873, 121-135.

Wrébel-Rotter R., (2011¢), Sektor producentéw posrednich w empirycznym modelu rownowagi
ogolnej, Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, seria Ekonomia, 872, 73-93.
Wrébel-Rotter R., (2012a), Empiryczne modele rownowagi ogdlnej: zagadnienia numeryczne esty-
macji bayerowskiej, Zeszyty Naukowe Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, seria Metody analizy
danych, 878, 143-162.

Wrébel-Rotter R., (2012b), Struktura empirycznego modelu rownowagi ogdlnej dla niejednorod-
nych gospodarstw domowych, Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, seria
Ekonomia, 879, 107-126.

Wrabel-Rotter R., (2012¢), Wybrane zagadnienia wspotczesnego modelowania strukturalnego,
czes$e It estymowane modele rownowagi ogélnej w zarysie, Folia Oeconomica Cracoviensia, 53,
59-83.

Wrébel-Rotter R., (2012d), Wybrane zagadnienia wspotczesnego modelowania strukturalnego,
czgs¢ 1I: wnioskowanie w estymowanych modelach rownowagi ogélnej, Folia Oeconomica Cra-
coviensia, 53, 85-112.

Wrobel-Rotter R., (2013a), Empiryczne modele rownowagi ogolnej: zastosowanie metody dekom-
pozycji funkcji do oceny zaleznos$ci migdzy postacia strukturalng i zredukowana, Zeszyty Naukowe
Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, seria Metody Analizy Danych, (w druku).
Wrébel-Rotter R., (2013b), Estymowane modele rownowagi ogolnej i autoregresja wektorowa.
Aspekty teoretyczne, Przeglgd Statystyczny, 60 (30), 359-380.

Wroébel-Rotter R., (2013c), Estymowane modele rownowagi ogoélnej i wektorowa autoregresja:
model hybrydowy, Bank i Kredyt, 44 (5), 533-570.

Wrébel-Rotter R., (2013d), Hybrydowy model wektorowej autoregresji — analiza empiryczna funk-
cji odpowiedzi na zakldcenia strukturalne, manuskrypt niepublikowany.



498 Renata Wrobel-Rotter

ESTYMOWANE MODELE ROWNOWAGI OGOLNEJ I AUTOREGRESJA WEKTOROWA.
ASPEKTY PRAKTYCZNE

Streszczenie

Model DSGE-VAR sktada si¢ z dwoch modeli wektorowej autoregresji: pierwszy z nich jest aprok-
symacja liniowego rozwigzania estymowanego modelu réwnowagi ogdlnej i stuzy konstrukeji rozktadu
a priori dla drugiego, szacowanego dla danych obserwowanych. Opracowanie jest po§wigcone szcze-
gotowemu omowieniu aspektow praktycznych, zawigzanych z modelami DSGE-VAR. Gloéwny nacisk
zostal potozony na zagadnienia specyfikacji a priori dla parametru wagowego: rozpatrzono szereg modeli
warunkowych oraz modele z estymowanym parametrem wagowym, po przyjeciu alternatywnych roz-
ktadéw a priori: jednostajnego, przesuni¢tego gamma i zmodyfikowanego rozktadu beta. Oszacowanie
szeregu modeli warunkowych pozwala na ujawnienie znacznej zmiennos$ci logarytmu brzegowej gestosci
obserwacji implikujacych wrazliwo$¢ czynnikow Bayesa, istotnie zmieniajacych si¢ w odpowiedzi na
niewielkie zmiany specyfikacji rozktadu a priori dla parametru wagowego. Estymacja modelu pelnego
pozwala na optymalne ustalenie rzedu op6znienia wektorowej autoregresji oraz sprawdzenie wrazliwo-
$ci wnioskowania a posteriori o parametrze wagowym w zaleznos$ci od typu i rozproszenia rozkladu
a priori. W drugiej czesci opracowania omowiono sposoby oceny stabilno$ci numerycznej w modelach
DSGE-VAR.

Stowa kluczowe: DSGE-VAR, dynamiczny stochastyczny model rownowagi ogolnej, wnioskowanie
bayesowskie, brzegowa gestos¢ obserwacji, specyfikacja rozktadu a priori, zbieznos¢ MCMC

AN ESTIMATED GENERAL EQUILIBRIUM MODEL AND VECTOR AUTOREGRESSION.
PRACTICAL ISSUES

Abstract

The DSGE-VAR model consists of two models of vector autoregressions: the first one approximates
the linearised solution of the dynamic stochastic general equilibrium model and is used as a tool for con-
struction of a prior distribution for the second one, estimated with the observed data. The main purpose
of the paper is to present practical aspects of DSGE-VAR estimation, verification and comparison, based
on the marginal data density. It can be obtained after considering conditional models or by estimation of
fully specified models, after assuming uniform, generalised gamma and modified beta distributions. The
conditional models lead to serious variability of the Bayes factors that has little economic interpretation.
Posterior inference for the weighting parameter from fully estimated models is less sensitive to its prior
specification. In the second part of the paper author discusses convergence diagnostics used for checking
stability of MCMC algorithms.

Keywords: DSGE-VAR, dynamic stochastic general equilibrium model, Bayesian inference, mar-
ginal data density, prior specification, convergence diagnostics of MCMC
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ADEKWATNOSC WYBRANYCH ROZKEADOW TEORETYCZNYCH
DOCHODOW W ZALEZNOSCI OD METODY APROKSYMACIT!

1. WPROWADZENIE

Ostatecznym wynikiem badan statystycznych jest czgsto pewien parametr licz-
bowy, syntetycznie charakteryzujacy badang zbiorowo$¢ ze wzgledu na okreslona
ceche statystyczng. W przypadku dochodow ludnosci takim parametrem jest na przy-
ktad wspoétczynnik Giniego. Wspotczynnik ten zwykle obliczany jest bezposrednio
na podstawie szeregow rozdzielczych. Mozliwe jest jednak alternatywne podejscie:
mozna szereg rozdzielczy aproksymowaé jakims$ rozktadem teoretycznym, a nastegp-
nie rozktad ten wykorzysta¢ do obliczenia (aproksymacji) wspdtczynnika Giniego.
Wyniki obu postgpowan moga by¢ — i zwykle sa — rdzne, podobnie jak rozni¢ si¢
moga wyniki otrzymywane przy uzyciu ré6znych rozktadow teoretycznych.

Inspiracja do przeprowadzenia badan przedstawionych w niniejszej pracy byly
wyniki uzyskane przez McDonalda i Ransoma (1979) na podstawie danych angiel-
skich. W cytowanej pracy autorzy ci porownywali warto$ci dwdch charakterystyk
liczbowych rozktadow dochodéw (wartosci Sredniej i wspotczynnika Giniego),
uzyskiwanych przy aproksymacji szeregu rozdzielczego dochodow kilkoma r6z-
nymi rozktadami teoretycznymi i kilkoma réznymi technikami szacowania bada-
nych wielkos$ci. Jako miara ,,dobroci dopasowania” danego rozktadu teoretycznego
przyjeta byta wielko$¢ sumy odchylen kwadratowych oraz wartosci statystyki y2.
Nastepnie autorzy porownywali otrzymane rezultaty (wartosci Srednie oraz warto$ci
wspotczynnika Giniego) pomiedzy soba (czyli dla réoznych rozktadéow teoretycznych
i roznych technik obliczeniowych), w przypadku wspotczynnika Giniego odnoszac
je dodatkowo do ograniczen dla tej wielkosci wyznaczonych przez Gastwirtha
(1972).

Niniejsza praca pod wzglegdem metodycznym jest niemal doktadnym powtdrze-
niem pracy McDonalda i Ransoma z tg r6znica, ze dane uwzglednione w badaniu
dotyczyly catej populacji (wspoélnie rozliczajacych podatki par matzenskich w okreslo-

1 Autorka wyraza wdzieczno$¢ anonimowym Recenzentom za krytyczne uwagi do pierwszej wersji
pracy, ktore pomogly spojrze¢ na przeprowadzone badanie z zupelnie innej perspektywy oraz pozwolity
dostrzec utomnos¢ prezentacji uzyskanych wynikow.



500 Katarzyna Ostasiewicz

nym regionie Dolnego Slaska), zatem wyniki uzyskane za pomoca réznych rozktadow
teoretycznych i réznych technik obliczeniowych mogly by¢ poréwnywane nie tylko
pomiedzy soba, ale rowniez z wynikami $cistymi, obliczonymi na podstawie szeregu
szczegOlowego dla catej populacji. Ponadto, poza wspotczynnikiem Giniego, analizie
poddano takie charakterystyki, jak odchylenie standardowe, wspotczynnik Theila oraz
trzy wskazniki z rodziny wspotczynnikéw Atkinsona.

Rozktady dochodéw modelowane sg za pomoca réznych rozktadéw teoretycz-
nych (por. np. Kot, 1999; Kosny, 2001; Ulman, 2011). W$rod nich szczegdlna role
odgrywa rozktad logarytmiczno-normalny, prawdopodobnie najczgéciej przyjmowany
jako teoretyczny model dochodéw. Sposrod innych wymieni¢ mozna rozklad Pareto,
Weibulla, czy tez zdobywajacg ostatnio coraz wigkszg popularno$é funkcje logaryt-
miczno-logistyczng (np. Kot, Adamkiewicz-Drwitto, 2013). Singh i Maddala (1976)
zaproponowali rozklad bedacy uogolnieniem rozktadow Pareto z jednej i Weibulla
z drugiej strony, ktory, jak si¢ okazato, bardziej pasowatl do badanych przez nich
dochodéw niz rozktady gamma i log-normalny. Rozklad ten byt takze badany przez
polskich autoréw (por. Kot, 1995). Do modelowania rozktadow dochodow stosowano
réwniez i znacznie mniej ,,popularne” rozktady, takie jak rozktad Champernowne’a
(por. Champernowne, 1953) czy uogdlniony rozklad beta (por. Thurow, 1970). Roz-
ktad beta uwazany jest za najlepszy model teoretyczny rozktadu dochodéw, mimo
to — prawdopodobnie z powodu duzych wymagan obliczeniowych wynikajacych
z konieczno$ci okreslenia wielu parametrow — wykorzystywany jest stosunkowo
rzadko w pracach dotyczacych zastosowan. Warto zwroci¢ uwage na propozycje
przedstawiong przez Daguma (1977). Proponuje on wykorzysta¢ uogoélniony rozktad
log-logistyczny. Dobre dopasowanie tej funkcji do danych empirycznych zostato
zbadane, potwierdzone i1 przedstawione w literaturze (por. Dagum, Lemmi, 1987).
Rozklad ten stosowany byt rowniez do modelowania rozktadéw dochodéw w Polsce
(np. Panek, Szulc, 1991).

Jako ze celem niniejszej pracy jest badanie wptywu przyjecia takiego lub innego
modelu na ocen¢ doktadno$ci miar nierdéwnosci, zbadano typowe rozklady stosowane
w praktyce: rozktad log-normalny, gamma, Singh-Maddala, log-logistyczny oraz
rozktad Daguma. Parametry badanych rozkladéw wyznaczano za pomoca pigciu
roznych metod. Trzy z nich stosowane byly w pracy McDonalda i Ransoma (metoda
najmniejszych kwadratow, metoda najwigkszej wiarygodnosci, kryterium minimum
statystyki y?), za$ dwie dodatkowe metody to: zmodyfikowana metoda minimum y?
oraz ,,mechaniczna” metoda dopasowania rozkladu teoretycznego do danych empi-
rycznych.

Dalszy uktad pracy jest nastgpujacy. W czgsci nastgpnej zdefiniowane sg teore-
tyczne funkcje badanych rozktadow oraz definicje badanych charakterystyk liczbo-
wych. W czesci trzeciej przedstawiono metody obliczania tych parametrow. Po tej
czesci wprowadzajacej przedstawione sg wyniki przeprowadzonych obliczen. Artykut
konczy krotkie podsumowanie catosci badan.
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2. WIELKOSCI CHARAKTERYZUJACE ROZKEAD
I TEORETYCZNE ROZKEADY DOCHODOW

W czesci tej przedstawiona jest posta¢ rozktadow teoretycznych, stanowigcych
przedmiot badania, i ich wybranych charakterystyk. Na poczatek wybrane charak-
terystyki zdefiniowane zostanag w sposob ogélny: w przypadku niektérych funkcji
rozktadu moga one przybra¢ bardziej zwigzta postac, wyrazona poprzez parametry
rozktadu.

Analizie poddano pig¢ charakterystyk liczbowych rozktadu dochodow:

— wartos$¢ $rednia, na podstawie szeregu szczegdtowego liczona nastepujaco:

Zl 1% (1)

gdzie x; oznaczaja poszczegolne indywidualne obserwacje, a N — liczebno$¢ badane;j
populacji;

oraz na podstawie dopasowanej funkcji gestosci:
U= fjooo xf (x)dx, (2)
gdzie f(x) oznacza funkcj¢ gestosci prawdopodobienstwa rozktadu teoretycznego.

— odchylenia standardowe, liczone odpowiednio wedlug wzorow:

1/2
s =[2G - 27 3)
oraz:
00 1/2

o =[x - W>Fx)dx] " )

— wspotczynnik Giniego, liczony ze wzorow:

1
= s hy=alxi — % &)
oraz:

Gp = ﬁ [2 F([1 - F(x)]dx, (6)

gdzie F(x) oznacza dystrybuante rozktadu teoretycznego.

— wspotczynnik Theila, liczony ze wzorow:

T=138 Sk ™)



502 Katarzyna Ostasiewicz

oraz:

Tr=[" f(x)%ln%dx. (8)

— wspotczynnik Atkinsona, liczony jako:

]1/(1—8) )

_ 1figNy 1-¢
Ae—l—;[ﬁ i=1%Xj

oraz:
1/(1-¢) (1 0)

Ag =1 [T x5 ()]

Warto$ci wspolczynnika Atkinsona obliczane sg dla trzech réznych warto$ci parame-
tru ¢: 0,1, 0,510,8.
Do analizy wybrano pig¢ podanych nizej rozktadow:

— rozklad logarytmiczno-normalny (por. Aitchison, Brown, 1969):

1 —12
fun () = ——exp[- S x>0, (11)

xo 202

gdzie u jest parametrem potozenia, a ¢ — ksztattu.
Warto$¢ $rednia i odchylenie standardowe dla rozkladu log-normalnego wyrazaja si¢
poprzez jego parametry w nastepujacy sposob:

2

2
o a
z +Z 2
,uLN—e#+2,O'LN—e“ 2ye?" — 1. (12)

— rozklad gamma (por. Salem, Mount, 1974):

fo@) = gexet SR x> 0, (13)

gdzie " oznacza funkcj¢ gamma Eulera, f jest parametrem polozenia, a a ksztattu.
Warto$§¢ $rednia i odchylenie standardowe wyrazaja si¢ poprzez parametry rozktadu
W sposob nastepujacy:

U = af, o5 = pVa. (14)

Znana jest rowniez analityczna posta¢ wspotczynnika Giniego dla tego rozktadu:

_ I(a+y) 15
Go = rorrr (15)
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— rozklad logarytmiczno-logistyczny (Fisk, 1961):

_ (a/b)(x/b)*"*
fu®) =g * >0 (16)

gdzie b jest parametrem potozenia, i a — parametrem ksztattu.
Dla rozktadu log-logistycznego wartos$¢ srednia istnieje, gdy a > 1, a odchylenie
standardowe gdy a > 2, i wyrazaja si¢ wzorami:

Ui = o _ % gL, = b\/ irja__ (/o) (17)

asin(x/a sin(2mw/a)  sin2(m/a)’

W rozktadzie tym wspdtczynnik Giniego ma wyjatkowo prosta postac:
GLL = i (18)

— rozklad Daguma, bedacy uogolnieniem rozktadu log-logistycznego (por. Dagum,
1977):

(ac/x)(x/b)*¢
fD(X):W, x > 0. (19)

Jak wida¢, w poréwnaniu do funkcji log-logistycznej ma ona dodatkowy parametr
ksztattu, ¢. Z porownania funkcji (16) i (19) wynika, ze rozktad log-logistyczny jest
szczegbdlnym przypadkiem rozktadu Daguma, dla ¢ = 1. Warto$¢ $rednia i odchylenie
standardowe dla rozkladu Daguma maja nast¢pujaca postac:

Hp = a I'(c)

LG O J‘Z“ i) ()

a warunkiem ich istnienia jest @ > 1 (dla wartosci $redniej) i @ > 2 (dla odchylenia
standardowego). Wspotczynnik Giniego wyraza si¢ wzorem:

GD _ F(%+ZC)F(C) 1 (21)
F(%+C)F(ZC)
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— rozklad Singh-Maddala (por. Singh, Maddala, 1976):

a—1
fou () = CLEEI x> 0. (22)

(+G)")

W tym przypadku rowniez mozna zauwazy¢, ze rozklad log-logistyczny jest szcze-
gblnym przypadkiem rozktadu Singh-Maddala, dla ¢ = 1. Warto$¢ $rednia istnieje,
gdy ac > 1, a odchylenie standardowe gdy ac > 2. Okres$lone sg one wyrazeniami:

_ br(gr)r(=g+e)
Usy = - ro

N 2 _2 _r2 Drz (1 23
USM—F(C)\/F(1+a)I‘(c)F( Z4c)-r2(143)r2(=24¢). (23
Znana jest rowniez analityczna posta¢ wspotczynnika Giniego dla tego rozktadu:

1— I‘(Zc—%)l‘(c) (24)

GSM - F(ZC)F(C—%)'

Kleiber (1996) wykazal, iz pomiedzy rozkltadem Daguma a rozkladem Singh-Maddala
istnieje $ciste powigzanie. Gdy zmienna losowa X ma rozktad Daguma z parametrami
a, b i c woéwczas jej odwrotnos¢, czyli zmienna losowa 1/ X, ma rozktad Singh-Mad-
dala z parametrami a, 1/b 1 c.

Pozostate charakterystyki liczbowe, ktérych postaci analityczne nie zostaty tu
podane, mogg by¢ wyznaczone numerycznie na podstawie ogdlnych wzorow, (6), (8)
i(10).

Analizowane dane o dochodach pochodza z Izby Skarbowej Wroctaw-Fabryczna
i dotycza 19487 matzenstw wspolnie rozliczajacych podatki za rok 2007. Na podstawie
danych dotyczacych dochodow w tej zbiorowosci skonstruowano szereg rozdzielczy,
oznaczony Sc. Nastepnie z populacji tej wyodrebniono dwie podpopulacje: matzenstw
bezdzietnych, liczacg 10625 matzenstw (skonstruowany szereg rozdzielczy oznaczono
przez S0) oraz podpopulacje o liczebnosci 5458 matzenstw z jednym dzieckiem
(skonstruowany szereg rozdzielczy oznaczono przez S1). Kazdy z szeregdéw rozdziel-
czych sktadat si¢ z 13 przedziatow klasowych o réznych szeroko$ciach (zwigkszaja-
cych si¢ dla ostatnich 6 klas, by zapewni¢ minimalng liczebno$¢ obserwacji w kazdej
klasie).
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3. OCENA BADANYCH PARAMETROW

Zastosowano pig¢ réznych metod oceny parametréow rozktadow teoretycznych.
Pierwsza z nich jest metoda najwickszej wiarygodnosci (MNW), zaadaptowana do
danych zagregowanych, czyli przedstawionych w postaci szeregdw rozdzielczych.

Niech n;, i = ,..., g, oznaczaja liczebnosci poszczegdlnych przedzialéw klasowych
szeregu rozdzielezego, N = Y7 n;, i(x;_1,x;), oznaczaja granice przedziatow

klasowych. Teoretyczne prawdopodobienstwa, ze obserwacja znajdzie si¢ w danym
przedziale, wyrazajg si¢ nastepujaco:

pilad) = [ f(x, {ahdx, (25)

gdzie argument {a} podkresla zalezno$¢ zaréwno funkcji gestosci (fix, {a}), jak
1 otrzymanych prawdopodobienstw (p{{a})), od zestawu parametréw oznaczonych
symbolicznie poprzez {a}. Funkcja wiarygodnosci, czyli prawdopodobienstwo otrzy-
mania w poszczegdlnych przedziatach n; obserwacji przy zalozeniu danej funkcji
gestosci fx, {a}) ma nastgpujgcag postac:

L, mglad) = NUTIE, (B55). (26)

Maksymalizujac funkcje L(ny,...,ny| {a}) ze wzgledu na wektor parametrow {a} uzy-
skuje si¢ asymptotycznie efektywne (por. np. Cox, Hinckley, 1974) estymatory tych
parametrow. Zadanie maksymalizowania funkcji (26) moze zosta¢ sprowadzone do
prostszego obliczeniowo szukania maksimum nastgpujacej funkcji (po zlogarytmo-
waniu funkcji wiarygodnosci):

E(nl, ...,ng|{a}) = Z‘ig=1nl-lnpi. (27)

Druga z metod stosowanych w tej pracy jest metoda najmniejszych kwadratow
(MNK), polegajaca na takim doborze parametrow {a}, dla ktorych suma kwadratow
odchylen teoretycznych prawdopodobienstw od zaobserwowanych czestosci jest mini-
malna:

Sumic({a)) = 32, (X~ p.) (28)



506 Katarzyna Ostasiewicz

Trzecia metoda aproksymacji polega na minimalizacji warto$ci y> (min y?), to
znaczy, minimalizacji nastgpujacej sumy:

Se({a) =N @?9 (29)

gdzie p; obliczane s3 wedlug wzoru (25).

Otrzymane w ten sposob wielko$ci parametréw sa asymptotycznie rownowazne
estymatorom otrzymanym metoda najwigkszej wiarygodnosci (por. np. Cox, Hinckley,
1974). Z drugiej strony, metoda ta moze by¢ postrzegana jako uogolnienie metody
najmniejszych kwadratow, polegajace na nadaniu wag poszczegolnym kwadratom
odchylen.

Stosowana jest rowniez modyfikacja metody 2, polegajaca na tym, ze wagi zalezg
nie od teoretycznych prawdopodobienstw ale od czgstosci empirycznych (np. Stuart,
Ord, 1991) (metoda oznaczana bedzie jako miny?). W tej metodzie zadanie sprowadza
sie¢ do minimalizacji warto$ci nastepujacej statystyki (por. Neyman, 1949):

S (fa) = Ny, B (30)

N

Zaleta tej modyfikacji jest mniejsza ztozono$¢ obliczeniowa, jako, ze parame-
try {a}, ze wzgledu na ktéore minimalizujemy wyrazenie (30), wystepuja tylko
w liczniku.

Ostatnia, pigta metoda ma charakter raczej ,,mechaniczny” niz statystyczny,
jako, ze polega ona na prostym dopasowywaniu krzywej dystrybuanty rozktadu
teoretycznego do punktéw empirycznych. Dopasowywanie to uzyskuje si¢ metoda
najmniejszych kwadratow, tzn. minimalizujgc sume kwadratow odchylen warto$ci
dystrybuanty teoretycznej od wartosci skumulowanych czestosci (w odrdéznieniu
od metody MNK, por. wzor (28), w ktorej minimalizowana jest suma kwadratow
odchylen prawdopodobienstw teoretycznych od czestos$ci). Metoda oznaczana jest
jako MNK’. Minimalizowana funkcja ma nastgpujaca postac:

Suni:({a) = X7, <Z’ 1 F(xl,{a})) (31)
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Funkcja (31) czgsto stosowana jest jako kryterium dobroci dopasowania rozktadu
teoretycznego do zaobserwowanych danych empirycznych. Z definicji, to wtasnie
przy uzyciu metody MNK’ suma ta osigga warto$¢ minimalng, a zatem dobro¢ dopa-
sowania mierzona za pomocg tego kryterium jest najwicksza. Jednym z celow pracy
jest zatem porownanie metod statystycznych z metoda ,,mechaniczng” pod wzgledem
doktadnosci aproksymacji oraz oszacowan wartosci charakterystyk rozktadow.

4. WYNIKI

We wstepnym etapie przeprowadzono, dla kazdego z rozktadéw opisanych w czg-
$ci 2, badanie zgodnosci rozktadu empirycznego z rozktadem teoretycznym, przy
uzyciu testu zgodnosci y2. W zaleznosci od liczby parametrow (2 dla rozktadoéw loga-
rytmiczno-normalnego, gamma i logarytmiczno-logistycznego oraz 3 dla rozkladéw
Daguma i Singh-Maddala) statystyka testowa ma asymptotyczny rozktad x> o 9 lub
10 stopniach swobody. Dla poziomu istotnosci 0,01 warto$¢ krytyczna wynosi 21,7
lub 23,2 (dla 2 lub 3 parametrow), i jest ona na tyle duza, ze w przypadku kazdego
z rozktadow warto$¢ statystyki testowej byta nawet o kilka rzedow wielkosci od nigj
mniejsza. Zatem hipoteza o zgodnosci rozktadu empirycznego z zadnym z rozkladéw
teoretycznych nie zostata odrzucona.

W tabelach ponizej przedstawione zostaly wyniki dalszych obliczen. W tabeli
1 zamieszczone zostaly oszacowane wartosci parametrow rozkladow teoretycznych,
wykorzystywanych do aproksymacji szeregoéw SO, S1 i Sc. W ostatnich wierszach
zamieszczone zostaty wartosci sredniego odchylenia kwadratowego, czyli wielko$ci
okreslone wzorem: @> = S);x/g (dla przypomnienia, g oznacza liczbe przedziatow
klasowych, czyli jednoczesnie liczbe empirycznych czesto$ci skumulowanych, por.
tez wzor (31)). Kursywg wyrdznione zostaly te, ktdre przyjmujg warto$¢ najmniejsza
(nie liczac metody MNK”, dla ktorej z definicji srednie odchylenie kwadratowe jest
najmniejsze). W kazdej kolumnie (odpowiadajacej danej metodzie) czcionka pogru-
biong wyroznione zostaly trzy wartosci (wartosci najmniejsze dla kazdego z trzech
szeregdw z osobna), identyfikujace rozktady, dajace dla danej metody obliczania
najlepsza doktadno$¢ dla poszczegdlnych szeregow.

Jak wida¢, prawie we wszystkich przypadkach, (poza jednym), rozktad Sing-
h-Maddala daje najlepsze dopasowanie do danych empirycznych, jesli doktadnosé
mierzona jest jako $rednie odchylenie kwadratowe. Dla rozkltadu gamma najlepsze
dopasowanie (po metodzie MNK’) daje metoda najmniejszych kwadratow, dla roz-
ktadu log-normalnego (réwniez po metodzie MNK) daje stosowanie metody min 2,
w przypadku pozostatych rozktadow nie jest to jednoznaczne. Oczywiscie, w kazdym
przypadku s$rednie odchylenia kwadratowe jest najmniejsze dla metody MNK”’, gdyz
wynika to z istoty tej metody.
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Tabela 1.
Warto$ci oszacowanych parametrow rozktadow teoretycznych i Sredniego odchylenia kwadratowego
MNK miny? miny?. MNW MNK’
a 2,57555 2,02723 2,04128 2,18857 2,35942
SO | p 217584 30526,4 30013,8 272382 24417,8
& 0,000219 0,000698 0,00056 0,000249 0,000112
o 2,94479 2,45858 2,55739 2,64932 2,82227
Gamma | S1 | B 23429,1 304453 291614 27463,2 25004,5
d&* 0,00018 0,000618 0,00054 0,000242 0,000105
o 2,64322 2,16463 2,19187 2,30966 2,46676
Sc | B 23838,1 31803,3 31150,1 28891,2 26206,8
&? 0,000187 0,000594 0,000476 0,000223 9,36E-05
I 10,8311 10,7616 10,779 10,7659 10,7852
SO | o 0,68007 0,704215 0,686921 0,700012 0,663488
d&? 0,00039 0,000169 0,000106 0,000149 7,97E-05
P 11,045 11,0013 11,0042 11,0019 11,0172
}:I)(%;mal S1 | o 0,634982 0,643675 0,636354 0,641142 0,609046
d* 0,000322 0,000186 0,000157 0,000176 0,000107
I 10,9462 10,885 10,8993 10,8886 10,9082
Sc | o 0,66926 0,692638 0,673396 0,687488 0,650544
d* 0,000341 0,000189 0,000111 0,000163 8,27E-05
a 2,15292 2,14727 2,15003 2,14748 2,15897
SO | b 68211,5 66479.,9 664242 665432 66765,6
c 1,71608 1,65317 1,6509 1,6557 1,6665
&? 4,45E-06 4,32E-06 4,08E-06 4,16E-06 3,12E-06
a 2,26934 2,44438 2,46964 2,45298 2,35454
SM S1 | b 89828,6 75267,3 74709,3 75101,7 82720,6
c 1,95065 1,45138 1,426 1,44383 1,69296
d? | 0,0000313765 2,85E-05 2,98E-05 2,84E-05 3,12E-06
a 2,16818 2,21258 2,21358 2,21217 2,18199
Sc | b 77989,1 73462,4 733332 735182 76986,8
c 1,76736 1,61222 1,60988 1,6151 1,73347
&? 3,61E-06 5,30E-06 5,37E-06 5,17E-06 3,47E-06
a 2,87815 2,97399 2,97249 2,97441 2,9599
SO | b 60318,8 62027, 61970,6 62021,1 61950,1
c 0,674986 0,636064 0,636587 0,635919 0,63786
d? 7,59E-06 4,60E-06 4,61E-06 4,62E-06 4,33E-06
Daguma
a 3,19279 3,10215 3,09333 3,09666 32513
S1 | b 764349 720483 714313 71738,9 76797,1
c 0,637454 0,720323 0,74194 0,729592 0,633004
d&? 2,66E-05 3,06E-05 3,82E-05 3,21E-05 2,07E-05
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a 2,90087 3,00015 2,99846 3,00006 3,04148

Sc | b 67647,5 68582,8 68507,3 68563,6 70329,1
c 0,68119 0,658424 0,659958 0,658791 0,626864

&> 1,73E-05 9,52E-06 9,71E-06 9,59E-06 7,64E-06

a 2,44163 2,46869 2,51718 2,49585, 2,56436
SO | b 49939.4 48207,8 48421 4 48172,5 48426,1
& | 0000316 0,000117 9,52E-05 0,000102 8,69E-05

a 2,6245 2,73064 2,73649 2,73943 2,78189
};’ggt St | » 624503 60821,8 61026,6 60828,9 61065
P 0,00033 0,000124 0,000122 0,000121 0,000116

a 2,47397 2,52628 2,55576 2,54687 2,60574

Sc | b 56145 54575,6 54599 54482,5 54752,3
& | 0,000307 0,000123 0,00011 0,000113 0,000102

Zrodto: opracowanie wiasne.

Przejdzmy teraz do analizy dokladno$ci oszacowania za pomoca teoretycznych
funkcji rozktadu zdefiniowanych w czesci 2. charakterystyk rozktadu i poréwnania
doktadnosci tych oszacowan z doktadnoscig dopasowania rozktadu teoretycznego do
danych empirycznych, mierzong jako d2.

Konstrukcja kolejnych tabel jest nastgpujaca. W kolumnach umieszczone zostaty
wyniki uzyskane dla réoznych metod, natomiast w wierszach — dla réznych funkcji
w podziale na trzy rozpatrywane szeregi. Dodatkowo, w ostatnim wierszu odpowiada-
jacym poszczegdlnym rozkladom teoretycznym umieszczone zostaty usrednione (po
trzech r6znych szeregach) wartosci wzglednych odchylen wyznaczonych parametréw
od ich wartosci doktadnych, tj.:

7 1 (|Wf,s0—Wso
de ==
’ 3 Wso

Wrs1—Ws1
+ |
Wws1

Wf sc—Wsc
+ |
Wsc

)

gdzie w oznacza badang wielko$¢, indeks dolny f oznacza warto$¢ obliczong za
pomocg funkcji f; a indeksy SO, S1 i Sc odnosza si¢ do trzech réznych szeregow.
W ostatniej kolumnie kazdej tabeli umieszczone zostaty wielkosci d,,, czyli wartosci
$rednie d,, usrednione po wszystkich stosowanych metodach. Kursywa wyréznione
zostaly wielko$ci najlepsze (najmniejsze odchylenia) w kazdym z wierszy odpo-
wiadajacych d,, (identyfikujac w ten sposdb metod¢ najlepszg dla danego rozktadu
przy obliczaniu konkretnej wielkosci), a czcionka pogrubiong — warto$¢ najmniejsza
(czyli wynik najdoktadniejszy) w odpowiedniej kolumnie, identyfikujac zatem roz-
ktad, ktory przy danej metodzie daje najdokladniejsze wyniki. Wielko$¢ pogrubiona
w ostatniej kolumnie okres$la funkcje, ktora daje najlepsze (w sensie §rednim) wyniki
dla wszystkich zastosowanych metod. Na dole tabel podane sa, dla porownania,
wartosci doktadne (obliczone na podstawie obserwacji niezgrupowanych) badanych
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wielko$ci, wgy, wg 1 wg.. W ramce znajduja si¢ wyniki najlepsze (najdoktadniejsze)
ze wszystkich zawartych w danej tabeli.

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Tabela 2.
Warto$¢ srednia dla réznych metod i rozktadéw
o dmemda MNK ming? miny? MNW | MNK’ 1,
gamma SO 56039,8 61884,3 61266,6 59612,8 57611,8
S1 68993,8 74852,2 74577,1 72759, 70569,5
Sc 63009,4 68842,3 68277 66728,9 64645,9
dgg | 0,069232 | 0,018179 | 0,010743 0,01421 | 0,045389 | 0,031551
log-norm N 63726,1 60446,3 60772,3 60530,2 60190,5
S1 76621,6 73750,7 73621,6 73679,6 73324,9
Sc 70979,7 67838,1 67916,7 67842,2 67493,4
deiv | 0,046851 | 0,001974 | 0,004744 | 0,002778 | 0,004705 | 0,01221
S-M SO 60030,3 60247,8 60251,2 60231,9 60082,7
S1 71975,8 73654,6 73903,6 73722,3 72943,3
Sc 67079,5 67589,4 67541,3 67549,8 67149,3
dzsy | 0,013709 | 0,00243 0,001525 | 0,002407 | 0,008714 | 0,005757
Daguma SO 61367,4 60717,7 60694,7 60702,8 60797,5
S1 73788,4 74171,8 74620,4 74332,8 73650,8
Sc 68988,5 68161 68173,9 68161,3 67999,5
dep | 0,012554 | 0,005311 0,00727 0,005956 | 0,005159 | 0,00725
log-logist SO 66939,5 64180,9 63722,8 63713,3 63057,3
S1 80298,6 76646 768243 76535,9 76274,4
Sc 74651 71671,4 71229,2 712174 70671,1
ders 0,09925 | 0,052877 | 0,048973 | 0,047563 | 0,04007 | 0,057747
doktadne Xso 60302,78
Xs1 73933,62
Xse 67765,83

Rozktad Singh-Maddala zawsze niedoszacowuje, w ramach przeprowadzonych
badan, warto$¢ $redniag, w przeciwienstwie do rozkladu log-logistycznego, ktory
zawsze przeszacowuje t¢ wielko$¢. Rozktad Daguma przeszacowuje warto$¢ srednig
w kazdym poza dwoma przypadkami. Przy uzyciu funkcji log-logistycznej zawsze
popelniany jest wigkszy bfad niz przy wykorzystaniu funkcji Daguma; réznica ta
jest znaczna, przewaznie jest to rzad wielkosci jesli uwzgledni si¢ wzgledne odchy-
lenie modutow. Metoda, przy ktorej uzyskuje si¢ najlepsze przyblizenia, zalezy od
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postaci rozktadu. W zadnym jednak przypadku nie jest nig ani metoda najmniejszych
kwadratow ani metoda najwigkszej wiarygodnosci. Widaé, ze nie zawsze pokrywa
si¢ to z metoda dajacg najlepsze dopasowanie, wg tabeli 1. Przykladowo, najlep-
sze dopasowanie rozkltadu gamma uzyskuje si¢ metoda najmniejszych kwadratow,
MNK, natomiast najlepsze oszacowanie warto$ci $redniej — metodg miny?. Ogodlnie,
najlepsza doktadno$¢ oszacowania wartosci Sredniej uzyskuje si¢ przy pomocy roz-
ktadu Singh-Maddala oraz metody miny?. Je$li nie patrze¢ na stosowang metode
wyznaczania parametrow rozktadu, najwigksza doktadno$¢ oszacowania sredniej uzy-
skuje si¢ przy wykorzystaniu rozktadu Singh-Maddala. Drugim po nim jest rozktad
Daguma.

Tabela 3.
Odchylenie standardowe dla r6znych metod i rozktadéw
o dmet"da MNK | min? | min? | MNW | MNK d,
SO 349195 | 43463,9 | 42881,7 | 402958 | 37506,7
S1 402053 | 477378 | 466345 | 447012 | 42006,6
gamma Sc 387559 | 46791,1 | 46117,7 | 43907,6 | 41160,2

dsg 0,288604 | 0,136991 | 0,151605 | 0,194089 | 0,229425 | 0,200143

S0 488672 | 484327 | 47190,5 | 48133,6 | 447618
St 539956 | 52840,6 | 520179 | 525362 | 491382
log-norm Sc 53354,6 | 532288 | 514444 52735 489898

dsin 0,024876 | 0,033932 | 0,058036 | 0,040756 | 0,10657 | 0,052834

S0 473768 | 490856 | 49050,9 | 490069 | 482722
S1 490534 | 553754 | 55567,8 | 55389 51534,1
Sc 51370 | 538079 | 537968 | 537152 51662

dysn | 0074938 | 0,015401 | 0,014079 | 0,015337 | 0,05223 | 0,034397
S0 577359 | 54564, | 545809 | 545397 | 55058,
S1 58912,6 | 603038 | 605657 | 604435 | 572633
Daguma Sc 63838 59844,9 | 59882,6 | 59840,7 | 58997.9
dsp | 0,12955 | 0,092262 | 0,09417 | 0,092907 | 0,07238 | 0,096254
S0 85270,8 | 793414 | 748406 | 765024 | 70684.8
. S1 85131 744232 | 742584 | 738123 | 71246,1
log-logist Sc | 916949 | 833724 | 804851 | 81170,8 | 762079
dgi, | 064151 | 0,487067 | 0,438011 | 0,450813 | 0,365957 | 0,476672
Se | 48751,93
doktadne Ss1 55731,32
Ss. | 55642,52

S-M

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Jak wida¢, rozktady log-logistyczny i Daguma zawsze przeszacowuja, w ramach
przeprowadzonych badan, odchylenie standardowe, natomiast pozostate rozktady
maja wyrazng tendencj¢ (z odstgpstwami) do niedoszacowywania tej wielko$ci. Nie-
doktadno$¢ wynikow przy uzyciu funkcji log-logistycznej znacznie przewyzsza tg
uzyskiwang przy uzyciu funkcji Daguma, i jest to niedokladno$¢ siggajaca, a nawet
przewyzszajaca 50%. Najdoktadniejsza dla badanych przyktadéw prawie zawsze jest
funkcja Singh-Maddala i metoda miny?. Funkcja Daguma oraz Singh-Maddala daja
doktadno$¢ najwiekszg dla kazdej metody, za wyjatkiem metody najmniejszych kwa-
dratow. Podobnie jak poprzednio, metoda, dla ktérej wyniki byly najdoktadniejsze,
zalezala od wykorzystywanego rozktadu, (chociaz nigdy nie byta nia metoda najwigk-
szej wiarygodnos$ci). Najwigksza doktadno$¢ oszacowania odchylenia standardowego
nie zawsze pokrywata si¢ z najlepszym dopasowaniem rozkladu teoretycznego do
danych empirycznych, np. funkcja gamma najlepiej dopasowana jest przy wyko-
rzystaniu metody MNK, natomiast najwigkszg doktadno$¢ oszacowania odchylenia
standardowego otrzymuje si¢ przy uzyciu metody miny?. Generalnie, najdoktadniejsze
oszacowania odchylenia standardowego uzyskuje si¢ przy uzyciu funkcji Singh-Mad-
dala, a nastepnie log-normalnej i Daguma. Funkcja gamma i log-logistyczna dajg
oszacowania o rzad wielkos$ci gorsze.

Skoro rozktady Daguma i log-logistyczny zawsze przeszacowujg zarowno $rednig
jak 1 odchylenia standardowe, natomiast rozklad Singh-Maddala ma silng tendencje
do niedoszacowywania obu tych wielko$ci, mozna zastanawiac si¢, czy te wielkosci
przeszacowania (w przypadku rozktadu Daguma i log-logistycznego) oraz wielkos$ci
niedoszacowania (w przypadku rozktadu Singh-Maddala) nie kompensuja si¢, dajac
w efekcie lepsze oszacowanie wspolczynnika zmienno$ci. Tak jednak nie jest, gdyz
wzgledne odchylenia wartosci $redniej sg o rzad wielko$ci mniejsze niz wielkos$ci
odchylenia standardowego, i wspotczynnik zmiennosci wykazuje nieco tylko stabsza
tendencje do przeszacowania (dla rozktadu Daguma i log-logistycznego) czy niedo-
szacowania (dla rozktadu Singh-Maddala).

W kolejnych tabelach zawarte sg rezultaty szacowania miar nierownos$ci dla roz-
ktadow teoretycznych.

Oszacowanie wspolczynnika Giniego w przypadku rozkladu log-logistycznego
oraz Daguma w kazdym przypadku przewyzsza rzeczywistg warto$¢ tego wskaznika,
przy czym btad popetiany przy wykorzystaniu funkcji log-logistycznej jest w kaz-
dym przypadku wiekszy niz w przypadku funkcji Daguma ($rednio rzecz biorac btad
ten jest kilkakrotnie wigkszy). W przypadku rozkladow gamma i Singh-Maddala
wystepuje tendencja do niedoszacowania wspotczynnika Giniego, cho¢ nie dzieje si¢
tak w kazdym przypadku. Nie zaobserwowano zadnej tendencji w przypadku stoso-
wania rozktadu log-normalnego. Metoda szacowania badanych wielkosci, przy ktorej
uzyskuje si¢ najwigkszg doktadno$¢, zalezy od postaci rozktadu teoretycznego. Nigdy
nie jest to jednak metoda najmniejszych kwadratow. Najmniejszy sredni btad popet-
niany jest przy uzyciu funkcji log-normalnej i metody miny? lub rozktadu Singh-Mad-
dala i metody miny?. Jezeli usredni sie¢ wyniki otrzymywane za pomocg wszystkich
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stosowanych metod, najwicksza zgodno$¢ wystepuje dla rozktadu Singh-Maddala.
Potwierdza sie¢ tez fakt, ze metoda najlepsza do szacowania konkretnej charakterystyki
niekoniecznie pokrywa si¢ z metoda dajaca najlepszg zgodnos¢ dopasowania.

Tabela 4.
Wspotczynnik Giniego
o dme“’da MNK miny? miny? MNW MNK’ d,
SO | 0,334996 | 0372777 | 0371645 | 0,360366 | 0,34848
S1 | 0315173 | 0342096 | 0,336069 | 0,330738 | 0,321357
gamma Sc | 0,331084 | 036213 | 0,360125 | 0351821 | 0,341585
dsc | 0,095307 | 0,00908 | 0015932 | 0,038726 | 0,067718 | 0,045353
SO | 03694 | 0381484 | 0372839 | 0,379388 | 0,361042
S1 | 0,346568 | 0,350997 | 0,347268 | 0,349707 | 0,333285
log-norm

Sc 0,363957 | 0,375703 | 0,366042 0,373123 | 0,354487

doiv | 0,00454 0,02142 0,00213 0,015953 | 0,033245 | 0,015457

S0 0,366879 | 0,37218 0,371911 0,371961 | 0,369372
S1 0,337054 | 0,345279 | 0,344186 0,344799 | 0,339451

S-M Sc | 0361248 | 0365113 | 036514 | 0364959 | 0,361295
dgsu | 0,018236 | 0,002769 | 0,003555 | 0,003175 | 0,013652 | 0,008278
SO | 0382238 | 0,376908 | 0,376995 | 0,376882 | 0,37827
S1 | 0352563 | 0,349808 | 0,347947 | 0,349176 | 0,347367
Daguma Sc | 0,37848 | 0370188 | 0,37014 | 037014 | 0370689
dosw | 0,026128 | 0,011157 | 0,009401 | 0,010482 | 0,010485 | 0,013531
SO | 0,409562 | 0,405073 | 0,397271 | 0,400665 | 0,389962
S1 | 0381025 | 0,366215 | 0,365432 | 0,36504 | 0,359468
log-logist Sc | 0404208 | 0,395839 | 0,391273 | 0,392639 | 0,383768
deu | 0101408 | 0,075524 | 0,063622 | 0,067531 | 0,044506 | 0,070518
Gso | 037178
dokadne Gsi | 034647
Gs. | 0,36650

Zroédlo: opracowanie wiasne.
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Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 5.
Wspotczynnik Theila
o dme“’da MNK ming? minZ | MNW | MNK’ dr
SO 0,181748 | 0,226811 | 0,22538 | 0,211395 | 0,197196
S1 0,160287 | 0,189796 | 0,182953 | 0,177014 | 0,166824
gamma Sc | 0,177396 | 0213549 | 0211101 | 0201131 | 0,18921
drg | 0250165 | 009131 | 0,107473 | 0,149956 | 0,202155 | 0,160212
S0 0,231247 | 0247959 | 0,23593 | 0,245008 | 0,220108
Sl 0,201601 | 0,207159 | 0,202473 | 0,205531 | 0,185468
log-norm Sc 0,223954 | 0,239874 | 0,226731 | 0,23632 | 0,211604
drov | 0,052087 | 0,015968 | 0,040405 | 0,015691 | 0,110045 |0,046839
S0 0,233806 | 0,242331 | 0,241984 | 0,241972 | 0,238097
Sl 0,192363 | 0,208882 | 0,207921 | 0,20839 | 0,197767
S-M Sc 0,225333 | 0,233017 | 0,233095 | 0,23275 | 0,225852
drsu | 0061197 | 0,01274 | 0,014621 | 0,01438 | 0,04607 | 0,029802
SO 0,268126 | 0,257885 | 0,258045 | 0,257838 | 0,260087
S1 0,22209 | 0,221078 | 0,219151 | 0,220488 | 0,21475
Daguma Sc 026244 | 024859 | 0,248582 | 0,248533 | 0,247975
drp | 0,084588 | 0,049582 | 0,046756 | 0,048509 | 0,041779 | 0,054243
S0 0331278 | 0322633 | 0,308011 | 031431 | 0,294762
. Sl 0,279133 | 0,254556 | 0,253301 | 0,252675 | 0,243884
log-logist Sc 0,320986 | 0,305382 | 0,297108 | 0,299566 | 0,283866
dry | 0342933 | 0270552 | 0,236941 | 0,248037 | 0,185418 | 0,256776
Tgo | 0,242836
dokladne Ty 0,211639
Ts. 0,23853

W przypadku wspotczynnika Theila, podobnie jak poprzednio, rozktady log-lo-
gistyczny i Daguma w kazdym przypadku przeszacowuja rzeczywista wartos¢. Blad
wystepujacy przy wykorzystaniu funkcji log-logistycznej jest wiekszy niz przy uzy-
ciu funkcji Daguma, przy czym roznica ta jest znaczna: $rednio 5,4% w przypadku
rozktadu Daguma i az ponad 25% przy uzyciu funkcji log-logistycznej. Rozktady
gamma i Singh-Maddala niedoszacowuja rzeczywista wartos¢ wspolczynnika Theila,
przy czym niedoszacowanie to jest rzedu kilku procent warto$ci rzeczywistej. Roz-
ktad log-normalny réwniez ma tendencj¢ do niedoszacowania tej wielkosci, cho¢ nie
w kazdym przypadku. Podobnie jak poprzednio, metoda dajaca najwigksza zgodnosé
z rzeczywista warto$cig zalezy od uzytej funkcji. Warto zauwazy¢, ze oprocz przy-
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padku funkcji log-normalnej (zmiana z metody miny? na miny? jako najlepszej) sa
to te same metody, ktore okazaty sie najdoktadniejsze w przypadku wspdtczynnika
Giniego. Najmniejszy btad wystepuje przy wykorzystaniu funkcji Singh-Maddala,
zaro6wno pod wzgledem minimalnej wartosci (z rozréznieniem na metody), jak i po
usrednieniu po wszystkich zastosowanych sposobach aproksymacji. Warto podkresli¢,
ze dla funkcji gamma i log-logistycznej wystepuja duze bledy, nawet do 20% i1 wigce;.
Przy wykorzystaniu metody najmniejszych kwadratoéw powstaja najwicksze btedy.
Odnosi si¢ to do wszystkich funkcji oprocz log-normalnej, gdzie jeszcze wigkszy blad
uzyskuje si¢ przy uzyciu ,,mechanicznej” metody dopasowywania funkcji.

Tabela 6.
Wspotczynnik Atkinsona 4

metoda =
.4 . s a
rozklad MNK miny miny MNW MNK Aon

SO | 0,0182159 | 0,0227392 | 0,0225956 | 0,0211917 | 0,019767
S1 0,016062 | 0,0190236 | 0,0183368 | 0,0177407 | 0,0167181
gamima Sc 0,017779 | 0,021408 | 0,021162 | 0,020162 | 0,018965

da,.c | 023817 0,076543 | 0,092993 | 0,136216 | 0,189327 | 0,14665

SO | 0,0228594 | 0,024491 | 0,0233169 | 0,0242031 | 0,02177
S1 0,019958 | 0,020503 | 0,020044 | 0,020343 | 0,018376
log-norm Sc 0,022147 | 0,023702 | 0,022418 | 0,023355 | 0,020938

JAM_LN 0,049471 | 0,015687 | 0,037897 | 0,013586 | 0,107016 | 0,044732

SO 0,0231248 | 0,0239342 | 0,0238998 | 0,0239002 | 0,023527
S1 0,019122 | 0,020622 | 0,020521 | 0,020572 | 0,0196039
Sc 0,022313 | 0,023017 | 0,023024 | 0,022992 | 0,022355

JAM,SM 0,05677 0,011581 | 0,013585 | 0,01321 0,04289 | 0,027607

SO | 0,0262859 | 0,0253446 | 0,0253594 | 0,0253402 | 0,0255539
S1 0,021897 | 0,0217365 | 0,0215367 | 0,0216734 | 0,0211909
Daguma Sc 0,025736 | 0,024431 | 0,024429 | 0,024425 | 0,024402

LzAm,D 0,080025 | 0,045863 | 0,042846 | 0,044712 | 0,039648 | 0,050619

SO | 0,0319743 | 0,031169 | 0,0298019 | 0,030391 | 0,0285601
. S1 0,027091 | 0,02477 | 0,024651 | 0,024592 | 0,023758
log-logist Sc 0,031015 | 0,029556 | 0,02878 | 0,029011 | 0,027536

d_Aoll,LL 0,316885 | 0,247931 | 0,216042 | 0,226551 | 0,166883 | 0,234859

Aorso | 0,023984
doktadne AO,I,S[ 0,02087
Agrse | 0023506

S-M

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 7.
Wspotczynnik Atkinsona 4 s
o dmet"da MNK miny? ming? | MNW | MNK' | dy,
SO | 0,0919735 | 0,114983 | 0,114252 | 0,107109 | 0,099859
S1 | 0,0810291 | 0,0960805 | 0,0925882 | 0,0895583 | 0,0843616
gamma Sc | 0,089753 | 0,108209 | 0,106959 | 0,101868 | 0,095782
dposc | 0193765 | 0,0216 | 0039081 | 0,085137 | 0,141748 | 0,096266
SO | 0,10919 | 0,116602 | 0,111273 | 0,115298 | 0,104214
S1 | 0,095887 | 0,098396 | 0,096281 | 0,097662 | 0,088564
log-norm Sc | 0,105935 | 0,113024 | 0,107176 | 0,111446 | 0,100397
dag v | 0,045733 | 0,011161 | 0,034672 | 0,007557 | 0,101253 | 0,040075
SO | 0,111407 | 0,114734 | 0,114567 | 0,114595 | 0,112974
S1 | 0,093814 | 0,098698 | 0,098097 | 0,098429 | 0,0951848
S-M Sc | 0,107949 | 0,110381 | 0,110399 | 0,110284 | 0,107988
dagosm | 0,040264 | 0,00697 | 0,009419 | 0,008564 | 0,031001 | 0,019244
SO | 0,123172 | 0,119817 | 0,119872 | 0,119801 | 0,120693
S1 | 0,104623 | 0,102752 | 0,101611 | 0,10236 | 0,101539
Daguma Sc | 0,120705 | 0,115441 | 0,115406 | 0,11541 | 0,11587
da,op | 0,068159 | 0,036461 | 0,032685 | 0,035006 | 0,036206 | 0,041703
SO | 0,141924 | 0,138742 | 0,133305 | 0,135655 | 0,128317
S1 | 0,122358 | 0,112816 | 0,112323 | 0,112077 | 0,108607
log-logist Sc | 0,138133 | 0,13232 | 0,129205 | 0,130132 | 0,124171
dagsin | 0234019 | 0,175428 | 0,148726 | 0,157476 | 0,106783 | 0,164486
Agsso | 0,114967
doktadne Agssi | 0,099267
Aosse | 0,111851
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Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 8.
Wspotczynnik Atkinsona A4 g
o dme“’da MNK ming? | miny? | MNW | MNK’ ds
SO | 0,148375 | 0,185777 | 0,184588 | 0,172971 | 0,161185
S1 | 0,130612 | 0,155046 | 0,149373 | 0,144453 | 0,136018
gamma Sc 0,14477 | 0,174759 | 0,172727 | 0,16445 | 0,15456
daggc | 0164318 | 0,015482 | 0,021289 | 0,050983 | 0,110077 | 0,07243
SO | 0,168894 | 0,179931 | 0,172002 | 0,177993 | 0,161455
S1 | 0,148947 | 0,152723 | 0,149541 | 0,151619 | 0,137892
log-norm Sc | 0,164031 | 0,17461 | 0,165886 | 0,17226 | 0,15573
dpgoin | 0,049615 | 0,004253 | 0,039006 | 0,011174 | 0,103274 | 0,04146
SO | 0,174535 | 0,179172 | 0,178909 | 0,17898 | 0,176614
S1 | 0,148722 | 0,153919 | 0,152863 | 0,15347 | 0,149848
$-M Sc | 0,169577 | 0,172407 | 0,17242 | 0,172278 | 0,169468
daggsm | 0,029008 | 0,003967 | 0,006473 | 0,005298 | 0,02292 | 0,013533
S0 0,1902 | 0,18613 | 0,186199 | 0,18611 | 0,187381
S1 | 0,163526 | 0,159334 | 0,157326 | 0,158614 | 0,158985
Daguma Sc | 0,186463 | 0,179192 | 0,179108 | 0,179138 | 0,180498
dpyop | 0064487 | 0,033921 | 0,029538 | 0,032221 | 0,037989 | 0,039631
SO | 0211539 | 0,207122 | 0,199541 | 0,202824 | 0,192551
S1 | 0,184152 | 0,170598 | 0,169894 | 0,169542 | 0,164576
log-logist Sc | 0,206275 | 0,198163 | 0,193797 | 0,195099 | 0,186713
dagere | 0,186731 | 0,133627 | 0,109669 | 0,117493 | 0,071603 | 0,123825
Aosso | 0,179635
doktadne Apgsi | 0,153862
Aosse | 0,173965

W przypadku wszystkich trzech rozwazanych tutaj wspotczynnikow Atkinsona
mozna zauwazy¢, ze rozktad Daguma oraz log-logistyczny konsekwentnie przesza-
cowujg te wielkosci, rozktad Singh-Maddala konsekwentnie niedoszacowuje, nato-
miast log-normalny oraz gamma maja tendencje do niedoszacowywania, aczkolwiek
z wyjatkami. Rozklad Daguma daje zawsze duzo lepsza doktadno$¢ niz rozklad log-
-logistyczny. Metoda najmniejszych kwadratow, jak poprzednio, nie jest optymalna
dla zadnej z funkcji, a pozostale metody zachowuja si¢ roznie w zaleznos$ci od funkcji.
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5. WNIOSKI I PODSUMOWANIE

W niniegjszej pracy zbadane zostalo dopasowanie do danych empirycznych doty-
czacych dochoddw pigciu roznych typow rozktadow za pomoca pigciu roznych metod.
Miarg dobroci dopasowania byto z jednej strony tradycyjnie stosowane $rednie odchy-
lenie kwadratowe, z drugiej — doktadnos$¢ oszacowania kilku wielkosci, ktdrych $ciste
wartosci sg znane. Okazuje si¢, ze najlepsze dopasowanie do danych empirycznych,
mierzone wielkoscig sredniego odchylenia kwadratowego, nie zawsze przektada si¢ na
najwicksza doktadnos$¢ oszacowania takich wielkosci, jak $rednia czy miary nieréw-
nos$ci. Niektore z otrzymanych tutaj rezultatow potwierdzaja spostrzezenia McDonalda
i Ransoma (1979) poczynione na podstawie danych angielskich: ze dla rozktadow
log-normalnego i Singh-Maddala metoda najmniejszych kwadratow daje zazwyczaj
najmniejszg warto$¢ wspolczynnika Giniego (w przypadku rozktadu Daguma i log-lo-
gistycznego taka zalezno$¢ nie zachodzi, ale te rozklady nie byly przez McDonalda
i Ransoma badane), lub ze przy aproksymacji rozktadem Singh-Maddala otrzymuje
si¢ przewaznie zanizong warto$¢ wspolczynnika Giniego. Inne spostrzezenia przecza
tym, ktére poczynit McDonald, przyktadowo, dla przypadkéw badanych w niniejsze;j
pracy nie jest prawda, jak u McDonalda i Ransoma, iz najwigksza warto$¢ $rednia dla
rozktadu gamma uzyskuje si¢ przy uzyciu metody najmniejszych kwadratow.

Poniewaz analizowane w tej pracy dane dotycza tylko jednego okresu w jednej
jednostce administracyjnej kraju, trudno byloby otrzymane wyniki generalizowac.
Niemniej, moga one postuzy¢ co najmniej jako sugestie pewnych efektow.

Po pierwsze, stosowane powszechnie miary dobroci dopasowania rozktadow
moga nie mie¢ jednoznacznego przelozenia na doktadno$¢ otrzymywanych wynikow.
Metoda, przy ktorej otrzymuje si¢ najmniejsze (po MNK’) $rednie odchylenie kwa-
dratowe czasami tylko pokrywa si¢ z metoda dajaca najlepsze oszacowanie ktorej$
z wielkosci.

Po drugie, metoda najmniejszych kwadratow nigdy (poza jednym przypadkiem)
nie jest najlepsza metoda szacowania wartosci sredniej, odchylenia standardowego
1 miar nierdwnos$ci; rowniez metoda najwigckszej wiarygodnosci rzadko tylko oka-
zuje si¢ najlepsza. Wydaje si¢, ze na wicksza uwage zastuguje stosunkowo rzadko
wykorzystywana metoda minimalizacji warto$ci y?. Ponadto, mechaniczna metoda
dopasowywania krzywej do danych empirycznych, metoda MNK’, okazuje si¢ by¢
w kazdym przypadku najlepsza dla rozktadu log-logistycznego.

Po trzecie, dwa rozktady zwracaja uwage ze wzgledu na doktadno$¢ oszaco-
wan, w wickszosci przypadkéw znacznie przewyzszajac pozostate. Sg to rozktad
Singh-Maddala i rozktad Daguma. Jak mozna bylo oczekiwaé, poniewaz rozktad
Daguma jest uogoélnieniem rozktadu log-logistycznego, w kazdym rozpatrywanym
przypadku powinien on dawa¢ wyniki lepsze niz ten ostatni. Okazuje si¢, ze poprawa
doktadnosci w wyniku zastgpienia rozktadu log-logistycznego rozkladem Daguma
jest bardzo duza. Wydaje si¢ zatem, ze warto korzysta¢ z rozktadu Daguma zamiast
log-logistycznego, gdyz kosztem wprowadzenia jednego dodatkowego parametru
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zyskujemy znacznie lepsze dopasowanie do rzeczywistych danych, czy to mierzone
srednim odchyleniem kwadratowym, czy tez dokladnos$cia oszacowan réznych miar
charakteryzujacych rozktad.

Na koniec, wybierajagc jeden z tych dwoch najdoktadniejszych rozktadéw:
Daguma lub Singh-Maddala, warto pamigta¢, iz obok porownywalnej doktadnosci
ro6znig si¢ wyraznie charakterem swoich oszacowan. Rozktad Daguma konsekwent-
nie przeszacowuje wszystkie badane wielkos$ci, rozktad Singh-Maddala natomiast
— niedoszacowuje. Ten ostatni wniosek, dotyczacy rozkladu Singh-Maddala, znajduje
potwierdzenie rowniez w wynikach McDonalda i Ransoma (rozktad Daguma nie byt
przez nich badany). Poniewaz efekt ten uzyskano dla wszystkich pieciu rozpatry-
wanych miar nierownosci wydaje si¢ on prawdopodobny w odniesieniu do szeroko
ujmowanej nierownosci i mozliwych jej miar.
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ADEKWATNOSC WYBRANYCH ROZKELADOW TEORETYCZNYCH DOCHODOW
W ZALEZNOSCI OD METODY APROKSYMACJI

Streszczenie

Rozktady dochodéw modelowane sg za pomoca wielu rozkladéw teoretycznych, ktorych parametry
wyznaczane sa za pomoca roéznych metod. Wsrdd rozktadow tych wymieni¢ mozna rozktad logaryt-
miczno-normalny, gamma, czy logarytmiczno-logistyczny. Najczgsciej stosowanymi metodami sg metoda
najmniejszych kwadratow oraz metoda najwigkszej wiarygodnosci. Miarg dobroci dopasowania rozktadu
teoretycznego jest zazwyczaj $rednie odchylenie kwadratowe lub warto$¢ statystyki y2. Tak zdefiniowana
jako$¢ dopasowania nie musi jednakze doktadnie przektada¢ si¢ na jako$¢ oszacowania takich charakte-
rystyk rozktadu, jak warto$¢ $rednia czy miary nieréwnosci. Celem pracy jest aproksymacja dochodéw
réznymi rozkladami teoretycznymi (log-normalny, gamma, log-logistyczny, Daguma i Singh-Maddala)
oraz réznymi technikami i poréwnanie dobroci dopasowania mierzonej jako $rednie odchylenie kwa-
dratowe z dokladnos$cia oszacowania kilku charakterystyk liczbowych rozkladu (wartosci $redniej,
odchylenia standardowego, wspoétczynnika Giniego, wspotczynnika Theila i trzech wspolczynnikow
Atkinsona), ktérych warto$ci poréwnywane sa z wartosciami doktadnymi, policzonymi na podstawie
danych niezgrupowanych.

Stowa kluczowe: teoretyczny rozktad dochod6éw; aproksymacja rozktadu empirycznego; doktadnosé
dopasowania

ADEQUACY OF SOME CHOSEN THEORETICAL DISTRIBUTIONS CONDITIONED
ON THE METHOD OF APPROXIMATION

Abstract

There are various theoretical distributions which are used as models for the distribution of income.
Among them the most commonly used is probably log-normal distribution, but also gamma distribution
or log-logistic one. There are also a number of approximation methods of these distributions. The good-
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ness of fit is commonly measured by mean squared deviation or value of y? statistics. However, such
measures of quality of approximation do not necessarily coincide with accuracy of some distribution
characteristics, like inequality measures. The aim of this paper is to investigate the goodness of approx-
imation of income distribution, given in the form of frequency distribution, by means of chosen theo-
retical distributions, namely, log-normal, gamma, log-logistic, Dagum and Singh-Maddala distribution.
The goodness is measured both by mean squared error and deviation of some distribution characteristics.
Values calculated on ungrouped data are used as a reference for comparisons.

Keywords: theoretical income distribution; approximation of distribution; goodness of fit
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ZASTOSOWANIE MIAR POZYCYJNYCH DO PORZADKOWANIA
LINIOWEGO WOJEWODZTW POLSKI
ZE WZGLEDU NA POZIOM JAKOSCI ZYCIA

1. WPROWADZENIE

W ocenie zjawisk ztozonych, ktore opisywane sa przez wigcej niz jedna ceche,
wykorzystuje si¢ metody wielowymiarowej analizy poréwnawczej (WAP). Jednym
z problemow rozpatrywanych przez WAP jest porzadkowanie obiektow w wielowy-
miarowych przestrzeniach z punktu widzenia pewnego kryterium (charakterystyki)
niemierzalnego w sposob bezposredni. Procedura porzadkowania obiektow sktada si¢
z kilku etapéw i na kazdym etapie pojawiaja si¢ kwestie wymagajace rozstrzygnigc.
Pytania dotycza miedzy innymi, kwestii, ktore cechy wybra¢ jako diagnostyczne
z punktu widzenia przyjetego kryterium badania, charakteru cech oraz metod i rodza-
jow miar, jakie mozna wykorzysta¢ w tworzeniu porzadkowania obiektow. Jesli wérod
cech opisujacych badane zjawisko wystepujg takie, ktorych rozktady charakteryzuja
si¢ skosnoscig, to pojawia si¢ pytanie dotyczace mozliwos¢ efektywnego zastosowa-
nia pozycyjnych miar w porzadkowaniu obiektoéw. Miary pozycyjne charakteryzujace
si¢ wigksza odporno$cig na wystepowanie wartosci odstajacych, mogg by¢ stosowane
na wielu etapach porzadkowania obiektow, poczawszy od doboru cech diagnostycz-
nych przez normalizacj¢ i wyznaczanie warto$ci cechy syntetycznej po oceng jakosci
klasyfikacji.

Celem rozwazan jest wskazanie roli miar pozycyjnych na réznych etapach linio-
wego porzadkowania obiektow wielocechowych. Do realizacji tego celu wykorzy-
stano informacje zawarte w Diagnozie Spotecznej 2011, dotyczace oceny warunkow
1 jakos$ci zycia mieszkancow wojewodztw Polski. Jako$¢ zycia jest kategoria ztozona,
na jej charakterystyke sktada si¢ wiele obszarow zycia. W ostatnich latach obserwuje
si¢ duze zainteresowanie tg kategorig zaré6wno ze strony przedstawicieli r6znych dzie-
dzin nauki, jak i opinii publicznej i wiadz panstwowych. Powstaje wiele opracowan
dotyczgcych oceny i pomiaru jakosci zycial.

1 Zagadnienie to jest przedmiotem rozwazan konferencji naukowych, np. ,,Quality of life”, organi-

zowanych przez Katedre Statystyki Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu czy Konferencji Sekcji
Klasyfikacji i Analizy Danych PTS. Powstaly takze opracowania naukowe, do ktorych mozna zaliczy¢
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Jednym z projektéw badawczych poswigconych temu zagadnieniu jest Diagnoza
Spoteczna. Badanie ma charakter panelowy. W kolejnych jego rundach uczestnicza
wszystkie dostepne gospodarstwa domowe z poprzedniej rundy oraz gospodarstwa
z nowej reprezentatywnej proby. Do tej pory badanie to zrealizowano w nastepu-
jacych latach: 2000, 2003, 2005, 2007, 2009, 2011 i 2013. Na uwage zastuguje
kompleksowy charakter badania, ktory oznacza uwzglednienie w jednym badaniu
wszystkich waznych aspektow zycia poszczegdlnych gospodarstw domowych
i ich cztonkow — zarowno ekonomicznych (np. dochodu, zasobno$ci materialne;j,
oszczednosci, kredytow), jak 1 pozaekonomicznych (np. edukacji, leczenia, sposobdw
radzenia sobie z ktopotami, stresu, dobrostanu psychicznego, stylu zycia, zachowan
patologicznych, uczestnictwa w kulturze, korzystania z nowoczesnych technologii
komunikacyjnych i wielu innych). W tym sensie projekt jest interdyscyplinarny.
Ponadto w projekcie podziat wskaznikow spotecznych na warunki zycia i jakos¢
zycia odpowiada podziatowi na obiektywny opis sytuacji zyciowej (warunki) i na jej
psychologiczne znaczenie wyrazone subiektywna oceng respondenta (jako$¢ zycia).
Reprezentacyjny charakter badania, jego kompleksowo$¢ oraz uwzglednienie zar6wno
obiektywnych, jak i subiektywnych elementéw w projekcie tego przedsiewziecia zde-
cydowaly o wykorzystaniu informacji zawartych w nim do realizacji celu przyjetego
W pracy.

2. METODA BADAWCZA

Metody liniowego porzadkowania obiektow zaliczane sg do jednej z dwoch grup
metod taksonomicznych, sluzacych do klasyfikacji obiektow opisywanych przez
wiele cech?. Stanowig one narzedzie konstrukcji rankingu obiektow, szeregujacego
je od najlepszego do najgorszego pod wzgledem przyjetego kryterium oceny. Jeden
z etapow liniowego porzadkowania obiektow polega na doborze cech, ktory stanowi
wazne, a jednoczesnie trudne zadanie. Niezbedna jest tu kompleksowa znajomosé
analizowanego zagadnienia oraz specyfiki powigzan pomigdzy zjawiskami spoteczno-
gospodarczymi. Od jakosci zestawu cech zalezy wiarygodnos¢ ostatecznych wynikoéw
1 trafno$¢ podejmowanych decyzji (por. Gatnar, Walesiak, 2004).

Wstepnym warunkiem uznania réznych cech za diagnostyczne jest ich zdolno$é¢
do dyskryminacji obiektow. Bada si¢ mianowicie czy potencjalne cechy odznaczajg
si¢ odpowiednia zmienno$cig. Mozna do tego celu wykorzysta¢ zarowno klasyczny
wspotczynnik zmiennosci:

np. prace Ostasiewicz, 2002, 2004, Borys, 2008. Jako$¢ zycia byta takze tematem seminarium nauko-
wego pt. Jakos¢ zycia w Polsce. Aktualny stan i wyzwania w Swietle badan, zorganizowanego w ramach
obchodow 95-lecia Glownego Urzedu Statystycznego.

2 Typologia metod taksonomicznych zostata przedstawiona w wielu pracach (np. Wysocki, 2010).
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V=22, (1)

X
J

jak 1 pozycyjny wspotczynnik zmiennosci, ktory wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:

B mad(X ; )

gdzie X, — srednia arytmetyczna wartosci cechy X; s; — odchylenie standardowe

cechy X, med(X,-) — mediana cechy X, med(X]-) = I:I]1e(N1

odchylenie bezwzgledne, uwazane za pozycyjny odpowiednik odchylenia standardo-
wego, N — liczba obiektow.

Ze zbioru potencjalnych cech eliminuje si¢ te cechy, dla ktérych bezwzgledna
warto$¢ wspolczynnika zmiennosci jest nizsza od pewnej arbitralnej wartosci progo-
wej. Najczesciej w tym kontekscie przyjmuje si¢ wartos¢ 10%.

Ze zbioru potencjalnych cech nalezy wyeliminowac cechy silnie skorelowane
z innymi cechami, poniewaz sg one nosnikiem podobnych informacji. Sposrod
wielu metod doboru cech czesto wykorzystuje si¢ metode parametryczng Hellwiga®.
Punktem wyjscia jest tu macierz R wspotczynnikow korelacji migdzy potencjalnymi
cechami diagnostycznymi. Kryterium klasyfikacji cech stanowi parametr »*, zwany
takze krytyczng wartoscig wspotczynnika korelacji, taki, ze 0< r*<1. Cechy ze wstgp-
nej listy moga by¢ do siebie podobne ze wzgledu na znaczny stopien skorelowania,
dlatego tez moga tworzy¢ tzw. skupienia czyli takie podzbiory zbioru cech, w ktorych
wyrazone wspotczynnikiem korelacji podobienstwo miedzy cechami jest mniejsze
od r*. Skupienia zawieraja jedng tzw. ceche¢ centralng oraz pewna liczbe tzw. cech
satelitarnych. Cecha satelitarna to taka cecha, ktorej podobienstwo do cechy central-
nej jest nie mniejsze niz r*. Cechy nie nalezace do skupienia nazywajg si¢ cechami
izolowanymi. Cechy centralne i cechy izolowane tworza tzw. bazowy uklad cech
i uznawane sg za cechy diagnostyczne.

Metode Hellwiga doboru cech uwaza si¢ za wygodng w uzyciu, poniewaz jest
prosta rachunkowo. Cenna wlasciwoscia jest to, ze zmieniajac warto$¢ parametru 7*,
otrzymuje si¢ r6zne podzialy zbioru cech na skupienia. Gdy r* jest bliskie jedno-
sci, wowczas efekt zastosowania tej metody stanowi znaczna liczba skupien o male;j
liczebnosci a jednoczesnie duza liczba cech diagnostycznych. W miar¢ zmniejszania
warto$ci parametru 7* liczba skupien cech maleje, wzrasta natomiast ich liczebno$¢.
Metoda parametryczna posiada wiele zalet (np. daje dobre zobrazowanie zwiazkdéw
danej cechy z pozostatymi oraz jest latwa do implementacji pod wzgledem oblicze-
niowym), ale takze pewne wady, a mianowicie:

2

X, = med(Xj)‘ — medianowe

3 Szczegdlowy opis metody parametrycznej znajduje sie np. w pracy (Hellwig, 1981).



526 Agnieszka Sompolska-Rzechuta

— jest wrazliwa na warto$ci odstajace, co oznacza, ze na wysokg warto$¢ wspotczyn-
nika korelacji moze, w duzym stopniu, wptywac¢ jej wysokie skorelowanie nawet

z jedng z cech,

— uwzglednia wylacznie bezposrednie powigzania cechy z innymi cechami, nie
uwzgledniajac powigzan posrednich.

Skutecznym sposobem zniwelowania pierwszej niedogodnosci jest zastgpienie
w pierwszym kroku sumy elementéw kolumny (wiersza) macierzy wspotczynnikéw
korelacji R przez ich mediang. Pozwala to uodporni¢ analize na zaburzenia spo-
wodowane przez obserwacje odstajace. Natomiast druga niedogodno$¢ moze by¢
wyeliminowana poprzez zastosowanie metody odwrdconej macierzy wspotczynnikow
korelacji (por. Panek, 2009; Mtodak, 2006).

Finalny zbiér cech diagnostycznych stanowi postaweg dalszych badan. W kolej-
nym kroku nalezy ustali¢ charakter cech, czyli wyrdzni¢: stymulanty, destymulanty
1 nominanty.

Pojecie stymulanty i destymulanty zostalo wprowadzone przez Hellwiga (zob.
Hellwig, 1968). Definicja stymulanty i destymulanty jest nast¢pujaca (por. Hellwig,
1981):

Dane sg dwa obiekty w; i m, €{2 i cecha p;ep. Mowi sig, ze obiekt w,; jest
dominowany przez obiekt w, (lub obiekt w, dominuje obiekt w,) i zapisuje si¢ to
symbolicznie jako @ > m,, jezeli xy; > xy;.

Cecha g; jest stymulantg, gdy:

A (x Zx,j):> 0, -,.

xjoxg Y

Cecha g; jest destymulantg, gdy:

A (xsj Zx,j):> 0, <0,.

Xrj o Xsj

Zatem stymulantami sg cechy, ktorych wyzsze warto$ci decyduja o lepszym
poziomie rozpatrywanego zjawiska, za destymulanty uwaza si¢ cechy wykazujace
odwrotne dziatanie do stymulant, tzn. pozadane sg nizsze wartosci cech uznanych za
destymulanty.

Natomiast za nominanty uwaza si¢ cechy, ktorych rosngce do wartosci nominalnej
warto$ci bezwzgledne powoduja wzrost wzglednych wartosci cechy, dalszy wzrost
warto$ci pierwotnych zwigzany jest ze zmniejszaniem si¢ warto$ci unormowanych
(por. Borys, 1978).

Po rozpoznaniu charakteru cech nalezy dokonac¢ ich przeksztalcenia, najczgséciej
destymulanty przeksztalca si¢ w stymulanty, za pomoca nastgpujacych przeksztatcen
(por. Walesiak, 1990):
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— ilorazowego

x,=bx,"  (b>0),
gdzie stata b przyjmowana jest arbitralnie (w szczegdlnych przypadkach
b=1,b=minix, |).

— rdznicowego
x =a—bx,,
g g

gdzie state a i b przyjmowane sa arbitralnie (w szczegdlnych przypadkach b = 1

a=0,lub a= mqu{xl.j }).

W przypadku nominant transformacja moze przebiega¢ skokowo, tzn. jezeli
ponizej optymalnego poziomu nasycenia cecha wykazuje wlasnosci destymulujace,
to nalezy zamieni¢ odpowiednie warto$ci na stymulanty, natomiast wartosci wicksze
od optymalnego poziomu nasycenia pozostawi¢ bez zmian.

Kolejnym etapem budowy cechy syntetycznej jest normalizacja cech. Prowadzi
ona do pozbawienia mian wynikow pomiaru i ujednolicenia rzedéw wielkosci cech.
Mozna wyrdzni¢ nastepujace sposoby normalizacji cech: standaryzacyjne, ilorazowe
1 unitaryzacyjne.

Procedura standaryzacyjna ma nastepujace postaci w ujeciu:

— klasycznym

X.. )
7, =00 3)

—  pozycyjnym

X, = med(Xj)
zZ. = .
71,4826 - mad(X, )

“)

Warto$¢ 1,4826 zostata ustalona na drodze badan empirycznych?.

W analizach wielowymiarowych klasyczna mediana zastgpowana jest mediang
Webera, ktora stanowi wielowymiarowe uogolnienie tego powszechnie znanego
pojecia. Chodzi tu o wektor, ktéry minimalizuje sume¢ euklidesowych odleglosci od
danych punktow reprezentujacych rozpatrywane obiekty, a wigc znajduje si¢ niejako
,posrodku” nich, ale jest jednocze$nie uodporniony na wystepowanie obserwacji

4 Wyjasnienie wprowadzenia stalej rownej 1,4826 mozna znalez¢é w pracy Mtodaka (2009).
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odstajacych’. Normalizacje zmiennych z zastosowaniem mediany Webera przepro-
wadza si¢ wedtug nastepujacej formuty (Lira i in. 2002):

x, —med(X)

z, = , )
77 1,4826-mad(x )

gdzie mEd(Xj) jest mediang Webera, nﬁd(Xj) to medianowe odchyle-

nie bezwzgledne, w ktorym bada si¢ dystanse cech do wektora Webera, czyli:
mﬁd(X/)z l}?eczlv‘x” - mEd(X}} .

Przeksztalcenie (4) nie spetnia $cisle wymogow standaryzacyjnych, czyli zerowej
mediany oraz medianowego odchylenia bezwzglednego rownego jeden, ale uzyskuje
si¢ lepsze wykorzystanie wzajemnych — takze posrednich — zalezno$ci pomiedzy
cechami diagnostycznymi (por. Lira i in., 2002, Mtodak, 2006).

W nastepnym kroku tworzenia liniowego porzadkowania obiektow wyznacza si¢
warto$ci cechy syntetycznej. Istnieje wiele metod konstrukcji syntetycznego miernika
rozwoju, ktore mozna podzieli¢ na bezwzorcowe i wzorcowe. Wsréd metod wzorco-
wych na uwage zastuguje metoda zaproponowana przez Hellwiga (1968), ktora jest
najstarszg metodg wzorcowa i stanowi podstawe wykorzystania miar pozycyjnych
w liniowym porzadkowaniu obiektow.

Jako wzorzec rozwoju przyjmuje si¢ obiekt (abstrakcyjny lub realny) o nastgpuja-

cych wspbtrzednych: zyy, zgy, ..., 2o, gdzie z,, = max{z,./. }, jesli cecha jest stymulanta
lub z, = m_in{zi/.} dla cechy okreslonej jako destymulanta, (j = 1,2,...,.J), J — liczba

cech diagnostycznych. Nastepnie oblicza si¢ odlegtosci euklidesowe kazdego obiektu
od wzorca ze wzgledu na cechy przyjete do badania:

d =2 -z,] (=12..N). (6)

Otrzymane wartosci d; stuza do obliczenia wartosci syntetycznego miernika rozwoju
Hellwiga, wedtug wzoru:

d, 7

5 Mtodak (2010), s. 7-23.
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gdzie d =d +2-s, przy czym: d

i=1

Syntetyczny miernik rozwoju Hellwiga przyjmuje zazwyczaj wartosci z prze-
dzialu (0, 1>6. Im jego warto$ci sg wyzsze, tym wyzszy jest poziom rozwoju badanego
obiektu.

W badaniach niektorych zjawisk spoteczno-gospodarczych zauwaza si¢ obiekty
charakteryzowane cechami, ktorych wartosci znacznie odstajg od pozostatych (sg bar-
dzo duze lub bardzo mate), co moze mie¢ wpltyw na przypisanie obiektowi zbyt duzej
(lub zbyt matej) pozycji w liniowym porzadkowaniu. W takiej sytuacji nalezy stoso-
waé miary bardziej odporne na odstajace wartosci. Do takich wla$nie miar zaliczana
jest mediana. Natomiast w badaniach zjawisk zlozonych, aby uwzgledni¢ zaréwno
odporno$¢ na obserwacje odstajace, jak i zalezno$ci migdzy badanymi cechami,
powinno stosowac si¢ mediang przestrzenna Webera.

W tym konteks$cie klasyczna metoda Hellwiga moze zosta¢ przeksztatcona do
wersji pozycyjnej (por. Lira i in., 2002). Wzorzec rozwoju okresla si¢ analogicznie
jak w klasycznej metodzie Hellwiga, jako:

@, =maxz, — dla stymulant, j = 1,...,J,
i=l,...N

¢; = minz; — dla destymulant, j = 1,....J.
=l,.,.N

Odlegtos¢ od wzorca rozwoju okreslona jest jako mediana modutéw odpowiednich
roéznic, wedhug wzoru:

d =med , i=12,...,N. (8)

! =

2 — 9P
Miernik agregatowy obliczany jest wedtug wzoru (7), w ktorym:
d_ =med(d)+2,5 - mad(d), ©

gdzie d = (dy, d,,..., dy) — wektor odleglosci wyznaczany wedtug wzoru (8).

Im wieksza jest warto$¢ miernika tym wyzszy poziom rozwoju obiektu. Wartosci
miernika wigksze od 0,8 $wiadcza o bardzo wysokim poziomie rozwoju, bliskie 0,5
— 0 $rednim, a zblizone do 0 — o bardzo niskim (por. Wysocki, 2010).

Zaprezentowane metody uwzgledniajace podej$cie pozycyjne zostang zastosowane
w ocenie jakosci zycia mieszkancow wojewodztw Polski.

6 Miara ta moze przyja¢ wartosci ujemne dla obiektu, ktory charakteryzowany jest wielko$ciami
cech znaczgco roznigcymi si¢ od tych wartosci dla obiektu wzorcowego oraz innych obiektow (zob.
Panek, 2009).
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3. MATERIAL BADAWCZY

W badaniu wykorzystano informacje zawarte w Diagnozie Spotecznej 2011. Do
realizacji celu wybrano dane, ktore dotyczyty wojewodztw Polski. Wstepna lista cech
diagnostycznych dotyczyta zarowno obiektywnej, jak i subiektywnej oceny warunkow
i jakosci zycia i obejmowata:

1. warunki zycia gospodarstw domowych, ktore byly rozpatrywane przez pryzmat
mozliwosci finansowych zaspokojenia ich potrzeb w nastepujacych aspektach’:

a) dochodéw (X)),

b) wyzywienia (X>),

c) zasobnoS$ci materialnej (X3),

d) warunkow mieszkaniowych (Xy),

e) ksztatcenia dzieci (Xs),

f) ochrony zdrowia (Xj),

g) uczestnictwa w kulturze(X>),

h) wypoczynku (Xg),

2. dochody netto gospodarstw domowych na jednostke ekwiwalentng (Xo),
3. odsetek gospodarstw domowych korzystajacych z ustug réznych placowek

ochrony zdrowia w ciggu roku 2010:

a) optacanych przez NFZ (X)),

b) optacanych z wiasnej kieszeni (Xj;),

¢) optacanych przez pracodawce (abonament) (X,),

4. odsetek gospodarstw domowych, ktore zrezygnowaly z:

a) zakupu lekow (Xi3),

b) leczenia zebow (Xi4),

¢) protez (X;s),

d) ustug lekarza (Xj),

e) badan (X;7),

f) rehabilitacji (Xig),

g) sanatorium (Xj9),

h) szpitala (X3),

7 Poréwnanie poziomu warunkow zycia gospodarstw domowych w ukladzie wojewddzkim zostato

przeprowadzone z wykorzystaniem taksonomicznej miary warunkow zycia. Zastosowano metodg wzorca,
czyli wyrézniono tzw. wojewoddztwo wzorcowe, przez ktore rozumie si¢ hipotetyczne wojewddztwo
opisane przez optymalne wartosci poszczegdlnych zmiennych charakteryzujacych warunki zycia gospo-
darstw domowych w wojewddztwach. Dla zmiennych stymulant sg to warto§ci maksymalne, a dla
zmiennych destymulant — minimalne zaobserwowane wsrod wszystkich porownywanych wojewodztw
(Diagnoza Spoteczna 2011, str. 128). Okreslenie taksonomicznej miary warunkow zycia zostato przed-
stawione w Diagnozie Spotecznej 2011, w Aneksie 4.1.
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oczekiwany procentowy wzrost dochodu w 20118 (X5,),

odsetek gospodarstw domowych z dostepem do Internetu (X»,),

odsetek osob o orientacji eudajmonistycznej (X53),

wskaznik wrazliwos$ci na dobro publiczne (X,4).

Wsrod cech przyjetych jako potencjalne wyjasnienia wymagaja cechy Xp;3 i Xo4.
W celu okreslenia czy osoba posiada orientacj¢ eudajmonistyczng, w Diagnozie
Spotecznej 2011 zadano nastepujace pytanie kryterialne:

Co jest wedtug Pana(i) wazniejsze w zZyciu: przyjemnosci, dostatek, brak stresu czy
poczucie sensu, osigganie waznych celow mimo trudnosci, bolu i wyrzeczen. Pro-
szono tez respondentdw o oceng, w jakim stopniu zgadzaja si¢ z dwoma dodatkowymi
twierdzeniami:

1. Moje zycie mimo bolesnych doswiadczen ma sens i duzq wartos¢ oraz

2. W Zyciu najwazniejsze jest to, aby byto duzo przyjemnosci i mato przykrosci.

Za eudajmonistow uznano osoby, ktére wybraly, jako wazniejsze w zyciu, poczucie
sensu i zgodzity si¢ lub zdecydowanie zgodzily si¢ z teza, ze ich zycie mimo bole-
snych do$wiadczen ma sens’.

Jako cechg¢ X,; przyjeto wskaznik wrazliwosci na dobro publiczne. W Diagnozie
Spotecznej 2011 w celu okreslenia wskaznika wrazliwosci na dobro publiczne wyod-
rgbniono nastepujace kategorie zachowan:

1. Kto$ ptaci podatki mniejsze niz powinien.

2. Kto$ unika ptacenia za korzystanie z transportu publicznego (np. autobusow,
pociagow).

Kto$ pobiera niestusznie zasilek dla bezrobotnych.

Kto$ nie ptaci czynszu za mieszkanie (cho¢ moze).

Kto$ otrzymuje niestusznie rentg inwalidzka.

Kto$ wytudza odszkodowanie z ubezpieczenia.

Ud21elajqc odpowiedzi na wszystkie sze$¢ pytan dotyczacych naruszania dobra
publicznego respondent mogt wybraé sposrod nastepujgcych wariantow!0:

1. w ogdéle mnie nie obchodzi,

mato mnie obchodzi,

troche mnie obchodzi,

bardzo mnie obchodzi,

trudno powiedzieC.

PN

o va W

wbk W

8 Oczekiwany procentowy wzrost dochodu w 2011 to $rednia procentowych réznic indywidualnych
miedzy dochodem osobistym osiagnigtym w 2011 i spodziewanym za dwa lata u osob, ktore miaty
dochdd osobisty w 2011 r. wyzszy niz 0 zl, jesli dochod oczekiwany byt takze wyzszy od 0 zt (por.
Diagnoza Spoteczna 2011, str. 185).

9 Por. Diagnoza Spoleczna 2011, www.diagnoza.com/pliki/raporty/Diagnoza_raport 2011.pdf,
str. 171.

10 Tamze, str. 271.
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Szes¢ pytan, odnoszacych si¢ do naruszania dobra publicznego, tworzy jeden
spojny wskaznik (skalg wrazliwosci na dobro wspolne) o wysokim poziomie rzetel-
no$ci. Im wyzszy wskaznik, tym wigksza wrazliwos¢ na dobro publiczne. W pracy
przyjeto srednie warto$ci wskaznika w ujeciu wojewodzkim!!.

Wartosci cech poddano wstepnej analizie statystycznej, wyznaczajac warto$ci
parametrow opisowych. Cechy: wskaznik wrazliwosci na dobro publiczne, odsetek
0sOb o orientacji eudajmonistycznej oraz odsetek gospodarstw domowych korzysta-
jacych z ustug réznych placowek ochrony zdrowia w 2011 optacanych przez NFZ,
wyeliminowano ze wzgledu na niskg zmienno$¢ (wartosci wspotczynnika zmiennosci
wynosza odpowiednio: 3,9%, 7,3% i 1,9%). Do eliminacji cech silnie ze soba skore-
lowanych wykorzystano metode parametryczng, wariant z mediang. W tab. 1 przed-
stawiono cechy skladajace si¢ na finalny zbior cech diagnostycznych oraz wybrane
warto$ci parametrow opisowych.

Tabela. 1.
Warto$ci parametrow opisowych dla cech diagnostycznych
Cechy
Parametr
X X; Xy X Xig Xy Xy

Srednia arytmetyczna 0,47 0,63 0,32 0,47 20,90 | 47,69 | 10,14
Mediana 0,50 0,64 0,16 0,40 19,35 | 48,00 | 9,95
Mediana Webera 0,42 0,62 0,30 0,45 20,12 | 48,13 | 9,95
Odchylenie standardowe 0,18 0,13 0,23 0,18 3,35 8,40 3,12
Medianowe odchylenie 0,10 | 0,10 | 003 | 007 | 1,55 | 7,50 | 1,40
bezwzgledne

Klasyczny wspotczynnik

. g 39,25 | 20,47 | 72,41 | 39,60 16,05 | 17,61 | 30,76
zmiennosci (%)

Pozycyjny wspotczynnik
zmiennosci (%)

Wspotczynnik waznosci'? (%) 16,62 8,67 | 30,66 | 16,77 6,80 7,46 13,03
Sko$nos¢ -0,35 -0,35 0,57 0,48 0,55 0,20 | -0,65

19.98 | 16,08 | 18,65 | 18,59 8,01 15,63 | 14,07

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Analizujac uzyskane wyniki mozna zauwazy¢, ze réznice migdzy Srednimi aryt-
metycznymi a medianami sg raczej nieduze. Zazwyczaj wartos¢ odchylenia standar-
dowego jest wyzsza od warto$ci bezwzglednego odchylenia medianowego — taka tez

11 Tamze, str. 272.

12 Wspotczynnik waznos$ci wyznaczono wedlug wzoru: W = , gdzie V; to wspotczynnik

V;
5

zmiennoS$ci obliczony wedtug wzoru (1). j=
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sytuacj¢ mozna zaobserwowac w przypadku wszystkich cech. Cechy wykazuja takze
silng zmienno$¢. Najwicksza zmiennoscig (w ujeciu klasycznym) — a tym samym
i waznoscig — charakteryzuje si¢ cecha Xj;. Najnizsze zréznicowanie i najstabsza
wazno$¢ wykazuje cecha Xiz. Cechy: X,, X3, X4, X7, Xj3 uznano za destymulanty
i przeksztalcono w stymulanty!3.

4. WYNIKI BADANIA

W tabeli 2 zaprezentowano uporzadkowania wojewodztw Polski, metodami: kla-
syczng i pozycyjna, pod wzgledem jakosci zycia mieszkancow.

Tabela 2.
Uporzadkowania wojewddztw Polski pod wzgledem jakoSci zycia mieszkancow
) Metoda Hellwiga Metoda pozycyjna
Wojewddztwo — - — -
warto$¢ miernika pozycja warto$¢ miernika pozycja

dolnoslaskie 0,061 16 0,236 13
kujawsko-pomorskie 0,426 8 0,592

lubelskie 0,540 4 0,528

lubuskie 0,383 9 0,615 4
todzkie 0,092 15 0,108 16
malopolskie 0,440 7 0,383 9
mazowieckie 0,702 2 0,756 2
opolskie 0,752 1 0,814 1
podkarpackie 0,616 3 0,403 8
podlaskie 0,538 5 0,513 7
pomorskie 0,212 14 0,346 10
slaskie 0,326 11 0,248 12
$wigtokrzyskie 0,350 10 0,227 15
warminsko-mazurskie 0,290 12 0,236 14
wielkopolskie 0,525 6 0,621 3
zachodniopomorskie 0,223 13 0,307 11

Zrodto: opracowanie wilasne.

13 Przeksztalcenia destymulant w stymulanty dokonano wedlug wzoru: x,j = bx, - Cechy o nume-
rach 2, 3, 4, 7 zostaly uznane za destymulanty, poniewaz ich warto$ci przedstawione sa jako wartosci
miernikow, w przypadku ktorych nizsza warto$¢ $wiadczy o wyzszym stopniu zaspokajania potrzeb
w danym obszarze (por. Diagnoza Spoteczna 2011, str. 129).
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Wyniki uzyskane za pomocg obu metod wykazujg pewne roznice dotyczace war-
tosci miernikdw oraz miejsc zajmowanych przez wojewodztwa w poszczegdlnych
porzadkowaniach. Zalezno$¢ pomiedzy warto§ciami miernikow, wyrazona wartoscia
wspoblczynnika korelacji liniowej Pearsona, jest bardzo silna (wartos¢ tego wspot-
czynnika wynosi 0,975). Badajac zgodno$¢ wynikow liniowego porzadkowania woje-
wodztw wedtlug miernika klasycznego i pozycyjnego, przyjmujac za podstawe pozycje
wojewodztw, otrzymano warto$¢ wspoOtczynnika korelacji r Kendalla'4, wynoszacg
0,567. Jest to warto$¢, ktora §wiadczy o dos¢ silnej zgodnosci obu uporzadkowan.
Dwa wojewodztwa — opolskie i mazowieckie — zajmuja w obu porzadkowaniach t¢
samg lokatg, odpowiednio pierwsza i druga. Kolejnymi obiektami o bardzo zblizo-
nych miejscach w porzagdkowaniach sg wojewodztwa: todzkie, §laskie, matopolskie,
warminsko-mazurskie i zachodniopomorskie. Najwigksza réznica w miejscach zaj-
mowanych w uporzadkowaniach dotyczy wojewodztw: lubuskiego, podkarpackiego
i $wietokrzyskiego. Graficzng prezentacje¢ rozktadow wartosci obu miernikow w for-
mie wykresow typu ,,pudetko z wasami” zamieszczono na rys. 1.
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Rysunek. 1. Poréwnanie rozktadow miernikow: klasycznego i pozycyjnego
w badaniu jakoS$ci zycia w wojewodztwach Polski

Zrodto: opracowanie wlasne.

14 Wspotezynnik ¢ Kendalla wyraza skorelowanie cech mierzonych na skali porzgdkowej, przyj-
muje wartosci z przedziatu [71;1], warto$¢ 1 oznacza pelna zgodno$¢ uporzadkowan, wartos¢ —1 — petna
ich przeciwstawnos$¢ (por. Walesiak, 1993).
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Na podstawie rys. 1 mozna stwierdzi¢, ze warto$ci obu miernikéw charakteryzuja
si¢ zblizong zmiennoscia. W przypadku miernika pozycyjnego mozna zauwazy¢ staba
asymetri¢ prawostronng, natomiast miernik klasyczny charakteryzuje si¢ brakiem asy-
metrii. Graficzna prezentacja wartosci miernikow dla poszczegdlnych wojewodztw
zostata przedstawiona na rys. 2.
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warminsko-
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Oklasyczny M pozycyjny

Rysunek. 2. Warto$ci miernikéw dla poszczegdlnych wojewodztw

Zrodto: opracowanie wiasne.

W obu porzadkowaniach wojewodztwo opolskie zajmuje pierwsza lokate. Ta
najwyzsza pozycja wynika z korzystnych wartosci, w poréwnaniu do $rednich ogol-
nych, cech odnoszacych si¢ do poziomu zaspokajania potrzeb gospodarstw domowych
w zakresie: wyzywienia, warunkow mieszkaniowych, uczestnictwa w kulturze oraz
procentu gospodarstw domowych, ktore zrezygnowaty z rehabilitacji. W wojewddz-
twie opolskim zanotowano takze najwyzszy oczekiwany procentowy wzrost dochodu
w 2011. Natomiast wojewodztwo 16dzkie w obu porzadkowaniach zajeto ostatnie lub
przedostatnie miejsce. Ta sytuacja zwigzana jest z bardzo niskim poziomem zaspo-
kajania potrzeb gospodarstw domowych w wigkszosci obszaréw zycia przyjetych
w badaniu, czyli: wyzywienia, zasobnosci materialnej oraz uczestnictwa w kulturze.
W wojewddztwie todzkim zanotowano najwyzszy odsetek gospodarstw domowych,
ktore — z powoddw finansowych — zrezygnowaty z rehabilitacji.

Analizujac wyniki uzyskane w przeprowadzonym badaniu jakosci zycia miesz-
kancow Polski w ujeciu wojewddztw, zauwaza si¢ pewna zgodno$¢ z ogdlnym
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wskaznikiem jakosci zycia w latach 2005-2011 w przekroju wojewodzkim zawartym
w Diagnozie Spotecznej 2011. Zgodnie z tym wskaznikiem wojewodztwo opolskie
zajmowato wysokie lokaty w rankingach (trzecie miejsce w latach 2005 i 2007, dru-
gie — w roku 2009 oraz szoste — w roku 2011). Natomiast wojewodztwo 1ddzkie
plasowato si¢ na jednych z nizszych pozycji (miejsca: 11 — w latach 2011 i 2007, 12
— w roku 2009 oraz 13 — w roku 2005).

5. PODSUMOWANIE

Celem badania byto wskazanie roli miar pozycyjnych na réznych etapach linio-
wego porzadkowania obiektow wielocechowych. Miary pozycyjne moga by¢ stoso-
wane na kazdym etapie liniowego porzadkowania obiektow, poczawszy od badania
zmiennosci cech, przez przeksztalcenia normalizacyjne, budowe syntetycznej miary po
ocene jakosci klasyfikacji opartej na liniowym porzadkowaniu. Wykorzystanie podej-
$cia pozycyjnego jest uzasadnione w sytuacji, gdy w zbiorze cech diagnostycznych
wystepuja cechy charakteryzujace si¢ silng asymetria lub wystgpowaniem wartosci
nietypowych. Na etapie doboru cech, stosujac metod¢ parametryczng, zastosowanie
znajduje mediana, ktora zastgpuje sume elementéw kolumny (lub wiersza) w macie-
rzy wspolczynnikow korelacji. Pozwala to osiggna¢ znaczne uodpornienie analizy na
zaklocenia wywolane obserwacjami odstajgcymi. Kolejnym etapem liniowego porzad-
kowania obiektow jest normalizacja cech, gdzie zastosowanie znajduje nie tylko
mediana klasyczna, ale takze jej wielowymiarowe uogolnienie — mediana Webera.
Mediane Webera wykorzystuje si¢ takze w ostatnim etapie liniowego porzadkowania,
gdzie odgrywa ona wazna role w ocenie efektywnos$ci roznych metod klasyfikacji'>.
Wykorzystanie wybranych miar pozycyjnych w porzadkowaniu liniowym zostato
zilustrowane badaniem dotyczacym jakosci zycia mieszkancow wojewddztw Polski.
W porzadkowaniach w ujeciu klasycznym i pozycyjnym zaobserwowano zbieznosci
wyrazajace si¢ m.in. wysoka wartos$cig wspotczynnika korelacji T Kendalla. Nieliczne
wojewodztwa zajmuja te same miejsca w obu porzadkowaniach, sa rowniez takie
obiekty, ktorych pozycje r6znig si¢ znaczaco.

Wykorzystanie miar pozycyjnych, w tym takze mediany Webera, pozwala nie
tylko zniwelowa¢ zakltocajacy wptyw obserwacji odstajacych, ale ma t¢ zalete, ze
réwniez w catym procesie badawczym traktuje zbior cech diagnostycznych jako jedng
catosé.

Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny

15 Wykorzystanie mediany Webera na etapie oceny réznych metod klasyfikacji mozna znalezé
w pracach: Sompolska-Rzechuta (2012a) i Sompolska-Rzechuta (2012b).
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ZASTOSOWANIE MIAR POZYCYJNYCH DO PORZADKOWANIA LINIOWEGO
WOJEWODZTW POLSKI ZE WZGLEDU NA POZIOM JAKOSCI ZYCIA

Streszczenie

Celem rozwazan jest wskazanie roli miar pozycyjnych na réznych etapach liniowego porzadkowania
obiektow wielocechowych. Zwrdcono uwage na wykorzystanie takich miar pozycyjnych, jak: pozycyjny
wspolezynnik zmienno$ci, oparty na medianowym odchyleniu bezwzglednym oraz mediana Webera,
ktora jest wielowymiarowym uogoélnieniem mediany. Pozycyjne miary znajduja zastosowanie w sytuacji,
gdy w zbiorze cech diagnostycznych wystepuja cechy charakteryzujace si¢ silng asymetrig lub wyste-
powaniem wartosci nietypowych. Miary pozycyjne moga by¢ stosowane na kazdym etapie liniowego
porzadkowania obiektéw, pozwalaja zniwelowaé zaklocajacy wptyw obserwacji odstajacych, a zastoso-
wanie mediany Webera, pozwala w catym procesie badawczym traktowac zbidr cech diagnostycznych
jako jedna cato$¢. Przeprowadzone badanie empiryczne dotyczylo oceny jako$ci zycia mieszkancow
wojewodztw Polski, na podstawie informacji zawartych w Diagnozie Spotecznej 2011.

Stowa kluczowe: miary pozycyjne, liniowe porzagdkowanie obiektow, jako$¢ zycia

THE USE OF POSITIONAL MEASURES IN LINEAR ORDERING OF VOIVODESHIPS
IN POLAND IN TERMS OF QUALITY OF LIFE

Abstract

The paper presents the role of the chosen positional measures at different stages of linear ordering.
The work shows the application of this positional measures, such as: position coefficient of variation,
based on median absolute deviation and Weber’s median as the multidimensional generalization of
median. The positional measures are used in the situation when in the diagnostic variables are asym-
metric or in the diagnostic set has atypical values. The positional measures can be used at the every
stages of linear ordering. Using a method based on the Weber’s median helps to eliminate the distorting
effect of outliers, the set of diagnostic features was treated as a whole. The conducted empirical analysis
concerned the assessment of quality of life of inhabitants in voivodeships of Poland, on the basis of the
information contained in the Social Diagnosis 2011.

Keywords: positional measures, linear ordering of objects, quality of life
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POLSCY STATYSTYCY I MATEMATYCY

PROFESOR ZpzIstAW HELLWIG!

1925-2013

W dniu 8 listopada 2013 roku pozegnali§my z wielkim Zalem Naszego Drogiego
Mistrza i Nauczyciela Profesora Zdzistawa Hellwiga. Odszedt od nas na zawsze.

W dniu 8 listopada 2013 r. na uroczystym posiedzeniu Senatu Uniwersytetu
Ekonomicznego we Wroctawiu spotecznos¢ akademicka uczcita pami¢¢ Profesora
Zdzistawa Hellwiga jednego z najwigkszych polskich autorytetow naukowych
w dziedzinie statystyki i ekonometrii, Czlowiek wielkiego umysthu i serca, wspaniaty
dydaktyk, sylwetke Profesora przedstawit JM Rektor prof. Andrzej Gospodarowicz,
ze wspomnieniami wystgpili przyjaciele Profesora: prof. Stanistawa Bartosiewicz
i prof. Maria Cies$lak, uczniowie prof. Walenty Ostasiewicz, prof. Jerzy Korczak,
prof. Czestaw Domanski (z Uniwersytetu L.odzkiego) oraz wspotpracownik Profesora

1 Tekst jest przedrukiem z publikacji pt. Pigédziesigt lat w stuzbie dla rozwoju polskiej statystyki,

ekonometrii i matematyki, Ksiega Jubileuszowa Konferencji Statystykow, Ekonometrykow i Matema-
tykéw Polski Potudniowej, K. Jajuga, J. Pociecha, M. Walesiak (red.), Wydawnictwo Uniwersytetu
Ekonomicznego we Wroctawiu, Wroctaw 2014.
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— prof. Andrzej Barczak (z Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach). Odczytano
takze listy kondolencyjne.

Profesor Zdzistaw Henryk Hellwig urodzit si¢ 26 maja 1925 roku w Dokszycach,
matym miescie na terenie Wilenszczyzny, ktora od 1922 roku do 1939 roku nalezata
do Polski. Po utworzeniu w 1940 roku litewskiej republiki ZSRR, Wilno stato si¢ jej
stolicg. W Wilnie, w 1941 roku Profesor Zdzistaw Hellwig uzyskat tzw. matg mature
w gimnazjum im. Kréla Augusta. Po uzyskaniu tej matury przez trzy lata pracowat
jako zastepca ksiggowego w majatku panstwowym w Dokszycach.

W 1944 r. wstapit do partyzantki. Jako zolierz IV Brygady Utanéw Armii Krajo-
wej — utan zwiadu konnego, brat udziat w zdobywaniu Wilna. W styczniu 1945 roku,
za uchylanie si¢ od wstgpienia do Armii Berlinga zostat wywieziony do kopalni wegla
w Donbasie. W listopadzie tego samego roku powrocit w swe rodzinne strony, ktore
nie nalezaty juz do Polski lecz do ZSRR. W 1946 roku repatriowal si¢ do Polski na
tzw. Ziemie Odzyskane, a doktadniej, do Wroctawia.

W czerwcu 1947 roku uzyskat $wiadectwo dojrzatosci Liceum Ogolnoksztat-
cacego dla dorostych. W tym samym roku rozpoczat studia w Wyzszej Szkole
Handlowej (WSH). W 1952 roku na SGPIS w Warszawie na Wydziale Handlu
uzyskat tytul magistra ekonomii. Z poczatkiem roku akademickiego 1953/54 na
wniosek Kierownika Katedry Statystyki prof. Jana Falewicza mgr Zdzistaw Hell-
wig petnil w Katedrze obowigzki samodzielnego pracownika naukowego. W 1958
roku obronit pracg kandydacka (doktorska) pt. ,,Regresja liniowa i jej zastosowania
w ekonomii”.

Po uzyskaniu stopnia doktora otrzymat stypendium British Council i wyjechal na
staz naukowy do Londynu i Cambridge. Podczas pobytu w Anglii prowadzit bada-
nia naukowe pod kierunkiem sir Richarda Stone’a, pozniejszego laureata Nagrody
Krélewskiego Banku Szwecji w naukach ekonomicznych ku pamieci Alfreda Nobla
w dziedzinie ekonomii oraz przygotowal rozprawg¢ habilitacyjng pod tytutem:
,Przyczynek do teorii regresji”’. Na podstawie oceny ogdlnego dorobku naukowego
i przedtozonej rozprawy habilitacyjnej w 1962 roku uzyskat na Wydziale Finansow
i Statystyki na SGPiS stopien doktora habilitowanego. W tym samym roku uzyskat
nominacje na docenta i zostal powotany na kierownika Katedry Statystyki w Wyzszej
Szkole Ekonomicznej (WSE) we Wroctawiu. W 1967 roku zostal profesorem nadzwy-
czajnym, za$ w 1973 roku profesorem zwyczajnym.

W 1962 r. profesor Zdzistaw Hellwig zostal mianowany Kierownikiem Katedry
Statystyki. Funkcj¢ t¢ pelnit do momentu przejscia na emeryture tj. do 1995 r.

Réwnoczesnie w latach 1969—1995 Profesor byt dyrektorem Instytutu Rachunku
Ekonomicznego, a nastgpnie po reorganizacji Instytutu Cybernetyki Ekonomiczne;j.

Przez trzy kadencje (1962-1965, 1968—-1970,1979-1981) sprawowal funkcje pro-
rektora ds. nauki.

W latach 1968-1974 byl zagranicznym ekspertem UNESCO w Paryzu. Ponadto
wyktadat w Nigerii na Uniwersytecie w Ibadanie oraz w Japonii na Tohoku Univer-
Sity.
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Wsrod wielu nagrod, ktore otrzymat Profesor Zdzistaw Hellwig wymieni¢ nalezy
prestizowa Nagrode Prezesa Rady Ministrow za wybitny dorobek naukowy, przy-
znang w 1996r., oraz doktoraty honoris causa Akademii Ekonomicznej w Krakowie
(w 1985 r.) i Wyzszej Szkoty Ekonomicznej w Pradze (w 1994 r.) w uznaniu zashug
naukowych dla rozwoju ekonomii i kontaktow migdzynarodowych w nauce.

W uznaniu wieloletnich dokonan w zakresie pracy naukowej i dydaktycznej,
osobistego zaangazowania w prace organizacji akademickich oraz dziatan na rzecz
instytucji o charakterze krajowym i migdzynarodowym Uniwersytet Ekonomiczny we
Wroctawiu przyznat Profesorowi Zdzistawowi Hellwigowi nagrode¢ Krysztalowego
Alumnusa za catoksztatt dokonan zyciowych.

Profesor otrzymat rowniez wiele nagrod i odznaczen panstwowych, a wsrod nich
Krzyz Kawalerski, Oficerski i Komandorski Orderu Odrodzenia Polski.

Dorobek naukowy profesora obejmuje kilkaset prac z dziedziny teorii i zastoso-
wan metod ilosciowych w ekonomii.

Juz w 1959 r. wydat ksiazke pt. Elementy rachunku prawdopodobienstwa i staty-
styki matematycznej, ktora stala si¢ podstawowym podrecznikiem dla wielu pokolen
ekonomistow. O jego popularnosci swiadczy to, ze doczekat si¢ az 13 wydan.

Wazna pozycje w dorobku naukowym Profesora obok Regresji liniowej i jej
zastosowania w ekonomii stanowita Aproksymacja stochastyczna wydana w 1965 r.
Wprowadzone w tej pracy poj¢cia zmiennej losowej dystansowej oraz widma i §ladu
rozktadu zmiennej losowej stanowity inspiracje dla badan naukowych nie tylko mto-
dych pracownikow Katedry, ale rowniez pracownikéw innych uczelni.

Z jego inicjatywy i pod jego redakcja powstawaly cieszace si¢ uznaniem prace
zbiorowe m.in.: Automatyczne przetwarzanie informacji (1971), Maszyny cyfrowe
i ich zastosowanie (1975) czy Elementy rachunku ekonomicznego (1976). Ksigzki te
byly wielokrotnie wznawiane, stanowity bowiem podstawowe zrddlo wiedzy na temat
maszyn cyfrowych z ktorego korzystano w catym kraju.

Za najbardziej znaczace osiaggnigcie naukowe, dydaktyczne i organizacyjne
o zasiegu krajowym, mozna uzna¢ niewatpliwie to co dzisiaj nazywa si¢ komputery-
zacja. Stowo ,.komputer” wowczas jeszcze nie istniato, uzywano okreslenia maszyny
cyfrowe, Profesor sugerowat nawet stowo arele-arytmometr elektroniczny.

Na poczatku lat szes¢dziesigtych ubiegltego wieku dzigki inicjatywie i niezwyklym
umiejetno$ciom organizatorskim Profesora Zdzistawa Hellwiga przy Katedrze Staty-
styki powstal osrodek obliczeniowy, w ktérym zostat zainstalowany komputer Odra
1003, zwany elektroniczng maszyna cyfrowa. W osrodku tym nie tylko prowadzono
badania naukowe w zakresie elektronicznej techniki obliczeniowej, ale rowniez tema-
tyka ta objeto nauczanie studentéw i szkolenia w zaktadach przemystowych. W pro-
gramie nauczania studentow byly niemal wszystkie wazne jezyki programowania.
Studenci zdobywali nie tylko teoretyczna wiedzg o komputerach, ale takze praktyczne
umiejgtno$ci w programowaniu komputerow.

W bogatym dorobku naukowym Profesora znajdujg si¢ liczne prace obejmujace
zagadnienia rozpatrywane w takich obszarach badawczych, jak:
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— modelowanie rozwoju spoteczno-gospodarczego,
— prognozowanie gospodarcze,
— wielowymiarowa analiza pordbwnawcza i taksonometria.

Podstawowym problemem, ktory pojawiat si¢ we wszystkich pracach Profesora
z zakresu modelowania ekonometrycznego byta istota modelu ekonometrycznego,
sposob jego konstrukcji, ocena jego jakosci i interpretacja tego modelu. Profesor
Z. Hellwig zwracatl uwage na problem duzej liczby zmiennych w modelu ekonome-
trycznym 1 jako pierwszy w Polsce zajat si¢ doborem zmiennych do modelu.

W tym nurcie badan na uwage zastuguje podrgcznik pt. Zarys ekonometrii, ktory
powstat z inicjatywy i pod redakcja naukowa Profesora.

Badania zwigzane z prognozowaniem gospodarczym, zapoczatkowane w latach
siedemdziesigtych XX w. sg nadal kontynuowane i rozwijane. Zaproponowana przez
Profesora metoda trendu pelzajacego stanowi jedng z powszechnie stosowanych
metod wygtadzania i prognozowania szeregow czasowych.

Najwieksze osiagniecia naukowe Profesora dotycza metod taksonomicznych
i metod wielowymiarowej analizy poréwnawczej. Sg one znane nie tylko w Polsce,
ale zyskaty rozgltos migdzynarodowy. W pracach tych Profesor zwracat uwage na
realne mozliwosci zastosowania taksonomicznych metod porzadkowania liniowego
do zagadnien gospodarczych. Zaproponowane przez niego: miara syntetyczna, oparta
na koncepcji ,,wzorca rozwoju” zwana powszechnie ,,miarg rozwoju gospodarczego
Hellwiga” oraz algorytm grupowania obiektow na wzglednie jednorodne podzbiory
czy podziat cech z punktu widzenia rodzaju preferencji na stymulanty i destymulanty
stanowily inspiracje dla badan naukowych wielu naukowcow w réznych osrodkach
naukowych Polski.

Wprowadzone przez Profesora do polskiej literatury statystycznej pojecia miary
rozwoju 1 wzorca rozwoju oraz Sciezki rozwoju czy optymalnej trajektorii rozwoju,
agregatu i jego potencjatu informacyjnego stale sa wykorzystywane w badaniach
prowadzonych przez naukowcow i praktykdw reprezentujacych rézne dyscypliny
naukowe.

Profesor Zdzistaw Hellwig byt réwniez inspiratorem badan naukowych w zakresie
statystyki ubezpieczeniowej. Widzial bowiem ogromng potrzebe zastosowan rachunku
prawdopodobienstwa, statystyki matematycznej, teorii procesow losowych i demogra-
fii do oceny ryzyka ubezpieczeniowego, zarowno w zakresie ubezpieczen zyciowych,
jak i gospodarczych. Badania naukowe w zakresie ubezpieczen zainicjowat Profesor
Zdzistaw Hellwig na poczatku lat dziewigédziesiatych ubiegtego wieku. Rezultatem
badan z zakresu matematyki aktuarialnej i metod szacowania ryzyka ubezpiecze-
niowego prowadzonych w Katedrze Statystyki i Cybernetyki Ekonomicznej byty
pierwsze w Polsce publikacje, dzigki ktorym Akademia Ekonomiczna we Wroctawiu
znalazta sie w czotéwce uczelni ekonomicznych w Polsce zajmujacych si¢ badaniami
z tego obszaru badawczego.

Profesor Zdzistaw Hellwig byt prekursorem badan w dziedzinie okreslanej mia-
nem rozwoju zréwnowazonego, dziedzinie ktéra jest obecnie przedmiotem zaintere-
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sowan nie tylko $wiata nauki, przedstawicieli $wiata biznesu i polityki. Jego praca
z 1963 roku o przewidywaniu zjawisk gospodarczych stata si¢ podstawa opracowania
wyjatkowego dzieta o kryptonimie ALERT a begdacego systemem wczesnego ostrze-
gania dla gospodarki narodowej. Badania z tego zakresu byty i sg nadal przedmiotem
zainteresowan wielu naukowcow stanowigc przedmiot przygotowywanych rozpraw
doktorskich i monografii habilitacyjnych. Juz w 1981 roku Profesor opublikowat dwie
prace dotyczace zagadnien rozwoju zrbwnowazonego, a mianowicie: Zjawisko oscyla-
¢ji w przyspieszonym rozwoju gospodarczym oraz Rownowaga ekonomiczna. Pojecia
i kontrowersje. Za kontynuacj¢ badan w tym zakresie mozna uzna¢ zorganizowang
przez pracownikow Katedry Statystyki UE we Wroctawiu w 2012r. konferencj¢ na
temat: Jako$¢ zycia a zrbwnowazony rozwoj.

Moéwiac o dorobku naukowym Profesora Zdzistawa Hellwiga nalezy podkresli¢
rowniez Jego zaangazowanie wydawnicze. Poczatkowo byt sekretarzem redakcji
Zeszytow Naukowych WSE a nastgpnie redaktorem naczelnym. Inicjowal publiko-
wanie licznych prac zbiorowych, ktorych byt redaktorem naukowym. Profesor Zdzi-
staw Hellwig byt pomystodawca i gldéwnym organizatorem dzisiejszego czasopisma
Badania Operacyjne i Decyzje, wydawanego wspodlnie przez nasz Uniwersytet Eko-
nomiczny we Wroctawiu i Politechnike Wroctawska. Dzieto edytorskie Profesora jest
kontynuowane w Katedrze Statystyki.

Trudno znalez¢ kogokolwiek doréwnujacego Profesorowi w jego umiejgtnosciach
organizatorskich. Z Jego inicjatywy nawigzano i poglgbiano kontakty i wspodtprace
z wieloma uczelniami nie tylko w kraju, ale rowniez za granicg. Dzigki wspolpracy
naukowej z Katedrami Statystyki na uczelniach ekonomicznych w Krakowie i Kato-
wicach oraz wzajemnej przyjazni trzech wielkich osobisto$ci z polskiej czotowki
w zakresie nauk ilosciowych, tzn. profesoréw Z. Pawlowskiego, K. Zajaca i Z. Hell-
wiga, w 1964 roku zainicjowane zostaly spotkania naukowe nazywane Konferencja
Polski Potudniowej, a od roku 1997 majacej swe logo SEMPP.

Zainicjowane przez Profesora kontakty naukowe z Uniwersytetem w Marburgu
oraz z Wyzsza Szkota Ekonomiczna w Pradze, sa nadal kontynuowane w Katedrze
Statystyki. Renome¢ dowolnej Uczelni ksztaltuja profesorowie majacy dorobek
naukowy, majacy tez wizje rozwoju badan naukowych i ksztatcenia studentéw oraz
umiejacy wciela¢ je w zycie. Ksztatt dzisiejszego Uniwersytetu Ekonomicznego
we Wroclawiu i jego znaczenie w Srodowisku naukowym w Polsce i za granica to
w duzej mierze zasluga Profesora Hellwiga i jego uczniéw. Trzech Rektorow tej
uczelni to bezposredni wychowankowie Profesora, byt bowiem promotorem ich prac
doktorskich a takze opiekunem naukowym rozpraw habilitacyjnych.

Prof. Zdzistaw Hellwig nalezy do nielicznego grona najwybitniejszych uczonych
ekonomistow w Polsce. Byt znakomitym dydaktykiem cenionym przez miodziez
akademicka oraz Mistrzem dla pracownikdéw naukowych, wielkim autorytetem nauko-
wym i moralnym. Profesor wypromowal trzydziestu czterech doktorow, byt opieku-
nem naukowym kilkunastu habilitantéw, z ktdrych wigkszo$¢ uzyskata tytut profesora
nauk ekonomicznych. Przez ponad dwadzie$cia lat byt cztonkiem Centralnej Komisji
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Kwalifikacyjnej ds. Kadr Naukowych. Jego kompetentne recenzje i oceny wnioskow
awansowych byty bardzo cenione przez srodowisko ekonomistow polskich.

Profesor Hellwig odznaczat si¢ niezwykla serdecznos$cia i zyczliwoscia w stosunku
do studentow i1 wspotpracownikow. Zawsze znalazt czas by udzieli¢ wskazéwek, czy
pomoéc w rozwigzywaniu trudnych problemow naukowych. Doskonale wiedzial jak
wazna 1 nie tylko przydatna, ale wrecz konieczna w badaniach naukowych jest zna-
jomos¢ jezykow obcych, wymagat zatem od asystentow zatrudnianych w Katedrze,
aby poszerzali swojg wiedzg w tym zakresie poprzez obowigzkowy udziat w zajeciach
prowadzonych przez lektorow Studium Jezykéw Obcych. Interesowat si¢ wieloma
dziedzinami wiedzy, w szczego6lnosci historig i geografia oraz w ostatnich latach zycia
astrofizyka. Byl wielkim erudyta i znakomitym gawedziarzem skupiajgc wokot siebie
tych, ktérzy chetnie czerpali z Jego szerokiej wiedzy i do§wiadczenia.

Byt cztowiekiem o niezwyklej osobowosci, ktora nie tylko inspirowala i motywo-
wala mlodych pracownikow nauki do poszukiwan i podejmowania wyzwan w bada-
niach naukowych, ale rowniez dbat o integracje srodowiska naukowego zaréwno na
gruncie naukowym jak i towarzyskim, tak by Jego wspolpracownicy tworzyli jedna
wzajemnie pomagajaca sobie i wspierajaca si¢ Rodzine.

Lista wazniejszych publikacji na temat roli jakg w rozwoju Uniwersytetu Ekono-
micznego we Wroclawiu odegral Profesor Zdzistaw Hellwig (chronologicznie):

1. Bukietynski W., Cieslak M., Smoluk A., Profesor Zdzistaw Hellwig, ,,Przeglad
Statystyczny”, 4, 1976.

2. Rutkiewicz 1., Akademia Ekonomiczna imienia Oskara Langego we Wroctawiu
w 40-leciu Polski Ludowej, wyd. AE Wroctaw, 1986.

3. Kolupa M., Sylwetka naukowa profesora zwyczajnego dr. hab. Zdzistawa Hell-
wiga, ,,Przeglad Statystyczny” zeszyt 1, 1994.

4. Gospodarowicz A., Ostasiewicz W., Siedlecka U., Problemy przeksztalcen gospo-
darki w pracach Zdzistawa Hellwiga, Prace Naukowe AE we Wroctawiu nr 7006,
1995.

5. Bartosiewicz S., Ostasiewicz W., School of quantitative methods, ,,Argumenta
Oeconomica”, 1(4), 1997.

6. Zelias A. (red.), Statystycy i ekonometrycy polscy, ABSOLWENT, Lo6dz, 1997.

7. Profesor Zdzistaw Hellwig Jubileusz 50-lecia pracy naukowej i dydaktycznej,
Raport Techniczny Katedry Statystyki i Cybernetyki Ekonomicznej, 1999.

8. Hellwig Z., Metody ilosciowe w ekonomii. Pisma wybrane, Wyd. AE, Wroctaw
1999.

9. Ostasiewicz W. (red.) Katedra Statystyki Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu
1950-2000, Wyd. AE, Wroctaw 2000.

10. Zelias A. (red.), Statystycy i ekonometrycy polscy, PWE, Warszawa 2003.
11. Profesor Zdzistaw Henryk Hellwig, Raport Techniczny Nr 42 Katedry Statystyki
i Cybernetyki Ekonomicznej, Wroctaw, 2005.
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12. Ostasiewicz W., Celebrating statistics — Conference in Honor of Professor
Zdzistaw H. Hellwig on the Occasion of his 80th birthday, ,,Statistics in Transi-
tion”, vol. 7, nr 1, 2005.

13. Bartosiewicz S., Ekonometria wroctawska, Wyd. AE, Wroctaw, 2007.

14. Huminski J. (red.), Ksiega 60-lecia Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu, Wyd.
AE, Wroctaw 2007.

15. Ostasiewicz W. Uroczystos¢ 85. Urodzin Profesora Hellwiga, ,,Kwartalnik Staty-
styczny” 2011, nr 1-2.

16. Rusnak Z. (red.) Katedra Statystyki Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu
2000-2012, Wyd. UE we Wroctawiu, Wroctaw 2012.
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2 Zdjecie Profesora Zdzistawa Hellwiga zrobione w 2012 1. przez Z. Rusnak
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ZDZISEAW HENRYK HELLWIG — UCZONY I CZLOWIEK

W 1961 roku, w katastrofie lotniczej, zginat szwedzki polityk — sekretarz ONZ
— Dag Hammarskjold. Media swiatowe przypomnialy wtedy wypowiedz jego matki
— Przy narodzinach twoich wszyscy sie radowali, a jedynie ty plakates. Zyj tak, by po
twej smierci tys si¢ cieszyl, a inni plakali. Stowa te okazaly si¢ prorocze. Przy jego
zwlokach znaleziono ksigzeczke Tomasza a Kampis De Imitatione Christi — O nasla-
dowaniu Chrystusa, Swiat za$§ posmiertnie uhonorowat go pokojowa nagroda Nobla.
Btogostawieni pokoj czynigcy. Zdzistaw Hellwig urodzit si¢ 26 maja 1925 roku
w Dokszycach — na dalekich kresach poinocno-wschodnich II Rzeczpospolitej. Jego
matka — nauczycielka — dbala o syna do swej pdznej starosci, gdy byt juz osobg znang
1 szanowana. Wierzyl w przeznaczenie, konieczno$ci nie unikniesz przy najwiekszych
wysitkach. Ananke to pot¢zna pani, ktorej wyrokow bali si¢ nawet bogowie. Co
jest konieczne, to zawsze si¢ stanie. Wszystko co juz si¢ wydarzylo bylo wlasnie
konieczne. Wszelkie gdybanie jest tylko mozliwo$cig — intelektualng rozrywka pole-
gajaca na tworzeniu hipotez i scenariuszy. W srodowisku wroctawskim Hellwig zaini-
cjowat badania nad teorig prognozy ekonomicznej. Prognoza naukowa jest wnioskiem
z prawa nauki. Jesli nie znamy praw nauki, wtedy si¢ je aproksymuje — buduje modele.
Z natury byt socjalistg — jak kazdy uczciwy intelektualista. Kazda praca, na ktora jest
zapotrzebowanie, jest potrzebna; kazda pensja — ptaca za prace — ma by¢ maksymalna,
generuje j3 stan rownowagi na rynku pracy. To rownowaga rynkowa okre$la poziom
ptac — nie decyzje rzadu, czy dyktat zwigzkéw zawodowych.

Wspotpracownikow karcit, strofowat, lecz nigdy nie karat. Surowoscia pokrywat
wrodzong ojcowska dobro¢. Miat naturalny dar dominacji. Zdarzylo si¢, ze wrzucit
maszynopis do kosza po to jedynie, by zdopingowac poczatkujacego adepta nauki.
Wszak celem nauki jest doskonalo$¢. Ten gest teatralny testowat osobowos¢, upor
w dazeniu do celu i miat przyczyni¢ si¢ do wzrostu poczucia wiasnej wartosci. Na
koncu zawsze byla zgoda i dobry kompromis — osiggano rownowage. Nie narzucat
swej woli, swych rozwigzan; chcial tylko by nowa rzecz sama si¢ bronita logika
wewnetrzng, pigknem formalnym oraz zastosowaniami. Pracownicy mieli wigc cal-
kowita swobod¢ badawcza zaréwno co do tematu jak i metody. Szukajcie prawdy
jasnego ptomienia, szukajcie nowych nieodkrytych drog. Te stowa Asnyka byly nie-
pisanym mottem jego zycia i pracy. Znaczenie i wielkos¢ odkrycia bardziej zalezy
od sposobu podejscia, uzytej metody, niz od samego problemu. Z rzeczy drobnych,
przez abstrakcje i uogdlnienie, powstaja nowe wielkie dziedziny nauki. Mogt suge-
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rowaé zadanie — czynit to rzadko, ale nigdy nie narzucal sposobu jego rozwigzania.
Wtlasciwo$¢ te nalezy uzna¢ za ceche charakterystyczng szkoty naukowej Hellwiga.
Troszczyt si¢ jednako o rozwdj naukowy i byt materialny swych mtodszych kolegow.
W 1984 roku w Marburgu odbywat si¢ wielki kongres Miedzynarodowego Instytutu
Statystycznego. Z polecenia Hellwiga zaproszono kilka osob z Polski. W czasie kon-
ferencji pogoda si¢ zalamala, byl to poczatek wrzesnia, zrobito si¢ zimno. Ktorys
z mtodych kolegéw, lekko ubrany, zwyczajnie byt zzigbniety. Hellwig wyjat z walizki
ciepta bawehiang podkoszulke i przymusit go do jej wlozenia. Takie zachowania,
w roznych odmianach, najlepiej charakteryzujg jego stosunek do ludzi i wspdlpra-
cownikow.

Lubit zycie towarzyskie i nocne Polakéw rozmowy. P6zna pora, gdy ciata wigdly
ze zmeczenia, zawsze mial zapas nadzwyczajny: paczke czekoladek, zotty ser lub
nawet zwykty chleb. Wzmacnial watte ciata, by ozywi¢ ducha. Cebion — to jego
ulubione stowo — od$wieza mézg, stymuluje, przynosi nowe i niezwykte mysli oraz
skojarzenia. Dla odprezenia, w wolnych chwilach malowat obrazy i pisat dydaktyczne
powiastki — apoftegmaty, ktére mozna uwazac za wyktad filozofii w przypowiesciach.
Nic co ludzkie nie byto mu obce. Grat dobrze w brydza, Iubit alkohole, jednak stronit
od luksusu i pokazowych wydatkéw. Bawit si¢ nawet w objasnianie kart — dziewczyny
to uwielbiaty. Czynno$¢ te pewnie traktowat jako irracjonalne uzupekienie prognozy
naukowej. Byl Ptolemeuszem i Cygankg zarazem. Z alchemii powstata chemia, chciat
kiedy$ by¢ chemikiem, z astrologii — astronomia i teoria prognozy, a takze — w czgsci
przynajmniej — futurologia. Wizje przysztosci maja walny wptyw na biezaca polityke,
kulture i edukacje.

Byl pierwszym kierownikiem katedry matematyki w Wyzszej Szkole Ekonomicz-
nej we Wroctawiu. Lubil matematyke i cenit jg jako podstawe i syntez¢ catej nauki.
Drazyt pojecie losowosci. Kiedy ciag zer i jedynek mozna uznaé za przypadkowy
jak btyski promieniowania kosmicznego na ekranie? Kiedy jest to prawidtowos¢?
Jak odrozniaé zjawiska regularne, systematyczne, od zdarzen przypadkowych? Wielki
Henri Poincaré faczyl to z ciagloscia, a Hellwig liczyl czgstotliwosci stow. Jezeli
dowolne stowo zer i jedynek pojawia si¢ w ciggu z dodatnia czgstotliwoscia, wtedy
taki cigg ma charakter losowy. Odpowiedz na to filozoficzne pytanie jest wazna,
a nawet bardzo wazna, z praktycznego punktu widzenia. Daje bowiem teoretyczng
podstawe do wnioskowania czy ciag katastrof lotniczych jest zjawiskiem naturalnym,
czy tez sa to planowane sabotaze. Czy pigkna Wenecja tonie w morzu, czy tez nie ma
podstaw do obaw, bo sg to naturalne, przypadkowe wahania poziomu wody. Propo-
nowat rézne miary zaleznosci zdarzen losowych.

W wieku juz dojrzatym, okoto pigc¢dziesiatki, nadrabiat zalegtosci muzyczne.
Staral si¢ bywaé systematycznie w operze i dla rozrywki, i ze wzgledéw dydaktycz-
nych — chciat zrozumie¢ drogi kultury europejskiej. Na jednym z obrazéw Chardina
chtopiec z uwaga §ledzi wirujacego baka. Nie jest to zabawa, raczej eksperyment
naukowy. Jego istotg jest rownowaga. Wir stabilizuje baka. Hellwig uwazal, ze jedy-
nym prawem przyrody jest prawo roéwnowagi. Inny wybitny Wroclawianin — profesor
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Jan Mozrzymas — zaszczyt ten dawat zasadzie symetrii. ROwnowaga, czyli symetria,
rzadzi $wiatem. Ruch jest skutkiem wybicia uktadu ze stanu réwnowagi. ROwnowaga
dynamiczna, rownowaga chwilowa, jest stanem posrednim w drodze do réwnowagi
absolutnej. To ukierunkowanie na rownowage globalng rodzi ruch. Najczestsza
odmiang tego ruchu jest wir. Wszystko si¢ kreci wokot hipotetycznego centrum, by
w nim spocza¢ na wieki. ROwnowaga jest podstawowym pojeciem ekonomii. Rowno-
waga ekonomiczna jest dwoista. Réwnowaga produkcyjna oznacza, ze ekonomia jest
dobrze zaprojektowanym zegarem, w ktorym wszystkie trybiki krecg si¢ bez zgrzy-
tow. Rownowaga rynkowa oznacza, iz kazdy moze kupi¢ to co chce, po najnizszej
zmozliwych —w danej chwili — cenie. Stan idealny jest wtedy, gdy mechanizm produkcyjny
i obrét rynkowy sg w zgodzie. Ruch w szerokim sensie jest rozwojem; sg to wszelkie
zmiany strukturalne — powstawanie nowych i zanikanie starych organizméw biolo-
gicznych i spotecznych. Ruch to ciggla metamorfoza, ciggta przemiana. Wszystko
ptynie, jak chce Heraklit, w dgzno$ci do spoczynku — stanu réwnowagi absolutne;.

Przez lat kilka byt ekspertem UNESCO do spraw rozwoju. Jak ustali¢ idealny
kraj, ktory mozna poleca¢ jako wzorzec dla innych? Przy okazji tych prac ozywit
taksonomi¢ wroctawska stworzong przez grupg¢ profesora Hugona Steinhausa,
w sktadzie ktorej byli znani matematycy: zmarly niedawno rektor Uniwersy-
tetu — Jozef Lukaszewicz, mtodo zmarly — wybitny probabilista Stefan Zubrzycki
1 inni. Taksonomia jest numeryczng metodg wyrdzniania, kategoryzacji i klasyfikacji
jakosci. Uniwersum kalibruje si¢ na zespoty obiektow podobnych, analogicznych,
blisko siebie lezgcych. Taksonomia wroctawska jest metoda tak naturalng, prosta
i logiczng, iz czesto uwaza sie jg za dar nieba — osiagniecie folklorystyczne, znane
powszechnie i anonimowe. Tak samo jest zresztag z geometrig Euklidesa definiu-
jaca aksjomatycznie $wiat, w ktorym zyjemy. Jest to charakterystyczny wyrdznik
kazdej teorii zywej i uzytecznej, moze nawet prawdziwej. Analogicznie jest tez
z rbwnowaga — atrybutem bytu. Zasada rownowagi jest jedynym prawem przyrody
— prawem stworzenia.

Hellwig zajmowal si¢ optymizacja funkcji, nie zwyklych funkcji, lecz funkcji
losowych — procesdéw stochastycznych. Proces, najkrocej i najogélniej mowiac, jest
rosngcym wymiarowo ciggiem powigzanych wzajemnie prawdopodobienstw. Tema-
tyka ta wypehita ksigzke habilitacyjng. On pierwszy wiaczyt procesy stochastyczne
do programu studiow ekonomicznych. Jego ksigzka z probabilistyki jest szeroko
znana; doczekata si¢ pewnie z dwudziestu wznowien. Sprzedawano ja w Moskwie,
korzystali z niej profesorowie z Dublina. Rozwazal zwigzane z aproksymacja stocha-
styczng problemy penetracji ztoza, a takze — juz deterministyczne — metody uogo6l-
nionej klasyfikacji i typizacji.

Jest laureatem nagrody rektoréw wroctawskich uczelni. Cenit ja chyba najwyzej
wsrod licznych wyrdznien jakich dostapil; byla to dystynkcja szczegdlnie znaczaca,
bo nadana przez le monde savant — uczonych kolegow. W czasie docentow marco-
wych znana byta w $rodowisku akademickim — gléwnie wsrod naukowej mtodziezy
— swoista zagadka. — Jeszcze nie profesor, a juz nie cztowiek. Kto to? Docent — taka
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wlasnie byta poprawna odpowiedz. Zdzistaw Hellwig byl zawsze czlowiekiem. Dbat
o ludzi i wszystkich jednakowo szanowal, nie probowat unifikowac i dopasowywac
do swoich standardow. Kwadrat podzielony na dwa prostokaty — czarny i bialy — byt
dla niego modelem cztowieka. Kazdy jest troche¢ biaty i troche czarny. Teraz wtasnie
doszlismy do miejsca by przywota¢ zdanie z codziennej lektury wspomnianego na
poczatku sekretarza ONZ. ,,A przeciez Bog tak urzadzil, aby$my uczyli si¢ nawzajem
nosi¢ swoje cigzary, bo nikt nie jest bez wady, nikt bez jakiego$ obcigzenia, nikt, kto
by sobie wystarczal, nikt, kto bylby do§¢ madry dla siebie”. Trzeba wigc by¢ tole-
rancyjnym, wigcej — trzeba by¢ zyczliwym. Hellwig byt tolerancyjny niemal az do
antynomii, byt zyczliwy i pomocny. Stuzba byla jego powotaniem. Plus fait douceur
que violence — wigcej czyni tagodno$¢ niz gwalt.

Byt honorowany specjalnie przez rdzne uczelnie i organizacje; w jego wypadku mozna
w tej materii powtorzy¢ znane przystowie rzymskie. Nec dominus domo, sed domus
domino honestanda — nie pan domem, lecz dom panem si¢ szczyci. Wroctawska
szkole matematyczng stworzyl Hugon Steinhaus. Jego uczniowie zartobliwie nazy-
wali si¢ hugonotami. Hellwig nalezat do zbioru hugonotéw. Jedna z jego dawnych
studentek, na pytanie: Czyj pogrzeb? odpowiedziata krotko: Kréla polskiej ekonome-
trii. Zasadnos$¢ takiego wyniesienia potwierdzit rektor Uniwersytetu Ekonomicznego
z Krakowa w mowie pogrzebowej. Powiedzial mianowicie, ze w kursie ekonometrii,
ktory prowadzi, nazwisko Hellwiga ma najwyzsza czestotliwos$¢. Pojawia si¢ ono
przy omawianiu definicji modelu, przy specyfikacji zmiennych, przy zaleznosci sto-
chastycznej, funkcjach sklejanych et cetera. Hellwig takze zainicjowal w srodowisku
ekonomicznym problematyke cybernetyczna. Zorganizowal we Wroclawiu, wezesnie
bo okoto 1967 roku, semestr komputerowy przeznaczony dla pracownikéw ze wszyst-
kich uczelni ekonomicznych w Polsce. Wyzsza Szkota Ekonomiczna we Wroctawiu
byla w materii mézgéw elektronowych — byt to wtedy termin obiegowy — instytucja
wiodaca. W komputerach widziatl przysztos¢; juz czterdziesci i kilka lat temu miat
dzisiejsza perspektywe. Byt zwolennikiem wszelkich nowosci w kazdej dziedzinie.
Kostke Rubika traktowal jako doskonate ¢wiczenie z teorii grup; grupa permutacji
jest najwazniejsza skonczong grupg transformacji.

Profesor zwyczajny Zdzistaw Hellwig wiele lat prowadzit katedre statystyki
w Akademii Ekonomicznej, byt tworca i dyrektorem instytutu metod ilosciowych,
prodziekanem i prorektorem. Zmart 5 listopada 2013 roku we Wroctawiu. Spoczywa
w grobowcu rodzinnym, ktéry sam przed laty budowat, na cmentarzu §w. Wawrzynca.
Cze$¢ jego dokonaniom naukowym, dydaktycznym i organizacyjnym! Cze$¢ jego
pamigci!

Antoni Smoluk — Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu
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SPRAWOZDANIA

KRZYSZTOF JAJUGA, MAREK WALESIAK

SPRAWOZDANIE Z XXII KONFERENCJI NAUKOWEJ NT.
»KLASYFIKACJA I ANALIZA DANYCH — TEORIA I ZASTOSOWANIA”

W dniach 11-13 wrzesnia 2013 roku w Hotelu Relaks w Karpaczu odbyta si¢
XXII Konferencja Naukowa Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS (XXVII Kon-
ferencja Taksonomiczna) nt. Klasyfikacja i analiza danych — teoria i zastosowania,
organizowana przez Sekcje Klasyfikacji i Analizy Danych Polskiego Towarzystwa
Statystycznego oraz Katedre Ekonometrii i Informatyki Wydzialu Ekonomii, Zarza-
dzania i Turystyki Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu. Przewodniczacym
Komitetu Organizacyjnego konferencji byl prof. dr hab. Marek Walesiak, zastepca
dr inz. Tomasz Barttomowicz, a sekretarzami naukowymi dr inz. Malgorzata Sej-Ko-
lasa i dr Mirostawa Sztemberg-Lewandowska.

Konferencja Naukowa zostala dofinansowana ze $rodkéw Narodowego Banku
Polskiego.

Zakres tematyczny konferencji obejmowatl zagadnienia:

a) teoria (taksonomia, analiza dyskryminacyjna, metody porzadkowania liniowego,
metody statystycznej analizy wielowymiarowej, metody analizy zmiennych cig-
glych, metody analizy zmiennych dyskretnych, metody analizy danych symbolicz-
nych, metody graficzne),

b) zastosowania (analiza danych finansowych, analiza danych marketingowych,
analiza danych przestrzennych, inne zastosowania analizy danych — medycyna,
psychologia, archeologia, itd., aplikacje komputerowe metod statystycznych).
Zasadniczym celem konferencji SKAD byla prezentacja osiagnie¢ i wymiana

doswiadczen z zakresu teoretycznych i aplikacyjnych zagadnien klasyfikacji i analizy

danych. Konferencja stanowi coroczne forum stuzace podsumowaniu obecnego stanu
wiedzy, przedstawieniu i promocji dokonan nowatorskich oraz wskazaniu kierunkow
dalszych prac i badan.

W konferencji wzigto udziat 97 osob. Byli to pracownicy oraz doktoranci naste-
pujacych uczelni: Politechniki Biatostockiej, Politechniki L.6dzkiej, Politechniki
Opolskiej, Politechniki Rzeszowskiej, Politechniki Wroctawskiej, Szkoty Gtownej
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Gospodarstwa Wiegjskiego w Warszawie, Szkoty Gtéwnej Handlowej, Uniwersytetu
Ekonomicznego w Katowicach, Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, Uniwer-
sytetu Ekonomicznego w Poznaniu, Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu,
Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, Uniwersytetu L.odzkiego, Uniwersytetu
Przyrodniczego w Poznaniu, Uniwersytetu Szczecinskiego, Uniwersytetu w Biatym-
stoku, Wyzszej Szkoty Bankowej w Toruniu, Wyzszej Szkoty Bankowej we Wrocla-
wiu, Zachodniopomorskiego Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie, a takze
przedstawiciele NBP, Urzedu Statystycznego w Poznaniu i Szczecinie, Centrum
Statystyki Regionalnej w Poznaniu, StatSoft Polska, PBS Sopot oraz Wydawnictwa
C.H. Beck.

W trakcie dwoch sesji plenarnych oraz pigtnastu sesji rownolegtych wygloszono
63 referaty poswiecone aspektom teoretycznym i aplikacyjnym zagadnien klasyfikacji
i analizy danych. Odbyla si¢ rowniez sesja plakatowa, na ktorej zaprezentowano 20
plakatow. Obradom w poszczegolnych sesjach konferencji przewodniczyli profesoro-
wie: Krzysztof Jajuga, Feliks Wysocki, Eugeniusz Gatnar, Ewa Roszkowska, Andrzej
Sokotowski, Jan Paradysz, Malgorzata Roszkiewicz, Elzbieta Gotata, Pawet Lula,
Grazyna Dehnel, Janusz Korol, Jerzy Korzeniewski, Barbara Pawetek, Iwona Forys,
Jacek Batog, Tadeusz Kufel, Jozef Pociecha.

Teksty referatow przygotowane w formie recenzowanych artykutow naukowych
stanowig zawarto$¢ przygotowywanej do druku publikacji z serii Taksonomia nr 22
i 23 (w ramach Prac Naukowych Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu).
Zaprezentowano nastgpujace referaty oraz plakaty (zestawienie uwzglednia, bedace
w programie konferencji a niezaprezentowane z obiektywnych przyczyn, dwie
dodatkowe pozycje, tj. referat B. Basiury i A. Czapkiewicz oraz plakat I. Szamrej-
-Baran):

Eugeniusz Gatnar, Balance of Payments Statistics and External Competitiveness
of Poland

Andrzej Sokotowski, Magdalena Czaja, Efektywnos¢ metody k-Srednich w zalez-
nosci od separowalnosci grup

Matgorzata Roszkiewicz, Diagnozowania poprawnosci sktadnikéw skali i modelu
pomiarowego z wykorzystaniem metod wielowymiarowej analizy danych

Barbara Pawelek, Jozef Pociecha, Adam Sagan, Wielosektorowa analiza ukrytych
przej$¢ w modelowaniu zagrozenia upadtoscia polskich przedsi¢biorstw

Elzbieta Gotata, Przemiany demograficzne i jako$¢ zycia w duzych miastach

Aleksandra Luczak, Feliks Wysocki, Ustalanie systemu wag dla cech w zagadnie-
niach porzadkowania liniowego obiektow

Marek Walesiak, Wzmacnianie skali pomiaru dla danych porzadkowych w staty-
stycznej analizie wielowymiarowe;j

Pawel Lula, Identyfikacja stow i fraz kluczowych w tekstach polskojezycznych za
pomocg algorytmu RAKE

Mariusz Kubus, Propozycja modyfikacji metody ztagodzonego LASSO
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Ewa Chodakowska, Teoria rownan strukturalnych w klasyfikacji zmiennych jaw-
nych i ukrytych wedlug charakteru ich wzajemnych oddziatywan

Iwona Konarzewska, Model PCA dla rynku akcji — studium przypadku

Anna Witaszczyk, Zastosowanie teorii macierzy losowych w analizie sktadowych
glownych

Katarzyna Wojcik, Janusz Tuchowski, Ocena przydatno$ci miar podobienstwa
dokumentow tekstowych na potrzeby automatycznej analizy opinii konsumenckich

Aleksandra Luczak, Zastosowanie metody AHP-LP do oceny waznosci determi-
nant rozwoju spoteczno-gospodarczego w jednostkach administracyjnych

Aleksandra Witkowska, Marek Witkowski, Klasyfikacja pozycyjna bankow spot-
dzielczych wedlug stanu ich kondycji finansowej w ujeciu dynamicznym

Kamila Migdat Najman, Krzysztof Najman, Formalna ocena jako$ci odwzorowa-
nia struktury grupowej na mapie Kohonena

Kamila Migdal Najman, Krzysztof Najman, Graficzna ocena jako$ci odwzorowa-
nia struktury grupowej na mapie Kohonena

Beata Basiura, Anna Czapkiewicz, Badanie jakosci klasyfikacji szeregéw czaso-
wych

Michat Trzesiok, Wybrane metody identyfikacji obserwacji oddalonych

Grazyna Dehnel, Tomasz Klimanek, Taksonomiczne aspekty estymacji posredniej
uwzgledniajacej autokorelacje przestrzenng w statystyce gospodarczej

Michat Bernard Pietrzak, Justyna Wilk, Odlegtos¢ ekonomiczna w modelowaniu
zjawisk przestrzennych z wykorzystaniem modelu grawitacji

Maciej Beresewicz, Proba zastosowania réznych miar odlegtosci w uogo6lnionym
estymatorze Petersena

Marcin Szymkowiak, Tomasz Jozefowski, Konstrukcja i praktyczne wykorzysta-
nie estymatoréw typu SPREE dla dwuwymiarowych tabel kontyngencji

Artur Zaborski, Zastosowanie miar odleglosci dla danych porzadkowych do agre-
gacji preferencji indywidualnych

Adam Depta, Zastosowanie analizy korespondencji do oceny jakosci zycia na
podstawie kwestionariusza SF-36v2

Mariola Chrzanowska, Nina Drejerska, Iwona Pomianek, Zastosowanie analizy
korespondencji do badania sytuacji mieszkancow strefy podmiejskiej Warszawy na
rynku pracy

Katarzyna Wawrzyniak, Klasyfikacja wojewodztw wedtug stopnia realizacji
priorytetow Strategii Rozwoju Kraju 2007-2015 z wykorzystaniem warto$ci centrum
wierszowego

Joanna Trzgsiok, Taksonomiczna analiza krajow pod wzgledem dzietnosci kobiet
oraz innych czynnikéw demograficznych

Matgorzata Markowska, Danuta Strahl, Klasyfikacja europejskiej przestrzeni
regionalnej ze wzgledu na filary inteligentnego rozwoju z wykorzystaniem referen-
cyjnego systemu granicznego
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Aleksandra Matuszewska-Janica, Grupowanie krajow Unii Europejskiej pod
wzgledem poziomu feminizacji sektoréw gospodarczych

Beata Bal-Domanska, Przestrzenne uwarunkowania gospodarcze regionow Unii
Europejskiej

Marek Lubicz, Maciej Zigba, Konrad Pawetczyk, Adam Rzechonek, Marek
Marciniak, Jerzy Kotodziej, Indukcja regul dla danych niekompletnych i niezba-
lansowanych: modele klasyfikatoréw i proba ich zastosowania do predykcji ryzyka
operacyjnego w torakochirurgii

Dorota Rozmus, Zastosowanie zagregowanej taksonomicznej metody bagging do
grupowania wybranych panstw europejskich

Jerzy Korzeniewski, Selekcja zmiennych w klasyfikacji — propozycja algorytmu

Malgorzata Misztal, Wybrane metody oceny jakosci klasyfikatorow — przeglad
i przyktady zastosowan

Beata Bieszk-Stolorz, Iwona Markowicz, Ocena sity i kierunku oddziatywania
zasitku na proces poszukiwania pracy

Marta Dziechciarz-Duda, Klaudia Przybysz, Wyksztalcenie a potrzeby rynku
pracy. Klasyfikacja absolwentow wyzszych uczelni

Tomasz Klimanek, Problem pomiaru procesu dezagraryzacji wsi polskiej w swie-
tle wielowymiarowych metod statystycznych

Christian Lis, Zastosowanie metod taksonomicznych w badaniu konwergencji
gospodarczej

Elzbieta Sobczak, Konstrukcja $ciezki harmonijnego inteligentnego rozwoju
regionow Unii Europejskiej

Anna Olszewska, Wykorzystanie wybranych metod taksonomicznych do oceny
potencjatu innowacyjnego wojewodztw

Ewa Roszkowska, Renata Karwowska, Analiza poréwnawcza wojewddztw Polski
ze wzgledu na poziom zréwnowazonego rozwoju w roku 2010

Barbara Batog, Jacek Batog, Analiza stabilnos$ci klasyfikacji polskich wojewodztw
wedtug sektorowej wydajnosci pracy w latach 2002-2010

Iwona Bak, Poréwnanie efektywnosci grupowania powiatow wojewodztwa
zachodniopomorskiego pod wzgledem atrakcyjnos$ci turystycznej

Iwona Fory$, Wykorzystanie analizy dyskryminacyjnej do typowania rynkéw
podobnych w procesie wyceny nieruchomos$ci niemieszkalnych

Agnieszka Kozera, Joanna Stanistawska, Romana Glowicka-Wotoszyn, Segmen-
tacja gospodarstw domowych wedlug wydatkow na turystyke zorganizowana

Agnieszka Walega, Podejécie syntetyczne w analizie spojnosci ekonomicznej
gospodarstw domowych

Magdalena Mojsiewicz, Klasyfikacja gmin w aspekcie gospodarki opartej na wie-
dzy na podstawie baz podatkowych

Tadeusz Kufel, Magdalena Osinska, Marcin Btazejowski, Pawel Kufel, Analiza
porownawcza wybranych filtrow w analizie synchronizacji cyklu koniunkturalnego
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Marcin Salamaga, Proba konstrukeji tablic ,,wymierania scenicznego” spektakli
operowych

Monika Rozkrut, Dominik Rozkrut, Klasyfikacja i analiza danych w badaniach
innowacyjnosci sektora ustug

Marek Sobolewski, Automatyzacja analiz taksonomicznych w programie STATI-
STICA

Marcin Petka, Klasyfikacja pojeciowa danych symbolicznych w podej$ciu wielo-
modelowym

Matgorzata Machowska-Szewczyk, Ocena klas w rozmytej klasyfikacji obiektow
symbolicznych

Justyna Wilk, Problem wyboru liczby klas w taksonomicznej analizie danych
symbolicznych

Andrzej Dudek, Metody analizy skupien w klasyfikacji markerow map Google

Andrzej Bak, Tomasz Barttomowicz, Wielomianowe modele logitowe wyboréw
dyskretnych i ich implementacja w pakiecie DiscreteChoice programu R

Justyna Brzezinska, Wykorzystanie modeli logarytmiczno-liniowych do analizy
bezrobocia w Polsce w latach 2004-2012

Andrzej Bak, Marcin Petka, Aneta Rybicka, Zastosowanie pakietu dcMNM pro-
gramu R w badaniach preferencji konsumentow wodki

Barbara Lenartowicz, Zastosowanie uogélnionych modeli liniowych w analizie
wplywu czynnika ptci na wysoko$¢ sktadki ubezpieczeniowe;j

Ewa Roszkowska, Ocena ofert negocjacyjnych w stabo ustrukturyzowanych pro-
blemach negocjacyjnych z wykorzystaniem rozmytej procedury SAW

Marcin Szymkowiak, Marek Witkowski, Zastosowanie analizy korespondencji do
badania kondycji finansowej bankow

Barttomiej Jefmanski, Statystyki dla liczb rozmytych w budowie indekséw satys-
fakcji klientow z zastosowaniem programu R

Karolina Bartos, Odkrywanie wzorcéw zachowan konsumentoéw za pomocg ana-
lizy koszykowej danych transakcyjnych

Joanna Bana$, Matgorzata Machowska-Szewczyk, Zastosowanie analizy kore-
spondencji do badania wplywu elektrowni wiatrowych na jako$¢ zycia

Joanna Bana$, Krzysztof Matecki, Klasyfikacja punktow pomiaréw ankietowych
kierowcoéw na granicy miasta Szczecin z wykorzystaniem zmiennych symbolicznych

Aneta Becker, Wykorzystanie informacji granularnej w analizie wymagan rynku
pracy

Katarzyna Cheba, Joanna Hotub-Iwan, Wykorzystanie analizy korespondencji
w segmentacji rynku uslug medycznych

Sabina Denkowska, Testowanie wielokrotne przy weryfikacji wieloczynnikowych
modeli proporcjonalnego hazardu Coxa

Adam Depta, Iwona Staniec, Identyfikacja czynnikow decydujacych o jakosci
zycia studentdw 16dzkich uczelni
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Katarzyna De¢bkowska, Jarostaw Kilon, Reguly asocjacyjne w analizie wynikow
badan metoda Delphi

Anna Domagata, O wykorzystaniu analizy gléwnych sktadowych w metodzie
Data Envelopment Analysis

Alicja Grzeskowiak, Analiza wykluczenia cyfrowego w Polsce w uje¢ciu indywi-
dualnym i regionalnym

Anna Olszewska, Anna Gryko-Nikitin, Pomiar jako$ci ksztatcenia uczelni wyzszej
na danych porzadkowych z wykorzystaniem srodowiska R

Karolina Paradysz, Benchmarking na lokalnych rynkach pracy

Radostaw Pietrzyk, Poréwnanie metod pomiaru efektywno$ci zarzadzania portfe-
lami funduszy inwestycyjnych

Agnieszka Przedborska, Malgorzata Misztal, Wybrane metody statystyki wielo-
wymiarowej w ocenie skuteczno$ci terapeutycznej glebokiej stymulacji elektroma-
gnetycznej u pacjentow z chorobg zwyrodnieniowg stawow

Wojciech Roszka, Marcin Szymkowiak, Podejscie kalibracyjne w statystyczne;j
integracji danych

Matgorzata Sej-Kolasa, Mirostawa Sztemberg-Lewandowska, Wybrane metody
analizy danych wzdluznych

Matgorzata Sej-Kolasa, Mirostawa Sztemberg-Lewandowska, Funkcjonalna ana-
liza gtéwnych sktadowych w programie R

Iwona Skrodzka, Zastosowanie wybranych metod klasyfikacji do analizy kapitatu
ludzkiego krajow Unii Europejskiej

Agnieszka Stanimir, Wielowymiarowa analiza czynnikow sprzyjajacych wiacze-
niu spotecznemu jako europejskiego celu strategicznego

Dorota Strozik, Tomasz Strézik, Przestrzenne zrdznicowanie poziomu zycia
w wojewodztwie wielkopolskim w roku 2011

Izabela Szamrej-Baran, Identyfikacja przyczyn ubostwa energetycznego w Polsce
przy wykorzystaniu modelowania mi¢kkiego

Janusz Tuchowski, Katarzyna Wojcik, Klasyfikacja obiektow w systemie Krajo-
wych Ram Kwalifikacji opisanych za pomoca ontologii

W ostatnim dniu konferencji miato miejsce posiedzenie cztonkéw Sekcji Klasy-
fikacji i Analizy Danych Polskiego Towarzystwa Statystycznego, ktéremu przewod-
niczyl prof. dr hab. Jozef Pociecha. Ustalono plan przebiegu zebrania obejmujacy
nastepujace punkty:
1. Sprawozdanie z dziatalnosci Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS.
2. Informacje dotyczace planowanych konferencji krajowych i zagranicznych.
3. Zapowiedzi kolejnych konferencji SKAD PTS.
4. Wybdr przedstawiciela Sekcji SKAD PTS do IFCS Council na kadencje

2014-2017.
5. Sprawy rozne.

Prof. dr hab. Jozef Pociecha otworzyt posiedzenie Sekcji SKAD PTS. Sprawoz-
danie z dziatalnosci Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS przedstawita sekretarz
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naukowy Sekcji dr hab. Barbara Pawelek, prof. nadzw. UEK. Poinformowata, ze
obecnie Sekcja liczy 223 cztonkdéw. Przypomniata, Ze na stronie internetowej Sekcji
znajduje si¢ regulamin, a takze deklaracja czlonkowska. Poinformowala, ze zostaty
opublikowane zeszyty z serii ,,Taksonomia” nr 20 i 21 (PN UE we Wroctawiu nr
278 1 279), a takze poprosita, aby w przygotowaniu artykutéw do kolejnego zeszytu
uwzgledni¢ wymogi edytorskie zawarte w ,,Instrukcji dla autor6w” zamieszczonej na
stronie konferencji. W ,,Przegladzie Statystycznym” (zeszyt 1/2013) ukazato si¢ spra-
wozdanie z ubieglorocznej konferencji SKAD, ktora odbyta si¢ w Lipowym Moscie,
w dniach 10-12 wrzeénia 2012 r.

Dr hab. Barbara Pawetek, prof. nadzw. UEK, przedstawita takze informacje
dotyczace dziatalnosci migdzynarodowej oraz udzialu w waznych konferencjach
cztonkow i sympatykéw SKAD. W konferencji nt. ,,European Conference on Data
Analysis” (ECDA 2013) zorganizowanej przez German Classification Society (GfKl)
oraz French Speaking Classification Society w Luksemburgu, w dniach 10—12 lipca
2013 r. udziat wziety 24 osoby z Polski (w tym 19 cztonkow Sekcji), ktore wyglosity
20 referatow (wktad cztonkow SKAD — 75,8%).

Ponadto prof. dr hab. Krzysztof Jajuga byl cztonkiem Komitetu Naukowego
Konferencji ECDA 2013 i wspotorganizatorem Sesji nt. Data Analysis in Finance,
prof. dr hab. Jozef Pociecha zostal poproszony przez organizatoréw o przewodni-
czenie Sesji Semiplenarnej oraz Sesji nt. Finance 2, dr hab. Andrzej Sokotowski,
prof. nadzw. UEK, zostat poproszony przez organizatorOw o przewodniczenie Sesji
nt. Economics 1: Applications in Economics, dr hab. Adam Sagan, prof. nadzw. UEK,
zostat poproszony przez organizatorow o przewodniczenie Sesji nt. Marketing 1.

W konferencji International Federation of Classification Societies (IFCS-2013),
ktora odbyta si¢ w Tilburgu, w dniach 15-17 lipca 2013 r. uczestniczyto 29 os6b
z Polski (w tym 24 cztonkéw SKAD), ktore wygtlosity 27 referatow (wktad cztonkow
Sekcji — 73,5%).

Ponadto prof. dr hab. Krzysztof Jajuga byt czlonkiem Komitetu Naukowego
Konferencji IFCS 2013 i przewodniczyt Sesji Plenarnej, prof. dr hab. Jozef Pociecha
zostal poproszony przez organizatorow o przygotowanie i przewodniczenie Sesji nt.
Applications in economics and business, dr hab. Andrzej Sokotowski, prof. nadzw.
UEK, zostal poproszony przez organizatoréw o przewodniczenie Sesji nt. Algorithms
for clustering and classification.

Kolejny punkt posiedzenia Sekcji obejmowat zapowiedzi najblizszych konferencji
krajowych i zagranicznych, ktorych tematyka jest zgodna z profilem Sekcji. Prof.
dr hab. Jézef Pociecha poinformowal o trzech wybranych konferencjach krajowych:
Konferencja Naukowa ,,Statystyka — Wiedza — Rozw6j” z okazji Migdzynarodowego
Roku Statystyki (Lodz, 17-18 pazdziernika 2013 r.), Migdzynarodowa Konferencja
Naukowa ,,Wielowymiarowa Analiza Statystyczna WAS 2013 (L6dz, 18-20 listo-
pada 2013 r.), VIII Migdzynarodowa Konferencja Naukowa im. Profesora Alek-
sandra Zeliasia ,,Modelowanie i prognozowanie zjawisk spoteczno-gospodarczych”
(Zakopane, 6-9 maja 2014 r.), oraz trzech wybranych konferencjach zagranicznych:
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GPSDAA 2013 (Drezno, 26-28 September 2013), GfKI 2014 (Bremen, 2—4 July

2014), IFCS 2015 (University of Bologna, 6—8 July 2015).

W nastepnym punkcie posiedzenia podjeto kwestie organizacji kolejnych kon-
ferencji SKAD. Dr hab. Jacek Batog, prof. nadzw. US, w imieniu prof. dr. hab.
Waldemara Tarczynskiego, Dziekana Wydzialu Nauk Ekonomicznych i Zarzadzania
Uniwersytetu Szczecinskiego, potwierdzit organizacje przyszitorocznej konferencji
SKAD. Poinformowatl, ze odbedzie si¢ ona w dniach 810 wrzesnia 2014 r. w Mie-
dzyzdrojach. Prof. dr hab. Marek Walesiak poinformowatl ponadto, ze dr Krzysztof
Najman, ztozyt wstepna deklaracje¢ organizacji konferencji SKAD w 2015 roku przez
Katedre Statystyki Uniwersytetu Gdanskiego.

W kolejnym punkcie przeprowadzono wybor przedstawiciela Sekcji SKAD
PTS do IFCS Council na kadencje 2014-2017. W celu przeprowadzenia wyborow
powolano Komisj¢ Skrutacyjng w sktadzie: dr Beata Bieszk-Stolorz, dr Justyna Wilk
i dr Aneta Rybicka.

Prof. dr hab. Jozef Pociecha zaproponowat kandydature prof. dr. hab. Krzysz-
tofa Jajugi. W zwiazku z brakiem innych kandydatur przystapiono do glosowania.
Komisja podliczyta glosy: 45 glosow ,,za”, 3 glosy niewazne (glosow ,,przeciw”
i ,,wstrzymujacych si¢” nie bylo). W wyniku glosowania przyjeto kandydature prof.
Krzysztofa Jajugi, jako reprezentanta Sekcji SKAD PTS w IFCS Council, na kadencje
2014-2017.

Na zakonczenie posiedzenia Sekcji ogtoszono wyniki konkursu na Autoréw trzech
najlepszych referatow zaprezentowanych na Konferencji SKAD 2013 przez mtodych
pracownikow nauki (z tytutem magistra lub stopniem doktora w wieku do 40 lat).
Nagrody pieni¢zne w Konkursie na sum¢ 1500 zt ufundowata firma StatSoft Polska.
Decyzje o przyznaniu nagrod oraz kategorii nagrody na podstawie zaprezentowanego
referatu, z uwzglednieniem tresci i formy prezentacji, podjeto Jury Konkursu w dro-
dze glosowania. W sktad Jury weszli obecni na konferencji SKAD 2013 cztonkowie
Komitetu Naukowego.

Przewodniczacy Komitetu Naukowego — prof. Jozef Pociecha — podkreslit, ze
poziom referatdw na tegorocznej konferencji byt wysoki, a konkurencja wyréownana,
w zwigzku z czym wytypowanie najlepszych referatow bylo trudne. W wyniku decy-
zji Jury Konkursu przyznato nastgpujace nagrody:

1. Nagroda I stopnia w wysokosci 600 zt: dr Michat Trzgsiok, za referat pt. ,, Wybrane
metody identyfikacji obserwacji oddalonych”.

2. Nagroda II stopnia w wysokosci 500 zt: dr Radostaw Pietrzyk, za plakat pt.
,Poréwnanie metod pomiaru efektywnos$ci zarzadzania portfelami funduszy inwe-
stycyjnych”.

3. Nagroda II stopnia w wysokos$ci 400 zt: dr Beata Bal-Domanska, za referat pt.
,Przestrzenne zr6znicowanie i uwarunkowania gospodarcze regionow Unii Euro-
pejskiej”.

Przedstawiciel firmy StatSoft Polska — dr Janusz Watroba — wreczyt dyplomy
laureatom Konkursu. Podzickowat rowniez za zaproszenie na konferencje SKAD
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i zaprosit do kolejnej edycji konkursu firmy StatSoft Polska na najlepsza praceg
magisterska i doktorska przygotowang z zastosowaniem narzedzi statystyki i analizy
danych zawartych w programach STATISTICA i STATISTICA Data Miner.

Prof. Jozef Pociecha podzigkowat wszystkim za udziat w konferencji SKAD,
a nastgpnie zamknat posiedzenie Sekcji.

Krzysztof Jajuga, Marek Walesiak — Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu
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SPRAWOZDANIE Z KONFERENCIJI
“40TH ANNIVERSARY MACROMODELS INTERNATIONAL CONFERENCE”

W dniach 21-24 pazdziernika 2013 roku w Warszawie odbyla si¢ czterdziesta,
jubileuszowa mig¢dzynarodowa konferencja naukowa Macromodels International Con-
ference. Konferencja, ktdra po raz pierwszy zorganizowano w 1974 roku, po§wiecona
jest modelowaniu ekonometrycznemu, w tym zwlaszcza modelowaniu gospodarek
narodowych oraz prognozowaniu proceséw gospodarczych. Macromodels ma nie
tylko utrwalong renome¢ w $rodowisku polskim, ale jest takze dobrze znana zagranica.
Organizatorem konferencji jest zespot Katedry Modeli i Prognoz Ekonometrycznych
Uniwersytetu L.odzkiego kierowanej przez prof. dr hab. Aleksandra Welfe oraz Komi-
tet Statystyki 1 Ekonometrii Polskiej Akademii Nauk. Patronat honorowy nad 40-tg
konferencja objal Prezes Narodowego Banku Polskiego. W obradach udziat wzi¢lo
77 uczestnikow, w tym 12 zaproszonych gosci — najwyzszej swiatowej klasy specja-
listow z zakresu modelowania ekonometrycznego i ekonomii. Wsréd zaproszonych
profesorow znalezli si¢: Karim Abadir, Badi Baltagi, Anindya Banerjee, Herman
van Dijk, Stephen Hall, Seren Johansen, Katarina Juselius, Helmut Liitkepohl, Paul
Mizen, Timo Terédsvirta, Martin Wagner oraz Peter Winker. Zorganizowano osiem
sesji plenarnych, w ramach ktorych 12 referatow wyglosili zaproszeni profesorowie
oraz czternascie sesji rownoleglych, ktore objely 41 wystapien.

Konferencj¢ otworzyl profesor Aleksander Welfe, ktory przywital wszystkich
uczestnikéw. Nastepnie, przemoéwienie wyglosit Prezes Narodowego Banku Pol-
skiego — profesor Marek Belka, ktory przypomniat histori¢ Macromodels i podkreslit
znaczenie konferencji jako forum wymiany pogladow i nawigzywania kontaktow
naukowych.

Referaty przedstawione w sesjach plenarnych dotyczyty najbardziej aktualnych
i fundamentalnych problemoéw zwigzanych z wnioskowaniem na podstawie szeregow
czasowych i danych panelowych oraz zaawansowanych analiz empirycznych.

B. Baltagi (wspoétautorzy: P. Egger i M. Kesin) zaproponowatl uogolnienie esty-
matora Hausmana-Taylora na przypadek przestrzennej korelacji sktadnikow losowych
oraz zastosowal go do estymacji parametréw funkcji produkeji dla przemyshu che-
micznego w Chinach. H. Liitkepohl analizowat identyfikacj¢ strukturalnych modeli
wektorowej autoregresji na podstawie zmian warto$ci parametrow macierzy warian-
cji sktadnikow losowych zredukowanej postaci modelu. T. Terdsvirta (wspotautor:
Y. Yang) omowil problemy zwigzane ze specyfikacja, estymacja parametrow oraz
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weryfikacja wektorowych autoregresyjnych modeli gladkiego przejscia. S. G. Hall
(wspotautorzy: P. A. V. B. Swamy, G. S. Tavlas i G. Hondroyiannis) zaproponowat
uogolniong definicj¢ (nieliniowej) kointegracji zmiennych niestacjonarnych, ktore
moga nie by¢ zintegrowane oraz metode estymacji parametrow relacji kointegru-
jacych. M. Wagner rozwazyl zastosowanie zmodyfikowanego estymatora metody
najmniejszych kwadratéw do regresji kointegrujacych nieliniowych wzgledem zmien-
nych /(1) oraz analizy kointegracji zintegrowanych proceséw lokalnie stacjonarnych.
S. Johansen (wspotautorka: K. Juselius) wykazal asymptotyczng niezmienniczo$¢
wspolnych trendow stochastycznych zmiennych, ktore poddane zostaty transforma-
cjom liniowym. K. Abadir zaproponowatl nowe metody statystyczne, ktoére pozwalaja
na udoskonalenie wyceny opcji oraz modelowania aktualnej i przyszlej struktury
terminowej stop procentowych, a takze zmiennych takich jak m.in. kursy walutowe,
czy indeksy gietdowe. A. Banerjee (wspotautorzy: M. Marcellino i I. Masten) wypro-
wadzit z dynamicznego modelu czynnikowego dla niestacjonarnych zmiennych,
model wektorowej korekty btedem rozszerzony o wspdlne czynniki oraz omowit
mozliwosci identyfikacji strukturalnej postaci tego modelu. P. Mizen (wspoétautorzy:
M. Bleaney i V. Veleanu) rozwazyt prognozowanie realnego tempa wzrostu gospo-
darczego za pomoca spreadow obligacji korporacyjnych dla Austrii, Belgii, Francji,
Niemiec, Wtoch, Holandii, Hiszpanii oraz Wielkiej Brytanii. P. Winker (wspotautorzy:
H. Liitkepohl i A. Staszewska-Bystrova) zaprezentowat bootstrapowe metody kon-
strukcji prognoz pasmowych oraz pasm ufnosci dla funkcji reakcji na impulsy dla
modeli wektorowej autoregresji. H. van Dijk (wspotautorzy: M. Billio, R. Casarin,
S. Grassi oraz F. Razazzolo) przedstawit metode taczenia (kombinowania) wielo-
wymiarowych rozktadow predyktywnych wykorzystujaca wagi, ktéorych wartosci sa
zmienne w czasie. K. Juselius (wspotautor: M. Juselius) oszacowata na podstawie
danych kwartalnych z lat 1990-2010 parametry krzywej Phillipsa wspartej oczekiwa-
niami dla Finlandii, dopuszczajgc mozliwo$¢ wystapienia dwoch rezimow.
Ozywione dyskusje wzbudzity takze referaty wygloszone w sesjach rownole-
glych. Wystapienia te dotyczyly: modelowania i prognozowania kursu walutowego
(M. A. Dabrowski i J. Wroblewska; R. Doman i M. Doman; W. Grabowski
i A. Welfe; R. Kelm; M. Ca’Zorzi, J. Mu¢k i M. Rubaszek; V. Shevchuk), ana-
lizy cykli koniunkturalnych (W. Luczynski; M. Osinska, T. Kufel, M. Btazejowski
i P. Kufel; P. Pigko$; L. Lenart i M. Pipien; M. Skrzypczynska), modelowania i pro-
gnozowania inflacji (K. Konopczak i A. Welfe; B. Mazur), analizy polityk gospodar-
czych (M. KTlucik — polityka fiskalna; J. Boratynski i M. Zachtod-Jelec — polityka
klimatyczna), testowania sezonowos$ci (L. Lenart i M. Pipien), analizy kointegracji
(E. Gosinska — testy stabilnosci; K. Lasak i C. Velasco — testy kointegracji utamko-
wej; A. Pajor i J. Wroblewska — Bayesowski model VEC-SV; J. Wréblewska — Bay-
esowski model VEC-SF), modelowania powigzan i przeptywdéw miedzynarodowych
(M. Humanicki, R. Kelm i K. Olszewski — inwestycje zagraniczne; E. Lechman
— przeptywy handlowe; Y. V. Vymyatnina — wspdlna strefa ekonomiczna Rosji, Kaza-
hstanu i Biatorusi), ekonometrii finansowej (B. Bedowska-Sojka; K. Bien-Barkowska;
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L. Gatarek; R. Huptas; A. Kliber; J. Osiewalski i K. Osiewalski), modelowania sektora
finansowego (V. Bystrov; M. Brzoza-Brzezina, M. Kolasa i K. Makarski; F. Schleer;
K. Sum), analizy rynku pracy i ptac (A. Chton-Dominczak i P. Strawinski; A. Parteka
1 J. Wolszczak-Derlacz), analizy input-output (J.-F. Emmenegger, H. Knolle i D. Cha-
ble), analizy danych strumieniowych (D. Kosiorowski i M. Snarska), modelowania
oczekiwan (J. Acedanski; R. Kruszewski), modelowania zagregowanej produkcji
(K. Makieta) oraz metod wnioskowania statystycznego (K. Maciejowska).

Szczegotowy program konferencji oraz liste wszystkich jej uczestnikow znalez¢
mozna na stronach internetowych konferencji: www.macromodels.uni.lodz.pl. Kon-
ferencja byla dofinansowana ze $rodkéw Narodowego Banku Polskiego i Polskie;j
Akademii Nauk.

W roku 2014 Macromodels International Conference odbedzie si¢ w dniach
17-20 listopada.

Anna Staszewska-Bystrova — Uniwersytet £odzki
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SPRAWOZDANIE Z XVI OGOLNOPOLSKIEJ KONFERENCJI NAUKOWE]
»MIKROEKONOMETRIA W TEORII I PRAKTYCE”

W dniach 5-7 wrzes$nia 2013 roku w Migdzyzdrojach w hotelu ,,Wolin” odbyta
si¢ XVI Ogolnopolska Konferencja Naukowa ,,Mikroekonometria w teorii i praktyce”.
Konferencja zostala zorganizowana przez Katedr¢ Ekonometrii i Statystyki Wydzialu
Nauk Ekonomicznych i Zarzgdzania Uniwersytetu Szczecinskiego oraz Instytut Ana-
liz, Diagnoz i Prognoz Gospodarczych w Szczecinie. Przewodniczacym Komitetu
Organizacyjnego byt prof. zw. dr hab. Jozef Hozer, sekretarzem — dr Anna Gdakowicz.

Konferencja zostata objgta patronatem Komitetu Statystyki i Ekonometrii Polskiej
Akademii Nauk.

W trakcie konferencji swoj najnowszy dorobek zaprezentowali przedstawiciele
wiodacych polskich uczelni, prowadzacy badania w takich dziedzinach jak: dziatal-
no$¢ podmiotow gospodarczych, sektor matych i $rednich przedsigbiorstw, gospo-
darka morska, badanie gospodarstw domowych, innowacyjno$¢ przedsigbiorstw,
rynki nieruchomosci, rynek pracy, rynek ubezpieczen, rynek kapitatowy, procesy
demograficzne, analizy regionalne, ekonomia behawioralna. Wystgpienia naukowcow
dotyczyly zaréwno problemoéw teoretycznych, jak i sposobow ich rozwigzywania
w praktyce.

Celem konferencji byla wymiana doswiadczen naukowych dotyczacych zastoso-
wania metod ilosciowych do badania zjawisk ekonomiczno-spotecznych oraz integra-
cja srodowiska naukowego statystykow i ekonometrykdéw w Polsce.

W konferencji uczestniczylo 90 oséb: naukowcow z polskich osrodkéw nauko-
wych oraz przedsigbiorcow zainteresowanych aplikacjami metod ilo§ciowych
w praktyce zawodowej. Byli to pracownicy oraz doktoranci nast¢pujacych osrodkoéw
naukowych: Akademii Gorniczo-Hutniczej im. Stanistawa Staszica w Krakowie,
Panstwowej Wyzszej Szkoty Zawodowej w Skierniewicach, Politechniki Gdanskiej,
Politechniki Warszawskiej, Szkoty Gtownej Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie,
Szkoly Gtoéwnej Handlowej, Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach, Uniwer-
sytetu Ekonomicznego w Krakowie, Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu, Uni-
wersytetu Ekonomicznego we Wroclawiu, Uniwersytetu Gdanskiego, Uniwersytetu
Lodzkiego, Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, Uniwersytetu Opolskiego,
Uniwersytetu Szczecinskiego, Uniwersytetu w Biatymstoku, Uniwersytetu Warszaw-
skiego, Wyzszej Szkoty Bankowej we Wroctawiu, Wyzszej Szkoty Oficerskiej Wojsk
Ladowych im. Gen. Tadeusza Kosciuszki we Wroclawiu, Zachodniopomorskiego
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Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie, a takze przedstawiciele Narodowego

Banku Polskiego, Urzgdu Statystycznego w Szczecinie, Urzedu Miejskiego w Gry-

ficach, Zaktadu Ubezpieczen Spotecznych, OFE Polsat, Portu Szczecin-Swinoujscie

SA, Polskich Terminali SA i Terminalu Promowego Swinoujscie Sp. z o.0.

W trakcie konferencji przeprowadzono 5 sesji plenarnych oraz sesj¢ plakatows.
Prezentowane referaty oraz postery dotyczyly przede wszystkim aspektow teoretycz-
nych i metodologicznych mikroekonometrii. Jedna z sesji plenarnych — Sesja prak-
tykow — poswigcona byta zagadnieniom praktycznych aplikacji metod iloSciowych
w gospodarce.

Obradom w poszczeg6lnych sesjach przewodniczyli: prof. dr hab. Krzysztof
Jajuga, prof. dr hab. Edward Nowak, prof. dr hab. Stanistawa Bartosiewicz, prof. dr
hab. Jozef Hozer, prof. dr hab. Jan Purczynski.

Podczas sesji plakatowej przeprowadzono konkurs na najciekawsze postery.
Postery oceniala Komisja Konkursowa w nastgpujacym sktadzie: prof. dr hab. Euge-
niusz Gatnar — przewodniczacy, prof. dr hab. Teodor Kulawczuk oraz prof. dr hab.
Jerzy Wisniewski. Spos$rdd zaprezentowanych posterow, ocenianych za autorskie
przygotowanie prezentacji nagrodzono trzy:

— pierwsze miejsce otrzymata dr Iwona Swieczewska (Uniwersytet Lodzki) za
poster nt. Efekty zewnetrzne dziatalnosci innowacyjnej firm — ujecie input-output,

— drugie miejsce — dr Marta Hozer-Ko¢miel (Uniwersytet Szczecinski) za poster nt.
Alokacja czasu kobiet z matymi dzieémi,

— trzecie miegjsce — dr hab. Iwona Markowicz (Uniwersytet Szczecinski) za poster
nt. Funkcja hazardu likwidacji firm.

Nagrody zostaty ufundowane przez Narodowy Bank Polski.

Z tre$cig wygloszonych referatow oraz zaprezentowanych posteréw bedzie si¢
mozna zapoznaé w przygotowywanym Zeszycie Naukowym pt. Metody ilosciowe
Uniwersytetu Szczecinskiego z serii Studia i Prace Wydziatu Nauk Ekonomicznych
i Zarzgdzania (http://www.wneiz.pl/sip/numery/rok2013/studia-i-prace-wneiz-
-nr-31-2013). Wybrane artykuly zostang opublikowane w Folia Oeconomica Steti-
nensia Uniwersytetu Szczecinskiego (http://www.degruyter.com/view/j/foli). Ponizej
przedstawiono (w porzadku alfabetycznym) autoréw oraz tytuly zaprezentowanych
podczas konferencji prac naukowych:

— Prof. dr hab. Stanistawa Bartosiewicz (Wyzsza Szkota Bankowa we Wroclawiu),
dr Elzbieta Stanczyk (Urzad Statystyczny we Wroctawiu), Kontynuacja rozwazan
na temat wybranych aspektow sytuacji spoleczno-gospodarczej sciany wschodniej
w porownaniu z resztq Polski w latach 2003-2011,

— Dr Barbara Batog, prof. dr hab. Jacek Batog (Uniwersytet Szczecinski), Aktualne
tendencje w zakresie wydajnosci pracy w polskiej gospodarce,

— Dr Iwona Bak (Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny), Wphyw metod
doboru cech na efektywnos¢ klasyfikacji na przyktadzie badania atrakcyjnosci
turystycznej wojewodztw w Polsce,
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Mgr Kamila Bednarz-Okrzynska (Uniwersytet Szczecinski), Modelowanie
rozktadu empirycznych stop zwrotu z akcji notowanych na GPW w Warszawie
z wykorzystaniem logarytmicznej i klasycznej stopy zwrotu,

Dr Monika Bolek, mgr Bartosz Grosicki (Uniwersytet 1.0dzki), Prognozowanie
plynnosci w przedsiebiorstwach w sektorze tradycyjnym i opartym na innowa-
cjach,

Dr Krzysztof Dmytrow, dr Mariusz Doszyn (Uniwersytet Szczecinski), Progno-
zowanie sprzedazy z zastosowaniem rozktadu gamma z korekcjg ze wzgledu na
wahania sezonowe,

Dr Mariusz Doszyn, mgr Bartlomiej Pachis (Uniwersytet Szczecinski), Badanie
efektywnosci prognoz zmiennych opisujgcych wybrane aspekty funkcjonowania
Portu Szczecin — Swinoujscie,

Prof. dr hab. Ewa Drabik (Politechnika Warszawska), Zwigzki pomiedzy regutami
aukcyjnymi a grami typu Banacha — Mazura,

Dr Ewa Dziawgo (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu), Analiza wrazli-
wosci ceny opcji floored,

Prof. dr hab. Iwona Fory$ (Uniwersytet Szczecinski), Stan szczecinskiego rynku
nieruchomosci w latach dekoniunktury gospodarczej,

Dr Anna Gdakowicz (Uniwersytet Szczecinski), Linia oporu a ceny mieszkan na
rynku pierwotnym w wybranych miastach Polski,

Dr Urszula Gierattowska (Uniwersytet Szczecinski), Inwestycje w wino,

Prof. dr hab. Stefan Grzesiak, mgr Agnieszka Wyrozgbska (Uniwersytet Szczecin-
ski), Wykorzystanie metody DEA do oceny efektywnosci technicznej oddziatow,
Dr Matgorzata Guzowska (Uniwersytet Szczecinski), Zasada Allee’go a ekono-
mia,

Mgr Anna Horsecka, mgr Zygmunt Zaorski (PTE Polsat), Szacowanie niedoboru
w OFE,

Prof. dr hab. Jozef Hozer (Uniwersytet Szczecinski), Zmienne losowe czy nielo-
sowe w ekonometrii,

Dr Marta Hozer-Koémiel (Uniwersytet Szczecinski), Statystyczna analiza alokacji
czasu kobiet z malymi dziecmi,

Dr Pawel Jamroz (Uniwersytet w Bialymstoku), Efektywnos¢ zarzgdzajgcych
funduszami spotecznie odpowiedzialnymi,

Dr Anna Janiga-Cmiel (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach), Wykrywanie
zjawisk szokowych w dynamice rozwoju gospodarczego wybranych krajow,

Prof. dr hab. Eugeniusz Gatnar (Narodowy Bank Polski), Konkurencyjnos¢ gospo-
darki Polski w swietle danych NBP,

Dr Matgorzata Kalbarczyk-Steclik, dr Anna Nicinska (Uniwersytet Warszawski),
Umieralnos¢ a historie zZycia,

Mgr inz. Dariusz Kloskowski (Centrum Szkolenia Marynarki Wojennej), Status
quo w gospodarowaniu terenami wojskowymi,
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— Prof. dr hab. Sebastian Kokot (Uniwersytet Szczecinski), W poszukiwaniu indek-
SOW cen nieruchomosci,

— Dr Henryk Kowgier (Uniwersytet Szczecinski), Energetyka jgdrowa we wspotcze-
snym swiecie — Swietlana przysztos¢ czy zagrozenie,

— Dr inz. Lukasz Kuzminski (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroclawiu), Rozktady
wartosci ekstremalnych w analizie zagrozenia hydrologicznego na dolnym Slgsku,

— Dr Wojciech Kuzminski, mgr Jarostaw Siergiej (Uniwersytet Szczecinski), Ten-
dencje przeladunkowe w polskich portach morskich o podstawowym znaczeniu dla
gospodarki narodowej w ujeciu sezonowym wraz z probg prognozy,

— Dr inz. Dorota Kwiatkowska-Ciotucha, dr inz. Urszula Zatuska (Uniwersytet
ekonomiczny we Wroclawiu), Mozliwosci otwarcia si¢ uczelni na ksztatcenie
ustawiczne,

— Dr Christian Lis ((Uniwersytet Szczecinski), Wartos¢ dodana brutto w testowaniu
konwergencji gospodarczej,

— Dr hab. Iwona Markowicz (Uniwersytet Szczecinski), Funkcja hazardu likwidacji
firm,

— Dr Adrianna Mastalerz-Kodzis, dr inz. Ewa Po$piech (Uniwersytet Ekonomiczny
w Katowicach), Dynamika zmian demograficznych a wskaznik zatrudnienia — uje-
cie regionalne,

— Dr Monika Miskiewicz-Nawrocka (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach),
Zastosowanie redukcji szumu losowego metodg najblizszych sgsiadow do progno-
zowania ekonomicznych szeregow czasowych,

— Prof. dr hab. Edward Nowak (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), Rachu-
nek kosztow jako zrodto danych w modelowaniu mikroekonometrycznym,

— Prof. dr hab. Jerzy Czestaw Ossowski (Politechnika Gdanska), Wzrost gospodar-
czy a zapotrzebowanie na prace — teoria i rzeczywistos¢ gospodarcza Polski,

— Prof. dr hab. Krzysztof Piasecki (Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu), Intu-
icyjna ocena behawioralnej wartosci biezgcej,

— Dr Matgorzata Podogrodzka (Szkota Glowna Handlowa), Nowe uwarunkowanie
demograficzne wyzwaniem dla rynku pracy w Polsce,

— Prof. dr hab. Jan Purczynski (Uniwersytet Szczecinski), Wybrane aspekty progno-
zowania z wykorzystaniem klasycznych modeli trendu,

— Prof. dr hab. Jan Purczynski, mgr Kamila Bednarz-Okrzynska (Uniwersytet Szce-
cinski), Uogdlniony rozktad t-studenta,

— Dr Ewa Putek-Szelag, mgr Joanna Rozanska-Putek (Uniwersytet Szczecinski),
Badanie koniunktury na rynku nieruchomosci rolnych,

—  Dr Natalia Szozda (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), dr Artur Swierczek
(Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach), Wplyw lokalizacji punktow rozdziatu
na efektywnos¢ planowania popytu rynkowego w fancuchach dostaw,

—  Dr Iwona Swieczewska (Uniwersytet £0dzki), Efekty zewnetrzne dzialalnosci
innowacyjnej przedsigbiorstw — ujecie input-output,
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Dr Agnieszka Ttuczak (Uniwersytet Opolski), Badanie przestrzenno-czasowego
zroznicowania produkcji rolnej w Polsce,

Prof. dr hab. Pawet Ulman (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie), Dochody
z pracy kobiet a dochod gospodarstwa domowego,

Dr Katarzyna Wawrzyniak (Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny),
Badanie stabilnosci diagnoz w mikroskali,

Dr Katarzyna Wawrzyniak (Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny),
dr Barbara Batog (Uniwersytet Szczecinski), Polaryzacja powiatow wojewodztwa
zachodniopomorskiego wedtug wybranych kategorii ekonomicznych,

Prof. dr hab. Jerzy W. Wisniewski (Uniwersytetu M. Kopernika w Toruniu), Eko-
nometrologia,

Mgr Olga Zajkowska (Szkota Gtowna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie),
Wphw preferencji pracownikow na luke wynagrodzeniowg miedzy kobietami
a mezczyznami w Polsce,

Dr Zbigniew Zalewski (Zaktad Ubezpieczen Spotecznych), dr Sebastian Gnat
(Uniwersytet Szczecinski), Zastosowanie wielowymiarowej analizy porownawczej
jako narzedzia wspomagajgcego realizacje celow strategicznych organizacji na
przyktadzie Zaktadu Ubezpieczen Spotecznych,

Dr Katarzyna Zeug-Zebro (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach), Analiza
przestrzenna procesu starzenia sig spoleczenstwa polskiego,

Mgr Beata Ziembicka (Uniwersytet Szczecinski), Analiza struktury powierzchni
mieszkan sprzedawanych w wybranej dzielnicy Szczecina w latach 2009-2012,
Dr Konrad Zelazowski (Uniwersytet L.odzki), Zastosowanie dynamiki systeméw
w modelowaniu rynku nieruchomosci.

Anna Gdakowicz — Uniwersytet Szczecinski
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