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EMIL PANEK

NIESTACJONARNA GOSPODARKA GALE’A Z ROSNACA
EFEKTYWNOSCIA PRODUKCIJI NA MAGISTRALI

1.WSTEP

Mimo uptywu ponad p6t wieku od czasu powstania zreboéw teorii magistral (por.
bibliografi¢ zamieszczong w pracy Panek, 2011), jej zasadnicze wyniki w postaci
tzw. twierdzen o magistrali uzyskano dotad gtownie w klasie modeli stacjonarnych
gospodarek typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa. Do nielicznych naleza twierdzenia
o magistrali w modelach gospodarek niestacjonarnych (ze zmienng technologia; por.
np. Gantz, 1980; Keeler, 1972). W nurt ten wpisujg si¢ m. in. artykuly Panek (2013a,
2013b), w ktorych przesledzono tzw. ,,staby” oraz ,bardzo silny” efekt magistrali
w niestacjonarnych gospodarkach von Neumanna oraz Gale’a ze zmienng technologia
zbiezna do pewnej technologii granicznej, determinujacej ksztatt magistrali produk-
cyjnejl.

Wprawdzie w obu wspomnianych pracach gospodarka na magistrali osigga mak-
symalne tempo wzrostu, pozostaje ono jednak stale (niezmienne w czasie) w calym
okresie jej funkcjonowania. Ponizej prezentujemy dowod ,,stabego” twierdzenia
0 magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z tempem produkcji rosnagcym na
magistrali z uptywem czasu.

2. POSTAC OGOLNA NIESTACJONARNEGO MODELU GALE’A

Standardowo przez t oznaczamy zmienng czasu przebiegajaca pewien skon-
czony zbior okreséw T = {0,1, ..., ¢}, ktéry nazywamy horyzontem gospodarki.
W gospodarce mamy skonczong liczbe n zuzywanych lub wytwarzanych towarow.
Symbolem x(¢) = (x(?),...,x,(f)) oznaczamy wektor towarow zuzywanych w okresie
t (wektor naktadéw), a przez y(t) = (y1(%),...,y,(t)) wektor towaré6w wytwarzanych
w okresie ¢ (wektor produkcji). Gdy w pewnym okresie ¢ € T z naktadow x(¢) mozna
w gospodarce wytworzy¢ produkcje y(7), to o parze x(¢), y(f) méwimy, ze tworzy
dopuszczalny proces produkcji (w okresie f). Przez Z(f) ¢ R3" oznaczamy zbidr

1 Pewng specyficzng klasg ,,macierzowych” niestacjonarnych modeli von Neumanna z graniczna

technologia zajmuje si¢ J. N. Czeremnych (1982, rozdz. 4).
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wszystkich proceséw produkcji dopuszczalnych w $wietle technologii, jaka gospo-
darka dysponuje w okresie ¢. Zapis (x, y) € Z (¢) (rtbwnowaznie x(¢), y(f) € Z (1))
oznacza, ze w okresie ¢ z naktadow x gospodarka jest w stanie wytworzy¢ produk-

cjg »-
Przestrzenie produkcyjne ze zmienna technologia Z(f) spelniaja nastepujace
warunki:

G V(x!,y") e Z() Y(x?,y?) € Z(H) Yo, B = 0 ((ax™ + fx?, ay' + fy?) € Z(D)).
G2 vV(x,y)eZ(t) (x=0=y =0).

(G)HV(x,y) e Z(O VX' ZxV 0=y =y ((x,y) e Z(t)).

(G4) Przestrzenie produkcyjne Z(¢) sa zbiorami domknigtymi w R?".

(GS) Z(H)cZ(t++1), t =0, 1,..., t;-1.

Z interpretacja ekonomiczng tych warunkéw mozna zapoznac¢ si¢ np. w pracy Panek
(2013b).

Latwo zauwazy¢, ze przestrzenie produkcyjne speiniajace warunki (G1)-(G5)
sa stozkami domknietymi zawartymi w R3™, z wierzchotkami w 0. Z warunku
(x, ) € Z (¢) oraz (x, y) # 0 wynika, ze x # 0. Dalej interesujg nas tylko takie
nietrywialne (niezerowe) procesy (x, y).

3. CHWILOWA ROWNOWAGA VON NEUMANNA

Wezmy proces produkeji (x, y) € Z (¢), (x, y) # 0. Liczbg
a(x,y) = max {a| ax = y}

nazywamy tradycyjnie wskaznikiem technologicznej efektywno$ci procesu
(x, ). Mozna udowodni¢, ze funkcja a jest ciagta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na
Z(H)\{0}, zob. np. Panek (2003, rozdz.5, tw. 5.2). Liczbe

(x,y) (1

a = max a
ME™ (xy)ez(b\io}

nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnos$ci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G5),
to zadanie (1) ma rozwigzanie, tj.

3(x(®), 7)) € 2O (a(X(), 7(®)) = am,) )

oraz

aM,t+1 = aM,t’ 1= Oala""tl - 1a (3)
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zob. Panek (2013b, tw.2). O parze (X(t),y(t)) € Z(t) méwimy, ze tworzy optymalny
proces produkcji w okresie ¢. Z dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji o wynika, iz

v A >0 (a(x_(t)! }_/(t)) = a(lf(t)r A}_](t)) = aM,t)a

co prowadzi do wniosku, Ze optymalne procesy produkcji sg V ¢ € T okres$lone
z doktadno$ciag do mnozenia przez stata dodatnig.

Dalej zajmujemy si¢ taka niestacjonarng gospodarka Gale’a, spetniajaca warunki
(G1)-(GS), w ktore;j:

(G6) VteT3 ((f(t), (1) € Z(B)] (), 5(6)) = ay, A F(t) > 0).

Warunek ten glosi, ze w kazdym okresie horyzontu 7" mozna wskaza¢ optymalny
proces produkcji, w ktorym wytwarzane sg wszystkie towary. Gospodarke spetniajaca
ten warunek przyjeto nazywac regularng (Gale, 1956, Makarow, Rubinow, 1973).
Z (G6) oraz (G3) wynika, ze

vteT3(x(t),y1t) € Z(t)(anx(t) = ¥(t) > 0). 4)

Mowigc o optymalnym procesie produkcji w okresie ¢ mamy dalej na mysli proces

(J?(t), }7(t)) spetniajacy warunek (4).
Niech p(¢) = (pi(9),..., p,(t)) = 0 bedzie wektorem cen towarow w gospodarce
w okresie ¢ oraz (%(t), 7(t)) € Z(¢). Liczbe

(p(),y)
Blry.p(®) =50

(tam gdzie jest okreslona) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x, y) € Z (t) przy cenach p(¢) (tutaj i dalej (a,b)=D>;a;b;). W regularnej
gospodarce Gale’a V ¢ € T istnieje taki wektor cen p(t), przy ktorych:

v(x,9) € 2O (B, ) — au p©), x) < 0) )

oraz

:B(-f(t)' }_’(t): ﬁ(t)) = MaX(y,y)ez(t)\{0} ,B(x, Y ﬁ(t)) =AMt (6)
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zob. Panek (2003, rozdz. 5, tw. 5.3)%. Nazywamy go wektorem cen von Neumanna
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢. O trojce {ame (@), 7®),5(0)}
moéwimy, ze charakteryzuje niestacjonarng gospodarke Gale’a w chwilowej rownowa-
dze von Neumanna (opisuje stan rownowagi chwilowej von Neumanna w niestacjo-
narnej gospodarce Gale’a).

Zgodnie z (5), (6) rownowaga chwilowa oznacza taki stan gospodarki w okresie
t, mierzony wielko$cig produkcji i cenami, w ktorym dochodzi do zréwnania ekono-
micznej efektywnos$ci produkcji z jej efektywnoscig technologiczna na najwyzszym,
mozliwym do osiggni¢cia poziomie. Ceny von Neumanna oraz optymalne procesy
produkcji w takiej rownowadze sg okreslone z dokladnoscia do struktury (mnoze-
nia przez stala dodatnig). W szczegolnosci zaktadamy, ze mozliwe jest ustalenie
takich cen von Neumanna p(t) w poszczegodlnych okresach 7 € T, aby (niezaleznie
od dtugosci horyzontu 7) byly one nierosnace i jednostajnie ograniczone (z dolu

1z gory):
(G7) ﬁ (t + 1) é ﬁ(t) &30< Tlmin < Tmax <+ (”min < ”ﬁ(t)” < T[max)

(tutaj oraz wszedzie dalej ||all = Y;la;| ).

4. DYNAMIKA. MAGISTRALA PRODUKCYJINA

Wezmy proces (x(¢), y(f) € Z (t)). Zakladamy, ze gospodarka jest zamknigta
w tym sensie, ze naktady w okresie nastgpnym pochodza w niej z produkcji wytwo-
rzonej w okresie poprzednim: x(t + 1) = y(t). W $wietle warunku (G3) prowadzi
to do inkluzji:

(O, yt+1D)ez(t+1), t=01,..,t — 1. (7
Ustalmy poczatkowy wektor produkc;ji:

y(0) = y°>0. ®)

O ciggu wektorow {y (t)}?:() spetniajacym warunki (7)-(8) mowimy, ze tworzy
07, ;) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. Rozpa-
trzmy zadanie maksymalizacji wartosci produkcji wytworzonej w ostatnim okresie
horyzontu 7, mierzonej w cenach von Neumanna p(t;):

max (p(ty),y(t1)), )

2 W powotanej pracy dowod przeprowadzony jest wprawdzie dla stacjonarnej gospodarki Gale’a
(ze stala w czasie przestrzenig produkcyjna Z), ale w pelni stosuje si¢ takze do niestacjonarnej gospodarki
spetniajacej warunki (G1)-(G6). Wystarczy przyja¢ Z(¢) = Z, p(t) = p oraz @y = Q.
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p. w. (7), (8). (10)

Aby sig¢ przekonaé, iz zadanie to ma rozwigzanie wystarczy zauwazyc¢, ze jest ono
rownowazne z zadaniem

maXyeRyoltl (p(t),y)
maksymalizacji liniowej ( a wigc ciaglej) funkcji na zwartym zbiorze
Ryo, = {yly = y(t,) dla pewnego (°, t,) — dopuszczalnego procesu {y(t)}?:()}
wektoréw produkceji mozliwych do wytworzenia w koncowym okresie #; w jakimkol-
wiek ()9, ;) — dopuszczalnym procesie wzrostu, zob. np. Panek (2003, rozdz.5, lemat
5.1). Rozwigzanie {y*(t)}go zadania (9)-(10) nazywamy (yo, tl,ﬁ(tl)) — optymal-
nym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.

Wezmy optymalny proces produkcji (f(O), 37(0)) e Z(0) (w okresie poczatko-
wym ¢ = 0), w ktorym y(0) > 0 (warunek regularnosci, zob.(4)). Istnieje wowczas
optymalny proces produkcji (¥(1),5(1)) € Z(1), w ktérym *(1) = ¥(0). Rozumu-
jac analogicznie dalej widzimy, Ze istnieje cigg optymalnych procesow produkcji
{x(®), 7()}L,, w ktorym x(t +1) S§(¢),t =0,1,...,t; — 1. Postulujemy nieco
wiecej, a mianowicie:

(G8) Istnieje ciag {f(t),)’/(t)}?:o optymalnych procesow produkcji spetniajacych
warunek (4), w ktérym naktady w okresie nastgpnym sa réwne produkcji wytworzo-
nej w okresie poprzednim:

x(t+1)=y@), t=0,1,..,t; — 1. (11)
Woweczas istnieje (¥°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu postacis:

y(©) = (o1 am)y(0), t=1,....¢. (12)

Proces ten jest okreslony z doktadno$cia do mnozenia przez stalg dodatniag w tym
sensie, ze V1 > 0 proces {/137(t)}§1=0 jest (4¥(0),t;) — dopuszczalny. Co wigcej,

Ay _ 3@ _ (Mmaam)y© _ 30 _ )
vAZ 0( - = ' = = §=const.>0), (13
oI 3Ol [l aw)y@]  Iyon >~ " , (13)

3 Proces ten poczatkuje wektor produkcji ¥° i nie nalezy go myli¢ z procesem (39, ¢,) — dopusz-
czalnym.
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tj. proces taki charakteryzuje si¢ stala w czasie (optymalng) struktura produkcji. Pot-
prosta

N = {A5| 1> 0}

nazywamy magistralg produkcyjng (promieniem von Neumanna) w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a. Na magistrali gospodarka rozwija si¢ w maksymalnym, zmienia-
jacym si¢ w czasie tempie*, zachowujgc przy tym jednak stalg strukture produkcji.

5. TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Zgodnie z (5), (6) efektywnos$¢ ekonomiczna dowolnego dopuszczalnego procesu
produkcji w okresie ¢ nie przekracza technologicznej efektywnos$ci procesu optymal-
nego. Dalej, w celu zapewnienia jednoznaczno$ci magistrali zaktadamy, ze w kazdym
okresie ¢ € T efektywnos$¢ ekonomiczna dowolnego procesu dopuszczalnego lezacego
poza magistrala jest nizsza od maksymalnej technologicznej efektywnosci osiaganej
przez gospodarke w tym okresie na magistrali:

(G VteTV(xy)eZ(t) <(x,y) F0ANXxEN=> ﬁ(x,y,ﬁ(t)) = igigzi < aM_t),

Jezeli spelniony jest ten warunek, to
Ve>0VteT 35, € (0, a'M‘t) V(x,y) € Z(t)

X _5 5 - 14
(””x” s” >e= ﬁ(x,y,p(t)) < awe 5£‘t). (14)
Dowod przebiega podobnie jak dowod lematu 5.2 w pracy Panek (2003)°.
Liczby 6, oy, W (14) spetniajg warunek 0 < % < 1, co nie wyklucza jednak
,t
takiej mato realistycznej sytuacji, gdy przy rosngcej nieograniczenie dlugosci hory-
zontu T = {0,1,..., t;}:

lim, 6, ,= 0 dla pewnej liczby & > 0

(. gdy z uptywem czasu efektywno$¢ ekonomiczna procesu produkcji zbliza si¢ do
optymalnej, mimo ze struktura tego procesu stale odbiega o ¢ od struktury optymalnej
5). Dlatego dalej przyjmujemy, ze

(G10) v€>03v8>0w1>0weT(ﬁzvs).

Mt

4 Generalnie rosnacym ze wzgledu na rozwdj technologii, zob. (3).
5> Nalezy podstawi¢ Z(1) ay,,0,,, zamiast Z, a0,
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Warunek ten nie wyklucza wzrostu efektywnosci produkeji o, (nawet nieograniczo-
nego), ale pod warunkiem odpowiedniego (tego samego rzedu) wzrostu J,,. W sensie
geometrycznym warunek (G9) oznacza specyficzny ksztalt przestrzeni produkcyjnych
Z(t): stozkdw z uplywem czasu ,,coraz silniej wypuklych” w otoczeniu magistral.

o Twierdzenie (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a spelnia warunki (G1)-(G10), to Ve > 0
istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow czasu, w ktorych (yo, tl,ﬁ(tl))
— optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:o spetnia warunek

e

RO S EX (15)

nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu T'= {0,1,..., #;}.
Dowod. Poczatkowy wektor produkcji y° oraz wektor § struktury produkcji na magi-
strali sa dodatnie (zob. (8), (13)), zatem istnieje taka liczba o > 0, ze ¥° 2 05. Przyj-
mujac w (12) y(0) = 05, zwazywszy na (G3), otrzymujemy (7, ¢,) — dopuszczalny
proces (F(D}LLy:

v _(¥°% dat=0,
yo) = {y(t),dla t=1,..,t,

w ktorym wektor produkcji ¥(t) ma posta¢ (12). Z definicji procesu (v% t1,0(t)
— optymalnego {y*(£)}:L, wynika, Ze

(P(t0), y*(t) = (P(t1), F(t1)) = (P, (TTL am,e)7(0)) =
= o(ITiL, ame)(P(t1),5) > 0. (16)
Zgodnie z (5):
P+, y(t+1) <aye1(Ppt+1),y" (), t=0,1,...,t; — 1.
Dlat=1¢ — 1 mamy:
0 <(p(t1), ¥y (t)) < aue, (P(t1), y" (&1 — 1))

Poniewaz ceny von Neumanna sg okreslone z doktadnoscia do struktury, wigc w mysl
(G7) istnieje taki wektor cen p(t; — 1), ze

P,y (t1 — D) < (p(ty — 1, y" (&, — 1)),
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a stad
(P(t), y*(t)) < ap, (P(t; — 1), y"(t1 — 1)) < apge @y, -1t — 1), y"(t1 — 2)).

Dobierajac ceny p(t; — 2) tak, aby spelniony byt warunek

(Pt —1),y" (&1 — 2)) < (p(ty — 2),y" (&, — 2))
otrzymujemy

P,y (1)) < ame, ame, 101 — 2),¥" (1 — 2)).
Postepujac tak dalej, ostatecznie dochodzimy do warunku:
Bty (t) < TIey awe (P(0), ¥°). (17)

Oznaczmy przez L, zbior okresow ty,...,7; < t;, w ktorych zachodzi warunek (15).
Woéwczas, zgodnie z (14):

* * - (PE+1),y"(t+1)
By (®),y (t+1),pt+ 1)) = m S Amerr = Ogpr1, tE L,
czyli

@+ 1),y (t+ D) < (ameer — Oers1) @+ 1),y (1), tEL,

co lacznie z (17) prowadzi do nierownosci:

€L

B,y (0) < (ks awe) Meer, (@me = 8))FO.0 (8)

Laczac (16) i (18) dochodzimy do warunku:

0< O'(Hi1=1 aM,t)(ﬁ(H)'S_) < (HE:;=L1 aM,t) (HtELS(aM,t - 5e,t))(ﬁ(0)'y0),

z ktorego wynika, ze

% (1 _ Set ) S 9(P(t1)3)
t=11 ame) — (P0)y°) '

Jednoczesnie, zgodnie z (G7)

U(ﬁ(tl): 5) - O'“ﬁ(tl)”gmin > O minSmin

— > — > =(C =const.> 0,
(p(0),y°) llp(0) Il}’r(r)lax T[maxyglax
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gdzie Spmin = min;5; > 0, yo,, = max; ¥ > 0, a stad:

ta(1-2=)2c >0
M.t

t=741

Wobec (G10) ostatecznie dochodzimy do nieréwnosci:
1-v)k=>c,
z ktorej otrzymujemy oszacowanie liczby k:

InC
<L —_— =
k< In(1-v,)

W charakterze liczby k,, o ktorej mowa w tezie twierdzenia, wystarczy wziaé
najmniejsza liczbe naturalng wieksza od min {0, A}. Liczba ta nie zalezy od dlugosci
horyzontu 7' = {0,1,..., #;}. |

Twierdzenie pokazuje, ze tzw. efekt magistrali — zblizania si¢ w dtugich okresach
czasu optymalnych procesow wzrostu do magistrali (w sensie odleglosci katowej)
— ujawnia si¢ takze w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z efektywnoscig produk-
cji rosnaca nieograniczenie (np. pod wptywem postepu technologicznego). Nie jest
wykluczone, ze warunki (G7), (G10) mozna ostabi¢. Wymaga to dalszych badan.
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NIESTACJONARNA GOSPODARKA GALE’A Z ROSNACA EFEKTYWNOSCIA PRODUKCII
NA MAGISTRALI

Streszczenie

W pracach Panek (2013a, 2013b) udowodniono ,,stabe” oraz ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali
w modelach dynamiki ekonomicznej von Neumanna-Gale’a ze zmienng technologia zbiezna do pewnej
technologii granicznej. Na magistrali produkcyjnej wyznaczonej przez technologi¢ graniczng gospodarka
osiaga najwyzsze tempo wzrostu, ale jest ono stale (niezmienne w czasie). W artykule zaprezentowano
dowod magistralnych wiasnosci optymalnych proceséw w takiej niestacjonarnej gospodarce Gale’a,
w ktorej — w odroznieniu od wspomnianych wyzej prac — tempo wzrostu produkcji na magistrali ro§nie
pod wptywem postepu technologicznego.

Slowa kluczowe: niestacjonarny model Gale’a, rownowaga chwilowa von Neumanna, magistrala
produkcyjna, ,.,stabe” i ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali

NON-STATIONARY GALE ECONOMY WITH THE TURNPIKE’S INCREASING PRODUCTION
EFFICIENCY

Abstract

Papers Panek (2013a, 2013b) prove ,,weak” and ,,very strong” turnpike theorem in the Neumann-
Gale model of the economic dynamics with changeable technology convergent to some limit techno-
logy. The economy achieves the highest growth rate on the production turnpike determined by the limit
technology, nevertheless the growth rate is constant (time-invariant). This article presents proofs of
the turnpike properties of the optimal processes in such a non-stationary Gale economy, in which — in
contrast to the above-mentioned papers production growth rate on the turnpike is increasing due to
technological progress.

Keywords: non-stationary Gale model, von Neumann temporary equilibrium, production turnpike,
,»weak” and ,,very strong” turnpike theorem
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STRUKTURA ZBIORU WEKTOROW CEN ROWNOWAGI
W MODELU RYNKU TYPU GALE’A-SHAPLEYA'!

1. WSTEP

Rynki, na ktoérych wystepuje skonczona liczba niepodzielnych dobr, od dawna
cieszyly si¢ zainteresowaniem ekonomistow (zob. np. Shapley, Shubik, 1971/72, str.
124), chociaz bardziej intensywne badania w tym zakresie wykorzystujace metody
matematyczne rozwinely si¢ dopiero wraz z rozwojem teorii gier.?

W tradycyjnej, neoklasycznej teorii rynkow dobr podzielnych wykorzystuje si¢
silne narzedzia analityczne (np. twierdzenia o punkcie statym), ktérych nie da si¢
wykorzysta¢ do matematycznej analizy rynkéw dobr niepodzielnych. Z tego punktu
widzenia teoria rynkéw dobr niepodzielnych moze by¢ w jakim$ sensie uwazana za
Ltrudniejsza”, gdyz wymaga stosowania specjalnych, osobnych narzedzi (najczesciej
kombinatorycznych) dla kazdego rodzaju modelu.

W teorii rynkéw dobr niepodzielnych, tak jak i w teorii rynkow dobr podzielnych,
typowe pytania dotycza problemow rownowagi konkurencyjnej (warunki istnienia
rownowagi, metody dochodzenia do réwnowagi). W podejsciach teoriogrowych
poszukuje si¢ tez rozwigzan stabilnych, tzn. nalezacych do rdzenia odpowiedniej gry
(zob. np. Shapley, Shubik, 1971/72; Shapley, Scarf, 1974).

Bardzo prosty model rynku doébr niepodzielnych przedstawit Gale w swojej znanej
ksigzce (1960)3. W modelu Gale’a dany jest skofczony zbior kupujacych K i skonh-
czony zbidr dobr D oraz liczby v(k, d) (okreslone dla kazdego kupujacego k € K
i kazdego dobra d € D). interpretowane jako (wyrazone w pienigdzu) wartosci dobr
dla poszczegolnych kupujacych. Ceny dobr p(d) sa cenami réwnowagi, jesli kaz-
demu kupujacemu k przydzielone jest dobro d maksymalizujace liczbe v(k,d) — p(d)
(i przydziat jest jedno-jednoznaczny, zob. def. 1). Preferencje kupujacych sg wigc

1" Projekt zostal sfinansowany ze $rodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie
decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/00812.

2 Klasyczne, czesto cytowane do dzisiaj prace wykorzystujagce podejscie teoriogrowe do analizy
rynkow dobr niepodzielnych, to prace Shapleya i Shubika (1971/72) oraz Shapleya i Scarfa (1974).

3 Istnieje przeklad polski: Teoria liniowych modeli ekonomicznych, PWN, Warszawa 1969 (model,
o ktorym mowa jest opisany w rozdziale V, str. 192-194).
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okreslone za pomocg ,,zyskow” v(k, d) — p(d)* (im wiekszy ,,zysk” z zakupu dobra d,
tym bardziej kupujacy k jest gotowy do zakupu tego dobra).

Model Gale’a zostal rozbudowany do postaci ,teoriogrowej” w pracy Shapleya
i Shubika (1971/72), gdzie zostata przeprowadzona szczegdétowa analiza rdzenia
odpowiedniej ,,gry rynkowej” (graczami sg kupujacy, a takze sprzedajacy bedacy wia-
$cicielami dobr ze zbioru D). Modele bedace rozwinieciem modelu Shapleya-Shubika
(S.-S.) sg intensywnie badane w ostatnich latach>. Bada si¢ m.in. zwigzki miedzy
rownowagami konkurencyjnymi (walrasowskimi), a réznego rodzaju rozwigzaniami
stabilnymi dla tych modeli (zob. np. Camina, 2006; Sotomayor, 2007). Modele te zna-
lazty tez zastosowanie przy analizie rynkéw aukcyjnych (zob. np. Mishra, Garg, 2006;
Andersson, Erlanson, 2013). Mishra i Talman (2010) zbadali geometryczna strukture
zbioru wektoréw cen rownowagi (walrasowskiej) dla modeli typu Shapleya-Shubika
(m.in. pokazali, ze jest on zbiorem wypuktym).

W artykule zajmuj¢ si¢ innym modelem rynku dobr niepodzielnych, kto-
rego pierwowzorem jest model rekrutacji kandydatéw do szkot opisany w pracy
Gale’a i Shapleya (1962). W modelu tym (ktéry nazywam modelem rynku typu
Gale’a-Shapleya lub w skrocie modelem G.-S.), przedstawionym w pracy Switalskiego
(2014), okreslone sa ceny graniczne r(k, d), gdzie liczba r(k, d) jest interpretowana
jako maksymalna cena, ktorg kupujacy £ gotowy jest zaptaci¢ za dobro d, a takze
preferencje kupujacych w zbiorze D okres§lone jako liniowe porzadki. Preferencje sg
tutaj dane z gory i nie zaleza od liczb r(k, d) — p(d), sa wigc, podobnie jak w neokla-
sycznej teorii wyboru konsumenta, niezalezne od cen. Kupujacy wybiera najlepsze
dobro sposrdéd tych, ktore spetniaja warunek r(k, d) > p(d). Liczby r(k, d) moga
wigc by¢ traktowane jako ograniczenia budzetowe (w przeciwienstwie do neokla-
sycznej teorii wyboru konsumenta ograniczenia te moga by¢ tutaj rozne dla roznych
dobr).

W modelu tym tatwo mozna zdefiniowa¢ rownowage walrasowska jako taki jed-
no-jednoznaczny przydziat dobr kupujacym, przy ktorym kazdy kupujacy k otrzymuje
najlepsze dla niego dobro wsroéd wszystkich dobr d speliajacych warunek r(k, d)
— p(d) = 0. W pracy Switalskiego (2014) udowodniono, ze alokacje tak okreslonej
rownowagi sa skojarzeniami stabilnymi w sensie Gale’a-Shapleya (i na odwrot).

W przedstawionym artykule porownuj¢ model Gale’a z modelem typu Gale’a-
-Shapleya oraz badam geometryczng strukture zbioru wektorow cen rownowagi dla
modelu typu G.-S. Najwazniejsze wyniki dotyczace wlasnos$ci tego zbioru zawarte
sa w punkcie 5. Tam tez przedstawitem twierdzenie (tw. 3), ktore charakteryzuje ten
zbior jako rozlgczng sume¢ odpowiednich prostopadtoscianow (a wigc nie musi on

4 Shapley i Shubik (1971/72) uzywaja na okreSlenie tej roznicy termindéw ,profit” lub ,.gain”.
W polskim thumaczeniu ksiazki Gale’a (1960) uzyto terminu ,,doch6d”. W literaturze dotyczacej modeli
Shapleya-Shubika wystepuja czesto terminy ,,payoff” lub ,,surplus”.

5 W bazie czasopism wydawnictwa Elsevier znajduje sie 10 artykuldéw opublikowanych w latach
2011-2013 poswieconych modelom S.-S. i ich uogélnieniom.
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by¢ zbiorem wypuklym, co oznacza, ze struktura tego zbioru jest istotnie rozna od
analogicznej struktury dla modeli typu S.-S.).

2. MODEL GALE’A

W modelu Gale’a dany jest skonczony zbiér kupujacych K i skonczony zbior dobr
D. Oba zbiory sg rownoliczne. Dobrami moga by¢ np. domy, konie, dzieta sztuki itp.
Kazdy kupujacy zamierza naby¢ doktadnie jedno dobro. Dla kazdego kupujacego
k € K i kazdego dobra d € D okre$lona jest liczba v(k, d) > 0, ktéra interpretujemy
jako warto$¢ dobra d dla kupujacego k.6

Zatdézmy, ze dla kazdego dobra d € D zostata okreslona cena p(d) > 0. Wektor
p ze wspotrzednymi p(d) (indeksowanymi przez elementy zbioru D) bedziemy nazy-
wali wektorem cen. ,,Zysk” kupujacego k zwigzany z zakupem dobra d po cenie
p(d) okreslamy jako z(k, d) = v(k, d) — p(d). Dla danego wektora cen p i danego
kupujacego k okreslamy zbior dobr dopuszczalnych dla & jako

Fp,ky=1{d e D:z(k,d) =0 }.
Jesli F(p, k) # &, to zbior dobr optymalnych dla kupujacego k okreslamy jako:
Opt (p, k) ={d € F(p, k): z(k, d) > z(k, c) dla kazdego ce F(p, k)}.
Dla danego dobra d € D okre$lamy tez zbiér popytowy jako:

D(p,d)={keK:de Opt(p,k}.

Zbior popytowy dla d jest zbiorem kupujacych, dla ktorych d jest (przy danych
cenach) dobrem optymalnym, a wigc takim ktére ci kupujacy gotowi byliby
naby¢.

Rownowage otrzymujemy jesli kazdemu kupujacemu mozna przydzieli¢, w spo-
sob jedno-jednoznaczny, jakies dobro, ktore jest dla niego optymalne. Formalnie
mozna to przedstawi¢ za pomoca nastgpujacych definicji.

Definicja 1. Wektor p nazywamy wektorem cen rownowagi w modelu Gale’a, jesli
istnieje taka bijekcja u: K — D , ze dla kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt (p, k).
Definicja 2. Jesli p jest wektorem cen rownowagi, to takg bijekcje u: K — D, ze dla
kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt (p, k) nazywamy alokacjg rownowagi (walrasow-
skiej) zwiazang z cenami p.

¢ Shapley i Shubik (1971/72) traktuja v(k, d) jako (wyrazong w pieniagdzu) subiektywng ocene
uzytecznosci dobra d, ktora odrdzniaja od oszacowania przez kupujacego k rynkowej wartosci dobra d.
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Gale (1960) udowodnit (zob. tez Shoham i Leyton-Brown, 2009), ze tak zdefiniowane
alokacje rownowagi sa rozwiazaniami klasycznego zagadnienia przydziatu (zob. np.
Sikora, 2008, str. 190).

Definicja 3. Wartoscig bijekcji u: K — D nazywamy liczbe

w(u) = Z; € g vk, u(k)).

Wartoscig bijekcji u jest wiec suma wartosci dobr nabywanych przez kupujacych
w wyniku transakcji wyznaczonych przez bijekcje u.

Definicja 4. Bijekcja u: K — D nazywa si¢ alokacja optymalna, jesli dla dowolne;j
bijekcji w: K — D mamy w(u) = v(w).

Twierdzenie 1. (Gale, 1960).

W modelu Gale’a alokacja u: K — D jest alokacja réwnowagi (dla pewnych cen
rownowagi p) wtedy i tylko wtedy, gdy jest alokacja optymalng.
Alokacja rownowagi jest wigc w modelu Gale’a sposobem przydziatu dobr kupuja-
cym, ktory maksymalizuje sumaryczng warto$¢ przydzielonych dobr. Innymi stowy,
jest to optymalne rozwigzanie zagadnienia przydzialu dla macierzy {v(k, d)}.

3. MODEL TYPU GALE’A-SHAPLEYA

W modelu tym zaktadamy, podobnie jak to zrobit Gale w swoim modelu, ze dane
sg skonczone, rownoliczne zbiory K i D (zbiér kupujacych i zbior dobr) oraz, ze
kazdy kupujacy chciatby naby¢ doktadnie jedno dobro. Zaktadamy tez, ze dla kazdego
kupujacego k£ € K i kazdego dobra d € D okreslona jest liczba r(k, d) > 0 interpre-
towana jako maksymalna kwota jaka kupujacy & gotowy jest przeznaczy¢ na zakup
dobra d. Liczbeg r(k, d) bedziemy nazywali ceng graniczng (termin ten jest uzywany
w polskiej literaturze ekonomicznej jako odpowiednik angielskiego reservation price).

Liczby r(k, d) moga by¢ rozne od liczb v(k, d) wystepujacych w modelu Gale’a,
chociazby ze wzgledu na ograniczenia budzetowe, ktore kupujacy & musi bra¢ pod
uwage. Roznice migdzy liczbami r(k, d) 1 liczbami v(k, d) wystepujacymi w modelu
Gale’a najprosciej wyjasni¢ na przykltadzie. Zatozmy np., ze kupujacy k rozwaza
zakup dwoch doméw A4 i B’. Jego subiektywna warto$§¢ domu 4 wynosi 1 min zi
(v(k, A) = 1), a warto$¢ domu B — 800 tys. zt (v(k, B) = 0,8). Kupujacy k& moze
przeznaczy¢ na zakup domu maksymalnie 800 tys. zt. Dom 4 jest gotowy do zamiesz-
kania, natomiast dom B wymaga remontu, ktérego koszt kupujacy k£ ocenia na 100
tys. zt. Jesli wiec kupujacy nie chce ponosi¢ dodatkowych kosztow, to moze wydac
na dom B faktycznie jedynie 700 tys. zt, wowczas r(k, A) = 0,8, r(k, B) = 0,7.

7 Domy sg przyktadem dobr niepodzielnych szczegdlnie czesto wykorzystywanym w klasycznych
pracach, np. u Gale’a (1960) lub Shapleya i Shubika (1971/72). Oczywiscie zaktadamy tutaj, ze dom
moze by¢ kupiony tylko w catosci.
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W praktyce liczby v(k, d) moga by¢ dla kupujacych trudniejsze do okreslenia niz
liczby r(k, d), sa bardziej ,,nieuchwytne” (podobnie jak uzytecznos$ci, ktérymi operuje
teoria konsumenta). Wydaje si¢, ze w wielu sytuacjach tatwiej datoby si¢ uzyskac od
kupujacych informacje o cenach granicznych niz o subiektywnych warto$ciach dobr
(np. od kupujacych przystepujacych do aukcji, oczywiscie kupujacy, z wiadomych
wzgledow, staraja si¢ zwykle zachowa¢ te informacje dla siebie).

Oprocz liczb r(k, d) w modelu G.-S. okreslone sg preferencje kupujacych w zbio-
rze dobr. Zakladamy, ze dla kazdego kupujacego k € K okreslony jest liniowy porza-
dek w zbiorze D oznaczony symbolem >, . Oznacza to, ze dla dowolnych dwoch
roznych dobr ¢, d € D zachodzi doktadnie jedna z dwoch mozliwosci: kupujacy
k woli ¢ od d (tzn. ¢ > d) lub woli d od ¢ (d > c). Preferencje sg tutaj dane z gory,
wyrazaja subiektywne upodobania kupujgcych i nie zalezg od cen p(d).

W modelu Gale’a preferencje sa wyznaczone za pomocg ,,zyskow” z(k, d) =
vk, d) — p(d). W modelu G.-S. preferencje nie zalezg ani od liczb r(k, d) ani od
roznic r(k, d) — p(d). Liczby r(k, d) mozna tutaj traktowac podobnie jak ograniczenia
budzetowe w neoklasycznej teorii wyboru konsumenta (przy czym ograniczenia moga
by¢ rézne dla roznych dobr). Kupujacy, podobnie jak konsument w zadaniu maksy-
malizacji uzytecznosci, wybiera, zgodnie ze swoimi preferencjami, najlepsze dobro
w zbiorze dobr dopuszczalnych, tzn. takich ktdre moze zakupi¢ w ramach istniejgcych
ograniczen budzetowych.

Przedstawimy teraz pewne pomocnicze definicje, za pomoca ktorych bedzie mozna
zdefiniowaé¢ rownowage w modelu G.-S. Dla danego wektora cen p i danego kupujacego
k okreslamy zbior dobr dopuszczalnych jako

F(p, k) = {d € D: r(k, d) 2 p(d) }.
Jesli F(p, k) # O, to zbior dobr optymalnych dla kupujacego k okreslamy jako:
Opt (p, k) ={d e F(p, k): d > ¢ dla kazdego ceF(p, k) }.

Zauwazmy, ze w tym przypadku zbidr Opt (p, k) jest zawsze jednoelementowy (gdyz
>, s3 liniowymi porzadkami). Dla danego d € D okreslamy zbidr popytowy jako

D(p,d)={keK:de Opt(p,k}.

Zauwazmy, ze poniewaz zbiory Opt (p, k) sa jednoelementowe, wigc zbiory D(p, d)
sa rozlaczne (dla roznych d).
Definicja 5. Ceny p w modelu G.-S. sg cenami rownowagi, jesli istnieje taka bijekcja
u: K — D, ze dla kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt (p, k).

Réwnowaznie mozna zdefiniowac ceny rownowagi jako takie ceny p, ze wszyst-
kie zbiory D(p, d) (dla d € D) s3 jednoelementowe (zob. Switalski, 2014).
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Bijekcje, o ktorej mowa w def. 3.1, podobnie jak w modelu Gale’a, nazywamy
alokacja réwnowagi (walrasowskiej) zwiazang z cenami p.

Model G.-S. jest wzorowany na klasycznym modelu rekrutacji kandydatow do
szkot opisanym przez Gale’a i Shapleya (1962) (zob. tez Switalski, 2014). W modelu
rekrutacji liczba r(k, d) moze by¢ interpretowana jako liczba punktow, ktorg posiada
kandydat z przedmiotéw wymaganych przez szkote d (,,budzet” kandydata), a p(d)
— jako minimalna liczba punktow wymaganych przez szkole d przy przyjmowaniu
kandydatow (,,cena” miejsca w szkole d). Roznica migdzy przedstawionym modelem,
a modelem rekrutacji polega na tym, ze w modelu rekrutacji szkoly przyjmuja wielu
kandydatow (tzn. jesli traktowac d jako miejsce w pewnej szkole, to mamy tutaj wiele
identycznych ,.kopii” dobra d).

W modelu G.-S. rownowagi sg zwigzane z pojeciem skojarzenia stabilnego wpro-
wadzonym przez Gale’a i Shapleya (1962).

Definicja 6. Bijekcja u: K — D nazywa si¢ skojarzeniem stabilnym, jesli nie istnieje
taka para (k, d) € K x D, ze d > u(k) oraz r(k, d) > r(l, d), gdzie [ jest takim kupu-
jacym, ze u(/) = d.

Istnienie pary (k, d) takiej jak w powyzszej definicji oznaczatoby, ze kupujacy k& woli
naby¢ dobro d, a nie dobro u(k), ktére otrzymuje w alokacji u, a jednoczesnie jest
gotowy za to dobro zaptaci¢ wiecej niz kupujacy /, ktory dobro to nabyl. W takiej
sytuacji alokacja u nie jest najkorzystniejsza ani z punktu widzenia kupujacego £, ani
wiasciciela dobra d. Brak tego rodzaju par (k, d) gwarantuje wigc, ze zarowno kupu-
jacy, jak i wilasciciele dobr nie beda sktonni do zmiany istniejacego uktadu transakcji.

Przy zalozeniu, ze dla kazdego ustalonego d € D wszystkie ceny r(k, d) (dla
wszystkich £ € K) sa rozne, mozna udowodni¢ nastgpujace twierdzenie bedace pewna
analogia do twierdzenia 1 (zob. Switalski, 2014).

Twierdzenie 2. W modelu G.-S. alokacja u: K — D jest alokacjg rownowagi
(dla pewnych cen réwnowagi p) wtedy i tylko wtedy, gdy u jest skojarzeniem
stabilnym.

4. WEKTORY CEN ROWNOWAGI W MODELU G.-S.

Na ogot w modelach rownowagi jednej alokacji rownowagi odpowiada wiele
roznych wektorow cen rownowagi. Na przyktad w klasycznym modelu wymiany
Arrowa-Hurwicza zbior wektorow cen rownowagi jest stozkiem, to znaczy jesli p jest
wektorem rownowagi, to rowniez wszystkie wektory postaci Ap (A > 0) sa wektorami
rownowagi®. W modelach typu Shapleya-Shubika (bedacych rozwinieciem modelu
Gale’a) zbiory wektorow cen rownowagi sg wypuktymi kratami zupelnymi, w szcze-

8 Zwykle mowi sie w tym przypadku, ze istnieje doktadnie jeden wektor cen rownowagi wyzna-
czony z doktadnoscia do stale;j.
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golnosci dla danej alokacji rownowagi istnieja maksymalny i minimalny wektory cen
rownowagi (zob. np. Mishra, Talman, 2010).

Zbadamy teraz struktur¢ zbioru wektoréw cen rownowagi dla modelu G.-S. Roz-
poczniemy od przyktadu.
Przyklad. (Switalski, 2014) Zatézmy, ze mamy trzech kupujacych: 4, B, C oraz trzy
domy na sprzedaz: X, Y, Z. Maksymalne ceny jakie kupujacy sa gotowi zaoferowac
za poszczegdlne domy przedstawione sg w tabeli 1.

Tabela 1.
Ceny graniczne kupujacych (w tys. zt)
X Y V4
A 850 750 850
B 700 800 800
C 900 700 700

Preferencje kupujacych sa nastepujace: A: XYZ, B: YXZ, C: ZYX (kupujagcemu
A najbardziej odpowiada dom X, nastepnie Y, a na koncu Z itd.). Latwo sprawdzi¢,
ze jedynymi skojarzeniami stabilnymi sa w tym przypadku u: 4 > X, B - 7V,
C—> Z orazv:i A4 >Z, B— Y, C > X Sato wigc (na podstawie twierdzenia 2)
réwniez jedyne alokacje rownowagi. Rozwazmy wektor cen p = (850, 750, 700) (tzn.
cena domu X jest rowna p(X) = 850, cena Y = p(Y) = 750, cena Z = p(Z) = 700).
Zbiory domow dopuszczalnych dla poszczegdlnych kupujacych sa dla wektora p
nastepujace: F(p, A) = {X, Y, Z}, F(p, B) = {Y, Z}, F(p, C) = {X, Z}. Mamy wigc
domy optymalne: Opt (p, A) = {X}, Opt (p, B) = {Y}, Opt (p, C) = {Z}. Stad zbiory
popytowe sa nastepujace: D(p, X) = {4}, D(p, Y) = {B}, D(p, Z) = {C}. Wida¢ wiec,
ze ceny p s3 cenami rownowagi dla alokacji rownowagi u. Latwo sprawdzi¢, ze zbior
wszystkich wektorow cen rownowagi dla alokacji u jest prostopadto$cianem postaci

EQ(u) = [0, 850] x [0, 800] x [0, 700].
Dla alokacji v odpowiedni zbiér ma postac
EQ(v) = (850, 900] x (750, 800] x (700, 850].

Warto krotko wyjasni¢, dlaczego w zbiorze EQ(u) wszystkie przedziaty sa domknigte,
a w zbiorze EQ(v) lewostronnie otwarte. Zauwazmy, ze przy alokacji u wszyscy
kupujacy otrzymuja najlepsze dla siebie domy, a wiec przy dowolnym obnizaniu
ceny, az do wartosci 0, zachowana zostaje rownowaga, natomiast przy alokacji v
1 przy maksymalnych cenach réwnowagi (900, 800, 850) ich obnizenie moze spowo-
dowa¢ utrate stanu rownowagi. Jesli np. ceny domow beda rowne (850, 800, 850),
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to w tym przypadku zaréwno kupujacy 4, jak i C chcieliby naby¢ dom X, a wigc
nie s3 to juz ceny rownowagi, chociaz cenami rownowagi s3 dowolne ceny postaci
(850 + ¢, 800, 850), dla dowolnego & € (0, 50]. Podobnie jest dla lewych koncow
pozostatych dwdéch odcinkow, a wiec dla alokacji v przedziaty wyznaczajace zbidr
EQ(v) sg lewostronnie otwarte.

Zbiodr wszystkich wektorow cen rownowagi mozna przedstawic¢ jako

EQ = EQ(u) © EQ(V).

Zauwazmy, ze zbiory EQ(u) 1 EQ(v) sa roztaczne, zbior EQ(v) nie zawiera niektorych
Scian brzegowych, zbidr EQ jest krata zupelng zawierajaca wektor maksymalny (900,
800, 850) oraz minimalny (0, 0, 0), chociaz nie jest zbiorem wypuktym.

W nastepnym paragrafie udowodnig, ze przy zatozeniu, ze wszystkie ceny gra-
niczne dla kupujacych sa dodatnie, zbiér wektorow cen rownowagi w modelu G.-S.
jest zawsze rozlaczng sumg wielowymiarowych prostopadtoscianow, przy czym nie-
ktore z nich moga nie zawiera¢ niektorych §cian (jako iloczyny kartezjanskie prze-
dzialéw lewostronnie otwartych, podobnie jak w powyzszym przyktadzie).

5. STRUKTURA ZBIORU WEKTOROW CEN ROWNOWAGI W MODELU G.-S.

Rozwazamy model G.-S. z n-elementowym zbiorem kupujacych K i n-elemen-
towym zbiorem dobr D. Zbior wektorow cen rownowagi oznaczamy symbolem EQ.
Jesli p jest wektorem cen rownowagi, to alokacja rownowagi odpowiadajaca wekto-
rowi p nazywamy taka bijekcje u: K — D, ze dla kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt
(p, k) (w tym przypadku oznacza to, ze {u(k)} = Opt (p, k)). ROwnowaga nazywamy
pare (u, p) taka, ze p jest wektorem cen rownowagi, a u alokacja odpowiadajgca
wektorowi p. Je§li u jest alokacja rownowagi (odpowiadajgca pewnemu wektorowi
cen p), to zbidr wszystkich wektorow cen, ktorym odpowiada alokacja u# oznaczamy
symbolem EQ(u) (ceny p € EQ(u) nazywamy tez cenami rownowagi dla alokacji u).
Latwo zauwazy¢ (zob. Switalski, 2014), ze zbior ten zawsze bedzie nieskoficzony.

W zbiorze EQ(u) okreslimy teraz pewien wektor cen p(u) (ktéry mozna nazwaé
granicznym wektorem cen dla alokacji #) za pomoca wzoru:

p)(d) = r(k, d),

gdzie £ jest takim kupujacym, ze u(k) = d. Symbol p(u)(d) oznacza tutaj d-ta wspot-
rzedng wektora p(u). Wektor p(u) jest wigc wektorem cen granicznych dobr dla kupu-
jacych, ktorzy przy alokacji u otrzymali te wlasnie dobra.

Nietrudno zauwazy¢ (Switalski, 2014), ze p(u) €EQ(u), tzn., ze ceny p(u) sa
cenami rownowagi dla alokacji u. Okazuje si¢, ze s3 to maksymalne ceny rownowagi
dla alokacji #, o czym mowi nastepujacy lemat.
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Lemat 1. Ceny p(u) s3 maksymalnymi cenami rownowagi dla alokacji u, tzn. jesli (u,

q) jest rownowaga, dla pewnych cen ¢, to p(u) = q.

Dowaéd. Jesli (u, g) jest rownowagg to, dla kazdego & € K mamy u(k) € Opt (g, k),

a wiec u(k) € F(q, k) czyli r(k, u(k)) > g(u(k)). Przyjmujac d = u(k) otrzymujemy,

ze r(k, d) > q(d) dla kazdego d € D i takiego k, ze u(k) = d (gdyz u jest bijekcja).

Oznacza to, ze p(u)(d) > g(d) dla kazdego d € D, a wigc p(u) > q. |
W nastepnych lematach przedstawimy dalsze wlasnosci wektorow cen rownowagi

w modelu G.-S.

Lemat 2. Jesli g jest wektorem cen rownowagi dla alokacji u, to dowolny wektor

s spehiajacy warunek p(u) > s > g jest tez wektorem cen roéwnowagi dla

alokacji u.

Dowod. Nierownosci p(u) > s > g implikuja

Flp(u), k) < F(s, k) < F(q, k) )

dla kazdego k € K. Poniewaz p(u) oraz g sa cenami rownowagi dla u, wiec dla kaz-
dego k € K dobro u(k) jest optymalne zarbwno w zbiorze F(p(u), k), jak i w F(q, k).
Na podstawie warunku (1) wnioskujemy, ze u(k) jest rOwniez optymalne w F(s, k).
Oznacza to, ze rOwniez ceny s s3 cenami rownowagi dla u. |

Rozwazamy ponownie wektor p(u) cen granicznych dla alokacji u, o wspotrzed-
nych

p(u)(d) = r(k, d) (u(k) = d).

Ustalmy d € D. Niech a bedzie liczbg taka, ze p(u)(d) = a > 0. Niech (p(u)_4, @) bedzie
wektorem, ktéry ma wszystkie wspotrzedne takie jak p(u) oprocz wspotrzednej d-tej,
ktora jest rowna a. Z lematu 2 wynika, ze jesli (p(u)4, @) jest wektorem rownowagi,
to wszystkie takie wektory (p(u)_g, B), ze p(u)(d) = f = a, sa tez wektorami rownowagi
(tzn. naleza do zbioru EQ(u)). Niech

q(u)(d) = inf { a: p(u)(d) 2 a 2 0 A (p(u).g, @) € EQu) . 2

Liczba ¢g(u)(d) jest wiec graniczng warto$cig a, dla ktorej mozna zmniejszaé wspol-
rzedna p(u)(d) wektora p(u) tak, aby zachowac¢ rownowage (tzn. tak, aby ceny p(u) ze
zmnigjszong wartoscig wspotrzednej p(u)(d) byly w dalszym ciggu cenami rownowagi
dla alokacji u).

Pytamy sig, kiedy

()., g(u)(d)) € EQ(u) 3)

(z definicji g(u)(d) w (2) nie wynika, ze zawsze tak musi by¢). Odpowiedz daje poniz-
szy lemat
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Lemat 3. Jesli wszystkie ceny graniczne r(k, d) (dla k € K) sg dodatnie, to wektor
(p(u).q, q(u)(d)) jest wektorem rownowagi dla alokacji u wtedy i tylko wtedy, gdy
q(u)(d) = 0.

Dowo6d. Zauwazmy po pierwsze, ze jesli g(u)(d) > 0, to zalezno$¢ (3) nie zachodzi.
Jesli bowiem p jest dowolnym wektorem rownowagi (tzn. p € EQ(u)) oraz p ma
przynajmniej jedna wspotrzgdna dodatnia, to réwniez, dla odpowiednio matej liczby
e > 0 zachodzi p(e) € EQ(u), gdzie p(e) jest wektorem powstatym z p przez zmniej-
szenie wspolrzgdnych dodatnich o liczbe ¢. Wynika to stad, ze zbidr wszystkich
mozliwych warto$ci cen granicznych jest skonczony, a wigc dla odpowiednio matego
¢ > 01 dla dowolnego k£ € K mamy

Fp(e), k) = F(p, k).

Gdyby wiec (3) bylo prawda dla g(u)(d) > 0, to moglibySmy zmniejszy¢ liczbe g(u)(d)
o dostatecznie mala liczbe ¢ > 0 zachowujac rownowagg, ale to przeczytoby definicji
liczby g(u)(d).

Zatozmy, ze q(u)(d) = 0. Poniewaz wszystkie liczby r(k, d) s dodatnie, wigc
pu)(d) > 0, a wigc na podstawie wzoru (2) otrzymujemy (p(u).y, €) € EQ(u)
dla odpowiednio matej liczby ¢ > 0. Podobnie, skoro wszystkie liczby r(k, d) sa
dodatnie, to

Fp()-q €), k) = F((p()-q, 0), k)

1 ostatecznie (p(u).q, 0) € EQ(u). u
Jesli dopuszczamy mozliwos¢, ze dla jakiego$ k zachodzi r(k, d) = 0, to warunek
(3) dla g(u)(d) = 0 bedzie rowniez spelniony poza przypadkiem, gdy p(u)(d) > 0 oraz
istnieje / takie, ze ([, d) = 01 d > | u(l).
Nastepny lemat charakteryzuje zbidor wektorow cen rownowagi w modelu G.-S.
dla danej alokacji u.
Lemat 4. Niech u: K — D bedzie alokacjg rownowagi w modelu G.-S., w ktérym
wszystkie ceny r(k, d) sa dodatnie. Wektor ¢ jest wektorem cen rownowagi dla alo-
kacji u wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego d € D mamy

1) q(d) € (q(u)(d), p(u)(d)], jesli g(u)(d) > 0,
2) q(d) € [q(u)(d), p(u)(d)], jesli g(u)(d) = 0.

Dowéd. ( = ) Zaldozmy, ze g jest wektorem rownowagi. Wowczas z lematu 1, dla

dowolnego d € D mamy 0 < g(d) < p(u)(d). A wiec, jesli g(u)(d) =0, to g(d) € [g(u)
(d), p(u)(d)], czyli prawdziwa jest zaleznos¢ 2).
Zatézmy, ze q(u)(d) > 0 oraz q(d) < q(u)(d). Poniewaz g jest rownowaga oraz

q < (p(u)-g, q(d)) < p(u)
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(gdyz dla kazdego d zachodzi g(d) < p(u)(d)), wigc, na podstawie lematu 2, wek-
tor (p(u)g, g(d)) tez jest wektorem réwnowagi dla alokacji u. Rownos¢ g(d) = g(u)
(d) jest niemozliwa na podstawie lematu 3 (bo zatozylismy, ze g(u)(d) > 0). A wigc
q(d) < q(u)(d). Ale na podstawie definicji g(u)(d) rowniez w tym przypadku wektor
(p(u).4, q(d)) nie moze by¢ wektorem réwnowagi. OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, skad
wynika, ze jesli g(u)(d) > 0, to g(d) > q(u)(d), czyli prawdziwa jest zaleznosc¢ 1).

( <) Zaktadamy, ze spetnione sa zaleznos$ci 1) i 2). Chcemy udowodnié, ze wektor
q jest wektorem rownowagi dla alokacji u. Poniewaz p(u) jest wektorem rownowagi
dla u, wigc dla kazdego £ € K mamy {u(k)} = Opt (p(u), k). Ustalmy k£ € K i niech
d = u(k). Udowodnimy, ze {d} = Opt (g, k). Wystarczy w tym celu udowodni¢, ze
d € F(q, k) oraz, ze jesli ¢ € F(q, k), to d > c. Poniewaz g < p(u), wigc jesli dobro d
jest dopuszczalne dla kupujacego k przy cenach p(u), to jest rowniez dopuszczalne dla
k przy cenach g. Stad d € F(q, k). Zalézmy, ze ¢ € F(q, k). Poniewaz wektory (p(u).,
q(c)) 1 ¢ majg t¢ sama c-tg wspotrzedna, wigc ¢ jest dopuszczalne dla k rowniez przy
cenach (p(u).., g(c)). Ale ceny (p(u).., g(c)) sa cenami rownowagi dla alokacji u (co
wynika z warunkéw 1) i 2) oraz definicji g(u)(d)). Poniewaz u(k) = d, wigc d jest
dobrem optymalnym dla kupujacego k przy cenach (p(u).., g(c)). Stad d > c. |

Z lematu 4 otrzymujemy jako wniosek nastepujace twierdzenie (Switalski, 2014):
Twierdzenie 3. Przy zalozeniu, ze wszystkie ceny graniczne r(k, d) sa dodatnie,
w modelu rynku typu G.-S. zbiér wektoréw cen réwnowagi jest roztaczng suma pro-
stopadtoscianéw postaci Py x P, x ... x P,, gdzie kazdy ze zbiorow P, (t =1, 2, ..., n)
jest przedziatem postaci (v, p(], gdzie 0 < r, < p, lub [0, p], gdzie p, > 0.

6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono geometryczng strukture zbioru wektorow cen rownowagi
w modelu rynku typu Gale’a-Shapleya. Jak si¢ okazuje struktura tego zbioru jest
istotnie rézna od struktury odpowiedniego zbioru dla modeli typu Shapleya-Shubika
(dla modeli typu S.-S. zbiér wektorow cen rownowagi jest zbiorem wypuktym).
Model rynku typu Gale’a-Shapleya moze by¢ traktowany jako alternatywny w sto-
sunku do modelu Shapleya-Shubika (bedacego z kolei rozszerzeniem klasycznego
modelu Gale’a) model rynku ze skonczona liczba niepodzielnych dobr. Modele typu
G.-S. w przeciwienstwie do modeli S.-S. nie byty do tej pory przedmiotem badan
(przynajmniej z punktu widzenia teorii rownowagi typu Walrasa), a wydaje sig, ze sa
warte zainteresowania ze wzgledu na swa prostote, naturalnos¢ i zwigzek z dobrze
znanymi modelami rekrutacji.

Uniwersytet Zielonogorski
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STRUKTURA ZBIORU WEKTOROW CEN ROWNOWAGI W MODELU RYNKU
TYPU GALE’A-SHAPLEYA

Streszczenie

W artykule poréwnano model rynku dobr niepodzielnych przedstawiony przez Gale’a (1960)
w ksiazce The Theory of Linear Economic Models z modelem rynku wzorowanym na modelu rekrutacji
kandydatow do szkot przedstawionym przez Gale’a i Shapleya (1962). Dla modelu rynku typu Gale’a-
-Shapleya (ktory zostal bardziej szczegdtowo opisany w pracy Switalskiego, 2014) scharakteryzowano
zbiér wektoré6w cen rownowagi jako roztaczng sume¢ n-wymiarowych prostopadiosciandw.

Slowa kluczowe: rownowaga rynkowa, rynek dobr niepodzielnych, model Gale’a-Shapleya, model
Shapleya-Shubika

THE STRUCTURE OF THE SET OF VECTORS OF EQUILIBRIUM PRICES IN THE MARKET
MODEL OF GALE-SHAPLEY TYPE

Abstract

In the paper we compare market model of Gale (1960) presented in the book The Theory of Linear
Economic Models (for finite set of indivisible goods) with the market model based on the college admis-
sion model of Gale and Shapley (1962). For the market model of Gale-Shapley type (which was presen-
ted in details by Switalski, 2014) we characterize the set of vectors of equilibrium prices as a disjoint
union of some n-dimensional rectangular parallelepipeds.

Keywords: market equilibrium, market model for indivisible goods, Gale-Shapley model, Shapley-
-Shubik model
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ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC PEWNYCH ESTYMATOROW
MNK ORAZ PREDYKTOROW W PRZYPADKU KLASYCZNYCH MODELI
REGRESJI LINIOWEJ UWZGLEDNIAJACYCH ADDYTYWNE,
STALE EFEKTY SEZONOWE

1. WSTEP

Klasyczny model regresji liniowej, do ktorego wiaczono addytywne, state efekty
sezonowe dotyczace wszystkich okreséw sezonowych (ponizej nazywany KMRL-AS),
nie moze by¢ szacowany bezposrednio metoda najmniejszych kwadratow (MNK)
z powodu doktadnej wspoétliniowosci zmiennych objasniajacych. Niniejszy artykut
dotyczy estymatorow i predyktorow stosowanych w przypadku KMRL-AS, w ktorych
wykorzystuje si¢ to, ze parametry KMRL-AS sa liniowymi funkcjami parametrow
pewnych modeli estymowalnych bezposrednio MNK (ponizej nazywanych modelami
pomocniczymi lub krécej MP), uzyskanych z KMRL-AS przez eliminacje jednej
ze wspotliniowych zmiennych objasniajacych lub jednego z efektow sezonowych.
Rozwazania artykulu dotycza posrednio estymatorow i predyktoréw dla klasycznego
modelu deterministycznego trendu liniowego z addytywnymi, staltymi efektami
sezonowymi. Model ten bowiem z formalnego punktu widzenia jest szczegdlnym
przypadkiem KMRL-AS.

W literaturze §wiatowej brak jest precyzyjnych teoretycznych informacji o rela-
cjach miedzy wynikami uzyskiwanymi przy uzyciu roznych estymatorow (roznych
predyktoréow), dotyczacych KMRL-AS lub wspomnianego powyzej szczegdlnego
przypadku KMRL-AS. Znajduje to odzwierciedlenie w podrecznikach akademickich
(patrz np. Cieslak, 2005 s. 89; Gruszczynski et. al. 2009 s. 113—-114; Maddala, 2006,
s. 3531 391; Welfe, 2003, s. 167-168; Zielinski, 1979). W literaturze przedmiotu brak
jest rowniez precyzyjnych informacji teoretycznych o relacjach migdzy estymatorami
efektow sezonowych (o relacjach miedzy predyktorami) opartymi na KMRL-AS i na
klasycznym modelu regresji liniowej zawierajacym sktadowe harmoniczne (ponizej
nazywanym KMRL-HS). Na podstawie przyktadow liczbowych stwierdza sig, ze
modele te ,,mozna stosowa¢ zamiennie, gdyz daja one przyblizone wyniki” (patrz np.
Wisniewski, 1981 s. 69-70).

Wykorzystujac twierdzenia udowodnione przez Weste (2004), w niniejszym arty-
kule okreslono zalezno$ci migdzy estymatorami MNK parametrow strukturalnych
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dla par modeli nalezacych do zbioru utworzonego przez KMRL-HS i wszystkie MP.
Nastepnie udowodniono:
— algebraiczng rownowaznos$¢ estymatoréw parametrow strukturalnych KMRL-AS

w przypadku wszystkich procedur wykorzystujacych MP;

— identyczno$¢ reszt KMRL-AS, KMRL-HS i wszystkich MP;

— algebraiczng rownowaznos$¢ estymatorow dowolnego efektu sezonowego, wyko-
rzystujacych MP albo KMRL-HS;

— algebraiczng rownowazno$¢ predyktorow zmiennej objasnianej KMRL-HS

1 KMRL-AS, opartych odpowiednio na KMRL-HS i dowolnych MP.

Dalsza struktura artykutu jest nastepujaca. Po sformutowaniu zalozen KMRL-AS
(pkt 2), przedstawieniu rozwazanych procedur estymacji tego modelu (pkt 3) i okre-
sleniu zatozen KMRL-HS (pkt 4), udowodniono twierdzenie dotyczace relacji miedzy
wynikami estymacji MNK par modeli nalezacych do zbioru obejmujacego KMRL-HS
1 wszystkie MP (pkt 5). W twierdzeniu okreslono zalezno$ci zarowno migdzy esty-
matorami wektoré6w parametrow strukturalnych, jak i estymatorami macierzy warian-
cji i kowariancji tych estymatorow. Wykazano takze identyczno$¢ reszt MNK tych
modeli. Powyzsze twierdzenie wykorzystano w dowodach dwoch twierdzen dotycza-
cych estymacji KMRL-AS (pkt 6). Zgodnie z pierwszym twierdzeniem estymatory
wektora parametrow strukturalnych KMRL-AS w wszystkich procedurach wyko-
rzystujagcych MP sg algebraicznie réwnowazne. Wedlug drugiego twierdzenia reszty
KMRL-AS sg identyczne z resztami MP. Nastgpnie udowodniono algebraiczng réw-
nowazno$¢ estymatorow efektow sezonowych w przypadku KMRL-AS i KMRL-HS
(pkt 7). Ostatni punkt artykutu dotyczy predyktoréw warto$ci zmiennej obja$nianej
w KMRL-AS i KMRL-HS. Wykazano, ze predyktory oparte na KMRL-HS i MP sg
sobie rowne i algebraicznie rOwnowazne zaproponowanemu w artykule predyktorowi
opartemu na KMRL-AS.

2. ZALOZENIA ROZWAZANEGO MODELU REGRESJI LINIOWEJ Z ADDYTYWNYMI,
STALYMI EFEKTAMI SEZONOWYMI

Oznaczmy przez y;, X1, Xop ---» Xpe (¢ =1, 2, ..., n) t-te obserwacje odpowiednio na
zmiennych y, x, X,, ..., X;. Przyjmijmy, ze wystepuje m-okresowa sezonowos¢, gdzie
m jest liczba parzysta. Niech Q;, (i € {1, 2, ..., m}; te {1, 2, ..., n}) jest zdefiniowane
nastepujgco:

0 = {1 gdy ¢ dotyczy i-tego okresu sezonowego

0w pozostatych przypadkach (1

Zatozmy, ze ksztaltowanie si¢ y, opisuje nastgpujacy model:

m k
y,:ﬁ0+27/iQi,+z,b’/xﬂ+ut (tzl, 2, ...,n;n>m+k), )
i=1 j=1
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gdzie: Bo, V1> ---» Ym> B1> Pa2s ---» Pr — nieznane parametry strukturalne, spetniajace
warunek:

7+ttt y,=0. 3)
uy, Uy, ..., u, — sktadniki losowe takie, ze:

E(,)=0, Var(u,)=c* i E(uu,)=0, (t=1,2, ..,n;'=1, 2, ...on i t'#1), (4)

przy czym ¢ > 0 jest nieznang stala.

Niech ponadto macierz obserwacji na zmiennych xi, x,, ..., x; w modelu (2),
oznaczana ponizej X, spetnia nastepujace zalozenia:
— elementy macierzy X ustalone sg w powtarzalnych probach; &)
— r1zad macierzy X jest rowny k. (6)

Ponizej model okreslony w (2)-(6) nazywany bedzie skrotowo KMRL-AS. Powstat
on przez wlaczenie do klasycznego modelu regresji liniowej addytywnych, statych
efektow sezonowych dotyczacych wszystkich okresow sezonowych. Z formalnego
punktu widzenia, szczegolnym przypadkiem KMRL-AS jest m.in. nast¢pujacy model
deterministycznego trendu liniowego z addytywnymi, statymi efektami sezonowymi:

yt=ﬂ0+i}/iQn+ﬂlt+u[ (t=1,2, ..,n; n>m+1). (7)
i=1

Parametr y; w modelu (2) nazywany bedzie ponizej efektem sezonowym i-tego
okresu sezonowego. Okresla on ile przecigtnie w i-tych okresach sezonowych y,
odchyla si¢ od warunkowej wartosci oczekiwanej y, wzgledem x,, Xy, ..., X3 W przy-
padku modelu (7) parametr y; interpretowany jest jako przecigtne odchylenie w i-tych
okresach sezonowych y, od linii trendu okre$lonej przez parametry 3 i ;.

3. PROCEDURY ESTYMACJI PARAMETROW KMRL-AS

Nie mozna oszacowa¢ parametréw KMRL-AS stosujac MNK bezposrednio do
tego modelu. Z (1) wynika, ze:

O, +0y ++0, =1, ®)

Powoduje to, ze pierwsza kolumna macierzy obserwacji na zmiennych objasniajacych
w KMRL-AS jest rowna sumie m nastgpnych kolumn, co oznacza doktadng wspotli-
niowos$¢ zmiennych objasniajacych.

Ponizej rozpatrzymy 2m + 1 procedur estymacji modelu KMRL-AS, w tym:
— m procedur I typu, o numerach 1, 2, ..., m;
— m procedur II typu, o numerach m + 1, m+2, ..., 2m;
— jedna procedurg III typu o numerze 2m + 1.
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W powyzszych procedurach najpierw szacuje si¢ MNK parametry MP. Potem
wykorzystuje si¢ odpowiednie wzory wynikajace z teorii estymacji funkcji parame-
trow klasycznych modeli regresji liniowe;j.

Niech X bedzie macierza obserwacji na zmiennych objasniajacych MP w r-tej
procedurze. Macierz ta ma wymiary (m + k) x n. Pierwszych m kolumn dotyczy
zmiennych powstatych przez eliminacje z (2) jednej ze wspotliniowych zmiennych
objasniajgcych lub jednego z efektow sezonowych. Pozostate k kolumny w X)
zawieraja kolejno obserwacje na zmiennych x;, x,, ..., X;, 0 ktorych mowa w modelu
(2). W dalszych rozwazaniach przyjmiemy dodatkowo nast¢pujace zatozenie:

Xip Xop - X (£=1, 2, ..., 1) sg takie, ze macierz X) obserwacji na zmiennych
objasniajacych MP w r-tej procedurze, gdzie re {1, 2, ..., 2m+ 1}, ma rzad
rowny m + k.

Oznaczmy przez & i n") wektory parametréw strukturalnych odpowiednio KMR-
L-AS i MP w r-tej procedurze. Niech C?) bedzie macierza takg, ze & = C n("). Przyj-
&) g 6’ oznaczaja dla r-tej procedury odpowiednio estymator
MNK wektora s i wariancje resztowg MP. Estymator wektora o, uzyskany przy
uzyciu r-tej procedury, oznaczany ponizej 8, oraz estymator macierzy wariancji
1 kowariancji 3 sg rowne odpowiednio:

mijmy, ze symbole @

-1

30 =0, Var(5®)= &zcm(x(rvx(r)) .

Niech ,EO(’), }71(’),}72(r), ey 77,,(1"), ﬁl(’),ﬁz("), ...,,Ek(r), gdziere {1,2,...,2m+ 1}, sa
estymatorami odpowiednio parametrow So, Y1, ¥2> -« > Yms B> Bis +-+» Bx W KMRL-AS,
uzyskanymi przy uzyciu r-tej procedury. Oznaczmy przez I, zbior zdefiniowany naste-
pujaco:

I = {1, 2,..., m}— {r} gdy re {l, 2,..., m};

I ={,2,...m}—{r—m} gdy re{m+l,m+2,..2m}.

Procedury I typu

MP stosowane w procedurach I typu powstaja w wyniku wyeliminowania

z KMRL-AS jednego z parametréw efektow sezonowych przy uzyciu (3). W r-tej
procedurze I typu, gdzie r€ {1, 2, ..., m}, wykorzystuje si¢ nastepujacy MP:

=B+ 7.SRY +zﬂ x,+u, (=12, ...,n), )

iel,
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gdzie:

1 gdy ¢ dotyczy i-tego okresu sezonowego (i € 1,.),
SRI.(,") =0,-0,=1-1 gdy ¢ dotyczy r-tego okresu sezonowego, (10)
0  w pozostatych przypadkach.

Model (9) mozna otrzyma¢ z KMRL-AS podstawiajac za y, w (2) wyrazenie
—zie Vi uzyskane z (3). Jako estymatory parametrow strukturalnych KMRL-AS
w r-tej procedurze I typu przyjmuje sie:

BO =B, 7= (ier), BY=pY (j=1,2,.k), 7= 1)
iel,

gdzie ﬁé"), 77[.(") (iel), ,Ef/(.’) G=1,2, ..., k) oznaczajg estymatory MNK parametréw

ﬁOa Yi (ZE Ir): ﬁ] (j: 17 25 cees k) modelu (9)

Procedury II typu

MP wykorzystywane w procedurach Il typu otrzymuje si¢ przez wyelimino-
wanie z KMRL-AS jednej ze zmiennych zero-jedynkowych zdefiniowanych
w (1). Posta¢ MP wykorzystywanego w procedurze II typu o numerze r-tym, gdzie
re{m+1,m+2, ..., 2m}, jest nastepujaca:

k
Y :a0+zaiQit +Zﬂj X, tu, (ZZL 2, ""n)a (12)
)

iel, J
przy czym oo =fo + v, ;= v~y (i€ L,).

Model (12) mozna uzyska¢ z KMRL-AS przez zastapienie Q,, w (2) przez wyra-
zenie I—ZQ”, otrzymane z (8). Przyjmijmy, ze 0?(({), o}l.(’) (iel), ,B;’) G=1,2,...,k)
oznaczaj;ialE Iéstymatory MNK odpowiednio parametrow g, a; (i€ 1,)if; G=1,2, ..., k)
modelu (12). Estymatory parametréw strukturalnych KMRL-AS w r-tej procedurze 11

typu mozna przedstawi¢ wowczas nastepujaco:

Y =éy+m™Y al, 7 =-m> @, 7O =6 -m?Y al (iel),
iel, iel, iel,

(13)

B =B (j=12,...k).
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Wyrazenie Z%Qn w (12) bywa zastgpowane przez wyrazenie ZaiSC,.,,
iel, iel,

gdzie SC;, sa wartosciami tzw. scentrowanych zmiennych sezonowych, zdefiniowa-

nymi nastepujgco: SC;, = Q,, — m~' (i €1,). Transformacja ta nie zmienia wartoSci

odchylen zmiennych objasniajacych w modelu (12) od ich wartosci $rednich,

co na mocy teorii estymacji klasycznych modeli regresji liniowej (patrz np. Goldber-

ger, 1972 s. 239-241) oznacza, ze zamiana Q; na SC; w (12) nie ma zadnego

wplywu na warto$ci estymatoréw MNK parametrow «; (i € 1,.) i ﬁj G=12, ...,k
modelu (12) a tym samym rowniez warto$ci estymatorow }/ (z =1, 2, m)
i ,B =1,2, ..., k), okreslonych w (13). Powyzsza transformacja powoduje Jedyme

rr -1 Alr .
zmniejszenie oceny wyrazu wolnego w (12) o warto$¢ m Za.('), w wyniku czego
iel,

oceny wyrazow wolnych w modelach (12) i (2) s sobie rowne.

Procedura III typu
W procedurze III typu (o numerze » = 2m + 1) wykorzystywany jest nastepujacy MP:

m k
=Y w0, +> B, x, +u, (t=1,2, ..,n), (14)
i=1 Jj=1
gdzie u;= foyt+v, (i= ., m). Model (14) mozna otrzyma¢ z KMRL-AS zastgpu-

jac zmienng przy Sy w (2) ktora jest tozsam0501owo roéwna ]ednosc1 przez wyrazenie
stojace po lewej stronie (8). Oznaczmy przez ,u, (z = 1 2 ., m), /3 (/ =1,2,...,k
estymatory MNK odpowiednio parametrow u; (i=1, 2, ..., m), ﬂj =1,2, ..,k
modelu (14). Estymatory parametrow strukturalnych KMRL-AS w procedurze 11
typu sg zdefiniowane nastepujaco:

BO =m0, 70 = S (=12, ), B =B (=12,..8) (15)

4. ZALOZENIA ROZWAZANEGO KLASYCZNEGO MODELU REGRESJI LINIOWE]
ZAWIERAJACEGO SKEADOWE HARMONICZNE

Niech m* =m/2 i w; = 2mwi/m. Przyjmijmy, ze ksztaltowanie si¢ y, opisuje naste-
pujacy klasyczny model regresji liniowej ze sktadowymi harmonicznymi (nazywany
ponizej skrotowo KMRL-HS):

m*-1

ﬂ0+2a, cosm;t + Za2 s1na)t+2ﬁ X, t+u, (t=1, 2, .. n>m+k), (16)
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gdzie: ﬁo, Ay ves Alyts A2y oeer Aim*—15 P1» --+» Pr — Ni€zZnane parametry strukturalne,
uy, Uy, ..., u, — sktadniki losowe spetniajace zaloZenia (4).
5 5 (k) s h)
Przyjmijmy, ze B, a, .. a", el az ) ) 2. B oznaczaja esty-
matory MNK odpowiednio parametrow Sy, i1, --.s Qimts Q21 -5 Aim_1s Pis «-+» Pi

modelu (16). Jako estymatory efektow sezonowych dla kolejnych okreséw sezono-
wych przyjmuje si¢:

m*-1
Zal cosa)t + Z“z s1na)t (j=1,2,...,m), 17)
i=1 i=1
gdzie t: jest minimalng warto$ciag zmiennej ¢ dla j-tych okresow sezonowych.
W szczegolnym przypadku, gdy y, dotyczy pierwszego okresu sezonowego, otrzy-
mujemy t; =j.

5. ZALEZNOSCI MIEDZY ESTYMATORAMI MNK PARAMETROW MODELI NALEZACYCH
DO ZBIORU UTWORZONEGO PRZEZ WSZYSTKIE MP ORAZ KMRL-HS

Przypiszmy numery 1, 2, ..., 2m + 1 odpowiednio modelom MP wykorzystywa-
nym w przedstawionych powyzej procedurach 1, 2, ..., 2m + 1 estymacji parametrow
KMRL-AS. Niech ponadto KMRL-HS ma numer A-ty, gdzie 4 ¢ {1, 2, ..., 2m + 1}.
Przyjmijmy, ze

M=1{1,2,...,2m+1, h}. (18)

Ponizej wykazemy, ze na podstawie ocen MNK parametrow r-tego modelu,
r € M, mozna w prosty sposob znalez¢ oceny MNK parametrow dowolnego s-tego
modelu, s #ris e M.

Podzielmy macierz obserwacji na zmiennych objasniajacych w r-tym modelu,
r € M, na bloki w sposdb nastepujacy: x) = [Xgr) X], gdzie Xf’) i X sa macie-
rzami obejmujacymi odpowiednio m pierwszych i k ostatnich kolumn macierzy X,
Niech Z() oznacza macierz o wymiarach m x m, utworzona z m pierwszych wier-
szy macierzy X*). Z definicji m pierwszych zmiennych objasniajacych w modelach
pomocniczych (9), (12), (12) i (16) wynika, ze:
— rzad macierzy Z" dlar € {1, 2, ..., 2m + 1} jest rbwny m;
— wiersze o numerach i, i +m, i +2m, ... W macierzy Xg’) sg sobie rowne.
Wykorzystujac powyzsze stwierdzamy, ze dla kazdej pary r i s takiej, ze r#s
i 7,5 € M, istnieje nieosobliwa macierz o wymiarach m x m, oznaczana ponizej A, |,
dla ktorej zachodzi nastepujaca zaleznosé:

X\ =X"A, |, przy czym A, | = (Z(’))_IZ(S). (19)
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Z (19) wynika, ze:
A=A, (20)
Udowodnimy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Przyjmijmy, ze &), gdzie » € M, jest estymatorem MNK wektora

(r

parametréw strukturalnych r-tego modelu. Podzielmy wektor & ) na bloki w sposob

nastepujacy: al) = [(&5,))7 (&(Z’))T]], gdzie wektory ftg"), ft(z’) majg odpowiednio
wymiary m x 1 1 k x 1. Niech 12[(") i 67 oznaczaja odpowiednio t-tg reszte i wariancje
resztowg r-tego modelu. Przyjmijmy, ze ﬁlr jest nieobcigzonym estymatorem macie-
rzy wariancji i kowariancji ﬁ:g'), zdefiniowanym nastepujaco: ZA‘.“ =6’ (XE”)TXY))A.
Niech ponadto A;, jest macierza okreslong w (19)-(20). Wowczas dla kazdych r i s,
takich, ze r #s 1 r,s € M, mamy:

a) &) = A, &V); 21
b) &%) =#&); (22)
o) i =a" (r=1,2, ...n); (23)
d) 6} =67, (24)
e) S, =A, 2 A . (25)

Dowdd: Macierz X© obserwacji na zmiennych objasniajagcych w r-tym modelu
mozna uzyska¢ mnozgc prawostronnie m pierwszych kolumn macierzy X przez
macierz A, okreslong w (19). Wykorzystujac twierdzenie dotyczace konsekwencji
przeksztatcenia polegajacego na prawostronnym pomnozeniu czeéci kolumn macierzy
obserwacji na zmiennych objasniajacych przez macierz nieosobliwg o znanych ele-
mentach (patrz Westa, 2004, s. 167-168), stwierdzamy prawdziwos¢ (21)-(25). To
konczy dowad. ]

Z twierdzenia 1 wynika, ze w przypadku KMRL-HS i wszystkich MP estymatory
MNK wektora parametrow strukturalnych przy ostatnich k£ zmiennych objasniajgcych
sg algebraicznie rownowazne. Zgodnie z (21), (25) 1 (19)-(20), dla okreslenia zalez-
no$ci migdzy estymatorami MNK wektora m pierwszych parametréw strukturalnych
(migdzy estymatorami macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK wektora
m pierwszych parametrow strukturalnych) w modelu r-tym i s-tym, gdzie r#s
i r,s € M, wystarcza znajomo$¢ macierzy A = (Z(“))AZ(’), przy czym Z©) i Z{") sg
macierzami utworzonymi z m pierwszych wierszy odpowiednio macierzy X® i X .
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Macierz A;,, wykorzystywana w twierdzeniu 1, ma prostg strukture dla wszystkich
MP. Ponizej podamy przyktady postaci tej macierzy. Niech W oznacza nastgpujaca
macierz o wymiarach (m + 1) x (m + 1):

1 m™ m m

0 1-m" -m' —m 26)
W=|: : : : .

0 —-m"' l-m™*  —-m™

0 -m" -m"' 1-m

Oznaczmy przez W;, (przez I;,) macierz powstala przez usunigcie s-tego wiersza
i r-tej kolumny z macierzy W (z macierzy jednostkowej stopnia (m + 1)-tego). Przyj-
mijmy, ze p i q s3 m-elementowymi nastepujacymi wektorami:

p=[0 -1 -1 - -1] i q=1 -1 -1 - 1] 27

Wowczas:

— w przypadku MP wykorzystywanych w procedurach pierwszego typu, czyli
gdy r,s € {1, 2, ..., m}, macierz A, jest rtOwna macierzy powstalej przez (28)
zastgpienie (r + 1)-tego wiersza w macierzy L, ., przez wektor p;

— w przypadku MP wykorzystywanych w procedurach drugiego typu, czyli

gdyr,s e {m+1,m+2, ..., 2m}, macierz A, jest towna macierzy powsta- (29)

tej przez zastapienie (v + 1)-tej kolumny w macierzy I, ,+ przez wek-

tor p’;
— gdyse{l,2,...,miire{m+1l,m+2, ..., 2m}, t0 A, =Wy, i (30)
- gdyse{l,2,...,mjir=2m+1,t0 A;, =Wy, ; 3D
— gdyse{m+1,m+2, .., 2m} ir=2m+1, to macierz A, jest rowna

macierzy powstatej przez zastagpienie (s —m)-tej kolumny w macierzy (32)
I 41,1 przez wektor q.

6. ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC ESTYMATOROW PARAMETROW KMRL-AS
W PROCEDURACH TYPU I-III

Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Oznaczmy przez & wektor parametrow strukturalnych KMRL-AS.
Przyjmijmy o), e jest estymatorem wektora 6 w r-tej procedurze. Wowczas dla
kazdej pary r i s takiej, ze r#sir,s € {1, 2, ..., 2m + 1}, zachodzi:

3" =31, (33)
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d- ~ 30 : ; v 30 =[GO)  FOY
Dowdd: Podzielmy wektor 6’ na bloki w sposdb nastepujacy: 1 2 ,

edzie 8 =[p0 70 70 o 7L a8 =[50 Y Y] Prayimujmy,
7e ftﬁ’), ﬁ:g’) sa estymatorami MNK parametrow strukturalnych MP w r-tej pro-
cedurze, okreSlonymi w twierdzeniu 1. Oznaczmy przez C@ macierz powstatg
z macierzy jednostkowej stopnia (m + 1)-tego przez usunigcie (r + 1)-tej kolumny
i zastgpienie(r + 1)-tego wiersza przez wektor p, zdefiniowany w (27). Niech C(Z’)
(niech Cj) jest macierzg powstata z macierzy W, okreslonej w (26), przez usuniecie
(r —m + 1)-tej kolumny (przez usunigcie pierwszej kolumny). Wowczas zaleznos$ci

(11), (13) i (15) mozna przedstawi¢ odpowiednio w nastepujacej postaci macierzowe;j:

SOZCOR | BD a0 da relh2,om) 34
3 =cVa" i 8V =2y dla refm+im+2,..,2m}, (35)
'S](Zmﬂ) — C3ﬁ§2m+l) i g;ZmH) — 1’.‘5(22m+1)' (36)

Po uwzglednieniu (31) i (32) nietrudno wykaza¢, ze:

CYA, ., =C, dla re{l,2,.,m}, (37)

r,2m+1

C(zr)Ar,2m+l =C, dla re {m+l,m+2,...,2m}. (38)

Po podstawieniu w (34) i (35) za ftg") odpowiedniego wyrazenia z (21) oraz uwzgled-
nieniu (22), (37) i (38) otrzymujemy:

80 =8 dla res i rsefl2..2m+1), (39)

3 =cVA,, &) =Ca ) dla refl,2,..m}, (40)

r,2m+1

8" =CVYA,, &% =C A% dla relm+lm+2,..,2m}. (41

i,2m+l1
Z (39)-(41) wynika prawdziwos¢ (33), co konczy dowod. |

Zgodnie z twierdzeniem 2, estymatory wektora & parametrow strukturalnych KMRL-
-AS, uzyskane przy uzyciu procedur typu I, II Iub III sg algebraicznie rownowazne.
Ponizej symbol & oznaczaé bedzie estymator wektora & parametréw strukturalnych
KMRL-AS, uzyskany przy uzyciu dowolnej z procedur typu I, II lub III, tzn.

=20

=3 dla refl,2,...2m+1}, (42)
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Udowodnimy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 3. Przyjmijmy, ze % i &~ sa odpowiednio t-ta reszta i wariancja resz-
towa KMRL-AS, okreslonymi nastgpujaco:

i =0-%8, & =(n-m—k)'Y (x5, 43)

t=1

gdzie x, oznacza t-ty wiersz macierzy obserwacji na zmiennych obja$niajgcych
w KMRL-AS.

Niech L?t(r) i 67 oznaczaja odpowiednio t-tg reszte i wariancje resztowg w MP wyko-

rzystywanym w r-tej procedurze. Wowczas dlar € {1, 2, ...,2m+1}it=1,2,...,n
zachodzi:
w=a" i & =6 (44)

Dowod: Na mocy twierdzenia 2 dla kazdej pary r i1 s takiej, ze r#s
ir,s € {1,2,...,2m+ 1} mamy ﬁ,(r) :ﬁf“') (t=1,2,...,n)i 6’ =6. Dla przeprowa-
dzenia dowodu wystarczy wiec wykazaé, ze @, i &~ sg rowne odpowiednio #-tej resz-
cie 1 wariancji resztowej MP w dowolnej z procedur, na przyktad w procedurze m-tej.
Niech Xf’") jest t-tym wierszem macierzy obserwacji na zmiennych objasniajacych

w MP w m-tej procedurze. Z definicji #, i al)

(m)

wynika, ze zalezno$¢ (44) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy X,6 = Xgm)ft , co ze wzgledu na (42) jest rtownowazne

x,80) = x "l (45)

t

Dokonujac podziatu wektora 3™ na bloki w sposob okreslony w dowodzie twierdze-

nia 2, mozna (45) zapisa¢ rOwnowaznie w postaci:
x, 80" = x| '&)"), x,, 8" = x{&", (46)

gdZie Xlt:[l Qlt ta th]a X};n):[l SRl(tm) SRgn) SRm ]OraZ Xy

1 x({f) sa wektorami obejmujacymi k ostatnich elementéw odp0w1edn10 wektorow

x, i x"
t t
Z (1), (9) oraz (34) wynika, ze x,, = )i 8 ) co oznacza prawdziwos¢ dru-
giej rownosci w (46) Zastqpujqc 5 W (46) przez 0dpow1ednle wyrazenle z (34),
)

otrzymujemy: x“C1 | )=x( Wykorzystujac nastepnie to, ze xltC —xlt),

stwierdzamy prawdziwosc¢ (46), a tyrn samym roéwniez prawdziwos¢ (44). ]

Zgodnie z twierdzeniem 3 wariancja resztowa i reszty KMRL-AS, okreslone
w (43), sg identyczne odpowiednio z wariancja resztowg i resztami MP w procedu-
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rach typu [, IT i IIIl. Mozna wicc w procesie weryfikacji zastapi¢ reszty 1 wariancje¢
resztowa wykorzystywanego MP, okreslonego przez (9), (12) i (14), odpowiednio
przez reszty i wariancja resztowg KMRL-AS. Fakt ten jest istotny w przypadku esty-
macji KMRL-AS bez posrednictwa MP (patrz Westa, 2013).

7. ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC ESTYMATOROW EFEKTOW SEZONOWYCH
W PRZYPADKU KMRL-AS I KMRL-HS

Udowodnimy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Oznaczmy przez 9, =[ﬁo V.oV, }7,,1]/ wektor estymatorow
pierwszych m + 1 parametrow strukturalnych KMRL-AS, uzyskany przy uzyciu
dowolnej z procedur typu I-IIl. Przyjmijmy, ze 5" —[Béh) y» ;72(”) ;7”(1”)]T,
przy czym ,BO jest estymatorem MNK parametru £, modelu (16) i ;/ (z =1,2,...,m)
jest estymatorem (17) i-tego efektu sezonowego, uzyskanym przy uzyciu KMRL-HS.

Wowczas zachodzi:

3, =0, (47)

Dowdd: Podzielmy wektor 51(”) na bloki odpowiednio w sposdb nast¢pujacy:

o =[ﬁ§h) i 7 T]T gdzie 7 —[;71(”) oo ;7(”)]T.Niech obserwacja y, dotyczy
b = [75 A A R A
Nietrudno zauwazyé, ze 7" = Z®" 5" Stgd 7" ( (2"’“))717(")*. Wykorzystujac
(17) stwierdzamy, ze 7" = {Z(h)—[i ‘ 0]}“1 , gdzie i=[1 1 -~ 1]'. Po uwzgled-

nieniu powyzszego oraz zaleznosci (21) 1 (19)-(20), mozna przedstawi¢ Sl(h)

v-tego okresu sezonowego. Przyjmijmy, ze y

W postaci:

- 3
300 = Kﬂ(} )} _C, il (48)

przy czym g jest pierwszym wierszem macierzy (Z®) .
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Z definicji zmiennych objasniajacych w modelu (16) wynika, Ze kolumny macie-
rzy Z" sg ortogonalne. Macierz (Z®) ' mozna wiec otrzymaé dzielac elementy
kazdej kolumny Z") przez dtugos$¢ tej kolumny i nastgpnie dokonujac transpozycji
macierzy. Pierwsza kolumna macierzy Z(® jest rowna wektorowi i. Stad g = (1/m)i.
Macierz Z(m*1 jest macierzg ortogonalna, co oznacza, ze (Z2n+D) ! = (zC@m+D),
Wykorzystujac to, ze kolumny Z(2”*D) s3 pewng permutacjg kolumn macierzy jed-
nostkowej stopnia m-tego, otrzymujemy gZC2n+) =g i (Z@m*D) ' gz@n+1) =g Stad
(49) mozna zapisa¢ w postaci: C? = Cs, co ze wzgledu na (48), (36) i (42) implikuje
prawdziwos¢ (47). To konczy dowod. ]

8. ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC PREDYKTOROW WARTOSCI ZMIENNEJ
OBJASNIANEJ KMRL-AS I KMRL-HS

Niech T bedzie okresem takim, ze T > n. Przyjmijmy, ze w tym okresie spetnione
sg zatozenia KMRL-AS i KMRL-HS tzn.

m k
yT=ﬂ0+zyiQiT+Zﬂjij+uT’ (50)
i=1 Jj=1
m* m*—1 k
Vr =ﬂ02a” cosw, T + Zazi sina),.T+Z,Bj Xty (51)
i=1 i=1 J=l

przy czym
E(u;)=0, E@?)=0>i E(uu,)=0, dlakazdego te{l,2,..n}.  (52)

Z (50) wynika, ze w okresie T spetnione sa rowniez zatozenia modeli pomocniczych
), (12), (14), tzn.

k
vr =P +ZyiSRi(]f) + Z,Bj Xiptup, re {1,2,...,m}, (53)
iel J=1
k
Yr=0a, +ZaiQ,.T +Zﬂj X tup, re{m+1,m+2,...,2m}, (54)
iel Jj=1
m k
Yr ZZﬂiQiT—'—Zﬂj Xiptup. (55)
i=1 j=1

Przyjmijmy, ze xr i x(T") sg wektorami warto$ci zmiennych objasniajacych w okre-
sie 7" odpowiednio w KMRL-AS i r-tym modelu, gdzie r € M, przy czym M okre-
slony w (18). Niech j;;r) oznacza najlepszy liniowy nieobcigzony predyktor wartosci
zmiennej objasnianej w r-tym modelu. Stosujgc teori¢ prognozowania na podstawie
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klasycznych jednoréwnaniowych modeli regresji (patrz np. Theil, 1979 s. 140-146),
stwierdzamy, ze gdy zachodzi (50)-(52), a tym samym (53), (54) i (55), to:

P =xVa0 dla rem, (56)

gdzie &) jest estymatorem MNK wektora parametrow strukturalnych w 7-tym modelu.

Przy obliczaniu prognoz warto$ci zmiennej objasnianej w KMRL-AS wykorzy-
stuje si¢ predyktory (56) dlar € {1, 2, ..., 2m + 1}. W niniejszym artykule proponuje
si¢ predyktor zdefiniowany nastepujgco:

Vr =X;0, (57)

gdzie 5 jest okreslonym w (42) estymatorem wektora & parametréw strukturalnych
KMRL-AS, uzyskanym w dowolnej z procedur typu I-III.

Udowodnimy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 5. Zaiozmy, ze w okresie T, gdzie 7> n, spelnione sa zatozenia (50)-(52).
Niech y, i yT dla » € M sa predyktorami zdefiniowanymi odpowiednio w (57)
1 (56). Wowczas:

S

P = JA}(Tz) _ (2m+1) _ ~(n) _

== =3 =yr. (58)

Dowod: Podzielmy wektor X(T’) na bloki w sposob nastepujacy: X(T’) = [xg;) xg’}],

gdzie XE;) i xg'T) obejmuja odpowiednio m pierwszych i k ostatnich elementow wektora

x\). Z (53)-(55) wynika, ze:
xg;) = xg;)Am i xg‘? = X(zrr) dla r#s i r,seM, (59)

gdzie A, ; jest nieosobliwg macierza okreslong w (19). Zgodnie z (56) dla dowolnego

s € {1 2, ..., 2m+ 1} takiego, ze s # r, mamy j/(') ()”() (s)

. Po podstawieniu za x;
i &0 odpow1ednlch wyrazen z (59) oraz (21) i wykorzystamu nastepnie (20) otrzy-

mujemy:
S6) _ [ 1] ALY () _ ol
| e UL
2

Oznacza to, ze dla udowodnienia twierdzenia wystarczy wykazaé, ze prawa strona
(57) jest rdbwna prawej stronie (56) dla dowolnie wybranego ». Dla » = m otrzymu-
jemy:



Algebraiczna rownowaznos¢ pewnych estymatorow MNK oraz predyktorow... 41

%, 8 = xR (60)

Prawdziwo$¢ (60) wykazujemy analogicznie jak prawdziwos$¢ (45), zastepujac
w wywodach x, i xﬁ’") odpowiednio przez xr i x?”). To konczy dowod. [

Zgodnie z twierdzeniem 5, najlepsze liniowe nieobcigzone predyktory zmiennej
objasnianej KMRL-AS i KMRL-HS, tj. predyktory o postaci podanej w (56), i pre-
dyktor zmiennej objasnianej KMRL-AS, zaproponowany w (57), sa algebraicznie
roéwnowazne.
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ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC PEWNYCH ESTYMATOROW MNK
ORAZ PREDYKTOROW W PRZYPADKU KLASYCZNYCH MODELI REGRESJI LINIOWEJ
UWZGLEDNIAJACYCH ADDYTYWNE, STALE EFEKTY SEZONOWE

Streszczenie
W artykule wykazano, ze pewne estymatory MNK (pewne predyktory) stosowane w przypadku
klasycznego modelu regresji liniowej, uwzgledniajacego addytywne state efekty sezonowe, sa algebra-

icznie rOwnowazne.

Stowa kluczowe: sezonowos¢ deterministyczna, klasyczna regresja liniowa, prognozowanie
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THE ALGEBRAIC EQUIVALENCY OF SOME OLS ESTIMATORS AND PREDICTORS
IN THE CLASSICAL LINEAR REGRESSION MODEL WITH ADDITIVE CONSTANT
SEASONAL EFFECTS

Abstract

In the paper, it was proved that some OLS estimators (some predictors) in the classical linear
regression model with additive constant seasonal effects are algebraically equivalent.

Keywords: deterministic seasonality, classical linear regression, prediction
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CHARAKTERYSTYKA PRZENIKANIA KRYZYSU NA RYNEK
MIEDZYBANKOWY W POLSCE NA PODSTAWIE ANALIZY
3-MIESIECZNYCH SPREADOW WIBOR-OIS ORAZ LIBOR-OIS
DLA DOLARA AMERYKANSKIEGO I EURO!

1. WPROWADZENIE

Swiatowy Kryzys Gospodarczy, ktory rozpoczat si¢ sierpniu 2007 roku, pomimo
szybkich interwencji bankow centralnych niemal natychmiast przeniost si¢ ze Sta-
néw Zjednoczonych na inne rynki miedzybankowe. Skutki kryzysu najsilniej daty
si¢ odczu¢ w Kanadzie, Japonii 1 Australii, poniewaz banki pochodzace z tych kra-
jow byly w najwigkszym stopniu zaangazowane na rynku amerykanskich papieréw
subprime. Pogorszenie kondycji rynku miedzybankowego bylo takze obserwowane
w strefie euro. W Polsce w poczatkowej fazie skutki kryzysu odczuty jedynie rynki
kapitatowe. W potowie 2008 roku odwroceniu uleglt trend aprecjacyjny wielu walut
Europy srodkowo-wschodniej, w tym ztotego. W III i IV kwartale 2008 nastapito
w Polsce znaczace obnizenie wskaznikow koniunktury gospodarczej przy jednocze-
snym znacznym spadku wykorzystania mocy produkcyjnych. W II polowie 2009 roku
dynamika produktu krajowego zaczeta jednak powoli odrabiac straty, a Polska byta
jedynym krajem regionu, ktéry zakonczyt najgorszy, 2009 rok, z dodatnig dynamika
PKB. Jako przyczyny stosunkowo fagodnego przejscia Polski przez pierwsza odstong
Swiatowego Kryzysu Gospodarczego wymienia si¢ m.in. przeprowadzong uprzednio
reform¢ podatkowa, duzy wzrost inwestycji publicznych w zwigzku ze zblizajaca si¢
organizacja Euro 2012, optymizm konsumentéw i, jak na ironi¢, duzg deprecjacje
ztotego (por. NBP, 2009). Ta ostatnia z jednej strony przyczynita si¢ do wzrostu
zadluzenia zagranicznego i strat niektorych przedsiebiorstw z tytulu zawartych wcze-
$niej transakcji opcyjnych, z drugiej jednak polskie towary mogly by¢ sprzedawane za
granice¢ taniej badz z nizsza marzg. Sytuacja polskiego sektora bankowego w porow-
naniu do innych rynkéw byta calkiem dobra. Polskie banki nie byly w posiadaniu
tzw. toksycznych papierow wartosciowych, a glownym kanatem, przez ktory kryzys
przeniknat do sektora bankowego, byt kanat zaufania.

1 Prezentowane w artykule wyniki badaf zostaly otrzymane w ramach realizacji projektu badaw-
czego NBP “Wplyw swiatowego kryzysu gospodarczego 2007-2009 na rynek migdzybankowy w Pol-
sce”.
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Skutkoéw kryzysu zaufania nie mozna lekcewazy¢, jednak inne uwarunkowania
rozwoju kryzysu z Polsce (por. NBP, 2009) oraz fakt, ze polska gospodarka w znacz-
nie wigkszym stopniu powigzana jest z gospodarka krajow strefy euro niz Stanow
Zjednoczonych, sktonito nas do postawienia sobie za cel badawczy weryfikacji hipo-
tezy badawczej, ktora mowi ze kryzys zaufania przenika na polski rynek migdzyban-
kowy ze znacznym opodznieniem, i uksztaltowal si¢ w sposob niezalezny w stosunku
do kryzysu w Stanach Zjednoczonych i strefie euro.

Cel zostanie zrealizowany poprzez analiz¢ spreadow pomigdzy stopami 3-mie-
sigcznych lokat migdzybankowych oraz 3-miesi¢cznych kontraktow OIS (Overnight
Index Swap), ktére bedziemy w skrocie nazywaé spreadami LIBOR-OIS/WIBOR-
-OIS. Sa one indykatorami nasilenia strachu przed niewyptacalnoscia kontrahenta na
rynku mig¢dzybankowym (por. Sengupta, Yu, 2008; Thornton, 2009), a ich wielkos$¢
interpretowana jest jako premia za plynno$¢ oraz ryzyko kredytowe pozyczki na
rynku mi¢dzybankowym (por. McAndrews i in., 2009; Soultanaeva, Stromqvist, 2009;
Schwarz, 2009; Poskitt, 2011).

2. OPIS DANYCH

Analizie poddane zostaty 3-miesieczne spready LIBOR-OIS dla USD i EUR oraz
3-miesieczny spread WIBOR-OIS z okresu od 2 stycznia 2006 do 31 maja 2012 roku,
ktérych poziomy przedstawione sg na rysunku 1. Jak juz wspomnieliSmy spready te
reprezentuja premi¢ zarOwno za ryzyko kredytowe jak i za ptynnosé pozyczki na
rynku mi¢dzybankowym. Wykorzystanie spreadow LIBOR-OIS nie jest jednak wolne
od wad. Trzeba zwroci¢ uwage na to, ze stawki LIBOR nie sg stopami transakcyj-
nymi. Ich warto§ci wyznaczane sg na fixingu organizowanym przez BBA (British
Bankers Association). W analogiczny sposob stopy WIBOR wyznaczane sg fixingach
organizowanych przez Stowarzyszenie Rynkow Finansowych ACI Polska. Biorac pod
uwage ujawnione w 2012 roku manipulacje stopami LIBOR i EURIBOR przez banki
kwotujace te stawki oraz nalozenie na bank Barclays trzech kar o tacznej wysokosci
ponad 450 min dolaréw, wiarygodno$¢ stop zostata mocno nadwyrg¢zona. Z drugiej
jednak strony badania, ktore miaty na celu weryfikacje rozbieznosci pomiedzy stopami
LIBOR i rzeczywistym kosztem pienigdza na rynku mi¢dzybankowym, wskazaty, ze
réznica ta nie jest znaczaca. Schwarz (2009) na podstawie probki okoto 30% wszyst-
kich transakcji migdzybankowych porownata §rednig rentownos$¢ trzymiesiecznych
transakcji na rynku miedzybankowym w euro w danym dniu z obowigzujaca tego
dnia stawka LIBOR 3M. Przed sierpniem 2007 roku stawka LIBOR zawyzata rzeczy-
wisty koszt trzymiesigcznej pozyczki $rednio zaledwie o 1 punkt bazowy, natomiast
po sierpniu 2007 o 5 punktow bazowych. W przypadku stop WIBOR pojawia si¢
niedogodno$¢ zwigzana z tym, ze po transmisji kryzysu zaufania do Polski pozyczki
o terminie zapadalnosci dtuzszym niz 1 miesigc na rynku mi¢dzybankowym nie byty
udzielane w ogdle. Z tego powodu rzeczywisty koszt pieniadza na rynku miedzy-
bankowym w horyzoncie trzymiesigcznym byt trudny do oszacowania. Pomimo tego
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z racji braku dobrej alternatywy trzymiesi¢czny spread WIBOR-OIS jest wykorzy-

stywany w okresowych raportach o stabilnosci systemu finansowego prowadzonych

przez NBP, a takze rekomendowany przez Stowarzyszenie Rynkéw Finansowych ACI

Polska.

W rozwazanym ponad sze$cioletnim okresie dynamika analizowanych sprejow
pozostawata w duzym stopniu zréznicowana. Wynika to z faktu, ze byl to bardzo
burzliwy okres, w ktorym wystapily zarowno wydarzenia zwigzane z kryzysem
subprime, jak i kryzysem zadtuzeniowym Grecji oraz innych panstw Europy Potu-
dniowej. O ile przypadku analizy pojedynczego szeregu mozliwe jest zastosowanie
modeli C-GARCH, tak jak to zostato zrobione w artykule Kliber, Pluciennika (2011),
w przypadku w ktorym wykorzystywane sg modele wielowymiarowe zmuszeni byli-
smy podzieli¢ badany okres na 7 podokreséw, majac jednoczesnie §wiadomos¢, ze
niewielka dlugos¢ poszczegdlnych prob w negatywny sposob oddziatuje na jakosé
dopasowania modeli.

* I okres(od 2 stycznia 2006 do 7 sierpnia 2007 roku) jest okresem, w ktorym
wystapity pierwsze symptomy kryzysu zwigzane z narastaniem globalnych
nierbwnowag, rosngcg skalg zadtuzenia osob fizycznych w Stanach Zjednoczonych
i pierwszymi upadkami instytucji dziatajagcych na rynkach kredytowych.
Zachowanie badanych spreadow wskazywato jednak, ze rynki migdzybankowe nie
odczuwaly jeszcze skali problemu. 8 sierpnia 2007 roku, gdy bank PNB Paribas
zaprzestal wyptat z 3 funduszy obligacji zabezpieczanych kredytami subprime,
ze wzgledu na niemozno$¢ oceny ich ryzyka kredytowego, zaufanie na amery-
kanskim rynku miedzybankowym spadio drastycznie. Poniewaz amerykanskie
papiery warto$ciowe powigzane z rynkiem hipotecznym sprzedawane byly takze
za granica, kryzys zaufania bardzo szybko przenikngl na inne rynki, w tym do
strefy euro. Kryzys zaufania wptynat znaczaco nie tylko na wielko$¢ badanych
spreadow, ale i ich dynamike, wobec czego zdecydowaliSmy sie na zakonczenie
I okresu 7 sierpnia 2007 roku.

» II okres (od 8 sierpnia 2007 do 5 wrzesnia 2008 roku) to okres narastajacego kry-
zysu zaufania na rynku amerykanskim i rynkach europejskich. Ktopoty finansowe
kolejnych duzych instytucji finansowych (m.in. Northern Rock, Bear Stearns) pro-
wadzity do jego konsekwentnego poglebiania. Interwencje bankoéw centralnych
i pomoc rzadowa oferowana stojacym na progu bankructwa instytucjom prowa-
dzity tylko do krotkofalowej obnizki badanych spreadow, ktore szybko powracaly
na $ciezke wzrostowa. Okres konczymy 7 wrzesnia 2008 roku, gdy najwigksze
instytucje rynku hipotecznego USA, Fannie Mae i1 Freddie Mac, zostaly przejete
przez rzad federalny. Byt to moment gwaltownego wzrostu spreadow, ktory zostat
dodatkowo spotggowany przez upadek banku Lehman Brothers — czwartego co do
wielko$ci banku inwestycyjnego w Stanach Zjednoczonych.

» III okres (od 5 wrzesnia 2008 do 27 maja 2009 roku) wigze si¢ z eskalacjg kry-
zysu. Wspomniana nacjonalizacja dwoch najwiekszych instytucji rynku hipotecz-
nego —Fannie Mae oraz Freddie Mac, a przede wszystkim nastepujacy niedlugo
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po tym upadek banku Lehman Brothers, doprowadzity do obnizenia zaufania do
niespotykanego wczesniej poziomu. Po tym ostatnim wydarzeniu obserwowalne
byto takze przeniesienie kryzysu zaufania do Polski. Utrzymywat si¢ on dlugo na
polskim rynku miedzybankowym, pomimo wprowadzenia przez Narodowy Bank
Polski ,,Pakietu Zaufania”. Uspokojenie nastrojoéw na rynku polskim przyszio
dopiero pod koniec maja 2009 roku, kiedy w NBP zdecydowano si¢ na obnizenie
rezerwy obowiagzkowej do poziomu 3%. Wydarzenie to pokrywa si¢ z podjeciem
przez EBC decyzji o rozpoczeciu skupu denominowanych w euro i zarazem
wyemitowanych w strefie euro zabezpieczonych obligacji. Decyzje te przyczy-
niaja si¢ to do wzrostu zaufania pomiedzy bankami.

IV okres (od 28 maja 2009 do 23 kwietnia 2010 roku) jest okresem, podczas kto-
rego na rynkach nastgpila wzgledna stabilizacja. Badane spready ulegaly dalszym
spadkom. Gdy23 kwietnia Grecja wystapila o uruchomienie pierwszego pakietu
pomocowego, co bylo pierwszym zwiastunem kryzysu zadluzeniowego w tym
kraju, spread LIBOR-OIS dla euro zareagowal dynamicznym wzrostem.

V okres (od 24 kwietnia 2010 do 13 czerwca 2011 roku) jest okresem rozwijaja-
cego si¢ kryzysu zadtluzenia, ktorego skutki odbity si¢ takze na kondycji sektoréw
bankowych na rynkach, z racji znacznego udzialu obligacji skarbowych zagrozo-
nych panstw w portfelach poszczegdlnych bankéw. Dzigki szybkiej reakcji Unii
Europejskiej oraz Migdzynarodowego Funduszu Walutowego wzrost niepokoju
na rynkach migdzybankowych nie byl znaczacy. Wartos¢ spreadow LIBOR-OIS
nie zmienita si¢ istotnie, ale naptyw informacji dotyczacych sytuacji w Grecji
spowodowat duzy wzrost ich zmiennos$ci. Gdy 13 czerwca 2011 rating Grecji
zostal obnizony do ,,$§mieciowego” poziomu CCC, spread LIBOR-OIS dla euro
zaczely szybko rosngé. Wzrost obserwowalny byt takze dla spreadu LIBOR-OIS
dla dolara amerykanskiego. Z tego powodu na dniu 13 czerwca 2011 roku kon-
czymy kolejny okres badawczy.

VI okres (od 14 czerwca 2011 do 31 grudnia 2011 roku), to okres podwyzszo-
nej warto$ci i zmiennosci badanych spreadow, co jest efektem coraz mocniej
odczuwalnych skutkow kryzysu zadluzeniowego. Silnym negatywnym impulsem
jest wzrost rentownosci 10-letnich wloskich obligacji skarbowych do wartos$ci
przekraczajacej 7%. Pomimo wysokiej oceny ratingowej Wtoch (Standard &
Poor’s ocenial wowczas wiarygodnos$¢ kredytowg Wiloch na A+), inwestorzy
zdawali sobie sprawe, ze Wlochy sa duzym krajem z dlugiem publicznym prze-
kraczajacym 100% PKB. Gdyby Wtochy miaty problem z wykupem obligacji
Unia Europejska i Miedzynarodowy Fundusz Walutowy nie bylyby w stanie
wygospodarowac §rodkow na przywrocenie ptynnosci finansowej temu panstwu.
Do granicy 7% zblizato si¢ takze oprocentowanie obligacji hiszpanskich. Pod
koniec roku Europejski Bank Centralny przeprowadzil pierwsza z dwdch plano-
wanych rund 3-letnich operacji refinansujacych LTRO (Long-Term Refinancing
Operations) majacych na celu dokapitalizowanie bankéw komercyjnych. Pozy-
tywne skutki pierwszej transzy operacji byly obserwowalne niemal natychmiast.
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Z tego powodu na 31 grudnia 2011 roku zdecydowalismy si¢ zakonczy¢ kolejny
okres.

VII okres (od 2 stycznia 2012 do 31 maja 2012 roku) jest okresem, na poczatku kto-
rego rozpoczyna si¢ konsekwentna obnizka spreadu LIBOR-OIS dla euro. Dzigki
drugiej rundzie operacji LTRO, w ramach ktorej banki pozyczyty w sumie 529,5
mld euro (o 40 mld wigcej niz w pierwszej rundzie), trend spadkowy spreadoéw
udawato si¢ utrzymac az do kwietnia 2012 roku, po czym spready dla dolara i euro
ustabilizowaty si¢ na poziomie 0,3%. Spread WIBOR-OIS zaczal ponownie rosna¢.

W tabeli 1 przedstawione sg statystyki opisowe przyrostow badanych spreaddéw

w poszczegdlnych podokresach. Charakterystyczng ich cechg jest duze zréznicowanie
zmienno$ci. Najwickszg warto$¢ przyjmuje ona w okresie III, zwigzanym z eskalacja
kryzysu zaufania. Co interesujace, przed wybuchem pierwszej fali kryzysu rozktad
przyrostow spreadow charakteryzowat si¢ wigksza kurtoza niz po jej wybuchu (wyja-

tek

stanowi spread WIBOR-OIS, w przypadku ktorego skokowe zmiany w ostatnim

okresie wygenerowaly wysoka kurtoze). Swiadczy to o tym, ze przed kryzysem
badane spready w wigkszym stopniu reagowaly na sygnaty ptynace z rynku niz po
jego wybuchu.

Tabela 1.

Statystyki opisowe przyrostow spreadéw pomiedzy oprocentowaniem 3-miesigcznej pozyczki na
rynku migdzybankowym, a stawka 3-miesigcznego OIS dla ztotego, euro i dolara amerykanskiego

w zalezno$ci od przyjetego podokresu

Okres I I | v \% VI VII
dhug. proby | 403 273 178 230 293 144 109

s = érednia -0,00017 [ 0,001259 | 0,005 | -0,00130 | -0,00175 | 0,001076 | -0,00147
22 odch. std. | 0,026028 | 0,03358 | 0,128299 | 0,04607 | 0,035779 | 0,016055 | 0,028409
%g skognos¢ -0,18888 | 0,206091 | 0,185129 | 0,131834 | 0,173888 | -0,13961 | -3,41487
= kurtoza 19,2006 | 529226 | 15,0189 | 522992 | 6,98539| 591823 | 34,6058
= s | srednia 0,000123 | 0,001903 | -0,00091 | -0,00125 | -0,00011 | 0,004972 | -0,0054
é% odch. std. 0,01043 | 0,02870 | 0,051370 | 0,01414 | 0,02166 | 0,029426 | 0,009290
gé skognos¢ 0,18431| 047781 | 1,1917| 0,5938 | -0,56012 0,31 | -0,71921
27 [kurtoza 14,2911 | 6,23366 | 9,57372 | 9,63408 | 10,5581 | 4,32972 | 11,4031
= 5 | érednia 0,000161 | 0,002392 | -0,00193 | -0,00156 | 0,00016 | 0,00251 | -0,00177
%% odch. std. | 0,010291 | 0,04776 | 0,086877 | 0,006362 | 0,00668 | 0,005941 | 0,004138
g% skognos¢ -0,10769 | 0,86401 | 0,85835 | -0,37663 | 2,24365 | -0,01965 | -0,35219
27 | kurtoza 84,0202 | 8,90868 | 9,28944 | 3,96623 | 19,6052 | 7,08461 | 3,60936

Zrodto: obliczenia wlasne.
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spread WIBOR3M-0IS3M

spread LIBOR3M-0IS3M dla EUR

——spread LIBOR3M-0IS3M dla USD

Rysunek 1. Poziomy spreadow pomigdzy 3-miesieczng stopg WIBOR/LIBOR
a stawka 3-miesi¢cznego OIS dla zlotego, euro i dolara amerykanskiego.
Na rysunku zaznaczono dodatkowo linie podziatu na badane podokresy

Zrbdto: opracowanie wilasne.

3. MODELE

Identyfikacji wplywu spreadéw LIBOR-OIS dla walut zagranicznych na spread
WIBOR-OIS dokonali$my poprzez dopasowanie do szeregdw ich przyrostow modelu
VAR(m)-BEKK(p,q) (por. Engle, Kroner, 1995, Fiszeder, 2009) oraz wyznaczenie
w ramach tego modelu funkcji odpowiedzi na impuls oraz funkcji odpowiedzi na
impuls w wariancji warunkowej. Dobor struktury modelu wynika z relatywnie tatwej
metody wyznaczenia funkcji odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowej. Do
opisu ksztattowania si¢ wektorow

Spread, =[(WIBOR3M -OIS3M), (LIBOR3M -OIS3M)*® (LIBOR3M - OIS3M)"*" ],

Wykorzystamy wigc strukture VAR (m)-BEKK(p,q) co mozna zapisa¢ w nastgpujacy
Sposob
A(L)(1—-L)Spread, = y,,

y —H'g
q ) ()

H, = C'C+ ZFI')’;—I)’;—IFI +ZG'ZHHGI’
1=l I=1

g, ~iid(0,1,v),
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gdzie A(Ly=1-A,L—...—A4,»L", gdzie I oznacza macierz jednostkowg stopnia 3,
natomiast macierze C, F oraz G s3 macierzami o wymiarze 3 x 3, przy czym C jest
macierzg dolnotrojkatng. Jako wartos$ci poczatkowe przyjeto nastepujace macierze:

1 0 0,1 0,1 0,1 0,1
C= ,F = ,G = .
0 1 0,1 0,1 0,1 0,1
4. FUNKCJA ODPOWIEDZI NA IMPULS
Z punktu widzenia zastosowan modelu VAR niezwykle waznym pojeciem jest
funkcja odpowiedzi na impuls, ktéra umozliwia oceng jaka jest sita oddziatywania

zaburzen kazdego spo$rod modelowanych szeregow na dowolny modelowany szereg
na pewna okreslong liczbg dni naprzod. Model VAR(p) zapisany rownaniem:

D
X, =a,+ E Ax,, +,
=1
mozna przedstawi¢ za pomocg rownowaznego modelu postaci VMA(0) postaci:

x, =u+ZB,yH + Ve 2

I=1

) -1
H= [1 - Alj s
=]

natomiast poszczegdlne macierze B; mozna wyznaczy¢ przez porownywanie wspot-
czynnikow przy poszczegdlnych opdznieniach w rownaniu:

p 0
(- ZA,L’)([ - ZBZL]) =1,
I=1 I=1

gdzie [ jest macierza jednostkowa (por. Tsay, 2010). W przypadku jednowymiarowym
funkcja odpowiedzi na impuls w modelu AR(p) zdefiniowana jest jako funkcja przy-
porzadkowujaca liczbie naturalnej / warto§¢ parametru b; w rownowaznym modelu
MA() wyrazonym wzorem

gdzie

xt :#+Zblyt—l +yt'

1=1
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Rozwazajac model wielowymiarowy musimy pamigtaé, ze sktadniki losowe
poszczegblnych szeregdw sa ze soba skorelowane, w zwiazku z czym zdefiniowana
w ten sposob funkcja nie miataby pozadanej interpretacji. Z tego wzgledu dokonuje
si¢ dekompozycji Choleskiego macierzy kowariancji £ = cov(e,) na

S=wUw'

gdzie W jest macierza dolnotrojkatna, natomiast U jest macierza diagonalng z dodat-
nimi elementami na diagonali gtownej. Wobec powyzszego, macierza kowariancji
wektora u, = W1y, jest macierz U, a wiec tworzg go zmienne nieskorelowane. Row-
nanie (2) mozemy zapisa¢ w postaci

X, = ,u+ZBlWW"1yH +WW Ty, = ,u+ZBquH +Wu, = u+ ZB,*uH +Wu,,
=1 =1 I=1

gdzie B; = B,W.. Funkcje przyporzadkowujacg liczbie naturalnej / macierz Bz* nazy-
wamy funkcja odpowiedzi na impuls. Zwykle dokonuje si¢ normalizacji wektora u;
w ten sposob, by jego wariancja byta rowna 1. Element (i,j) macierzy Bl* interpretu-
jemy jako wptyw zaburzenia u, ; na warto$¢ x, ; na [ krokow naprzod.

Pojecie funkcji odpowiedzi na impuls mozna rozszerzy¢ na przypadek warian-
cji warunkowej. Posta¢ wielowymiarowego modelu wariancji warunkowej mozna
zamieni¢ na rownowazng posta¢ MA dla kwadratow sktadnikow losowych. Engle
1 Kroner (1988) wykazali, ze wykorzystany w pracy model BEKK jest szczegdlnym
przypadkiem wprowadzonego przez Bollersleva i in., (1988) modelu VEC. Jest on
zdefiniowany za pomocg nastgpujacego rownania:

q p
VCC(HI) =c+ Z Alvec(yt—lyt’—l ) + ZBlvec(Ht—l )’
1=1 I=1

gdzie ¢ jest wektorem parametrow wymiaru n(n + 1)/2 natomiast 4; oraz B; sg kwa-
dratowymi macierzami parametrow stopnia n(n + 1)/2. Trzecie rownanie w modelu
(1) mozna zapisa¢ w rownowaznej reprezentacji VEC, wektoryzujac obydwie strony
réwnania i wykorzystujac nastepujaca wiasno$¢ macierzy: vec(ABC) = (C® A)vec(B),
gdzie symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera. Wowczas otrzymujemy:

vee(H,) = (C®CYvee(l,) + D Y (F, ®F, Y vee(y, )+ ) D (G, ®G,)veelH, ). (3)

1=l k=1 =1 k=l
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Oznacza to, ze model BEKK jest rownowazny modelowi VEC, w ktorym za

/ !

macierze A; podstawmy Z(Fk ® F,)', natomiast za B, podstawiamy Z(Gk ®G,).
k=1 k=1

Model opisany rownaniem (3) mozna zapisa¢ w reprezentacji VARMA. Przyjmujac

! /

oznaczenia 4, = Z(F,{ ®F,) oraz B, = Z(Gk ®G,)' otrzymujemy nastgpujace
k=1 k=1

réwnanie

max(p,q) D

vee(y, 7)) = (C®CYveo(l, )+ Y (A +Bvee(y, v+ Y Bt +1,,

1=1 i=1

gdzie u, = y,y, — H, jest wektorowym biatym szumem(por. Engle, Kroner, 1995; Stel-
zer, 2008). Powyzszy model mozna zapisaé w nastepujacej reprezentacji VMA().

veo(y, ) = vee(H)+ Y g, .
1=0

gdzie H jest macierza bezwarunkowej kowariancji, a ponadto ¢, =1 oraz
!

¢ =-B, + Z(A,{ + B, ), (por. Hafner, Herwartz, 2006; Liitkepohl, 2007). W niniej-
k=1
szej pracy parametry w macierzy ¢,;, podobnie jak Davidson (2013), interpretujemy
jako funkcje odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowe;j.
Element (i,j) macierzy ¢, interpretujemy jako wptyw kwadratu zaburzenia u, ; na
element (i,f) macierzy H,; ktéry wyraza wariancja warunkowg i-tego modelowanego
szeregu.

5. BADANIE KIERUNKOW TRANSMISJI KRYZYSU ZAUFANIA

Identyfikacji zaleznosci wystepujacych w spreadach dokonujemy poprzez dopaso-
wanie do ich przyrostow modelu VAR-BEKK, by nastgpnie za jego pomocg wyzna-
czy¢ funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej i wariancji warunkowej. Pozwoli
to wyciagna¢ wniosku dotyczace wpltywu sytuacji na rynku bankowym w Stanach
Zjednoczonych i strefie euro na polski rynek miedzybankowy. Obliczenia zostang
dokonane za pomoca programu Time Series Modeling 4.39. Podobne badania zostaly
przeprowadzone przez Europejski Bank Centralny (EBC, 2008) celem zbadania zalez-
nosci pomiedzy rozwojem kryzysu zaufania w strefie euro i Stanach Zjednoczonych,
przez Imakubo i in.(2008), a takze przez Soultanaeve i Stromqvist (2009), ktore zba-
daty mechanizm transmisji kryzysu zaufania do Szwecji.
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Aby unikna¢ identyfikacji pozornych reakcji na impulsy, zalezno$ci, ktore
w modelu okazaly sie statystycznie nieistotne, zostaly z niego wyeliminowane. Rzad
modelu zostal dobrany na podstawie kryterium informacyjnego Akaike. Ze wzgledu
na wysoka kurtoze charakteryzujacg rozktady poszczegolnych szeregéw przyrostow
spreadow w wiekszosci rozwazanych okresow jako rozktady innowacji wykorzysty-
wali$my rozktad GED (Nelson, 1990). W niektorych przypadkach modele z rozktadem
GED nie osiagaly kryterium zbieznosci. Wowczas byl on zastgpowany rozktadem
t Studenta (Bollerslev, 1987). Parametry modeli dopasowanych do szeregéw przy-
rostow rozwazanych spreadow w poszczegolnych podokresach przedstawione sa
w tabelach 2—8, natomiast otrzymane na podstawie tych modeli funkcje odpowiedzi
na impuls przedstawiliSmy na rysunkach 2—14.

Tabela 2.

Oceny parametréw modelu VAR(3)-BEKK(1,1) dopasowanego do przyrostow spreadow pomiedzy
oprocentowaniem 3-miesi¢cznej pozyczki na rynku mi¢dzybankowym, a stawka 3-miesigcznego OIS
dla zlotego, euro i dolara amerykanskiego w I rozwazanym okresie

k (GED)| ajn aiy a3 ap a3 a1 as Cy Cpy

0,69096 | -0,32846 | -0,46636 |-0,39258 | -0,31155 | -0,22797 | -0,15721 | -0,15305 | 0,00729 | 0,30476
(0] (0] (0] (0] (0] | [0,005] | [0,007] | - | [0,096]

C13 C22 C23 C33 Fl,ll F1.22 F1,33 Gl,ll G1,22 G1,33

0,18234 | 0,0029 | 0,00013 | 0,00229 | 0,21177 |-0,14805 |-0,19453 | 0,87529 | 0,94172 | 0,85138
[0.135] | - [[0,0905] |  -- (0] | [0,023] | [0] [0] (0] [0]

W nawiasach kwadratowych podano p-wartosci.

Zrodlo: obliczenia wiasne.

1 1 —
PLN - PLN e EUR - PLN 1 e JSD - PLN

s PLN - EUR e EUR 5 EUR e JSD - EUR

PLN - USD EUR ->USD Usb - USD

0,5

\ 0,5 \ 0,5
e 0 — 0

-0,5 -0,5 -0,5

Rysunek 2. Funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej warunkowej przyrostow spreadow w I okresie

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Rysunek 3. Funkcje odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowej spreadow w I okresie

Zroédlo: opracowanie wiasne.

Analizujac parametry modelu dopasowane do spreadéw w I okresie oraz funkcje
odpowiedzi na impuls w $redniej i wariancji warunkowej obserwujemy brak powigza-
nia pomigdzy spreadami. Parametry C,;, C3;, C3, odpowiedzialne za bezwarunkowa
kowariancje¢ okazaty si¢ statystycznie nieistotne. Nie zidentyfikowano takze zalezno-
$ci warunkowych pomigdzy przyrostami spreadéw zaréwno w $redniej, jak 1 wariancji
warunkowej. Wielko$ci te uzaleznione s jedynie od swoich wtasnych opdznien, co

swiadczy o tym, ze w pierwszym badanym okresie wszystkie spready ksztattowaty
si¢ wzgledem siebie niezaleznie.

Tabela 3.
Oceny parametréow modelu VAR(2)-BEKK(1,1) dopasowanego do przyrostow spreadéw pomiedzy
oprocentowaniem 3-miesi¢cznej pozyczki na rynku migdzybankowym, a stawka 3-miesi¢cznego OIS
dla ztotego, euro i dolara amerykanskiego w II rozwazanym okresie

v (Student ¢ ) apn as 11 Cy Cis Gy Cyp
5,50787 -0,2926 -0,14649 0,00729 0,55586 -0,00456 0,0029
------ [0] [0,017] [0,263] [0,948]
Cy C33 Fiq Fix Fi33 G Gi33
0,00015 0,00229 -0,11412 -0,42319 -0,26837 -0,10453 -0,93525
[0,124] | oo [0,085] [0,002] [0,00] [0,031] [0]

W nawiasach kwadratowych podano p-warto$ci.

Zrodo: obliczenia wiasne.



54 Agata Kliber, Pawel Kliber, Piotr Pluciennik

1 e PN - PLN 1 e EUR - PLN 1 @ JSD - PLN
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Rysunek 4. Funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej warunkowej przyrostow spreadow w 11 okresie

Zrbdto: opracowanie wilasne.

1 T I T —rsm 12 U
s PLN > EUR s EUR EUR s USD > EUR
0.5 PLN - USD 05 EUR ->USD 06 USD - USD
0 0 O e e —————
0 1 2 3 0 ;:; 2 3 0 1 2 3
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Rysunek 5. Funkcje odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowej spreadéw w Il okresie

Zrodto: opracowanie wiasne.

W drugim badanym okresie obserwujemy wyrazng zmian¢ w ksztalttowaniu si¢
dynamiki rozwazanych spreadéw: stabng zaleznosci liniowe, w dopasowanym do
wektora spreadow modelu parametr asj; jest statystycznie istotny. W przypadku
dwoch pozostatych spreadéw nie zidentyfikowano zadnych zalezno$ci autoregresyj-
nych. W réwnaniu wariancji warunkowej, bedacej miara niepewnosci, uwidacznia si¢
natomiast zalezno$¢ spreadu LIBOR-OIS dla euro od spreadu LIBOR-OIS dla dolara
amerykanskiego, co ma zwigzek z przenikaniem niepewnosci z rynku mi¢dzybanko-
wego w Stanach Zjednoczonych na rynek miedzybankowy w strefie euro. Model nie
wykazal zadnego oddziatywania na rynek Polski, chociaz w tym okresie dat si¢ juz
zaobserwowa¢ wzrost spreadu WIBOR-OIS. Nie byt on jednak tak gwaltowny jak
w przypadku dwoch pozostatych walut.

W trzecim rozwazanym okresie, zwigzanym gtéwnie z upadkiem banku Lehman
Brothers i wydarzeniami, ktore nastagpily krotko po nim, nastapil ogromny spadek
zaufania, o czym $wiadczy olbrzymi wzrost wszystkich trzech rozwazanych spre-
adéw. Pomimo to model oraz otrzymane w jego ramach funkcje odpowiedzi na
impuls nie wykazaly zadnych zaleznosci ani w $redniej, ani w wariancji warunkowe;j,
co $wiadczy o niezaleznym ksztaltowaniu si¢ wszystkich badanych spreadéow. Wynika
to z faktu, ze cho¢ wydarzenia zwigzane z upadkiem Lehman Brothers niewatpliwie
wywarly wptyw na sektory bankowe wszystkich trzech gospodarek, to skala zagroze-
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Tabela 4.
Oceny parametréw modelu VAR(1)-BEKK(3,0) dopasowanego do przyrostow spreadow pomigdzy
oprocentowaniem 3-miesigcznej pozyczki na rynku migdzybankowym, a stawka 3-miesi¢cznego OIS
dla ztotego, euro i dolara amerykanskiego w III rozwazanym okresie

x (GED) ai33 Cy Cpp Cis Cp Cy3 C33
0,73604 0,51047 0,05033 0,16216 0,40609 0,01769 0,38689 0,00971
------ [0] —————- [0,304] [0,187] ————e- [0,191] e
Fin Fi» Fia3 Fon Fr» Fys Fs F3

022692 | -0,4139 | -0,29343 | 043282 | 01719 | 037582 | 0,26585 | 044534
[0,045] [0] [0,007] | [0,001] | [0,218] [0,006] | [0,002] | [0,003]

W nawiasach kwadratowych podano p-wartosci.

Zrodlo: obliczenia wiasne.

nia zwigzana z tymi wydarzeniami w kazdej z nich byta inna. W Stanach Zjednoczo-
nych wystapila realna grozba lawiny upadkow bankoéw — wierzycieli Lehman Brothers
ostabionych juz silnie poprzez zaangazowanie na rynku papieréw powigzanych z kre-
dytami subprime. Dlatego, jak mozna zaobserwowac¢ na rysunku 1, reakcja spreadu
LIBOR-OIS dla dolara amerykanskiego byta natychmiastowa. Spread LIBOR-OIS
dla euro wzrasta z pewnym opodznieniem i nie tak intensywnie, co wynika z mniej-
szego zaangazowania bankow ze strefy euro na rynku kredytéw euro i praktycznie
braku zobowigzan banku Lehman Brothers wobec tych bankow?. Spread WIBOR-OIS
reaguje znacznie mniej dynamicznie, jako ze polskie banki nie byty zaangazowane na
rynku papieréw subprime, a gldownym problemem, z jakim musial si¢ zmagac sektor,
byta utrata zaufania bankoéw do siebie nawzajem.

1 e PLN - PLN 1 @ FUR - PLN 1 @ JSD -> PLN
PLN - EUR s EUR - EUR UsD - EUR
EUR - USD usb - Usb
0,5 PLN - USD 0,5 0,5
0 e || 0 -—A:ﬁﬁ 0
o 1 2 3 o 1 2 3 o 1 2 3
-0,5 -0,5 -0,5

Rysunek 6. Funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej warunkowej przyrostow spreadow w III okresie

Zrédto: opracowanie wlasne.

2 Wedtug danych opublikowanych w raporcie upadto$ciowym Lehman Brothers, w trzydziestce

najwigkszych wierzycieli Lehman Brothers znajduje si¢ tylko 6 bankéw europejskich, ktore w momencie
upadku banku zdeponowaty w nim 650 mln dolaréw. Laczne zobowigzania Lehman Brothers szacowane
sa na 322 mld dolarow.
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Rysunek 7. Funkcje odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowej spreadéw w III okresie

Zrbdto: opracowanie wilasne.

W czwartym badanym okresie, w ktorym kryzys zaufania stopniowo stabnie,
pojawia si¢ zalezno$¢ pomigdzy warunkowymi wariancjami spreadéow LIBOR-OIS
dla dolara amerykanskiego oraz euro. Jak juz wspomnielismy, jest to jednocze-
$nie okres pierwszych sygnatow kryzysu fiskalnego panstw Europy Potudniowe;.
W okresie tym instytucje finansowe odzyskujac powoli zaufanie do siebie nawza-
jem, bardzo uwazaly na sygnaly naptywajace z innych rynkow. W ten sposob
rosngca nerwowos¢ na rynku miedzybankowym w Stanach Zjednoczonych prze-
ktadata si¢ natychmiast na rosnaca nerwowos$¢ w strefie euro i odwrotnie. Jedno-
cze$nie obserwujemy catkowicie niezalezne uksztattowanie si¢ dynamiki spreadu
WIBOR-OIS.

Tabela 5.

Oceny parametrow modelu VAR(1)-BEKK(3,0) dopasowanego do przyrostow spreadow pomicdzy
oprocentowaniem 3-miesigcznej pozyczki na rynku migdzybankowym, a stawka 3-miesigcznego OIS
dla zlotego, euro i dolara amerykanskiego w IV rozwazanym okresie

x (GED) an ar a33 Cy Cy Cy Gy Cy
1,32017 | -0,18186 | -0,12641 | 0,16019 | 0,03465 | 0,03309 | 0,00468 | 0,09614 | -0,00354
------ [0,013] | [0,031] | [0,044] | - | [0.823] | - | [0.23] | [0,976]

Cy3 Fi Frnn F>03 Fr3 F3 F30) F303

-0,46745 | -0,46745 | 0,99772 | -0,43257 | -0,11817 | -0,09344 | 0,30139 | 0,67676
------ [0] [0] 0[,013] | [0,001] | [0,001] | [0,025] | [0,003]

W nawiasach kwadratowych podano p-wartosci.

Zrodto: obliczenia wlasne.
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1 PN - PLN 1 R - PLN e JSD - PLN
s PLN - EUR ee EUR - EUR e JSD - EUR
— e EUR usb e USD usbD
0’5 PLN - USD 015 \ - 0’5 \ ->
0 - 0 . S —
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Rysunek 8. Funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej warunkowej przyrostow spreadow w IV okresie

Zrédto: opracowanie wiasne.

1 1 A\
/X /
0 - 0 —t —r—f——
o 1 2 0\1/ 2 3 0 1\/ 3
0,5 T—=piNs PN 0,5 T—=wR5rin 0,5 U PN
e PLN = EUR e EUR - EUR e USD > EUR
1 @ PLN - USD 1 e EUR - USD s USD - USD

Rysunek 9. Funkcje odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowej spreadéw w IV okresie

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 6.

Oceny parametréw modelu VAR(1)-BEKK(1,0) dopasowanego do przyrostow spreadow pomigdzy
oprocentowaniem 3-miesi¢cznej pozyczki na rynku migdzybankowym, a stawka 3-miesigcznego OIS
dla zlotego, euro i dolara amerykanskiego w V rozwazanym okresie

x (GED) a1 aznn Cy Cpy Ci3 Cy
0,713 -0,09792 -0,0334 0,01695 0,11861 0,02312 0,01053
------ [0,003] [0,001] —————— [0,105] [0,768] —————-

Cy Cy3 Fin Fi» Fia3 Frp Fys
0,0561 0,00197 0,99772 -0,43257 -0,09344 0,30139 0,67676
[0,515] | = -—--—-- [0] [0,013] [0,001] [0,025] [0,003]

W nawiasach kwadratowych podano p-wartosci.

Zrodto: obliczenia wiasne.
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1 e PN - PLN 1 @ FUR - PLN 1 e JSD -> PLN
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Rysunek 10. Funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej warunkowej przyrostow spreadow w V okresie

Zrbdto: opracowanie wilasne.

0 —<T e ——— 0 0 '—-!—!—L!-—\
o2 3 o T2 3 o 1 2 3

-0'5 e PN - PLN -0'5 e R - PLN _0'5 e JSD -> PLN
s PLN - EUR e EUR > EUR e JSD > EUR
1 PLN - USD 1 EUR = USD 1 UsD - USD

Rysunek 11. Funkcje odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowej (VIRF) spreadow w V okresie

Zrodto: opracowanie wiasne.

W pigtym badanym okresie, wobec rozwoju kryzysu fiskalnego, zmiennos$¢
spreadu LIBOR-OIS dla euro znaczaco wzrasta. Niepokojace sygnaly ze strefy euro
nie znalazly odzwierciedlenia w zachowaniu pozostatych spreadow. Wszystkie para-
metry wyrazajace wzajemne powigzania pomigdzy spreadami pozostaty statystycz-
nie nieistotne. Spread WIBOR-OIS kontynuuje trend spadkowy, natomiast spread
LIBOR-OIS dla dolara amerykanskiego, poczatkowo zaburzony przez konsekwencje
wycieku ropy naftowej z platformy wiertniczej w Zatoce Meksykanskiej, stabilizuje
si¢ na statym poziomie.

W szostym rozwazanym okresie obserwujemy dwa krotkookresowe wzrosty
wariancji warunkowej. Pierwszy z nich wigze si¢ z obnizeniem przez Standard &
Poor’s ratingu USA do AA+ w dniu 5 sierpnia 2011, drugi z przekroczeniem przez
wloskie obligacje 10-letnie 7-procentowego progu rentownosci w dniu 9 listopada 2011
roku. Wydarzenia te w najwigkszym stopniu odbijajg si¢ na spreadzie LIBOR-OIS
dla euro. Z pewnym opdznieniem reaguje spread WIBOR-OIS, natomiast spread
LIBOR-OIS dla dolara amerykanskiego nie reaguje w ogole. Zastosowany model wie-
lowymiarowy nie pozwolit na zidentyfikowanie jakichkolwiek zaleznosci pomig¢dzy
spreadami w tym okresie.
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Z poczatkiem 2012 roku po przeprowadzeniu pierwszej z dwoch planowanych
przez EBC rund operacji LTRO zmienno$¢ wszystkich spreadéow maleje i stabili-
zuje si¢. Wszystkie parametry modelu BEKK, ktore opisywaty wariancj¢ warun-
kowa tych spreadow, sg statystycznie nieistotne, co $wiadczy o braku efektu ARCH
w tych szeregach (potwierdzily to przeprowadzone niezaleznie testy Engle’a (1982)

i McLeoda-Li (1983)). Model pokazat, ze spready w dalszym ciggu ksztattujg sig
W sposob niezalezny.

Tabela 7.
Oceny parametréw modelu VAR(3)-BEKK(1,0) dopasowanego do przyrostow spreadéw pomiedzy
oprocentowaniem 3-miesi¢cznej pozyczki na rynku miedzybankowym, a stawka 3-miesi¢cznego OIS
dla ztotego, euro i dolara amerykanskiego w VI rozwazanym okresie

x (GED) az i az33 Cy Ci, Ci3
1,13639 0,18024 0,25472 0,10329 0,07043 -0,02037
—————— [0,01] [0,001] ————— [0,434] [0,822]
Cyp Cy3 C33 Fon Fro Fi33
0,14335 0,16045 0,06337 -0,26852 -0,34158 -0,4533
—————— [0,312] ——— [0,066] [0,005] [0]
W nawiasach kwadratowych podano p-warto$ci.
Zrédlo: obliczenia wlasne.
1 e PLN > PLN 1 e EUR - PLN 1 e USD -> PLN
e PLN > EUR e EUR - EUR e USD = EUR
0,5 \—lt)so 0,5 EUR - USD 05 USD > USD
O T T T — T — O N D B e e | 0 Y —
0 1 2 3 0 1 2 3 0 2 3
-0,5 -0,5 -0,5

Rysunek 12. Funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej warunkowej przyrostow spreadéw w VI okresie

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 13. Funkcje odpowiedzi na impuls w wariancji warunkowej spreadow w VI okresie

Zroédto: opracowanie wiasne.

Tabela 8.

Oceny parametréw modelu VAR(3)-BEKK(1,0) dopasowanego do przyrostow spreadow pomigdzy
oprocentowaniem 3-miesigcznej pozyczki na rynku migdzybankowym, a stawka 3-miesigcznego OIS
dla ztotego, euro i dolara amerykanskiego w VII rozwazanym okresie

v (Student) a1 a2 a3 a33 Cy
4,80873 0,34884 0,13073 0,25831 0,5487 0,01713
------ [0] [0.028] [0] [0]
Cis Cy Cy Cys Css
-0,0804 -0,19474 0,00528 0,20254 0,00315
[0,487] [0,082] | = - [0,238] | = -
W nawiasach kwadratowych podano p-wartosci.
Zrodlo: obliczenia whasne.
1 e PLN > PLN 1 e EUR > PLN 1 e SD > PLN
e PLN - EUR e EUR = EUR e USD > EUR
0,5 \—PLN - USD 0,5 s EUR > USD 0,5 ﬁUSD
0 T \ 0 \ 0 : \
0 1 2 3 0 1 2 3 0 2 3
-0,5 -0,5 -0,5

Rysunek 14. Funkcje odpowiedzi na impuls w §redniej warunkowej przyrostow spreadéw w VII okresie

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Na rysunku 15 przedstawiony jest wykres wariancji warunkowej otrzymanej za
pomoca dopasowanych modeli BEKK. Pokazuje on, ze nerwowo$¢ rynku jest oddana
nie tylko przez wielkos¢ spreadow, ale takze ich dynamike. W drugim sposrdd roz-
wazanych okresow obserwujemy znaczny wzrost dynamiki spreadéw LIBOR-OIS
dla euro i dolara amerykanskiego w przededniu nacjonalizacji Northern Rock
oraz sprzedazy banku Bear Stearns holdingowi GP Morgans. Jednocze$nie da sig
zauwazy¢ wpltyw tych wydarzen na dynamike spreadu WIBOR-OIS. Na poczatku
trzeciego rozwazanego okresu obserwujemy znaczacy wptyw upadku banku Lehman
Brothers na wariancj¢ warunkowa spreadu LIBOR-OIS dla dolara i euro. Dynamiczne
zmiany spreadu WIBOR-OIS wiaza si¢ z duza niepewnoscia co do ksztaltowania
sie stawki POLONIA3, ktora wobec rozwoju kryzysu zaufania w znacznym stopniu
odbiega od stopy referencyjnej. Duza zmienno$¢ stawki POLONIA implikuje row-
niez wzrost zmienno$ci stawek OIS. Na poczatku czwartego rozwazanego okresu
wariancje spreadow stabilizuja si¢ na statym poziomie. Wahania wariancji spreadow
W pigtym rozwazanym okresie wiaza si¢ z pojawiajacymi si¢ symptomami kryzysu
fiskalnego. Mozna tez zauwazy¢, ze poszczegodlne skoki w wariancji warunkowej
spredow WIBOR-OIS oraz LIBOR-OIS dla euro pokrywaja si¢ z datami obnizenia
ratingéw panstw o wysokim poziomie zadtuzenia. Mozna tu wymieni¢ m.in. zmiang

0,04
wariancja warunkowa WIBOR-0IS
0,035
wariancja warunkowa LIBOR-0IS dla EUR
0,03
wariancja warunkowa LIBOR-0IS dla USD
0,025
0,02
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0,005
0 _— h" —
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Rysunek 15. Wariancje warunkowe spreadéw pomiedzy 3-miesigczng stopa WIBOR/LIBOR a stawka
3-miesigcznego OIS dla zlotego, euro i dolara amerykanskiego

Na rysunku zaznaczono dodatkowo podzial na badane podokresy.

Zrodlo: opracowanie wiasne.

3 Stawka POLONIA okre$la oprocentowanie depozytow zlotowych udzielonych lub przyjetych
w terminie overnight na rynku miedzybankowym. Jest wyznaczana jako $rednia wazona transakcji
zawartych do godziny 16 przez 21 bankow ja kwotujacych.
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perspektywy Hiszpanii ze stabilnej na negatywng przez Fitch 4 marca 2011 roku oraz
sukcesywne obnizki ratingu Grecji w maju i czerwcu 2011.

6. ZAKONCZENIE

Przeprowadzone badanie pokazalo, ze przez wigksza cze$¢ badanego okresu
spread WIBOR-OIS nie byl uzalezniony od dwoch rozwazanych spreadéw
LIBOR-OIS. Wyjatek stanowit jedynie okres 1V, wiazacy si¢ ze stopniowym nara-
staniem kryzysu zadtuzeniowego w panstwach Europy Poludniowej. W okresie tym
uwidocznit si¢ dodatni wptyw wariancji warunkowej spreadu LIBOR-OIS dla euro
na wariancj¢ warunkowa spreadu WIBOR-OIS. Wiele istotnych wydarzen zwigzanych
z kryzysem wywarto wpltyw na wariancj¢ warunkowa spreadu WIBOR-OIS. Wobec
powyzszego nie mozna przyjac¢ hipotezy postulujacej brak przenikania impulséw
zwigzanych z kryzysem do Polski. Wplyw rynku amerykanskiego na rynek polski
niewatpliwie wystgpit, cho¢ byl on stabszy niz w przypadku panstw strefy euro. Juz
przedstawiona na rysunku 1 dynamika spreadéw pokazuje, ze kryzys przenika na pol-
ski rynek migdzybankowy ze znacznym opoéznieniem. Otrzymany rezultat jest zgodny
z tezami stawianymi w raporcie NBP (2009), gdzie szczegdtowo przeanalizowano
uksztattowanie si¢ sytuacji w Polsce wobec pierwszej odstony §wiatowego kryzysu
finansowego. Do podobnych wnioskow doj$¢ mozemy analizujac drugg odstone kryzysu.

Silne zaleznosci pomiedzy spreadami LIBOR-OIS dla dolara i euro uwidaczniaja
si¢ w okresie I, zwigzanym z rozwojem kryzysu subprime (wptyw wariancji warun-
kowej spreadu LIBOR-OIS dla dolara amerykanskiego na wariancj¢ warunkowg
spreadu LIBOR-OIS dla euro) oraz IV (wzajemne zalezno$ci pomi¢dzy wariancja
warunkowa spreadu LIBOR-OIS dla dolara amerykanskiego i euro).
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CHARAKTERYSTYKA PRZENIKANIA KRYZYSU NA RYNEK MIEDZYBANKOWY W POLSCE
NA PODSTAWIE ANALIZY 3-MIESIECZNYCH SPREADOW WIBOR-OIS ORAZ LIBOR-OIS
DLA DOLARA AMERYKANSKIEGO I EURO

Streszczenie

Spready pomiedzy stopa procentowa LIBOR oraz stawka kontraktu OIS o tym samym terminie
zapadalnosci sg dobrym miernikiem kondycji rynku migdzybankowego. W niniejszym artykule zostaly
one wykorzystane celem wyznaczenia kierunkow przenikania kryzysu subprime oraz kryzysu zadtu-
zeniowego pomig¢dzy Stanami Zjednoczonymi, strefa euro i Polska. Analiza zostata oparta o modele
VAR-BEKK oraz wyznaczone za ich pomoca funkcje odpowiedzi na impuls w $redniej i wariancji
warunkowej.

Stowa kluczowe: modele VAR, modele BEKK, funkcja odpowiedzi na impuls, spready LIBOR-OIS
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THE CHARACTERISTICS OF CRISIS TRANSMISSION TO POLISH INTERBANK MARKET
ON THE BASIS OF 3-MONTH WIBOR-OIS AND LIBOR-OIS SPREADS FOR AMERICAN
DOLLAR AND EURO

Abstract

Spreads between the LIBOR rate and fixed rate of the OIS contract of the same maturity are good
indicators of respective interbank markets condition. In this article their dynamics is used to determine
directions of subprime and debt crises transmission among the interbank markets of the United States, the
euro zone and Poland. In our analysis we used VAR-BEKK models and determined impulses response
in conditional mean and conditional variance processes.

Keywords: VAR models, BEKK models, impulse response function, LIBOR-OIS spread
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ZASTOSOWANIE MODELU GRAWITACIJI
DO IDENTYFIKACJI CZYNNIKOW DETERMINUJACYCH
PRZEPLYWY HANDLOWE W UNII EUROPEJSKIEJ

1. WSTEP

Dwie ostatnie dekady byly w gospodarce $wiatowej okresem rozkwitu regional-
nych ugrupowan integracyjnych. Powstaly nowe ugrupowania, a te ktore juz istniaty
weszly na droge poglebiania integracji. U podstaw tych proceséw lezg oczekiwania,
ze integracja stwarza mozliwo$¢ wzrostu obrotéw handlowych, rozszerzenia skali
produkcji oraz pozwala na efektywniejsza alokacj¢ zasobow gospodarczych. Zgod-
nie z zatozeniami teorii integracji gospodarczej, wymiana handlowa z zagranica jest
obszarem, w ktorym najszybciej i najbardziej wyraznie mozna zaobserwowac wplyw
integracji regionalnej na gospodarki krajéw. Na pozytywne efekty handlowe tego typu
procesoOw wskazuja liczne badania empiryczne (zob. m.in.: Nilsson, 2000; Greenaway,
Milner, 2002; Ghosh, Yamarik, 2004; Szczygielski, Grabowski, 2012).

Od rozszerzenia Unii Europejskiej o nowe kraje mineto dopiero kilka lat. Nie jest
to okres diugi dla oceny przebiegu proceséw integracyjnych, niemniej jednak mozna
juz zaobserwowac¢ pewne zmiany i nowe tendencje rozwojowe, zarOwno w gospodar-
kach poszczegdlnych krajow, jak i w catym ugrupowaniu. Po akcesji nowych krajow
do Unii Europejskiej! wzrosty wzajemne obroty handlowe. Analiza wskaznikowa
oparta na danych statystycznych wskazuje na pozytywne zmiany w czasie, w zakresie
wzrostu obrotow handlowych, natomiast pomija przyczyny tych zmian. W artykule
podjeto probe identyfikacji czynnikow determinujacych rozwoj bilateralnych obrotow
handlowych w krajach Unii Europejskiej w latach 1999-2010. Do oceny sily oraz
kierunku wplywu wybranych czynnikoéw gtéwnie ekonomicznych zastosowano model
grawitacyjny dla danych panelowych.

Za potencjalne determinanty przyjeto odleglos¢ geograficzng miedzy krajami
cztonkowskimi Unii Europejskiej, PKB, PKB per capita oraz bezposrednie inwestycje
zagraniczne krajow. W badaniu zostalty uwzglednione réwniez wskazniki wolnos$ci
handlowej (ang. trade of freedom index), relatywnej r6znicy migdzy PKB krajow oraz

1" Chodzi o rozszerzenie Unii Europejskiej o nowe kraje z 2004 roku.



66 Michat Bernard Pietrzak, Justyna Lapinska

relatywnej r6znicy miedzy PKB per capita partneréw handlowych. Dodatkowo rozpa-
trzono wptyw przynaleznosci krajow do Unii Europejskiej na wzrost ich wzajemnych
obrotéw handlowych.

2. MODEL GRAWITACIJI HANDLU — WYBRANE ASPEKTY TEORETYCZNE

W analizie migdzynarodowych przeplywow towarowych model grawitacji zostat
po raz pierwszy wykorzystany ponad pot wieku temu przez holenderskiego ekono-
miste i fizyka Tinbergena (1962). Odwotujac si¢ do sformulowanego przez Newtona
prawa powszechnego cigzenia, zaproponowat on grawitacyjny model handlu w postaci
opisanej nastgpujacym réwnaniem:

PNBFPNBY
Tij = pistd (1)
J

brutto kraju i (j), DIST; — odlegto$¢ geograficzna miedzy krajami i oraz j, a, 3, 6
— elastycznos$ci handlu wzgledem produktu narodowego brutto krajow oraz odlegtosci
miegdzy krajami, C — stata grawitacyjna.

Zgodnie z powyzszym réwnaniem wielkos¢ dwustronnych obrotow handlowych
Tij miedzy krajami i oraz j jest dodatnio skorelowana z wielko$cig gospodarek obu
krajow, wyrazong poziomem ich produktow narodowych brutto PNB; oraz PNB;,
a ujemnie z odlegtoscig® pomigdzy nimi DIST;; (zob. Drzewoszewska, Pietrzak, Wilk,
2013).

W modelach grawitacyjnych handlu waznym zagadnieniem jest okreslenie zmien-
nej objasnianej, ktora opisuje ,,sit¢ wzajemnego oddziatywania” partnerow handlo-
wych. Moze nig by¢ eksport, import lub catkowite obroty bilateralne, bedace sumag
eksportu oraz importu. Zaletg przyjecia eksportu, jako zmiennej zaleznej jest jego
mniejsze znieksztalcenie wynikajace ze stosowania réznych instrumentow protekcji
oraz uwzglednienie w cenach kosztéw transportu i ubezpieczenia. Dlatego w wielu
pracach empirycznych za zmienng objasniang przyjmowany jest eksport (zob. m.in.:
Kalirajan, 1999; Egger, 2002; Roberts, 2004). Dos$¢ czg¢sto w pracach empirycznych
zmienng objasniang sg takze catkowite obroty dwustronne (zob. m.in.: Tzouvelekas,
2007; Henderson, Millimet, 2008). Tak zdefiniowana zmienna zalezna przedstawia
catosciowe ujecie handlu dwustronnego, jednakze takie ujecie wigze si¢ z problemem
dostepnosci kompletnych danych. Zaroéwno po stronie eksportu, jak i importu wyste-
puja pewne braki danych, stad uwzglednienie obu strumieni handlu moze niekiedy

gdzie: T; — strumien handlu migdzy krajami i oraz j, PNB,; — produkt narodowy

2 W badaniach ekonomicznych dotyczacych obrotow handlowych najcze$ciej stosowana jest

odleglo$¢ geograficzna miedzy krajami. Alternatywe stanowi zastosowanie odlegtosci ekonomicznej,
ktora rowniez ma istotny wpltyw na poziom miedzynarodowych przeptywow towarowych (zob. Pietrzak,
2010a; Pietrzak, 2010b; Pietrzak, 2012).
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powodowac¢ ich kumulacj¢ (zob. Czarny, Folfas, 2011). W nielicznych pracach (zob.
Fukao, Okubo, Stern, 2003; Kandogan, 2005) za zmienna objasniang przyjmowane
sg wartosci importu.

Przy konstrukcji modelu grawitacji opisujgcego relacje migdzynarodowe wazna
kwestig jest okreslenie czynnikow wptywajacych na sil¢ przyciggania krajow oraz
okre§lenie odleglosci pomigdzy partnerami handlowymi (zob. Gomez-Herrera,
2013).

Jednym z czynnikéw determinujacych obroty handlowe jest wielko$¢ ekonomiczna
krajow, ktora moze by¢ mierzona kombinacjg PNB i liczby ludnos$ci (zob. Linneman,
1966). Po ukazaniu si¢ prac Andersona (1979) i Bergstranda (1985) wyjasniajacych
teoretyczne podstawy modeli grawitacyjnych, rownie czgsto stosowang w pracach
empirycznych miarg wielkosci gospodarek krajow jest PKB. W celu lepszego dopa-
sowania modelu do rzeczywisto$ci wielu autorow za zmienng objasniajaca przyj-
muje rowniez PKB per capita (zob. m.in.: Carrére, 2006; Rahman, 2009). Badania
empiryczne potwierdzaja bowiem, ze obroty handlowe pomiedzy krajami bardziej
rozwini¢tymi sa wigksze (zob. Head, 2000).

Odleglos¢ w modelu newtonowskim wyraza opor, jaki masy muszg pokonac na
drodze ku sobie. Jest zatem czynnikiem ostabiajacym site przyciaggania. W modelach
handlu mig¢dzynarodowego odlegto$¢ geograficzna odzwierciedla przede wszystkim
czas oraz koszty transportu i tgcznosci, ktore istotnie wptywaja na wielko$¢ obro-
tow handlowych migdzy krajami. Nie jest to jednak jedyny czynnik wplywajacy na
intensywnos$¢ handlu miedzy para krajow. Czynnikiem zwigzanym z odlegtoscia geo-
graficzng moze by¢ takze istnienie wspolnej granicy z partnerem handlowym. Kraje
posiadajace wspolng granice tatwiej nawiazujg kontakty handlowe (zob. Serlenga,
Shin, 2004; Ok, 2010).

Czynnikiem, ktéry rowniez wzmacnia bilateralng wymiang handlowa jest przy-
nalezno$¢ partneré6w handlowych do regionalnego ugrupowania integracyjnego.
Liberalizacja rynku, ktora jest elementem proceséOw integracyjnych prowadzi do
poprawy efektywnosci alokacji zasobow w gospodarce (zob. Baldwin, 1994). Wplyw
regionalnej integracji gospodarczej na alokacj¢ zasobow w gospodarce analizowany
jest zwykle za pomoca dwoch efektow — kreacji oraz przesunigcia handlu. Efekt
kreacji handlu oznacza powstanie nowych strumieni obrotéw handlowych migdzy
krajami, ktére tworzg ugrupowanie integracyjne. Efekt ten ujawnia si¢ w rezultacie
wykorzystania réznic w kosztach produkcji i pojawienia si¢ dodatkowych impulséw
wymiany miedzy cztonkami ugrupowania integracyjnego na skutek liberalizacji obro-
tow handlowych, przy rownoleglym wystgpowaniu barier w obrotach z krajami trze-
cimi. Z kolei efekt przesunigcia handlu polega na zastgpieniu dostaw od producentow
z krajow niecztonkowskich dostawami z krajow bedacych czlonkami ugrupowania
integracyjnego, ktorych konkurencyjno$¢ wzrosta na skutek zniesienia barier handlo-
wych.

Modele grawitacji sg narzedziem czegsto wykorzystywanym do badan wpltywu
udziatu krajow w regionalnym ugrupowaniu integracyjnym na ich wzajemny handel.
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Badania nad efektami tworzenia ugrupowan integracyjnych polegaja najczesciej na
wprowadzeniu do modelu zmiennych zero-jedynkowych dla wybranych grup krajow
i szacowaniu ich istotnosci. Analizy empiryczne przeprowadzone dla wigkszosci ugru-
powan integracyjnych wykazaly pozytywne efekty handlowe wynikajace z procesow
regionalizmu (zob. Greenaway, Milner, 2002). Do innych czynnikow o charakterze
jakosciowym, ktore mogg wptywaé na bilateralng wymiane migdzy krajami, naleza
rowniez wspodlnota kulturowa, a szczegdlnie wspolny jezyk, tozsamo$¢ narodowa,
wspolna tradycja czy historia (zob. Eichengreen, Irwin, 1998).

3. MODEL GRAWITACJI DLA PRZEPLYWOW HANDLOWYCH
KRAJOW UNII EUROPEJSKIE]J

W artykule zastosowano model grawitacji dla danych panelowych do analizy
czynnikow determinujacych bilateralng wymiane handlowa krajéw Unii Europej-
skiej. Za zmienng objasniang przyj¢to, wartosci eksportu krajow Unii Europejskiej
w latach 1999-2010. W badaniu uwzgledniono 27 krajow, ktore byty cztonkami Unii
Europejskiej w 2010 roku. Za potencjalne zmienne objasniajace przyjeto PKB, PKB
per capita, skumulowane w czasie warto$ci bezposrednich inwestycji zagranicznych?,
wskaznik wolnosci handlowej, wskaznik relatywnej réznicy mi¢dzy PKB krajow
cztonkowskich oraz wskaznik relatywnej roznicy migdzy PKB per capita partnerow
handlowych. Uwzgledniono takze wplyw odlegtosci geograficznej migdzy krajami,
ktorg wyrazono liczba kilometréw miedzy stolicami handlujacych krajow. Dodatkowo
zbadano wptyw przynaleznosci krajow do Unii Europejskiej na wzrost obrotow han-
dlowych. Skoncentrowano si¢ na odpowiedzi na pytanie, czy po rozszerzeniu Wspol-
noty nastgpit istotny wzrost eksportu z nowych krajow cztonkowskich (EU-12) do
tzw. starych krajow Unii Europejskiej (UE-15) i odwrotnie. W tym celu do modelu
wprowadzono zmienne zero-jedynkowe EU;,, EUs.

Weryfikacji poddano nastgpujace hipotezy badawcze, dotyczace obrotow handlo-
wych krajow cztonkowskich Unii Europejskiej:

H1: Przynalezno$¢ do Unii Europejskiej istotnie wptywa na zwigkszenie obrotow
handlowych pomigdzy cztonkami ugrupowania.

H2: Istnieje dodatnio zalezno$¢ pomiedzy wielkoSciag gospodarek partnerow
handlowych, mierzona rozmiarami PKB a poziomem wzajemnych obrotéw han-
dlowych.

H3: Istnieje dodatnia zalezno$¢ pomiedzy poziomem rozwoju gospodarczego krajow
Unii Europejskiej, mierzonego wielko$cig ich PKB per capita a poziomem wza-
jemnych obrotéw handlowych.

3 Agregacji bezposrednich inwestycji zagranicznych dla poszczegodlnych krajow dokonano suma-
rycznie od 1999 roku do 2010 roku.
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H4: Bezpos$rednie inwestycje zagraniczne istotnie poprawiajg potencjat eksportowy
krajow cztonkowskich. Przyczyniaja si¢ one raczej do wzrostu eksportu niz shuza
zaspokojeniu popytu wewnetrznego.

H5: Poziom tzw. wolno$ci handlowej krajow, ktory moze by¢ zmierzony wskaz-
nikiem odzwierciedlajagcym stopien stosowanych barier handlowych, wplywa
dodatnio na wielko$¢ wymiany handlowej pomiedzy krajami Unii Europejskie;.

H6: Istnieje ujemna zalezno$¢ pomiedzy relatywnymi réznicami w wielkosci gospo-
darek partnerow handlowych (mierzonymi rozmiarami PKB) a poziomem
wymiany handlowej miedzy cztonkami Unii Europejskie;j.

H7: Relatywne roznice w dochodach per capita partnerow handlowych oddziatuja
ujemnie na poziom wymiany handlowej migdzy cztonkami Unii Europejskie;j.

HS8: Istnieje ujemna zalezno$¢ miedzy odlegloscia geograficzng pomiedzy krajami
cztonkowskimi Unii Europejskiej a wielko$cig ich wzajemnej wymiany.

Powyzsze hipotezy pozwolity na specyfikacje modelu grawitacji dla danych pane-
lowych*:

Xm = Bij +B, + 5,GDP, +/32GDP‘/., + B, PCI, +/3’4PCIJ.t + S,FDI, +/3’6FDI‘]., + ;
+ B, TF, + B TF, + B, DGDP,, + 3,,DPCI,, + o, UE,, + «,UE,; — /DIST, +¢ @

it 2

gdzie X;; jest wektorem warto$ci zmiennej objasnianej, GDP;,, GDP;, PCI;, PCI;,

FDI;, FDI;, TF;, TF;, DGDP;, DPCI;, DIST, sa wektorami wartosci zmiennych
objasniajacych, EU;,, EU,s stanowig wektory zmiennych zero-jedynkowych okre-
Slajacych przynaleznos¢ krajow do Unii Europejskiej, B, B, sa wektorami efektow
indywidualnych oraz okresowych> modelu panelowego, a,, aa, 81, Bas Bss Bas Bs» Bes
B3, Bs, Bo, Bio» 7 sa to parametry strukturalne modelu, a g;; stanowi wektor sktadnika
losowego. Opis poszczegolnych zmiennych oraz zrédta wykorzystanych danych

przedstawiono w tabeli 1.

4 Wszystkie zmienne z wyjatkiem zmiennych zero-jedynkowych wyrazone zostaly w logarytmach.

5 Zastosowanie w modelu panelowym efektow indywidualnych pozwala na opis zmiennosci
wynikajacej ze specyfiki poszczegdlnych obiektow, natomiast efektow czasowych na opis zmienno$ci
wszystkich obiektow w czasie.
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Tabela 1.

Potencjalne determinanty obrotow handlowych krajow Unii Europejskiej

Symbol Opis zmiennych

Xjj Eksport kraju 7 do kraju j, w okresie # (w mln EUR).
Zrodio danych: Eurostat
http://epp.eurostat.ec.europa.cu/portal/page/portal/international _trade/data/database

GDP;,, GDP;;, | Produkt Krajowy Brutto kraju eksportera i oraz importera j, w okresie ¢ (w min
EUR).

Zrodto danych: Eurostat
http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/portal/national accounts/data/database

PCI, PCI;, | Produkt Krajowy Brutto per capita kraju eksportera i oraz importera j, w okresie ¢
(w mln EUR).

Zrédto danych: Eurostat
http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/portal/national _accounts/data/database;
http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/portal/population/data/database

FDI;,, FDI;; | Skumulowane w czasie bezposrednie inwestycje zagraniczne dla krajow eksportera
i oraz importera j, w okresie # (w mln EUR).

Zrédto danych: UNCTADSTAT

United Nations Conference on Trade and Development
http://unctadstat.unctad.org/ReportFolders/reportFolders.aspx

TF;, TF; Wskaznik tzw. wolnosci handlowej (ang. trade of freedom index) kraju eksportera

i oraz importera j w okresie £. Wskaznik ten jest jednym z filaréw wolnosci
ekonomicznej. Odzwierciedla poziom tzw. wolnos$ci od cet i barier pozataryfowych.
Maksymalna warto$¢ wskaznika wynosi 100, co oznacza, ze kraj odznacza si¢
najwyzszym poziomem wolnosci handlowej. W badaniu uwzglgdniono fakt,

ze wskaznik publikowany w roku ¢ skonstruowany jest na podstawie danych
dotyczacych lat wezesniejszych.

Zrodto danych: The Heritage Foundation, Wall Street Journal

Index of Economic Freedom

http://www.heritage.org/index/explore

DGDP, Wskaznik relatywnej roéznicy w wielkosci PKB kraju eksportera i oraz importera j
w okresie 7. Wartosci wskaznika mierzone sa za pomoca wzoru (por. m.in.: Somma

1994, Zhang, Li 2006):

it

[winw+(1-w)in(1-w)]
in2

_ GDPy,
¥ = GDP, + GDPy’

>

gdzie GDP;, GDP;, — produkt krajowy brutto kraju i oraz jego partnera handlowego
j W okresie ¢.

Powyzszy wskaznik jest miarg znormalizowana, przyjmuje wartosci z przedziatu
[0;1]. Jesli réznice w PKB pomig¢dzy krajami i oraz j sa duze, wowczas wskaznik
zbliza si¢ do wartos$ci 1. Przy identycznym PKB obu krajéw przyjmuje wartos¢ 0.
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Symbol Opis zmiennych

DPCI, Wskaznik relatywnej réznicy w dochodach PKB per capita kraju eksportera
i oraz importera j w okresie . Warto$ci wskaznika obliczane sa za pomoca wzoru

skonstruowanego analogicznie jak w przypadku DGDP;;,.

EU,, Zmienna zero-jedynkowa, przyjmuje wartos¢ 1 dla nowych krajow (UE-12) od 2004
r oraz warto$¢ 0 przed 2004 rokiem!

EUs Zmienna zero-jedynkowa, przyjmuje wartos¢ 1 dla starych krajow (UE-15) od 2004
r oraz warto$¢ 0 przed 2004 rokiem

DISTij Odleglos¢ geograficzna pomiedzy stolicami krajow i oraz j (w tys. km).
Zrodto danych: Centre D’Etudes Prospectives et D’Informations Internationales,
http://www.cepii.fr/anglaisgraph/bdd/distances.htm

*  Warto$ci zmiennych zostaty urealnionone.
1" Dla Rumunii i Buigarii od 2007 roku.

Zroédlo: opracowanie wiasne.

4. IDENTYFIKACJA CZYNNIKOW DETERMINUJACYCH PRZEPLYWY HANDLOWE
KRAJOW UNII EUROPEJSKIEJ

Interpretacja oddziatywania zmiennych objasniajagcych w grawitacyjnych mode-
lach handlu jest ztozona. Pojawia si¢ bowiem kwestia jednoczesnego oddziatywania
dwach efektow: efektu wypychania przeptywow handlowych w przypadku regionow
zrodel, czyli eksporterow oraz efektu przyciagania przeplywoéw w przypadku regio-
néw docelowych, czyli importerow. Statystyczna istotnos¢ odpowiedniego parametru
strukturalnego $wiadczy o istnieniu efektu wypychania lub efektu przyciaggania. Sta-
tystyczna nieistotno$¢ parametru wskazuje na brak wptywu czynnikow, ktore zgodnie
z teorig handlu determinujg wielko$¢ obrotow handlowych.

Badanie rozpoczgto od przeprowadzenia testu Hausmana, ktory wskazal na wyste-
powanie korelacji miedzy bledami losowymi i zmiennymi objasniajacymi. Estymator
panelowego modelu z efektami losowymi (RE) staje si¢ obcigzony i niezgodny, przez
co preferowana jest estymacja parametrow panelowego modelu z efektami stalymi
(FE). W zwiazku z tym rozwazone zostaly trzy specyfikacje paneclowego modelu
z efektami statymi: panelowy model z efektami indywidualnymi, panelowy model
z efektami okresowymi, panelowy model z efektami indywidualnymi oraz okresowymi
lacznie. Dla kolejnych specyfikacji przeprowadzono test F, ktory wskazal wytacznie
na istotnos$¢ efektow indywidualnych. Ostatecznie dokonano wiec estymacji panelo-
wego modelu (FE) z efektami indywidualnymi. W procesie estymacji parametréw
panelowego modelu grawitacji zastosowany zostal estymator Hausmana-Taylora. Do
obliczen wykorzystano procedury z pakietu p/m w ramach oprogramowania R-Cran.
W tabeli 2. przedstawiono wyniki estymacji wybranej specyfikacji modelu panelo-
wego.
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Tabela 2.

Wyniki estymacji panelowego modelu grawitacji dla przeptywoéw handlowych krajow
Unii Europejskiej w latach 1999-2010

Zmienna Parametr Ocena Graniczny poziom istotnos$ci
EU,, o 0,2225 ~0,0001
EUis ay 0,1517 0,0039
GDP; b 0,8908 ~0,0001
GDP; b 0,8835 0,0032
PCI; s 0,2648 ~0,0001
PCI; P 0,2283 ~0,0001
FDI, Ps 0,2057 ~0,0001
TF; in 0,9363 ~0,0001
TF; Bs 0,7182 0,0011
DPCI; Bo -0,8415 ~0,0001
DIST; y -1,4067 ~0,0001
Statystyka testu F 52,9249 Strjgllgz?f poziom ~0,0001
Wspotczynnik R? 0,8907 Liczba obserwacji 8424

* Do oceny istotnosci statystycznej parametréw przyjeto 5% poziom istotnosci. Parametr ¢ dla zmiennej
FDI;, oraz parametr fy dla zmiennej DGDP;, okazaly sig statystycznie nieistotne.

Zrodlo: obliczenia wiasne.

Istotny wzrost obrotow handlowych miedzy krajami UE-12¢ i UE-15 zostal zaob-
serwowany juz przed formalnym rozszerzeniem Unii Europejskiej. Byt on efektem
podpisania umow stowarzyszeniowych z krajami kandydujacymi. Po formalnym
rozszerzeniu Unii Europejskiej nastgpil jednak dalszy wzrost obrotow handlowych
migdzy jej starymi cztonkami, a krajami nowoprzyjetymi. Otrzymane wyniki esty-
macji modelu grawitacji pozwolity na weryfikacj¢ hipotezy badawczej H1, mowiacej
o istotnym, dodatnim wptywie przynaleznos$ci krajow do Unii Europejskiej na rozwdj
ich wzajemnych obrotow handlowych. Zar6wno parametr «;, jak 1 parametr o, oka-
zaly si¢ statystycznie istotne. Dodatnia ocena parametru a; $wiadczy o istotnym wzro-
$cie poziomu eksportu z 12 nowych krajow cztonkowskich do 15 starych krajow UE
w okresie po ich akcesji. Dodatnia ocena parametru o, $wiadczy z kolei o istotnym
wzroscie poziomu eksportu z 15 starych krajéw cztonkowskich do 12 nowych krajow

6 UE-12 oznacza 12 panstw, ktore przyjeto do Unii Europejskiej w 2004 i 2007 roku.
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UE po rozszerzeniu Wspdlnoty. Oznacza to, ze po akcesji nowych krajow do Wspo6l-
noty nastapit istotny wzrost poziomu eksportu zaréwno z krajow UE-12 do UE-15,
jak i odwrotnie. Na tej podstawie mozna wnioskowac, ze dotychczasowa liberalizacja
handlu wynikajaca z realizacji uméw stowarzyszeniowych nie wyczerpala jeszcze
mozliwosci realizowania korzy$ci wynikajacych z integracji. Wraz z formalnym przy-
stagpieniem nowych cztonkow do Unii Europejskiej, w dalszym ciggu ujawniat si¢
efekt kreacji handlu, wzrastaly bowiem wzajemne obroty handlowe pomigdzy krajami
UE-15 a krajami EU-12.

W wyniku formalnego rozszerzenia Unii Europejskiej nie nastapity wprawdzie
zmiany w zakresie obcigzen celnych, ale zlikwidowano wiele istniejacych wczesniej
barier pozataryfowych. W ocenie The Heritage Foundation formalne rozszerzenie
Unii Europejskiej istotnie poprawilo warunki wspotpracy migdzy starymi krajami
Unii i jej nowymi cztonkami. Odzwierciedlajg to m.in. wskazniki wolnosci han-
dlowej’, ktore informujg o poziomie tzw. wolnosci od cel i barier pozataryfowych.
W przypadku nowych cztonkow, ich wskazniki wolnosci handlowe;j istotnie wzrosty
po akcesji, osiggajac poziom reprezentowany przez kraje bedace cztonkami przed
rozszerzeniem Unii Europejskiej. Parametry £, 1 fig wyrazajace wpltyw tzw. wolnosci
handlowej okazatly si¢ statystycznie istotne. Dodatnie oceny parametrow wskazuja, ze
poziom wolnosci handlowej jest czynnikiem istotnie wspierajacym rozwoj bilateralnej
wymiany handlowej. Pozwala to na weryfikacje hipotezy H5, dotyczacej zaleznosci,
jakie wystepuja pomigdzy stopniem stosowanych barier handlowych a wielkoscia
wymiany handlowej pomi¢dzy krajami Unii Europejskie;.

Wielkos¢ obrotow handlowych zalezy réowniez od mierzonej rozmiarami PKB
wielkos$ci gospodarek krajow prowadzacych wymiang. Analizujac uzyskane wyniki
nalezy stwierdzi¢, ze obydwa parametry 5, oraz 8, okazaly si¢ statystycznie istotne.
Dodatnie oceny parametréw $wiadcza o dodatnim wptywie poziomu PKB, zaréwno
na wielko$¢ ekportu, jak i importu miedzy krajami cztonkowskimi Unii Europejskie;j.
Uzyskane wyniki pozwalajg na weryfikacje hipotezy H2, méwiacej o dodatniej zalez-
nos$ci pomiedzy wielko$cia gospodarek partneréw handlowych, mierzong rozmiarami
PKB a poziomem wzajemnych obrotéw handlowych. Zbadano réwniez, czy rdznice
w wielkosci gospodarek partnerow handlowych sa czynnikiem istotnie wptywajacym
na rozwoj bilateralnej wymiany handlowej. Na podstawie wynikéw estymacji pane-
lowego modelu grawitacji stwierdzono, ze parametr Sy okazal si¢ statystycznie nieis-
totny. Hipoteza badawcza H6, zakladajaca istnienie dodatniej zalezno$ci pomiedzy
relatywnymi roznicami w wielkosci gospodarek a poziomem wymiany handlowej
mie¢dzy cztonkami UE nie potwierdzita sig.

Estymacja parametrow modelu grawitacji pozwolita na zbadanie wptywu
oddziatywania na wielko$¢ obrotéw handlowych poziomu PKB per capita krajow

7 Wskazniki wolnosci handlowej dla poszczegodlnych krajow publikowane sg w raporcie Index of
Economic Freedom, opracowywanym corocznie przez The Heritage Foundation we wspotpracy z Wall
Street Journal.
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cztonkowskich, ktory moze by¢ utozsamiany z poziomem ich rozwoju gospodar-
czego. Nalezy stwierdzi¢, ze wyniki oszacowania parametrow f; oraz f, $wiadcza
o istotnym wptywie tej determinanty. Biorac pod uwagg dodatnig oceng parametru S
mozna sformulowaé wniosek, ze dla krajoéw eksportujacych zachodzi dodatni wptyw
wzrostu PKB per capita na wielkos¢ ich eksportu. Rowniez w przypadku krajow
importujacych dodatnia ocena parametru S, oznacza dodatni wptyw poziomu roz-
woju gospodarczego na warto$¢ importu tych krajow. Gospodarki wysokorozwinigte
charakteryzuja si¢ wyzszym poziomem innowacyjnosci. Utatwia to wprowadzanie
1 rozwdj nowych, bardziej konkurencyjnych produktow, co z kolei sprzyja rozwo-
jowi wymiany handlowej. Ponadto w krajach bogatych o znacznym PKB per capita
koszyk dobr wchodzacy w sktad popytu reprezentatywnego jest bardziej zrdznico-
wany i nowoczesny, co dodatkowo wzmacnia wymian¢ handlowg migdzy krajami.
Uzyskane wyniki pozwalaja zatem na weryfikacje hipotezy H3, mowiacej o dodatnie;j
zaleznos$ci pomigdzy poziomem rozwoju gospodarczego krajow czlonkowskich Unii
Europejskiej a wielkoscia ich wzajemnej wymiany handlowe;.

Niewielkie r6znice miedzy PKB per capita partnerow handlowych mogg infor-
mowac o zblizonych preferencjach konsumpcyjnych nabywcoéw w tych krajach. Taka
interpretacja nawiazuje do stworzonej przez Lindera (1961) koncepcji podobienstwa
preferencji, zgodnie z ktdrg intensywnos¢ i struktura handlu zalezg gtownie od stop-
nia podobienstwa krajow. W wyniku estymacji otrzymano ujemng ocen¢ parametru
Lo, ktory okazat si¢ statystycznie istotny. Parametr ten odzwierciedla wptyw roznic
w poziomie rozwoju gospodarek na wymiang handlowg. Otrzymany wynik pozwolit
na weryfikacje hipotezy badawczej H7, w ktorej zatozono, ze znaczne réznice w PKB
per capita partnerow handlowych istotnie ostabiajg wzajemng wymian¢ handlowa.

Bezposrednie inwestycje zagraniczne naleza do grupy determinant handlu,
ktore mogg mie¢ ré6zny wplyw na rozwoj obrotow handlowych pomiedzy krajami.
Z jednej strony naplyw kapitatu w postaci bezposrednich inwestycji zagranicznych
moze doprowadzi¢ do technologicznego unowoczesnienia gospodarki, ktore wigze
si¢ z rozwojem przemystu 1 produkcji dobr przetworzonych, co z kolei sprzyja roz-
wojowi handlu. Z drugiej strony, bezposrednie inwestycje zagraniczne, moga by¢
motywowane checig obstugi rynku kraju przyjmujacego kapitat, wowczas staja sig
substytutem handlu (Amiti, Greenaway, Wakelin 2000). W przypadku bezposrednich
inwestycji zagranicznych parametr S5 okazat si¢ statystycznie istotny, a parametr fg
statystycznie nieistotny. Dodatnia ocena parametru S5 wskazuje na dodatni wpltyw
bezposrednich inwestycji zagranicznych per capita na wzrost wartosci eksportu.
Otrzymany wynik pozwala wigc na weryfikacje postawionej w pracy hipotezy
badawczej H4, mowiacej o tym, ze bezposrednie inwestycje zagraniczne poprawiaja
przede wszystkim potencjal eksportowy krajow w ilosciowym, jak i w jako$ciowym
wymiarze. Nieistotny statystycznie parametr S §wiadczy o braku istotnego wplywu
bezposrednich inwestycji zagranicznych per capita na wielko$¢ importu.

Jednym z najwazniejszych czynnikow ograniczajacych rozw6j wymiany han-
dlowej jest odleglos¢ geograficzna. Jej wpltyw jest w gldéwnej mierze zwigzany ze
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wzrostem kosztow transportu dobr podlegajacych wymianie. Parametr y, mierzacy
wptyw odlegtosci pomigdzy poszczegdlnymi krajami Unii Europejskiej na wielkosé¢
ich bilateralnej wymiany handlowej, okazat si¢ statystycznie istotny. Ujemna ocena
parametru zgodna jest z przewidywaniami teorii i wskazuje na zmniejszanie si¢ wiel-
kos$ci handlu wraz ze wzrostem odlegtos$ci geograficznej migdzy krajami. Uzyskany
wynik pozwolil zatem na weryfikacje¢ hipotezy HS.

5. PODSUMOWANIE

Jednym z przejawow wspotpracy krajow jest tworzenie regionalnych ugrupowan
integracyjnych. Wspotpraca w ramach ugrupowania przekltada si¢ na wzrost wza-
jemnych obrotéw handlowych krajow cztonkowskich. Rzeczywisty rozwdj wymiany
handlowej pomiedzy krajami jest istotnym argumentem przemawiajacym za tworze-
niem regionalnych ugrupowan integracyjnych oraz ich rozszerzaniem. W artykule
przeprowadzono analiz¢ wplywu czynnikéw determinujacych bilateralng wymiang
handlowa krajow bedacych cztonkami Unii Europejskie;.

W wyniku przeprowadzonej estymacji parametrow modelu grawitacji dokonano
identyfikacji czynnikow istotnie determinujacych poziom obrotéw handlowych
pomiedzy krajami Unii Europejskiej. Stwierdzono istotny wptyw wielkos$ci gospo-
darek krajow cztonkowskich (mierzonej wielkoscig PKB), poziomu ich rozwoju
gospodarczego (mierzonego PKB per capita) oraz znacznych réznic w poziomie
rozwoju gospodarczego pomigdzy partnerami handlowymi na poziom ich wzajemnej
wymiany handlowej. Waznym czynnikiem, sprzyjajacym rozwojowi obrotow handlo-
wych migdzy cztonkami Wspdlnoty, okazaly si¢ bezposrednie inwestycje zagraniczne
oraz poziom tzw. wolno$ci handlowej krajow. W przypadku bezposrednich inwestycji
zagranicznych stwierdzono, iz wptywaja one na poprawg potencjatu eksportowego
krajow cztonkowskich. Potwierdzono takze istnienie ujemnej zaleznos$ci migdzy
odlegtoscia geograficzng krajow a wielkoscig ich wzajemnej wymiany. Zrealizowane
badanie pozwolito rowniez na wyciggniecie wniosku, ze po rozszerzeniu Unii Euro-
pejskiej o nowe kraje nastgpit istotny wzrost eksportu, zaréwno z krajow UE-12 do
krajow UE-15, jak i odwrotnie.

Rozszerzenie Unii Europejskiej o nowe kraje miato pozytywny wpltyw na rozwdj
obrotéw handlowych pomigdzy krajami czlonkowskimi. Sformutowane w artykule
wnioski pozwalajg stwierdzi¢, iz z punktu widzenia mozliwosci zwickszania obrotow
handlowych, Unia Europejska jest ugrupowaniem, do ktoérego warto naleze¢. Korzysci
odnoszg bowiem zarowno dotychczasowi czlonkowie, jak i kraje przystepujace do
ugrupowania.

Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu
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ZASTOSOWANIE MODELU GRAWITACIJI DO IDENTYFIKACJI CZYNNIKOW
DETERMINUJACYCH PRZEPLYWY HANDLOWE W UNII EUROPEJSKIE]

Streszczenie

W artykule dokonano identyfikacji czynnikow determinujacych poziom obrotow handlowych
pomiedzy krajami Unii Europejskiej. Zastosowano w tym celu model grawitacji dla danych panelo-
wych. Badanie pozwolito stwierdzié, ze istotny wplyw na poziom wzajemnych obrotow handlowych
pomiedzy krajami Unii Europejskiej maja: wielkosci gospodarek krajow cztonkowskich, poziom rozwoju
gospodarczego krajow, bezposrednie inwestycje zagraniczne, poziom tzw. wolnosci handlowej krajow
oraz znaczne relatywne réznice w poziomie rozwoju gospodarczego pomiedzy partnerami handlowymi.
Potwierdzono takze istnienie ujemnej zaleznosci migdzy odlegtoscia geograficzng krajow a wielkos$cia
ich wzajemnej wymiany. Stwierdzono réwniez, ze po rozszerzeniu Unii Europejskiej o nowe kraje nasta-
pit istotny wzrost eksportu, zarowno z krajow EU-12 do krajow UE-15, jak i odwrotnie

Stowa kluczowe: handel migdzynarodowy, Unia Europejska, model grawitacji

THE USE OF GRAVITY MODELS IN THE IDENTIFICATION OF THE FACTORS DETERMINIG
TRADE FLOWS IN THE EUROPEAN UNION

Abstract

The article analyzes the impact of potential determinants on the level of trade volume between
the member states of the European Union. As a result of the use of gravity model for panel data the
identification of a significant impact of the size of the economies of the member states, their level of
economic development, foreign direct investment, the level of the so-called trade freedom of countries
and of significant differences in the level of economic development between trading partners on the
level of their bilateral trade. Also, it confirmed the existence of a negative relationship between the
geographical distance and the size of the countries and their mutual exchange and a significant increase
in the level of exports, both from the EU-12 to EU-15, and vice versa.

Keywords: international trade, the European Union, a gravity model
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EFEKTYWNOSC I KONKURENCYJNOSC SYSTEMOW
OPIEKI ZDROWOTNEJ KRAJOW UNII EUROPEJSKIEJ

1. WPROWADZENIE

Sektor ochrony zdrowia jest kluczowym dzialem gospodarki kazdego panstwa
i ze wzgledow medycznych, spotecznych i ekonomicznych, wzbudza bezposrednie
zainteresowanie obywateli, instytucji publicznych i prywatnych, a takze rzadu. Jed-
noczesénie jest jednym z bardziej zréznicowanych dzialow gospodarki. Dywersyfi-
kacja ta uwarunkowana jest aspektami historycznymi, kulturowymi, legislacyjnymi,
technologicznymi i finansowymi ksztattowania si¢ oraz funkcjonowania systemow
zdrowotnych. Prowadzone badania wskazuja, ze poziom rozwoju gospodarczego
1 umiejscowienie geograficzne nie stanowig istotnego czynnika grupujacego kraje
o podobnych systemach ochrony zdrowia. W rezultacie prowadzenie analiz maja-
cych za zadanie opisanie, zrozumienie i poréwnanie funkcjonujacych rozwigzan jest
bardzo trudne. Coraz czg$ciej w badaniach wykorzystuje si¢ informacje o systemach
zdrowotnych w tzw. benchmarkingu', ktory opiera si¢ na zasadzie ,roOwna¢ do naj-
lepszych”. Idea ulepszania poprzez ,,podpatrywanie” konkurentéw znana jest i sto-
sowana od dawna. W przypadku tak skomplikowanych jednostek poréwnan jakimi
sg panstwa 1 ich heterogeniczne sektory ochrony zdrowia znalezienie odpowiednich
»wzorcow” do nasladowania moze wplyna¢ na poprawe jakosci ustug medycznych
w kraju. Badania wykazaly, ze wlasciwe zastosowanie technik poréwnawczych
i aplikacja ich wynikow, w wiekszosci wypadkéw, wptywa na wzrost efektywnosci
1 konkurencyjnos$ci (Bendell, Boulter 2000; Bramham 2004; Wegrzyn 2000). Kluczem
do efektywnego benchmarkingu jest jednak wyznaczenie dobrego punktu odniesienia
(tzw. benchmarku, wzorca, lidera), ktory zalezy od doboru jednostek do pomiaru
poréwnawczego oraz wyboru metody umozliwiajacej oceng funkcjonowania sektora
ochrony zdrowia i wskazanie potencjalnych benchmarkéw (wzorcow). Do takich
metod nalezy Graniczna Analiza Danych (ang. Data Envelopment Analysis, DEA).
Stuzy ona ocenie efektywnosci obiektow badania na podstawie analizy kluczowych

,Benchmarking to ustalenie z pomoca rygorystycznego i systematycznego pomiaru pewnego
punktu odniesienia, ktory shuzy do mierzenia efektywnosci” — definicja wedtug Oxford English Dictio-
nary, 1994.
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naktadow i efektow ich funkcjonowania. W zalezno$ci od konstrukcji badania metoda

DEA mozna analizowa¢ efektywnos¢:

» alokacyjna, ktora oznacza wilasciwe rozdysponowanie posiadanych, ograniczo-
nych zasob6éw pomiedzy jednostki tak, by przyznaé¢ najwigksze ich ilosci tym
produktom i ustugom, ktore sa najbardziej pozadane przez klientow;

» techniczna, ktora skupia si¢ na relacji wielkosci naktadow i wynikdéw poprzez
optymalizacje technologii produkcji mozliwej do osiagnigcia przez instytucje
w danych warunkach;

* ckonomiczng, ktora dazy do maksymalizacji zysku lub minimalizacji kosztow,
uwzgledniajac ceny rynkowe nakladow i efektow;

poprzez minimalizacje nakladow przy danym poziomie efektow lub maksymalizacje

efektow przy okre§lonych naktadach (Zottaszek, 2008).

Metoda DEA to podejscie nieparametryczne nie wymagajace kwantyfikacji postaci
zalezno$ci pomiedzy zmiennymi naktadow i wynikow, w ktorym kazdy z obiektow
poddawany jest oddzielnej analizie. Pozwala ona na badanie efektywnosci technicznej
N obiektow, zwanych rowniez DMU (ang. Decision Making Unit), pod wzgledem
M naktadéw i S efektéw. W rezultacie wyznaczane sg (1) wspotczynniki efektywno-
$ci pozwalajace sklasyfikowaé wszystkie obiekty jako relatywnie (w odniesieniu do
innych jednostek badania) efektywne Iub nie, i (2) zrodta nieefektywno$ci. Ponadto
metoda DEA nie stawia ograniczen co do charakteru zmiennych, zatem naktady
1 wyniki mogg by¢ wyrazone na skali pomiarowej porzadkowej, przedzialowej lub
ilorazowej oraz mie¢ charakter absolutny lub wzgledny, wyrazony w dowolnych
jednostkach.

Celem artykutu jest analiza efektywnos$ci technicznej oraz posrednio takze kon-
kurencyjnosci systemoéw opieki zdrowotnej w krajach Unii Europejskiej. Do badania
zastosowano optymalizacyjng metode Granicznej Analizy Danych (DEA). W pro-
wadzonym badaniu uwzglednione zostaty zmienne dwoch naktadoéw (liczba lekarzy,
wydatki publiczne na opiek¢ zdrowotng) oraz dwoch wynikow (odsetek populacji,
ktorej popyt na badania specjalistyczne i ustugi medyczne zostal zaspokojony, oczeki-
wana dalsza dtugo$¢ trwania zycia). Uzyskane rezultaty powinny okaza¢ si¢ skuteczne
w ocenie efektywnosci i konkurencyjnosci zréznicowanych systemow opieki zdrowot-
nej w krajach Unii Europejskiej oraz wskaza¢ potencjalne mozliwosci poprawy sytu-
acji w panstwach o nieefektywnym i niekonkurencyjnym sektorze ochrony zdrowia.

2. SYSTEMY OCHRONY ZDROWIA W PANSTWACH UE

W rozumieniu Swiatowej Organizacji Zdrowia (ang. World Health Organization,
WHO) zdrowie to catkowity brak choroby i kalectwa oraz stan dobrostanu fizycznego,
umystowego 1 spolecznego. Jest ono dobrem bezcennym dla kazdego czlowieka, jed-
nak zwiagzane z nim $wiadczenia majg warto$¢ rynkowa. System ochrony zdrowia to
0go6t zorganizowanych dziatan zapewniajacych spoteczenstwu opieke zdrowotng lud-
noéci. Swiadczenia profilaktyczno-lecznicze i rehabilitacyjne realizowane sa z wyko-



Efektywnosc¢ i konkurencyjnosé¢ systemow opieki zdrowotnej krajow Unii Europejskiej 81

rzystaniem zasobow finansowych, materialnych i norm prawnych (Nojszewska, 2011;
Suchecka, 1998). Bardzo istotnym elementem istniejacych systemow jest sposob fina-
sowania opieki zdrowotnej. Ustugi medyczne moga by¢ pokrywane z dwoch podsta-
wowych zrodet: publicznych i prywatnych. Finansowanie publiczne pochodzi gléwnie
z podatkow krajowych i lokalnych oraz z obowigzkowych ubezpieczen zdrowotnych,
czasami zarzadzanych przez prywatne firmy ubezpieczeniowe. Zazwyczaj przepisy
okreslaja, ktore ustugi medyczne optacane sa z funduszy publicznych. W odczuciu
obywateli zakres opieki zdrowotnej finansowanej publicznie jest darmowy. Finanso-
wanie prywatne pokrywane jest przez podmioty prywatne, tzn. gospodarstwa domowe
1 przedsigbiorstwa, w postaci wydatkow: posrednich i bezposrednich. Finansowanie
posrednie oparte jest na dobrowolnych ubezpieczeniach zdrowotnych, optacanych
przez gospodarstwa lub pracodawcow, czesto za posrednictwem prywatnych firm
ubezpieczeniowych. Finansowanie bezposrednie dokonywane jest przez gospodarstwa
domowe bez posrednikéw ,,z kieszeni”. Dotyczy to optat za ustugi, lekarstwa, ale cze-
sto réwniez nieoficjalnych (np. ,,wyrazow wdziecznosci”). Takie formy finansowania
sa najsilniej odczuwalne przez ptatnikow i wptywaja na ich sytuacje gospodarcza.
Wydatki bezposrednie nie majg pozoru ,,darmowos$ci”, ponadto, w przeciwienstwie
do form posrednich, nie zawsze sa regularne i tatwe do przewidzenia (Suchecka,
Zottaszek, 2011; Zottaszek, Jewczak, 2011).

Panstwa czlonkowskie Unii Europejskiej mimo bliskosci geograficznej i eko-
nomicznej oraz podobienstw historycznych i prawnych sa silnie zréznicowane pod
wzgledem funkcjonowania i finansowania systemow ochrony zdrowia. W Holandii
w ostatnich latach przeprowadzono reforme stuzby zdrowia i obecny system uzna-
wany jest przez ekspertow za jeden z najlepszych na swiecie. Po wprowadzeniu zmian
w 2006 1., holenderski system jest dualny i finansowany ze Zzroédet prywatnych posred-
nich. Koszyk podstawowych $wiadczen optacany jest z obowigzkowych ubezpieczen
zdrowotnych, zarzadzanych przez prywatne firmy ubezpieczeniowe. Osoby, ktorych
nie sta¢ na ubezpieczenie, otrzymuja dodatkowe fundusze na oplaty. Niestety system
ten nie jest idealny. Brak finansowania publicznego uniemozliwia kontrolowanie
i regulowanie wysokosci sktadek ubezpieczeniowych wykazujacych si¢ tendencja
wzrostowa. Oznacza to cze¢sto niemozno$¢ zarzgdzania kosztami oraz straty finansowe
firm ubezpieczeniowych (www.minvws.nl; Wynand van de Ven, Schut, 2008, Euro
Health, 2013).

W przeciwienstwie do holenderskiego w Grecji system zdrowotny jest silnie scen-
tralizowany i podlega Ministerstwu Zdrowia. Finansowany jest ze zrodet publicznych
1 posrednich prywatnych (ok. 40%), a sktadki sa obowigzkowe. Szpitale sg utrzy-
mywane gltownie przez panstwo, a opieka ambulatoryjna z wydatkow prywatnych
posrednich. Opieka specjalistyczna i szpitalna, zapewniana przez Narodowg Stuzbe
Zdrowia, jest dosy¢ stabo rozwinigta, czesciowo ze wzgledu na niskie place oraz
ograniczony dostep do szkolen. Finansowanie bezposrednie istnieje w Grecji, ale
stanowi niewielki udzial w ogélnym poziomie wydatkowania (Health Care Systems
in Transition, Greece 1996). Jednak w ostatnich latach catkowite wydatki per capita
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na ochron¢ zdrowia drastycznie zmalaly (o 28% w 2011 w poréwnaniu do 2009),
pomimo najwigkszej w Europie liczby lekarzy (Euro Health, 2013).

W Polsce i krajach o$ciennych, jak Czechy, Stowacja, system zdrowotny opiera si¢
na finansowaniu publicznym, pochodzacym z obowigzkowych ubezpieczen. Dopiero
kilka lat temu na rynku pojawila si¢ oferta ubezpieczen dodatkowych, gléwnie optaca-
nych przez pracodawcow. Wydatki prywatne posrednie nie przekraczaja jednak kilku
procent ogétu wydatkow na ochrone zdrowia. Stosunkowo wysoki udziat stanowi
finansowanie bezposrednie, ok. 24%. Prowadzone badania wskazuja, ze 30% ogotu
wydatkéw na ochrone zdrowia pochodzi od gospodarstw domowych. Udzial ten jest
jednym z wyzszych w Europie. Jednocze$nie dostgpnos¢ i jakos¢ ustug medycznych
w wielu placowkach pozostawia wiele do zyczenia, co swiadczy o niskiej efektyw-
nosci sektora ochrony zdrowia (RAPORT Finansowanie ochrony, 2008, Golinowska,
2012).

Analiza systemow ochrony zdrowia w krajach cztonkowskich UE nie wskakuje
na istnienie jednoznacznego klucza grupujacego. Kraje wysoko-, srednio- i nisko-
rozwinigte moga tworzy¢ najrézniejsze rozwigzania, oparte na wspofinansowaniu
i prywatnych ubezpieczeniach zdrowotnych, a jednoczes$nie pozostawaé nieefek-
tywne, podobnie jak systemy optacane z budzetéw panstw. Prowadzenie precyzyjnych
poréwnan sektoréw zdrowia jest utrudnione ze wzgledu na zréznicowanie polityczne,
ideologiczne, prawne, spoteczne i ekonomiczne. Rownoczesnie mnogos¢ funkcjonu-
jacych rozwigzan moze okazac¢ si¢ bardzo przydatna w ocenie efektywnosci i konku-
rencyjnosci systemow ochrony zdrowia oraz wskazaniu potencjalnych benchmarkow
dla ewentualnych reform.

3. METODA GRANICZNEJ ANALIZY DANYCH DEA

Nieparametryczna Metoda Granicznej Analizy Danych (DEA) ukierunkowana
jest na pomiar efektywnosci jednostek decyzyjnych DMU (Decision Making Unit),
a w dalszej kolejnosci do oceny efektow skali i zakresu produkcji. Koncepcja tej
metody uwzglednia wystgpowanie wielu naktaddéw, ktore stuzg wyprodukowaniu
wielu wynikow. Podstawa metody DEA staly si¢ badania brytyjskiego ekonomisty
Farrell’a. Wskazat on na duze znaczenie analizy efektywno$ci w gospodarce oraz
zaproponowat koncepcje best practice frontier, tzn. granicy opartej na jednostkach
»zachowujacych” si¢ najlepiej. Granica ta, zwana takze granicg efektywnosci lub
produkcji, stanowi technologiczng granice mozliwosci produkcyjnych danego obiektu
badania. Pozwala ona wyznaczy¢ sposrod wszystkich badanych jednostek te, ktore
osiagaja maksymalny, mozliwy dla nich, poziom produkcji oraz tych, dla ktérych
proces produkcyjny jest nieefektywny (Farrell, 1957). Uogdlnienie analizy jednona-
ktadowej i jednoefektowej Farrell’a na podejscie wielonaktadowe i wielowynikowe,
zaprezentowano w modelu CCR (Charnes, Cooper, Rhodes) wykorzystujacym
metody optymalizacyjne programowania matematycznego (Charnes, Cooper, Rhodes,
1978).
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Badanie metodg DEA podzieli¢ mozna na trzy podstawowe etapy:

» Etap 1: zdefiniowanie i dobor jednostek decyzyjnych- polega na okresleniu homo-
genicznych jednostek decyzyjnych, co do rodzaju i liczby, majacych analogiczne
naktady i wyniki oraz podobny cel;

» Etap 2: wybor zmiennych- opiera si¢ na stworzeniu listy kluczowych czynnikow
zwigzanych z efektywnos$cia jednostek;

* Etap 3: wybor modelu, obliczenia i interpretacja- stanowi istote metody DEA.
Glownym kryterium doboru wlasciwego modelu (etap 3) jest orientacja, ktora

okresla funkcje celu i ograniczenia zadania optymalizacyjnego. W modelu zorien-

towanym na naktady celem jest minimalizacja nakladéow przy zadanym poziomie
wynikow, za§ w przypadku orientacji na wyniki — maksymalizacja rezultatow przy
okre$lonym poziomie naktadéw. Wybor kierunku optymalizacji zalezy zazwyczaj
od celow jednostek DMU oraz mozliwosci bezposredniego kontrolowania wielkosci
ich naktadéw i1 wynikéw (Schefczyk, 1996). Kiedy sytuacja obiektow badania nie
jest jednoznaczna mozna zastosowa¢ modele niezorientowane, ktore nie daja jednak
réwnie szerokiego pola do interpretacji rezultatow badania. Wybor orientacji w znacz-
nym stopniu determinuje okreslenie zrodel nieefektywnosci, ktore moga postuzyé
do poprawienia efektywnosci oraz do wykorzystania w pomiarze poréwnawczym

(Gospodarowicz, 2000; Golany, Roll, 1989).

Metoda DEA pozwala analizowaé efektywno$¢ N obiektéw, zwanych jednostkami
decyzyjnymi (DMU), pod wzgledem M naktadow i S efektow. Zatem:

DMU, — k-ta jednostka decyzyjna (DMU), k=1, ..., N,
Vi — 1-ty wynik dla k-tej jednostki, r =1, ..., S,
x; — i-ty naktad dla k-tej jednostki, i =1, ..., M.

Model metody DEA pokazuje jak wektor naktadéw (x;) zostaje zamieniony na
wektor efektow (y). Przy czym zaklada si¢, ze wielkosci naktadow i efektow sa
nieujemne i przynajmniej jeden efekt i jeden naktad danej DMU sg dodatnie (Gospo-
darowicz, 2002). Dla kazdego z N obiektow konstruuje si¢ zadanie optymalizacyjne,

ktorego celem jest wyznaczenie maksymalnej wartosci efektywnosci ze wzgledu na
parametry i, 3,4 (1) przy zbiorze ograniczen (2 i 3) dla kazdej z DMU osobno tzn.:
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i Fq — parametry (wagi, mnozniki) wyznaczane sg dla kazdej DMU tak, by mak-
symalizowac¢ jej efektywnosc.

Nastepnie za$ zbior wszystkich DMU zostaje podzielony na podzbior efektywnych
i nieefektywnych jednostek. Podzbiér jednostek efektywnych, wraz z kombinacjami
liniowymi ich naktadow i efektow, tworzy krzywa nazywana granica efektywnosci
badanego zbioru. Jednostki nieefektywne znajduja si¢ ponizej tak wyznaczonej
krzywej. Warto zauwazy¢, ze jednostki efektywne sa takze paretooptymalne. Wyniki
N zadan optymalizacyjnych zwracaja dla kazdej DMU wspolczynnik efektywnosci
(®) oraz wektory zmiennych swobodnych wszystkich naktadéw (s°) i efektow (s*).
Wspotczynnik ® dla modeli zorientowanych na naktady przyjmuje wartosci z prze-
dziatu [0;1] 1 informuje, w jakim stopniu naktady zostajg przetworzone na wyniki oraz
sugeruje, jaka proporcjonalna redukcja naktadéw jest konieczna do osiggnigcia wzro-
stu efektywnosci. W przypadku kiedy ® = 1, badana DMU jest efektywna, naktady
sa w 100% zamieniane na wyniki, a zatem redukcja ich nie jest potrzebna. Kiedy
wspotczynnik efektywnosci jest mniejszy od 1, jednostka nie nalezy do podzbioru
jednostek efektywnych. Oznacza to, ze tylko ®-100% naktadéw przektada si¢ na
wyniki, za$ (1-0)-100% zostaje zmarnowana. Analogicznie w modelach zorientowa-
nych na wyniki wspotczynnik efektywnos$ci przyjmuje wartos¢ z przedziatu [1;+o0).
Kiedy ©® = 1, badana DMU jest efektywna, osiggane 100% wynikow przy zadanych
naktadach. Jezeli ® >1, to (®-1)-100% mozliwych efektow nie jest generowanych
i mozna je podnie$¢ proporcjonalnie. Zmienne swobodne, niezaleznie od orientacji
modelu, oznaczaja, ze poza proporcjonalng zmiang wszystkich naktadow lub efek-
tow konieczne jest dodatkowe obnizenie poszczegdlnych naktadéw i podwyzszenie
wynikow. W rezultacie optymalny punkt na granicy efektywnosci bedacy projekcja
dowolnej DMU ma postac:

dla modeli zorientowanych na naktad (® - x, — s7; y; + s%), &)
dla modeli zorientowanych na wynik (x; — s © -y, + s*). (6)

4. BADANIE EFEKTYWNOSCI TECHNICZNEJ SYSTEMOW OCHRONY ZDROWIA
W PANSTWACH UE METODA DEA

4.1 NAKLADY I EFEKTY BADANIA EFEKTYWNOSCI

Do analizy efektywno$ci technicznej i konkurencyjnosci systemow ochrony
zdrowia panstw cztonkowskich Unii Europejskiej w 2010 r.2 zaimplementowano 2
naktady i 2 efekty. Wszystkie zmienne maja charakter relatywny, co niweluje wpltyw
wielko$ci oraz poziomu rozwoju gospodarczego krajow. Nakladami w badaniu

2 Nowsze dane nie sg jeszcze dostepne na stronie Eurostat.
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sg: liczba lekarzy na 100 000 mieszkancow oraz udzial wydatkéw publicznych na
ochrone zdrowia w PKB kraju. Dobor tych cech podyktowany byt ich powszechnym
wykorzystaniem w badaniach efektywnosci, jakosci i sposobu funkcjonowania sys-
temow ochrony zdrowia, zar6wno na poziomie krajowym jak i regionalnym. Liczba
lekarzy jest silnie skorelowana z liczbg pracownikoéw opieki zdrowotnej, liczba szpi-
tali, a takze liczba t6zek, co odzwierciedla materialne i osobowe zasoby systemu.
Wielko$¢ wydatkéw publicznych reprezentuje naklady finansowe na ochrong zdrowia
w badanych panstwach. Efektami sa: odsetek populacji, ktorej (w subiektywnej oce-
nie) popyt na badania specjalistyczne i ustugi medyczne zostal zaspokojony? oraz
oczekiwana dalsza dlugo$¢ trwania zycia. Zmienne te maja charakter spoteczno-
demograficzny i shuza ocenie stanu zdrowia oraz jakos$ci zycia obywateli badanych
krajow.

Gléwnym zrédtem danych o krajach UE byt bank informacji Eurostat (Eurostat
Database by theme, 2013) laczacy zasoby urzgdow statystycznych poszczegolnych
panstw cztonkowskich. Niestety w bazie wystapilo wiele brakéw danych, ktore spo-
wodowatyby koniecznos$¢ usunigcia z badania kilkunastu krajow cztonkowskich, co
uniemozliwitoby przeprowadzenie analizy. Dlatego podjeto probg uzupehienie bra-
kujacych informacji. W przypadku, gdy dostepne byty dane z kilku poprzednich lat,
wyznaczono $rednie tempo zmian i zatozono, ze pozostanie ono bez zmian do roku
2010. Jezeli zamieszczona w bazie byla pojedyncza informacja z roku poprzedniego,
przyjeto warto$¢ z 2009r. jako aktualng. Gdy baza Eurostat nie zawierala Zadnych
danych historycznych, skorzystano z banku danych Organizacji Wspdtpracy Gospo-
darczej i Rozwoju OECD (OECD Data by theme, 2013). Wyznaczono brakujace
wartosci liczby lekarzy na 100 000 mieszkancoOw w oparciu o zmienne: liczba leka-
rzy 1 populacja 2010 r. (lub 2009 r. jesli nowsze dane nie byly osiggalne). Udziat
wydatkow publicznych na ochron¢ zdrowia w PKB obliczono wedtug wydatkéw
publicznych na ochron¢ zdrowia (lub biezgcych publicznych wydatkéw na ochrong
zdrowia) i produktu krajowego brutto 2010 r. (lub 2009 r. jesli nowsze dane nie byty
osiggalne) oraz kursu walut dolar — euro z dn. 8.04.2013 r. Dane dotyczace liczby
lekarzy na Slowacji zaczerpni¢to z bazy danych stowackiego urzedu statystycz-
nego (Statistical Office of the SR, 2013). Jedynie dla Malty nie udato si¢ zgroma-
dzi¢ wszystkich informacji, wigc zostata ona pomini¢ta w analizach. Analizowane
w badaniu zmienne charakteryzuja si¢ zréznicowanymi rozktadami przestrzennymi
(tabela 1).

3 Obliczone jako 100% pomniejszony o odsetek populacji, dla ktoérego nie zaspokojono popytu na
opieke zdrowotna.
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Tabela 1.
Miary statystyczne rozktadu naktadéw i wynikow badania metoda DEA dla krajow Unii Europejskiej
w 2010 r.
Naktady Efekty
Udzial Udziat populacji
) Liczba lekarzy wydatkow Oczekiwana iOP | th
Miary statystyczne na 100 000 publicznych | dalsza dlugosé | © zazrgfzecg;;yc
mieszkancow na ochron¢ trwania zycia rrI:e dveznveh
[0s.] zdrowia w PKB [lata] yo Y
(%] (%]
Min 217,9 1,6 72,8 86,5
Max 611,8 12,4 81,8 100
Srednia 3372 6.5 78.2 97.6
arytmetyczna
Odchylenie 81,0 24 3.0 3.6
standardowe
Wspdlezynnik 24% 37% 4% 4%
zmienno$ci

Zrodlo: opracowanie wlasne w pakiecie MS Excel.

Mozna zauwazy¢, ze w kazdym z krajow UE zatrudnionych byto w 2010 r. $red-
nio 337 lekarzy na 100 000 mieszkancéw. Najmniej lekarzy bylo w Polsce (218 os.)
a najwiecej, prawie trzykrotnie wigcej niz w RP, w Grecji (612 0s.). Zrdéznicowanie
mierzone wspotczynnikiem zmienno$ci opartym na odchyleniu standardowym wynio-
sto 24%. W panstwach UE publiczne wydatki na ochron¢ zdrowia stanowig $rednio
6,5% PKB, najmniejszy udziat 1,6% wystapit w Irlandii, a najwigkszy 12,4% w Grecji.
Zroznicowanie tej cechy byto wigksze niz pozostatych — odchylenie stanowito 37%
$redniej. Srednia oczekiwana dalsza dtugos¢ trwania zycia obywateli panstw Unii to
78 lat. Przewiduje si¢, ze najkrécej beda zy¢ Luksemburczycy — 73 lata, a najdtuze;j
Lotysze — 82 lata. Zréznicowanie wartosci tej zmiennej jest niewielkie, jedynie 4%.
Srednio w krajach Unii Europejskiej 98% populacji uwaza, ze ich potrzeby medyczne
dotyczace badan i leczenia zostaly zaspokojone. Najwigcej niezadowolonych 13%
odnotowano na Lotwie, a w Wielkiej Brytanii popyt na ustugi medyczne wszystkich
obywateli zostat zaspokojony. Zréznicowanie w panstwach UE bylo nieznaczne — 4%.

4.2. ANALIZA EFEKTYWNOSCI TECHNICZNEJ SYSTEMOW OCHRONY ZDROWIA
W KRAJACH UE

Do badania zastosowano model DEA zorientowany na naktady o zmiennych efek-
tach skali — model BCC-I (Charnes, Cooper, Rhodes, 1978), a obliczenia wykonano
w programie STATA. Wyniki zaprezentowano w tabeli 2.



Efektywnosc¢ i konkurencyjnosé¢ systemow opieki zdrowotnej krajow Unii Europejskiej

87

Tabela 2.

Wspodtezynnik efektywnosci, zmienne swobodne, efekty skali w roku 2010 dla krajow

Unii Europejskiej na podstawie wynikéow analizy DEA

Zmienne swobodne zmiennych
Naktady Efekty
Wspolczynnik . .g § 3 _ Efekty skali
Kraj efektywnosei | > < _§ s £ ) § =, R-rosnace,
% [52% |E55w| Bio |BEL |y
j S % ? E § X E % g &% g g M-malejace
SEES|5E2ss| S5 |[BoicE

Austria 62 15,5 0 0,01 0 M
Belgia 89 0 0 0 0,2 M
Bulgaria 76 0 0 5,3 8,3 R
Cypr 100 0 0 0 0 M
Czechy 94 69,8 0 2,8 0 M
Dania 68 0 0 0,2 0 M
Estonia 86 0 0 4,6 0 M
Finlandia 93 2.4 0 0 0 M
Francja 99 0 1,0 0 0 M
Grecja 44 0 0 0 29 M
Hiszpania 100 0 0 0 0 M
Holandia 100 0 0 0 0 M
Irlandia 100 0 0 0 0 S
Litwa 85 26,2 0 7,4 0 M
Luksemburg 100 0 0 0 0 M
Lotwa 88 0 0 4,45 10,8 R
Niemcy 72 0 0 0 0,3 M
Polska 100 0 0 0 S
Portugalia 67 0 0 0 M
Rumunia 99 0 0 3,1 8 R
Stowacja 79 3,1 0 5,1 0 M
Stowenia 100 0 0 0 0 M
Szwecja 86 0 0 0 0 M
Wegry 91 0 0 4,8 0 M
WIk. Brytania 100 0 0 0 0 M
Wtochy 100 0 0 0 0 M

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie wynikow programu STATA.
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Wyniki badania metoda DEA wskazaty, ze 9 z 26 krajow (Cypr, Hiszpania,
Holandia Irlandia, Luksemburg, Polska, Stowenia, Wielka Brytania i Wlochy) ma
technicznie efektywne systemy opieki zdrowotnej, a zatem w pelni wykorzystuje
posiadana naktady. W przypadku pozostatych 17 panstw konieczna jest proporcjo-
nalna redukcja obu naktadow (liczby lekarzy i wydatkow publicznych) od 1% dla
Francji i Rumunii do 56% w Grecji. W Czechach, Finlandii, Francji, Rumunii i na
Wegrzech nieefektywnos$¢ techniczna nie przekracza 10%, zatem nieznaczny udziat
naktadow jest niewykorzystywany. Dodatkowo w Austrii, Czechach, Finlandii, na
Litwie i Stowacji niezbedne jest dodatkowe zmniejszenie liczby lekarzy od 2 do 70
na 100 000 mieszkancow, za§ we Francji obnizenie obcigzenia wydatkow publicz-
nych o 1% w stosunku do PKB kraju. Ponadto mozna sadzi¢, ze nawet po obnizeniu
naktadéw do wskazanych pozioméw w Austrii, Butgarii, Czechach, Danii, Estonii,
Litwie, Rumunii, na Lotwie, Stowacji i Wegrzech oczekiwana dalsza dtugo$¢ trwania
zycia powinna by¢ wyzsza od 0,01 roku do 5,3 lat. Udzial populacji o zaspokojonych
potrzebach takze mogltby by¢ wyzszy, od 0,2% do 11%, dla Belgii, Bulgarii, Grecji,
Lotwy, Niemiec i Rumunii. Wyniki badania metoda DEA wskazaty takze na wystepo-
wanie w wigkszosci krajow, niezaleznie od poziomu efektywnos$ci systemu ochrony
zdrowia, malejacych efektow skali. Oznacza to, ze zwigkszanie naktadow powoduje
mniej niz proporcjonalne wzrosty efektow. Utrudnia to osiagnigcie i utrzymanie
efektywnosci technicznej sektora zdrowia. Wyjatkiem sg Irlandia i Polska o stalych
efektach oraz Bulgaria, Lotwa i Rumunia o rosnacych efektach skali. Mozna podej-
rzewaé, ze w tych krajach poziom dostgpnosci i jakosci opieki zdrowotnej jest niski,
w poréwnaniu z innymi krajami, a co za tym idzie nieznaczny przyrost naktadoéw
przeklada si¢ na proporcjonalnie wigkszy wzrost efektow.

Przeprowadzone badanie nie tylko okres$lito, ktore kraje majg efektywne tech-
nicznie, a zatem konkurencyjne systemy ochrony zdrowia, a ktore sa nieefektywne
i niekonkurencyjne, ale wskazalo takze liderow i uczniow (ang. follower). Liderami
sg efektywne jednostki decyzyjne znajdujace si¢ na granicy efektywnosci, a uczniami
jednostki nieefektywne ponizej tej granicy. Granice efektywnosci tworza wektory
w przestrzeni R* opisujgce naklady i efekty krajow o efektywnych sektorach oraz
liniowe kombinacje tych wektorow. W tab. 3 zaprezentowano wspotczynniki kombi-
nacji liniowej wektoréw dla panstw o niekonkurencyjnych sektorach, ktore umozli-
wiaja najszybsze osiggni¢cie efektywnos$ci. Parametry te opieraja si¢ na podobienstwie
poziomow naktadow i efektow systemow opieki zdrowotne;.

Irlandia i Stowenia zostaly wybrane jako najczestsi liderzy. Odpowiednio 10 1 9
z nieefektywnych krajéw powinno ,,uczy¢ si¢” od tych systemow ochrony zdrowia.
Oznacza to, ze sa one jednymi z niewielu efektywnych krajow w grupie panstw
o podobnych, ze wzgledu na strukture naktadow i1 wynikéw, systemach opieki zdro-
wia. Jednak Luksemburg nalezy do najsilniejszych liderow. Jest on silnym wzorcem*
dla 4 krajow: Austrii, ktéra w 93% powinna upodobni¢ swoj system do luksembur-

4 Za silne wzorce uznano te kraje, dla ktorych wspotczynniki kombinacji liniowej przekraczaja 0,5.
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skiego, Czech — w 67%, Litwy — w 69% 1 Stowacji — w 77%. Ponadto Bulgaria
powinna wzorowac si¢ na Irlandii w 67%, Szwecja na Hiszpanii w 53% , Belgia
na Wielkiej Brytanii w 51%, Lotwa w 60%, a Rumunia w 82% na Polsce, Dania
w 94% i Finlandia w 66% na Stowenii. Estonia, Francja, Grecja, Niemcy, Portugalia
1 Wegry nie maja silnych wzorcow, a ich liderzy sa rozproszeni. Wskazuje to na
duze zréznicowanie funkcjonujgcych w krajach Unii Europejskiej systemow ochrony
zdrowia.

Tabela 3.

Kraje o nieefektywnych systemach ochrony zdrowia (uczniowie) i wspdtczynniki kombinacji liniowe;j
przesunigcia ich na granice efektywnosci w odniesieniu do krajow efektywnych (liderow)

Liderzy
g
©

S|l2 |2 23|22 |58 5|5
Austria 0 0 0 0,08 | 0,93 0 0 0 0 1
Belgia 0,05 0 0 0 0 0 0,44 | 0,51 0 1
Bulgaria 0 0 0 0,67 0 0,33 0 0 0 1
Czechy 0 0 0 0 0,67 0 0,33 0 0 1
Dania 0 0 0 0 0 0,06 | 0,94 0 0 1
o | Estonia 0 0 0 0,38 | 0,28 0 0,34 0 0 1
:é Finlandia 0 0,02 0 0 0,33 0 0,65 0 0 1
§ Francja 0 0,12 | 0,44 0 0 0 0 0 0,44 1
Grecja 0,34 0 0 0 0 0 0,37 | 0,29 0 1
Litwa 0 0 0 0,31 | 0,69 0 0 0 0 1
Lotwa 0 0 0 0,4 0 0,6 0 0 0 1
Niemcy 0,2 0 0 0 0 0 0,36 | 0,44 0 1
Portugalia 0,24 0 0 0,11 0 0,18 | 0,47 0 0 1
Rumunia 0 0 0 0,18 0 0,82 0 0 0 1
Stowacja 0 0 0 0,23 | 0,77 0 0 0 0 1
Szwecja 0,04 | 0,53 | 0,14 0 0,29 0 0 0 0 1
Wegry 0 0 0 0,33 0 0,18 | 0,49 0 0 1

Liczba uczniow 5 3 2 10 7 6 9 3 1

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie wynikow programu STATA.
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5. EFEKTYWNOSC TECHNICZNA SYSTEMOW OCHRONY ZDROWIA KRAJOW UE
A JAKOSC OPIEKI ZDROWOTNEJ

Analizujac konkurencyjnos$¢ systemow ochrony zdrowia w krajach Unii Euro-
pejskiej metodg DEA podzielono panstwa wedtlug efektywnosci technicznej sektora
zdrowia na:

— efektywne poniewaz ich naklady sa w 100% wykorzystane i zamieniane na
wyniki,

— nieefektywne o ,,niepotrzebnie” zawyzonych naktadach lub niewystarczajacych
wynikach.

Nalezy jednak pamietaé, ze ze wzgledu na relatywny charakter metoda DEA
faworyzuje DMU o najnizszych naktadach (Polska i Irlandia) oraz najwyzszych wyni-
kach (Lotwa i Wielka Brytania). Redundancja (nadmiarowo$¢) rozwigzan stanowi
niewatpliwie wade metody DEA, jednak mozna to zaakceptowac uzasadniajac to eko-
nomicznie (Guzik, 2009). Najnizsze naktady muszg by¢ maksymalnie wykorzystane,
aby zapewni¢ funkcjonowanie systemu na poziomie zblizonym do pozostatych kra-
jow. Podobnie uzyskiwanie najwyzszych efektow, niezaleznie od poziomu nakltadow,
wskazuje, ze poprawno$¢ procesu generowania tych wynikow, a zatem sektor zdrowia
musi by¢ efektywny technicznie.

Jednak efektywno$¢ techniczna nie musi oznaczaé, ze jako$¢ oferowanych ustug
medycznych jest wysoka. Do weryfikacji wnioskoOw o konkurencyjnosci systemow
ochrony zdrowia na podstawie badania metoda DEA zastosowano zmienne z bazy
danych Eurostat dotyczace odsetka populacji okreslajgcego swoj stan zdrowia jako
dobry lub bardzo dobry na podstawie reprezentatywnej ankiety The European Union
Statistics on Income and Living Conditions — EU-SILC. Nastegpnie zsumowano je
konstruujac ceche informujaca o udziale 0s6b o stanie zdrowia co najmniej dobrym.

Analizujac poziom efektywnos$ci opisany wspotczynnikiem efektywnosci (tabela
2) oraz frakcje 0sob o przynajmniej dobrym stanie zdrowia stwierdzono, na podstawie
wspolczynnika korelacji Pearsona (0,13) i wykresu rozproszenia, brak korelacji pomig-
dzy cechami. Wsrdd 10 krajow o najgorszym stanie zdrowia publicznego wedtug
wynikoéw ankiety EU-SILC (49%—65% 0s6b o co najmniej dobrym stanie zdrowia)
znajduja si¢ 2 kraje uznane w badaniu DEA za technicznie efektywne ze wzgledu na
system ochrony zdrowia — Polska 1 Stowenia. Analizujac 10 krajow o najlepszym sta-
nie zdrowia publicznego — frakcja 0s6b o dobrym lub bardzo dobrym stanie zdrowia
wynosi 71%—-83% — mozna zauwazy¢, ze poza 6 krajami efektywnymi technicznie
znajduje si¢ takze Grecja o najnizszym wspotczynniku efektywnosci (rysunek 1).

Rozbieznosci w efektywnosci sektora zdrowia i poziomie zdrowia publicznego
sugeruja, ze optymalizacja techniczna, alokacyjna czy ekonomiczna nie zawsze ozna-
cza wysoka jakos¢ opieki zdrowotnej. Analizujac przyktad Polski mozna zauwazy¢,
ze chociaz system zdrowia uznano za konkurencyjny, to jednoczes$nie 42% Polakow
deklaruje mniej niz dobry stan zdrowia. Gtéwnym powodem uzyskania efektywno-
$ci byla bardzo niska w poréwnaniu z innymi cztonkami UE liczba lekarzy. Wyniki
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Rysunek 1. Wspotczynnik efektywnosci systemow ochrony zdrowia i frakcja populacji o co najmniej
dobrym stanie zdrowia w krajach Unii Europejskiej w 2010 r.

Zrodho: opracowanie wiasne w pakiecie MS Excel.

zadania optymalizacyjnego wskazaly, ze aby uzyskac stosunkowo wysokie wyniki
(odsetek populacji, ktorej popyt na badania specjalistyczne 1 ustugi medyczne zostat
zaspokojony oraz oczekiwana dalsza dlugo$¢ trwania zycia) pracownicy shuzby
zdrowia musieli funkcjonowac efektywniej niz w krajach o wyzszej liczbie lekarzy.
Z punktu widzenia calego systemu stanowi to zalet¢. Jednak na poziomie mikro wigze
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si¢ to z niedoborem lekarzy pierwszego kontaktu, specjalistow oraz innych pracow-
nikéw medycznych, co pokazuja prowadzone w ostatnich miesigcach badania (NIK
zbada..., 2013; Funkcjonowanie systemu... NIK, 2013; Pediatrzy nie majgq..., 2013).
Dla pacjentéw oznacza to dtugi okres oczekiwania na wizyty, badania i procedury
medyczne, dla lekarzy prace na wielu etatach.

6. PODSUMOWANIE

Systemy ochrony zdrowia stanowig wazny sektor gospodarek wszystkich kra-
jow Unii Europejskiej. Chociaz zrdéznicowanie historyczne, legislacyjne, polityczne
i finansowe utrudnia prowadzenie bezposrednich analiz poréwnawczych, mozliwe
jest porownanie relatywnej efektywnosci np. technicznej funkcjonowania systemow,
czego przyktadem jest przeprowadzone badanie w oparciu o nieklasyczng metode
DEA. Graniczna Analiza Danych pozwala na implementacje metodologii benchmar-
kingu i poprawe konkurencyjnosci obiektow, w tym przypadku systeméw ochrony
zdrowia krajow UE, poprzez uczenie si¢ i ,,;Ownanie do najlepszych”. Uzyskanie
1 utrzymanie efektywnosci technicznej w sektorze zdrowia poprzez optymalne dopa-
sowanie naktadéw materialnych (rzeczowych i osobowych) oraz finansowych jest
kluczowe dla zarzadzania systemem na poziomie centralnym i regionalnym. Powinno
przyczynic si¢ do redukcji zadluzenia placowek medycznych i planowania przyszitego
zapotrzebowania na naktady.

Efektywno$¢ techniczna nie powinna stanowi¢ jednak jedynego kryterium zarzg-
dzania w sektorze ochrony zdrowia. Nie gwarantuje ona ani optymalnej, ze wzgledu
na oczekiwania pacjentow, ani nawet dostatecznej jakosci ustug medycznych, czy
dostepnosci do lekarzy specjalistow, badan i zabiegdéw medycznych, ani warunkow
pracy lekarzy. W rezultacie nalezy bra¢ takze pod uwage czynniki istotne nie tylko
na poziomie centralnym, ale takze w skali mikro. Laczenie analiz efektywnosci, np.
z zastosowaniem metody DEA, z badaniami oceniajacymi jako$¢ ushug medycznych,
moze przyczyni¢ si¢ do poprawy funkcjonowania systemow ochrony zdrowia nie
tylko w krajach o niskim wspotczynniku efektywnosci, ale takze tych relatywnie
efektywnych jak Polska, w ktorych ilo$¢ nie zawsze idzie w parze z jakoscia.
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EFEKTYWNOSC I KONKURENCYJNOSC SYSTEMOW OPIEKI ZDROWOTNEJ KRAJOW
UNII EUROPEJSKIE]

Streszczenie

Sektor ochrony zdrowia jest kluczowym dziatem gospodarki kazdego panstwa. Wzbudza bezposred-
nie zainteresowanie obywateli, zarowno w aspektach medycznym i spotecznym, jak i ekonomicznym.
Jednoczesnie jest jednym z bardziej zroznicowanych sektoréw na $wiecie, szczegolnie pod wzgledem
struktury zrodet jego finansowania oraz efektywnosci systemu opieki zdrowotne;j.

Celem artykutu jest analiza efektywnos$ci technicznej oraz posrednio takze konkurencyjnosci syste-
mow opieki zdrowotnej w krajach Unii Europejskiej. Do badania zastosowano optymalizacyjng metode
Granicznej Analizy Danych DEA (ang. Data Envelopment Analysis). Umozliwia ona oceng relatywnej
efektywnosci krajow pod wzgledem wybranych nakladow i wynikow opieki zdrowotnej, jednoczes$nie
wskazujac na przyczyny ewentualnej niekonkurencyjnosci.

Stowa kluczowe: system opicki zdrowotnej, efektywnos$¢ techniczna, Unia Europejska, DEA, Gra-
niczna Analiza Danych

EFFECTIVENESS AND COMPETIVENESS OF HEALTHCARE SYSTEMS
IN EUROPEAN UNION STATES

Abstract

Healthcare system is a key sector of every economy, as it is of direct medical and socioeconomic
interest to citizens. Simultaneously it is one of the most diverse sectors across countries, especially
concerning its financing and effectiveness.

The aim of this paper is to analyze the technical effectiveness and indirectly the competiveness
of healthcare systems in European Union states. The research has been performed by utilizing an
optimization method DEA (Data Envelopment Analysis). It enables the validation of the relative
effectiveness of countries based on inputs and outputs of healthcare systems, as well as distinguishing
the causes of possible uncompetitiveness.

Keywords: healthcare system, technical effectiveness, European Union, DEA, Data Envelopment
Analysis
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XXXII edycja migdzynarodowej konferencji naukowej Wielowymiarowa Analiza
Statystyczna, WAS 2013 (32" International Conference on Multivariate Statistical
Analysis, MSA 2013) odbyla si¢ w dniach od 18 do 20 listopada 2013 r. w Lodzi
w Centrum Szkoleniowo-Konferencyjnym Uniwersytetu Lodzkiego. Konferencja
zostala zorganizowana przez: Instytut Statystyki i Demografii UL, Katedre Metod
Statystycznych UL, Polskie Towarzystwo Statystyczne (PTS) oraz Komitet Statystyki
i Ekonometrii Polskiej Akademii Nauk. Funkcje Przewodniczacego Komitetu Organi-
zacyjnego pehil prof. dr hab. Czestaw Domanski, a obowigzki sekretarzy naukowych
konferencji sprawowali mgr Marta Matecka oraz dr Artur Mikulec. XXXII Konfe-
rencja Wielowymiarowa Analiza Statystyczna WAS 2013 objeta zostala honorowym
patronatem Prezydenta Miasta Lodzi — Hanny Zdanowskiej. Jej organizacja zostala
dofinansowana przez Narodowy Bank Polski w ramach projektu edukacyjnego wpi-
sujacego si¢ w priorytetowe obszary edukacji ekonomicznej NBP, Komitet Statystyki
i Ekonometrii Polskiej Akademii Nauk oraz Urzad Miasta Lodzi — w ramach kon-
kursu ofert na realizacje zadania ,,Wspoélpraca z wyzszymi uczelniami” w zakresie
promocji Lodzi jako osrodka naukowego i akademickiego, EODZ AKADEMICKA
2013. Partnerami konferencji byty takze: firma StatSoft Polska Sp. z 0.0. oraz portal
BazaKonferencji.pl — polska baza konferencji naukowych. Konferencja wpisywata si¢
w obchody Migdzynarodowego Roku Statystyki (Statistics 2013).

Glownymi celami XXXII edycji Konferencji Wielowymiarowa Analiza Staty-
styczna byly: prezentacja najnowszych osiggnie¢ z zakresu wielowymiarowej ana-
lizy statystycznej oraz wymiana do$wiadczen, bedacych wynikiem jej stosowania.
Tematyka konferencji obejmowata szeroki zakres zagadnien statystyki matematycznej
1 metod statystyki wielowymiarowej m.in.: rozkltady wielowymiarowe, testy staty-
styczne, metody nieparametryczne, analize czynnikowa, analiz¢ skupien, analize
dyskryminacyjna, analiz¢ wariancji i regresji, metody bayesowskie, analizy Monte
Carlo, data mining, procedury odporne, analiz¢ danych cenzurowanych, rozpoznawa-
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nie obrazéw, analizy stochastyczne, oraz ich innowacyjne aplikacje w naukach eko-

nomicznych, finansach, ubezpieczeniach, rynku kapitatowym, zarzadzaniu ryzykiem,

zarzadzaniu jako$cig, w medycynie i opiece zdrowotne;.

Podczas pierwszej sesji plenarnej uczestnicy konferencji wystuchali 2 wyktadéw
zaproszonych: Metody statystyczne analizy danych dla wielozmiennych danych funk-
cjonalnych (Mirostaw Krzysko, Lukasz Waszak), O zadtuzeniu suwerennym i staty-
styce (Eugeniusz Gatnar).

Druga sesja plenarna, historyczna poswigcona zostala wybitnym przedstawicielom
polskiej mysli statystycznej: Kazimierzowi Zajacowi oraz Andrzejowi Iwasiewiczowi
— wybitnym statystykom krakowskim (Jozef Pociecha), Witoldowi Kloneckiemu
(Tadeusz Bednarski), Ryszardowi Zielinskiemu (Wojciech Zielinski). Przypomniano
takze sylwetki: Juliana Perkala — prekursora nowych metod statystycznych w naukach
przyrodniczych oraz Tadeusza Czackiego — statystyka spotecznego (Czestaw Doman-
ski).

Oprocz 2 wyktadoéw zaproszonych oraz 4 referatow w sesji jubileuszowo-histo-
rycznej uczestnicy konferencji wygtlosili 52 referaty — ponizej przedstawiono ich
tytuly (w kolejnosci alfabetycznej wedlug nazwisk autorow):

— Bartosz Bartniczak (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu) — Jakos¢ zycia na
pograniczu polsko-niemieckim w swietle wynikow badan ankietowych,

— Tomasz Bak (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — Optymalizacja liczby
warstw na przykitadzie badania lasow,

— Tadeusz Bednarski, Filip Borowicz (Uniwersytet Wroctawski) — Testowanie
przyczynowosci ubytku respondentow dla paneli rotacyjnych w przypadku modelu
Coxa — czes¢ 1 poswigecona teoretycznym aspektom analizy przyczynowosci,

— Tadeusz Bednarski, Filip Borowicz (Uniwersytet Wroctawski) — Testowanie
przyczynowosci ubytku respondentow dla paneli rotacyjnych w przypadku modelu
Coxa — czes¢ Il poswiecona analizie przyczynowosci dla danych BAEL,

— Mirostaw Betej (Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie) — Dynamika
lokalnych cen nieruchomosci badana na gruncie teorii katastrof,

— Jacek Biatek (Uniwersytet Lodzki) — Zastosowanie indeksow superlatywnych do
oszacowania obcigzenia wskaznika cen towarow i ustug konsumpcyjnych,

— Beata Bieszk-Stolorz, Iwona Markowicz (Uniwersytet Szczecinski) — Zaleznosé
czasu poszukiwania pracy od czasu pobierania zasitku. Teoria poszukiwan na
rynku pracy,

— Justyna Brzezinska (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — Porzqdkowe
modele logarytmiczno-liniowe dla tablic kontyngencji,

— Katarzyna Budny (Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie) — Estymacja momen-
tow centralnych wektora losowego opartych na definicji potegi wektora,

— Bronistaw Ceranka, Matgorzata Graczyk (Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu)
— O pewnych A-optymalnych uktadach wagowych z biasem,

— Bronistaw Ceranka, Matgorzata Graczyk (Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu)
— Regularne D-optymalne uktady wagowe: konstrukcje,
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Katarzyna Cheba (Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny w Szczecinie)
— Metody prognozowania zmian wytwarzania odpadow komunalnych,
Magdalena Chmielinska (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — Wykorzy-
stanie rozktadow stabilnych do monitorowanie procesu o nieznanym rozktadzie,
Artur Czech (Politechnika Biatostocka) — Zastosowanie wybranych formut norma-
lizacyjnych w procesie budowy miernika syntetycznego w badaniach konsumpcji
w ujeciu posrednim,

Grazyna Dehnel (Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu) — Estymacja posrednia
dla matych domen w statystyce gospodarczej na przyktadzie badania podmiotow
gospodarczych DG-1,

Czestaw Domanski (Uniwersytet L.odzki) — Uwagi o weryfikacji hipotez dla
modeli symulacyjnych,

Andrzej Dudek (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu) — Dynamiczna klasy-
fikacja punktow geograficznych na mapach Google,

Lukasz Feldman, Radostaw Pietrzyk, Pawel Rokita (Uniwersytet Ekonomiczny
we Wroctawiu) — Wielokryterialna optymalizacja finansowania celow gospodar-
stwa domowego wieloma programami inwestycyjnymi,

Wojciech Gamrot (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — O losowaniu prob
przy zroznicowanych jednostkowych kosztach pozyskania obserwacji cechy,
Tadeusz Gerstenkorn (Uniwersytet L.odzki) — Praktyczny i prosty sposob oceny
metod naprawy wadliwych stanow ekonomicznych w oparciu o teorig zbiorow
rozmytych,

Hanna Gruchociak (Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu) — Problemy oblicze-
niowe przy doborze zmiennych do modeli wielopoziomowych przy pomocy regresji
krokowej,

Bartlomiej Jefmanski, Malgorzata Markowska, Marta Kusterka-Jefmanska (Uni-
wersytet Ekonomiczny we Wroctawiu) — Polski indeks roznorodnosci — wybrane
aspekty metodologiczne,

Maciej Jewczak (Uniwersytet Lodzki) — Przestrzenne zroznicowanie poziomow
gotowosci do placenia za Swiadczenia zdrowotne gospodarstw domowych w Pol-
sce,

Grzegorz Konczak (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — O estymacji
parametrow metodq reprobkowania dla matych prob,

Jerzy Korzeniewski (Uniwersytet £.0dzki) — Ocena porownawcza metod OCLUS
i genRandomClust generowania struktur skupien,

Daniel Kosiorowski, Matgorzata Snarska (Uniwersytet Ekonomiczny w Krako-
wie), Dominik Mielczarek, Jerzy Rydlewski (studenci Akademii Goérniczo-Hut-
niczej w Krakowie) — Metody uwypuklajgce istotnosé¢ statystyczng dopasowania
w analizie wielkich wielowymiarowych rzadkich danych ekonomicznych,
Krzysztof Kowal, Michat Szymczak (Bosch and Siemens Home Appliances)
— Ocena systemow pomiarowych wysokiej precyzji z wykorzystaniem regresji
liniowej i analizy wariancji,
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Marcin Kozak (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzgdzania w Rzeszowie) — Zasto-
sowanie metody poszukiwan losowych w warstwowaniu wielowymiarowych popu-
lacji,

Mariusz Kubus (Politechnika Opolska) — Dyskryminacyjna procedura krokowa,
Matgorzata Markowska, Danuta Strahl (Uniwersytet Ekonomiczny we Wro-
ctawiu), Marek Sobolewski (Politechnika Rzeszowska), Andrzej Sokotowski
(Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie) — Testy zwigzku wynikow grupowania
powiatow z podziatem Polski na wojewddztwa,

Vadym Masliy (Ternopil National Economic University, Ukraina) — The Evaluation
of Stability of the Process of Foreign Investment in the Cross-section of the Types
of Economic Activity (Ocena stabilnosci procesu inwestycji zagranicznych w prze-
kroju rodzajow dziatalnosci gospodarczej),

Tomasz Michalski, Adam Sliwinski (Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie)
— Ocena rozwoju rynku ubezpieczeniowego przy wykorzystaniu SAW — badanie
empiryczne,

Matgorzata Misztal (Uniwersytet £.odzki) — O wybranych metodach oceny modeli
klasyfikacyjnych,

Piotr Namiecinski (Uniwersytet Lodzki) — Wykorzystanie wielowymiarowych
metod statystycznych do identyfikacji zrodetl oraz minimalizacji ryzyka inwesty-
cyjnego przy budowie portfela akcji na GPW,

Dariusz Parys (Uniwersytet Lodzki) — Uogdlnione podejscie do stop bledu
w testowaniu wielokrotnym,

Dorota Pekasiewicz (Uniwersytet Lodzki) — Modyfikacje kwantylowej metody
najmniejszych kwadratow i ich zastosowania,

Margus Pihlak (Tallinn University of Technology, Estonia) — Modelling the
Skewness Measure Distribution (Modelowanie rozkiadu miary skosnosci),
Dominika Polko, Grzegorz Konczak (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach)
— O pewnej metodzie porownywania struktur tablic wielodzielczych,

Agnieszka Przybylska-Mazur (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach)
— Wybrane metody weryfikacji dokladnosci prognoz,

Michat Ptak (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroclawiu) — Jakos¢ Zycia w obsza-
rze przygranicznym,

Dorota Rozmus (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — Czy metoda propa-
gacji podobienstwa moze by¢ pomocna w wyborze liczby grup?,

Kashif Saleem (Lappeenranta School of Business, Lappeenranta University of
Technology, Finlandia) — Modeling Temporal Dependencies in the Polish Stock
Market (Modelowanie czasowych zaleznosci na polskim rynku akcji),

Agnieszka Sompolska-Rzechuta (Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny
w Szczecinie) — Krzywe ROC w ocenie jakoSci modelu logitowego,

Jacek Stelmach (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — O generowaniu
wielowymiarowych prob za pomocq kopul Archimedesa,
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— Malgorzata Szerszunowicz (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — O niepa-
rametrycznej metodzie estymacji funkcji powierzchni odpowiedzi,

— Anna Szymanska (Uniwersytet £.odzki) — Rozkfad liczby szkod w ubezpieczeniach
odpowiedzialnosci cywilnej posiadaczy pojazdow mechanicznych,

— Grazyna Trzpiot (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — Wykorzystanie
koherentnych transformujgcych miar ryzyka w analizie portfelowej,

— Justyna Wilk (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu) — Pomiar odleglosci
ekonomicznej na podstawie danych symbolicznych,

— Justyna Wilk (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), Michat Bernard Pietrzak
(Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu) — Analiza zjawiska starzenia ludno-
Sci Polski w ujeciu przestrzennym,

— Artur Zaborski, Marcin Petka — Miary odlegtosci w agregacji danych preferencji.
Analiza porownawcza,

—  Wojciech Zielinski (Szkota Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie)
— Przedzialy ufnosci dla wskaznika struktury w populacjach skonczonych: mini-
malna licznos¢ proby,

—  Tomasz Zadlo (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach) — O pewnych testach
efektow statych dla liniowych modeli mieszanych.

Kolejna, XXXIII edycja migdzynarodowej konferencji naukowej Wielowymia-
rowa Analiza Statystyczna, WAS 2014 (33" International Conference on Multivariate
Statistical Analysis, MSA 2014) odbedzie si¢ w Lodzi w dniach od 17 do 19 listopada
2014 r. Przewodnictwo Komitetu Organizacyjnego przysztorocznej edycji objal prof.
dr hab. Czestaw Domanski a sekretarzami naukowymi zostaly mgr Elzbieta Zalewska
1 mgr Marta Matecka.

Marta Matecka, Artur Mikulec — Uniwersytet £odzki






