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EMIL PANEK!

ZAKRZYWIONA MAGISTRALA
W NIESTACJONARNEJ GOSPODARCE GALE’A.
CZESC 1

1. WSTEP

W teorii magistral mimo uptywu czasu do nielicznych naleza prace poswigcone
efektowi magistrali w niestacjonarnych gospodarkach typu Neumanna—Gale’a—
Leontiefa. Przyktady niestacjonarnej gospodarki typu Gale’a ze zmienng technologia
przedstawiamy m.in. w artykutach Panek (2013, 2014a,b). Gospodarka na magistrali
(produkcyjnej) osiaga w nich najwyzsze tempo wzrostu, zachowujac jednak statg struk-
ture produkcji. Obrazem geometrycznym takiej magistrali jest polprosta w przestrzeni
stanow gospodarki, nazywana promieniem von Neumanna.

W realnych gospodarkach struktura produkcji z czasem zmienia si¢, niekiedy
dynamicznie, m.in. na skutek postepu technicznego, innowacji, wyczerpywania si¢
zasobow surowcowych, zmian w popycie konsumpcyjnym etc. Uwzgledniajac ten
fakt, w artykule prezentujemy ogolniejszg posta¢ tzw. zakrzywionej magistrali, na
ktorej gospodarka nie tylko osiagga maksymalne tempo wzrostu, lecz zmienia takze
strukture produkcji. Obrazem geometrycznym takiej magistrali jest wigzka krzywych
(famanych) w przestrzeni stanéw gospodarki®. Najistotniejsza réznica migdzy modelem
gospodarki, ktorym zajmujemy si¢ obecnie, a modelem przedstawionym w artykule
Panek (2014) polega zmianie jednego zalozenia: zastapieniu warunku (G8) w pracy
z 2014 r. na warunek (obecnie) (G9).

W punkcie 2 prezentujemy model oraz przytaczamy podstawowe definicje i zato-
zenia. W punkcie 3 dowodzimy ,,stabego” twierdzenia o zakrzywionej magistrali.
W punkcie 4 pokazujemy, ze efekt magistrali o ktorym mowa w punkcie 3 pozostaje
w mocy, gdy kryterium maksymalizacji wartosci produkcji (mierzonej w cenach von
Neumanna) zastgpimy kryterium maksymalizacji spotecznej funkcji uzytecznosci
okreslonej na wektorach produkcji wytworzonej w okresie koncowym ustalonego
horyzontu funkcjonowania gospodarki. Obowigzujg oznaczenia stosowane we wspo-
mnianym artykule z 2014 r.

' Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra

Ekonomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
2 Por. bibliografie w artykule Panek (2011) oraz np. Khan, Piazza (2011, 2012).
3 Na podobienstwo wielopasmowej autostrady w ruchu drogowym.
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2. MODEL

Przez t oznaczamy (dyskretng) zmienng czasu przebiegajaca zbior 7= {0,1,...,t,},
zwany horyzontem gospodarki; x(¢) = (x;(?),...,x,(?)) jest wektorem towarow zuzywa-
nych w okresie ¢ (wektorem naktadow), y(t) = (1(2),...,1,(f)) jest wektorem towaréw
wytwarzanych w gospodarce w okresie ¢ (wektorem produkcji). Jezeli z naktadow x(¥)
mozna wytworzy¢ produkcje y(¢), wtedy o parze (x(¢), ¥(f)) moéwimy, Ze opisuje (two-
rzy) dopuszczalny proces produkcji w okresie ¢. Przez Z(f) © R oznaczamy zbidr
wszystkich technologicznie dopuszczalnych proceséw produkcji w gospodarce w okre-
sie t. Zapis (x,y) € Z(f) (lub (x(¢),(f)) € Z(¢)) oznacza, ze w okresie ¢ w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a z naktadow x mozna wytworzy¢ produkcje y.

Przestrzenie produkcyjne Z(¢) spetniaja nastepujace warunki:

(G V (x'.y) e Z(t) V(x*,y*) e Z(t) Ya,B20 ((ax' + fc*,ap' + By*) e Z(1)).
G2 V(x,y)EZ() x=0=y =0),

GH V) eEZM)Vx' ZxVO=y Sy ((x,))eZ(®).

(G4) Zbiory Z(7) sa domknigte w R2".

(GS) Z(t) c Z(t + 1),

Z interpretacja ekonomiczng tych warunkow mozna zapoznac¢ si¢ np. w pracach
Panek (2003, rozdz. 5), Panek (2014). Zgodnie z (G1), (G4) przestrzenie produk-
cyjne Z(t) sg stozkami domknigtymi w R?" z wierzchotkami w 0. Warunek (x,y) # 0,
w mysl (G2), pociaga za sobg x # 0. Interesuja nas wylacznie takie nietrywialnie
(niezerowe) procesy.

Niech (x,) € Z(?), (x,y) # 0.

Liczbg

a(x,y) = max{ajax = y},

pokazujacg ile razy wektor produkcji y przekracza (po wszystkich wspotrzednych)
wektor naktadéw x, nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu
(x,y). Funkcja a jest ciggta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z(¢) \ {0} (zob. Panek,
2003, tw. 5.2). Liczbeg

Uy = MaX(xy)ez(e) (X, y)
(x,y)#0
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nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢. Przy przyjetych zalozeniach zadanie to
ma rozwigzanie?, tj.

3(x(6), ¥(t)) € Z(t) <a(f(t),37(t)) = max(xy)ez) a(x,y) = aM,t)

(x,y)#0
Ponadto

Qa2 0y, t=0,1,.t — 1,

(zob. Panek, 2013, tw. 2). Proces (x(¢), y(¢)) nazywamy optymalnym procesem pro-
dukcji w okresie ¢. Jest on okreslony z doktadnoscig do mnozenia przez statg dodatnia,
gdyz dla dowolnej liczby 4>0: a(x(¢), ¥(1)) = a(Ax(t), iy (t))-

Podobnie jak w pracy Panek (2014a) zakladamy, ze w$rdd optymalnych proceséw
produkcji w kazdym okresie istniejg takie, w ktorych wytwarzane sg wszystkie towary,
co wobec (G1) oznacza, ze

(G6) vt € T 3(x(6), ¥(©) € Z)(a(x (), ¥(t)) = ame A anx(E) =y(t) >0)

(tzw. warunek regularno$ci gospodarki, zob. np. Gale, 1956). Mowiac dalej
0 optymalnym procesie produkcp mamy na mysli proces (x(¢),y(¢)) speliajacy ten

warunek. O wektorze 5(t) = mowimy, ze charakteryzuje optymalna strukture

|I (t)ll
produkcji w niestacjonarnej gospodsarce Gale’a w okresie .

Przez p(t) = (p1(%),...,p,(t)) = 0 oznaczamy wektor cen towarow w gospodarce
Gale’a w okresie t. Wezmy proces (x,)) € Z(?), (x,y) # 0. Liczbg

(p(),»)
ﬂ(xyap())_< (l) >

(tam gdzie jest okres$lana) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) € Z(f) przy cenach p(z).

o Twierdzenie 1
W regularnej gospodarce Gale’a, spetniajacej warunki (G1)—(G6), V t € T istnieja
ceny p(t), przy ktorych:

Y(x, ) e ZO(P@),y) - a, (P,x)<0) (1)

* Wobec dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji mamy max(xyyeze) (¥, y) = maxge) a(x,y),
(x,y)#0
gdzie G(t) = {(x,y) € Z(t)|llx, y|l = 1}. Zadanie to ma rozwigzanie, gdyz a jest funkcjg ciagla, a zbior
G(f) jest zwarty (tw. Weierstrassa).
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oraz

PEO.50.p(e) = max (.. p(0) =y )
(?i)ig '

Dowod. Wezmy dowolny okres ¢ € T. Z definicji optymalnego procesu produkcji oraz
warunku (G6) mamy a,, ,x(t) = y(t) > 0. Zbior

c(t) = {c ER"c= ayx—y,(x,y) E Z(t)}
jest stozkiem domknietym w R” z wierzchotkiem w 0 (jako liniowy obraz stozka Z(¢)),

ktory nie zawiera wektorow ujemnych. Istotnie, gdyby do C(¢) nalezat pewien wektor

& = ayx® — )° < 0, wowezas istniataby taka liczba & > 0, ze (aM_t + S)xo =y° co

przeczy definicji liczby a,,,. Zbior
D(t)=C(t)+R} = {d|d =c+x,ceC(t),x € R}}
jest tez stozkiem domknigtym w R" z wierzchotkiem w 0 (jako suma pary stozkow

domknietych) oraz D(f) # R", gdyz stozek D(¢), podobnie jak C(f), nie zawiera wek-
torow ujemnych. Istnieje zatem taki wektor p(t) # 0, ze

vd € D(t)({p(t),d) = 0).

Poniewaz wektory e = (0,0,...,1,...,0), i = 1,2,...,n (z jedynka na i-tym miejscu),
naleza do D(f), zatem p(t) = 0 oraz

Ve e C()U(p(D),c) = 0),
czyli
V(x,y) € ZO((P(1), apex — y) 2 0),

tzn. zachodzi warunek (1). Stad

(), y) o
p@),x) = "

(wszedzie gdzie (p(t),x) # 0). Z (1) wynika w szczegolnosci, ze

ﬁ(X, Y, ﬁ(t)) =

0 <(P(0), y(8)) < an ¢ (P(2), (2)).

Z drugiej strony (wobec (G6)) mamy:
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B(), 7)) = ay(p(t), x(1)) > 0,

zatem:

B(x(®),7(1),p(®) = ame = B(x,y,D(1))
wszedzie gdzie funkcja f jest okreslona. Warunek ten jest rOwnowazny z (2). |

Wektor p(¢) nazywamy wektorem cen von Neumanna w okresie 7. O trdjce
{a,,,,(x(t), (1)), p(t)} mOéwimy, ze charakteryzuje niestacjonarng gospodarkg Gale’a
w chwilowej rownowadze von Neumanna w okresie ¢. ROwnowaga chwilowa von
Neumanna oznacza taki stan gospodarki (tj. takie naktady, taka produkcje i takie ceny
w okresie #), w ktorym dochodzi do zréwnania ekonomicznej efektywnosci produkcji
z jej efektywnoscig technologiczng na maksymalnym mozliwym do osiggnigcia pozio-
mie. Zaréwno ceny von Neumanna jak i procesy produkcji w rownowadze sg okreslone
z doktadnoscig do mnozenia przez stalg dodatnig (z doktadnosciag do struktury).

W celu uproszczenia dalszych wywodoéw zaktadamy, ze optymalne procesy pro-
dukcji (f(t), y(t)) € Z(t),t = 1,2, ..., t;, sg okreslone jednoznacznie z doktadno$ciag do
struktury’, a efektywno$¢ ekonomiczna jakiegokolwiek procesu produkcji w okresie
r6znego od procesu optymalnego jest nizsza od najwyzszej efektywnosci mozliwej do
osiagnigcia przez gospodarke w tym okresie:

(G7) V(x,y) € Z(t) ((x, y) # (@), 7)) = B(x,y.p@)) = gjggz ; <
< B(x@®), ¥, () = aM,t).
Jezeli zachodzi ten warunek, to
Ve>0vieT 36,,€(0, a,,) V(x,») € Z(t)
H”—x” —50)|2e= Ble,y. PO < a,, 6., | 3)
X

Dowdd przebiega podobnie jak dowdd lematu 5.2 w pracy Panek (2003) (po pod-
stawieniu Z(t), @y, O, S(t) zamiast Z, ay, 8., 5)%. O cenach p(f) zakladamy, ze

> Warunek ten mozna ostabié, ale powoduje to wzrost ztozono$ci modelu.
6 Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli (x,y) # (¥(t),¥(t)), to ”i—” # 5(t); zob. takze np. Takayama
(1985, rozdz. 7, cz. A).
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sa jednostajnie ograniczone (z dolu i z gory), niezaleznie od dlugosci horyzontu
T=1{0,1,....t1}:

(G8) 3 0< 7y, <Ay <0 V>0V €01, t} (7, <[P < 7).

min

Gospodarka Gale’a jest zamknigta w tym znaczeniu, ze naklady w okresie nastep-
nym pochodzg w niej z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim: x(t + 1) = y(t),
co w swietle (G3) prowadzi do warunku:

0@, v+ 1) e Zt+1),t=0,1,....t, — 1. @)
Zaktadamy, ze dany jest poczatkowy wektor produkeji
#(0) =»° > 0. ()

O ciagu wektorow produkeji {y()}" o Spetniajacym warunki (4)—(5) mowimy, ze
opisuje (3°, ;) — dopuszczalny proces wzrostu. Ciag { y (t)} bedacy rozwigzaniem

nastepujacego zadania maksymalizacji wartosci produkcji (mlerzonej w cenach von
Neumanna) w koncowym okresie #; horyzontu T:

max (p (1), y(,))
p.w. (4)—(5) (6)
(wektor y° > 0 ustalony)

nazywamy (y°, p(t,)) — optymalnym procesem wzrostu (w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a). Przy przyjetych zaloZeniach zadanie to ma rozwigzanie’.

W okresie ¢+ = 0 warunek (G6) zapewnia istnienie optymalnego procesu
(x(0),¥(0)) € Z(0), w ktorym y(0) > 0. W konsekwencji, w nastepnym okresie ¢ = 1
warunki (G1), (G6) zapewniaja istnienie optymalnego procesu (x(1), ¥(1)) € Z(1), w kto-
rym y(1)>0 oraz x(1) = ¥(0). Rozumujac podobnie dalej, dla t = 2,....¢, otrzymu-
jemy (okres$lony z doktadno$cig do mnozenia przez statg dodatnia) i rozpoczynajacy
sie w ¥(0) > 0 cigg optymalnych procesow produkcji (X(¢), 7(1)) € Z(t) w ktorym:

¥t+1)=y),t=01,..t. (7

W artykule Panek (2014a) przyje¢to silniejsze zalozenie, ze istnieje co najmniej
jeden taki cigg optymalnych procesow {)?(t),f(t)}?:o, w ktorym naktady w okresie

nastgpnym s3 dodatnie i rowne produkcji pochodzacej z okresu poprzedniego:
x(t+1)=y@)>0,t=01,..t; — 1, (7)

7 Zob. Panek (2003, lemat 5.1 oraz tw. 5.7), Panek (2014, s. 9).
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oraz ze produkcja w okresie ¢ jest wielokrotnoscia naktadoéw, z ktérych zostata
wytworzona:

V() =a, ,x(0),t =01, ..t.

Ciag optymalnych procesow produkcji spetniajgcych te dwa warunki generuje
(7(0),4,) — dopuszczalny proces {7(t)}iL,, W ktorym

ye+)=a, yt)>0,t=0,1,.. -1 7

1 wobec tego

Yt e T(%zs_:const.> 0]-
y

W procesie takim:
— produkcja ro$nie z okresu na okres w maksymalnym tempie o,
— struktura produkcji nie zmienia si¢ w czasie.

W literaturze potprosta

N ={A5| 1> 0}
lezacg w przestrzeni standw gospodarki (wektorow produkeji) i spetniajaca te dwa
warunki przyjeto nazywaé magistrala (produkcyjng).®
Kazdy (¥(0),t,) dopuszczalny proces postaci (7”°), w ktorym gospodarka osiaga naj-

wieksze tempo wzrostu, ,,lezy” na magistrali, mozna ja wigc rOwnowaznie utozsamiaé
z nastepujaca wiazka wszystkich (37(0, tl)) — dopuszczalnych procesow wzrostu:

N (0.) =T}y [ (FO, 5 +1) € Z@+1) A ey, 30 = T +1) > 0,1 = 0,1, ~1

w przestrzeni (¢; + 1) elementowych ciagow wektorow produkcji. Rownowaznosé
magistral N i N5(0,,) rozumiemy w tym sensie, Ze:

yEN = 3{F(0}, € N°(0.1,) (3(0) = ).

Oczywiscie,

VyeNV {F0)}, e N0,1) VreT[¥= f(’) =§=const.>0}
7 ol

8 Roéwnowaznie — promieniem von Neumanna, zob. np. Takayama (1985, rozdz. 7).
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Przejécie od magistrali N w przestrzeni stanéw do jej odpowiednika N5(0,¢,)
w przestrzeni procesoOw (ciggéw) umozliwia zdefiniowanie zakrzywionej magistrali
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. W tym celu utworzmy ciag optymalnych pro-
cesOw produkcji (f(t),)‘/(t)) € Z(t),t = 1,2, ..., t;, spetniajacy warunek:

x(t) = Amax,ts_'(t), (®

gdzie

Amaze = max{A| 25(8) £ F(¢ = DL 5O = 250 £= 12,0,

Przy zalozeniach (G1)—(G6) ciag takich optymalnych proceséw istnieje, a wek-
tory produkcji ¥(0), y(1), ..., ¥(t1) tworza (¥(0),t;) dopuszczalny proces wzrostu,
w ktorym:

0< Uiy = a(y(t)ly(t + 1)) < aM,t+15 t= 0J1J ey tl - 1a (9)

Zbiodr (wiazke) N%(0,t,) wszystkich takich (7(0),t;) — dopuszczalnych procesow

wzrostu nazywamy zakrzywiong magistrala produkcyjna w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a:

N#(0,t,) = {FOIL, | Ve €T I((O,5(D) € 2 (3() =, (1) )
oraz dla t = 1,2,...,t; zachodzi warunek (8)}. (10)

Jezeli przez N(t;) oznaczymy przekroj wigzki N%(0,t)) w okresie #, € T,

NZ(ty) = {J| ¥ = ¥(t,) dla pewnego procesu {37(1:)}?:0 € N%(0, tl)},

to:

VA > 0(F € N%(ty) = Ay € N%(t,)).

Wobec (G7) zakrzywiona magistrala jest okreslona jednoznacznie z doktadnos$cia
do struktury:

—1 —2 z yro) _ y: _ -
WET(y @y O eN (t)=>||y1(t)||_nyZ(t)n_S(t))'

Jezeli {F(t)}L, € N%(0,t;) to VA>0 takze {AJ(t)}iL, € N?(0,t;) oraz dla
t=0,1,...0 — I:

a(Ay®), 5+ 1)) = a(F@®), ¥t + 1)) = a1 < Qypas (11)
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Zgodnie z (11) gospodarka Gale’a na zakrzywionej magistrali rozwija si¢ w mak-
symalnym mozliwym do osiagniecia tempie Q¢+1 = a(¥y(t),¥(t + D) < ameea,
t=0,1,....,ty — 1 (a niekoniecznie w tempie @ty = Apyr41, jak W (7)), ale moze
obecnie zmienia¢ strukture produkcji 5(t).? Tempo wzrostu oraz struktura produkcji na
zakrzywionej magistrali zalezg w naszej gospodarce od zmian zachodzacych w techno-
logii (od dynamiki przestrzeni produkcyjnych Z(¢)). W warunkach gwattownie zmienia-
jacej si¢ technologii zarowno tempo wzrostu produkcji na zakrzywionej magistrali o,
jak 1 optymalna technologiczna efektywnos¢ a,,,; moga nie tylko podlega¢ znacznym
wahaniom z okresu na okres, ale takze istotnie r6zni¢ si¢ miedzy soba. W gospodarce

Gale’a o ich regularnym przebiegu decyduje rownomierny rozwdj technologii.
Przyjmijmy oznaczenie: ¥(t;) = [T:L, “aLtt Zaktadamy, ze rozwoj technologii

produkcji w niestacjonarnej gospodarce Gale’a odbywa si¢ harmonijnie, a wskazniki
0, oraz oy, speiniaja warunek:

(GY) Ciag {y(t1)}¢;=1 jest ograniczony.

Przy tym zalozeniu wielkosci a, oraz a,,, nie rozbiegajg si¢ nicograniczenie. Ciag
{r(t1)}=1 jest bowiem monotonicznie rosnacy (y(t; + 1) > y(¢;)) i wobec tego, ze
jest ograniczony, ma granicg:

ae

M > 1).

W celu wykluczenia takiej nierealistycznej sytuacji, kiedy efektywnosé ekono-
miczna procesu produkcji mogtaby zbliza¢ si¢ do optymalnej, mimo ze jego struktura
stale odbiegataby o pewna wielko$¢ ¢ > 0 od struktury optymalnej zaktadamy, ze

o,
(G10) Ve>03v, >0 V, >0 VteTl [“ZVSJ.
Xy

Wobec tego, ze 6, € (0,0,), otrzymujemy v, < 1.

3. ,,SLABE” TWIERDZENIE O ZAKRZYWIONEJ MAGISTRALI

W ekonomii matematycznej znane sg co najmniej trzy rodzaje twierdzen o magi-
strali. W ,,slabych” twierdzeniach dowodzi si¢, ze optymalne procesy wzrostu w prawie
wszystkich okresach ustalonego horyzontu przebiegaja w bliskim otoczeniu magistral
(w sensie odleglosci katowej). ,,Silne” twierdzenia precyzujg czas, w ktérym moz-
liwe jest ,,wytracenie” optymalnego procesu z otoczenia magistrali: moze to nastgpi¢

° Stad nazwa ,zakrzywiona” magistrala. Tym tez gospodarka Gale’a omawiana obecnie rézni sie

od wczesniej prezentowanych w artykutach Panek (2013, 2014a,b).
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tylko w poczatkowej i/lub koncowej fazie wzrostu. Im dtuzszy jest horyzont 7, tym
dtuzej (i tym blizej) w jego srodkowym okresie optymalne procesy wzrostu prze-
biegaja w otoczeniu magistrali. W ,,bardzo silnych” twierdzeniach o magistrali jest
mowa o optymalnych procesach, ktore w pewnym okresie docieraja do magistrali.
Zdecydowang wigkszo$¢ wynikow uzyskano dotad na gruncie wielosektorowych sta-
cjonarnych (najczesciej liniowych) modeli dynamiki ekonomicznej typu Neumanna—
Gale’a—Leontiefa. Znacznie krétsza jest lista prac poswigconych efektom zakrzywionej
magistrali w modelach niestacjonarnych, zob. np. Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler
(1972), Makarow, Rubinow (1973, rozdz. 4).

Ponizej prezentujemy ,,stabg” wersje twierdzenia o zakrzywionej magistrali w nie-
stacjonarnym modelu Gale’a.

0 Twierdzenie 2 (,,Stabe” twierdzenie o zakrzywionej magistrali)

Jezeli gospodarka Gale’a spetnia warunki (G1)— (G10) to Ve >0 istnieje taka
liczba naturalna kg, ze liczba okreséw czasu, w ktorych (y°, p(¢,)) optymalny proces
wzrostu {y* (t)}t o spetnia warunek

y(1) _5(0)| 2

>¢& (13)
@]

nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu 7.

Dowéd.'® Poczatkowy wektor produkcji y° oraz wektor 5(0) struktury produkcji
na zakrzywionej magistrali N*(0,¢;) sa dodatnie, zatem istnieje taka liczba ¢ > 0,
ze y° >0 5(0)>0. Zgodnie z definicja zakrzywionej magistrali istniejen (7(0),1,)
dopuszczalny proces {y(t)}t ' » W ktorym 3(0) = 05(0) > 0 oraz

a .,y =y +1) (14)

dlaz=0,1,...,t; — 1. Poniewaz ((0), y(1) € Z(1)), wiec (zgodnie z (G3)) (»°, (1)) € Z(1)
skad otrzymujemy (3°,¢,) dopuszczalny proces {f(t)}?:o,

5(0) = ¥y’ dla t=0, 15)
g (t) dla t=1,..,t,.

Z (14) wynika, ze

J(t,) = U(Hiil at)§(0)-

19 Dowdd czesciowo wzorowany na dowodzie twierdzenia 1 w pracy Panek (2014a).
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Stad i z definicji (»°, p(#,)) optymalnego procesu {y*(t)}?:o dostajemy nastgpujace
dolne ograniczenie warto$ci produkcji w optymalnym procesie w okresie #:

(P(t).y" (1) 2 (pt),7(t,)) = a(Ha} (p(1,),5(0)) > 0. (16)
Z drugiej strony, w mysl (1), B

(PU+D.y (t+D)y < @y, (P17 (), £ = 0,1,....0; — 1.
Woéweczas, dla t = £, — 1 mamy:

0<(p(t),y" (1)) < @, (P(t,),y (1, ~1)).

Ceny von Neumanna sg okreslone z doktadnos$cig do struktury, wigc istnieje taki
wektor p(f, —1), ze

(P(t),y" (6, =) <(p(t, = 1),y"(t, = 1),
co prowadzi do nierownosci:
(P@),y ) <@y, (B, =1,y (=D S @y @y, (P =1, (6 =2)).
Podobnie, istniejg takie ceny p(f, —2), ze:
(P(t, =),y (1, =2)) <(p(t, =2),y" (1, ~2)),
skad otrzymujemy:
(P@),y ) < ay,ay, (Plt=2),5"(t-2)).

Postepujac tak dalej dochodzimy ostatecznie do nastgpujacego gdrnego ograniczenia
warto$ci produkcji w optymalnym procesie w koncowym okresie #;:

By @) < (T, | (O (a”
Jezeli w okresach zy,...,7; < t; zachodzi warunek (13), to

ﬂ(y*(t)a y*(t+1)>’ﬁ(t+l)) < aM,H—l _5g,t+1’ 1= [SECRREL

a wowczas, zwazywszy na (17), dostajemy nierdwnosc:
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<}_7(t1)ay*(t1 »< tlj[ Ay [HtELS(aM,t - 5s,t)] <l_7(0):y0>, (18)

tel,
gdzie L, = {11,...,75:}. Z (16), (18) po przeksztatceniach i uwzglednieniu (G8), (G9),
(12) dochodzimy do warunku:

Tk apmt—Ser o (oMt Tk [AMt—Set o amt\ Tk amt—Ser
M Ht:‘[l( ) = Ht=1( ar ) t=14 ( = Ht=1 t=14 =

at at teL, © %t at

> O-<ﬁ(t1)’ 5(0)> > O-ﬂ.mingmin (O) >0

(POLY") TV
czyli
Tk amt—0gt (77711]1n§m1n(0)_ 1
t=T1( ag )2 Mr yo =C >0, (19)

gdzie Spin (0) = mins,(0) >0, y?  =maxy’ > 0.
Z (G10) wynika, ze

aMt rq amt—bet
a_t (1 VE) = —“t , (20)

Z (19), (20), zwazywszy na (12) dostajemy:
M@ —-v)k >,

co pozwala na oszacowanie liczby k:

2
< h’lic =A, (21)
In(1-v,)
1
gdzie C? = % >0 (liczba A4 jest dodatnia, gdyz C?> € (0,1)). Do zakonczenia
dowodu wystarczy w charakterze liczby k, przyja¢ najmniejsza liczbg catkowity
wieksza od A4. |

4. UOGOLNIENIE TWIERDZENIA 2

Niech u(-;t;): R} - R} bedzie funkcjg uzytecznoscei okre$long na wektorach
produkcji w koncowym okresie #; horyzontu 7. Zaktadamy, ze

G () Vi, >0(ul;t) € CORD),
(i) V¢; > 0 funkcja u(-;t;) jest wklesta, rosngca i dodatnio jednorodna
stopnia 1,
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(iii) Vy >0 u(y;-) jest takg malejacg funkcjg czasu, ze
38, > 0 (inf, u(y; t;) = 6,),
(iv) 3a>0Vt; >0Vy =0y ty) <a@(t)y).

Warunki (i) — (iii) sg standardowe. Warunek (iv) mowi, ze funkcje uzytecznosci u(-; t;)
mozna aproksymowac (z gory) formg liniowg z wektorem tworzacym a p(t,), gdzie
a jest pewng liczbg dodatnig!!.

Niech {y*(t)}?:o bedzie rozwigzaniem zadania

max u(y(f);t)
p-w. (H—(5) (6°)
(wektor 3 > 0 ustalony)

maksymalizacji uzytecznos$ci produkcji w koncowym okresie ¢, horyzontu 7. Przy przy-
jetych zatozeniach zadanie to, podobnie jak zadanie (6), ma rozwigzanie. Bedziemy je
nazywac (yo, u(:; tl)) — optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a. Zastepujac warunek (G8) stabszym warunkiem

(G®) I, <+o V>0VEe{01,..,t) (||1_9(t)|| <7z
dochodzimy do nastepujacego twierdzenia.

o Twierdzenie 3

Jezeli gospodarka Gale’a spelnia warunki (G1)-(G6), (G8°), (G9)-(G11),to Ve >0
istnieje taka liczba naturalna k,, niezalezna od dtugosci horyzontu 7= {0,1,...,¢,}, ze
liczba okresow czasu, w ktorych (yo, u(-; tl)) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}ilzo
spetnia warunek (13), nie przekracza £,.

Dowo6d w znacznej czgsci jest powtorzeniem dowodu twierdzenia 2. Niech
{y*()}iL, bedzie procesem optymalnym, a ()}, procesem (3°,t)) — dopuszczal-
nym postaci (12). Wéwcezas, zwazywszy na (G11) dostajemy:

a(p(ty),y" (t)) 2 u(y* (1) t1) = u(@(t1);ty) =
= u( U(Hilﬂ at)§(0) ; t1) = 0'(1_[?:1 at)u(§(0); t;) > 0. (22)

Zat6zmy, ze w okresach 7,,...,7; < t; zachodzi warunek (13). Wtedy, postepujac jak
przy dowodzie twierdzenia 2 dochodzimy do nieréwnosci (18). Laczac (18), (22) oraz
uwzgledniajac (G8’), (G11), (20), po przeksztalceniach dochodzimy do nieréwnosci:

11 Zob. Takayama (1985), ibid.
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M — vk > 2O 5 %50 _ 15,

— a(p(0)y®) — a“-'maxyglax

z ktorej ponownie otrzymujemy warunek (21). Jezeli €2 = % € (0,1), wtedy

2
< ¢ S0
In(l1-v,)
i podobnie jak w twierdzeniu 2 w charakterze liczby &, mozna przyja¢ najmniejsza
liczbe catkowitg wigksza od 4. Jezeli C> > 1, wtedy k, = 0. [
LITERATURA

Gale D., (1956), The Closed Linear Model of Production, w: Kuhn H. W., Tucker A. W. (red.), Linear
Inegualitics and Related Systems, Princeton Univ. Press, Princeton, 285-303.

Gantz D. T., (1980), A Strong Turnpike Theorem for a Nonstationary von Neumann-Gale Production Model,
Econometrica, 48 (7), 1777-90.

Joshi S., (1997), Turnpike Theorems in Nonconvex, Nonstationary Environments, International Economic
Review, 38 (1), 225-248.

Keeler E. B., (1972), A Twisted Turnpike, International Economic Review, 13 (1), 160-166.

Khan M. A., Piazza A., (2011), An Overview of Turnpike Theory: Towards the Discounted Deterministic
Case, Advances in Mathematical Economics, 14, 39-67.

Khan M. A,, Piazza A., (2012), Turnpike Theory: A Current Perspective, w: Durlauf S. N., Blume L. E.,
(red.), The New Palgrave Dictionary of Economics, Online Edition, Palgrave Macmillan, 6, 1-13.

Makarow W. L., Rubinow A. M., (1973), Matiematiczieskaja Tieoria Ekonomiczieskoj Dinamiki
i Rawnowiesija, Nauka, Moskwa.

Panek E., (2003), Ekonomia matematyczna, Wydawnictwo AE w Poznaniu.

Panek E., (2011), O pewnej prostej wersji ,,stabego” twierdzenia o magistrali w modelu von Neumanna,
Przeglqd Statystyczny, 58 (1-2), 75-87.

Panek E., (2013), “Staby” i “bardzo silny” efekt magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczna
technologia, Przeglqd Statystyczny, 60 (3), 291-303.

Panek E., (2014a), Niestacjonarna gospodarka Gale’a z rosnaca efektywnos$cig produkcji na magistrali,
Przeglad Statystyczny, 61 (1), 5-15.

Panek E., (2014b), O pewnej wersji twierdzenia o magistrali w gospodarce Gale’a ze zmienng technologia,
Przeglad Statystyczny, 61 (2), 105-114.

Takayama A., (1985), Mathematical Economics, Cambridge Univ. Press, Cambridge.



Zakrzywiona magistrala w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. Czes¢ 1 163

ZAKRZYWIONA MAGISTRALA W NIESTACJONARNEJ GOSPODARCE GALE’A. CZESC 1
Streszczenie

W nawiazaniu do prac Panek (2013, 2014a) w artykule udowodniono tzw. ,slabe” twierdzenie
o zakrzywionej magistrali, na ktorej gospodarka osiaga maksymalne tempo wzrostu. Obrazem geome-
trycznym takiej magistrali jest krzywa w przestrzeni stanow gospodarki — odpowiednik promienia von
Neumanna w stacjonarnym modelu Neumanna-Gale’a.

Slowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, rownowaga von Neumanna, zakrzywiona
magistrala, ,,slabe” twierdzenie o magistrali

TWISTED TURNPIKE IN THE NON-STATIONARY GALE ECONOMY. PART I
Abstract

In the reference to papers Panek (2013, 2014a) we present the so called “weak” version of the
twisted turnpike in the non-stationary Gale economy. A geometrical representation of such twisted
turnpike is a curve in the state-space, which is a counterpart of von Neumann ray in a stationary
Gale economy.

Keywords: non-stationary Gale economy, von Neumann equilibrium, twisted turnpike, “weak”
turnpike theorem
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METODA FSAW OPARTA NA SKIEROWANYCH LICZBACH ROZMYTYCH?

1. WPROWADZENIE

Podejmowanie decyzji stanowi integralng czgs¢ codziennego zycia czlowieka.
Jednak w ztozonych procesach decyzyjnych wybor trafnej decyzji moze okazac sig
zadaniem niezwykle trudnym. Wowczas procesy te wymagaja wsparcia ze strony metod
1 narzedzi, ktore dysponujg gotowymi procedurami postgpowania w celu zmniejszenia
niepewnosci, rozwigzania konfliktow czy tez wskazania odpowiedniego rankingu pro-
ponowanych rozwigzan. Do takich metod mozemy zaliczy¢ metody wielokryterialne
(MCDM - ang. Multi-Criteria Decision Making). Te z kolei mozemy podzieli¢ na
dwie grupy: wieloatrybutowe podejmowanie decyzji (MADM — ang. Multi-Attribute
Decision Making) oraz wieloobiektowe podejmowanie decyzji (MODM — ang. Multi-
Objective Decision Making) (Abdullah, Adawiyah, 2014).

W literaturze mozna znalez¢ wiele réznorodnych metod pozwalajacych rozwiazy-
wac dyskretne problemy wielokryterialne. Szeroki przeglad metod oraz ich wybranych
zastosowan mozna znalez¢ m.in. w pracach Trzaskalika (2014a, 2014b).

Jedna z najprostszych i najczesciej stosowanych metod wieloatrybutowych jest
metoda SAW (ang. Simple Additive Weighting). Szeroki zakres informacji na temat wta-
snos$ci 1 odmian metody SAW mozna znalez¢ m.in. u Roszkowskiej i Brzostowskiego
(Roszkowska, Brzostowski, 2014). Klasyczna jej wersja oparta jest na macierzy decy-
zyjnej, ktorej elementami sg liczby rzeczywiste. Jednak powszechnie w tej metodzie
wykorzystuje si¢ rowniez wypukle liczby rozmyte otrzymujac rozmyta SAW (FSAW
—ang. Fuzzy Simple Additive Weighting). Celem pracy jest zastosowanie modelu skie-
rowanych liczb rozmytych (OFN — ang. Ordered Fuzzy Numbers) w metodzie FSAW.
Dodatkowa wtasno$¢ OFN — skierowanie — pozwala wowczas na natychmiastowa
identyfikacje typu kryterium.

Praca sktada si¢ z pieciu cze$ci. W drugiej zaprezentowano podstawowe informacje
na temat modelu skierowanych liczb rozmytych oraz popularnych metod ich defuzyfika-
cji. W czesci trzeciej przedstawiono rozmyta metode SAW wykorzystujaca skierowane
liczby rozmyte. Kolejna, czwarta cze$¢, prezentuje dwa ekonomiczne przyktady zastoso-
wania prezentowanej metody do zagadnien wyboru. Praca konczy si¢ podsumowaniem.

I Politechnika Biatostocka, Wydzial Informatyki, Katedra Matematyki, ul. Wiejska 45A, 15-351
Biatystok, Polska, e-mail: d.kacprzak@pb.edu.pl.
2 Praca wykonana w ramach realizacji pracy statutowej S/WI/2/2011.
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2. MODEL SKIEROWANYCH LICZB ROZMYTYCH

W 1965 roku w czasopismie ,,/nformation and Control” ukazata si¢ praca Lotfi
A. Zadeha pod tytutem ,,Fuzzy Sets” (Zadeh, 1965). Autor wprowadzit w niej pojecie
zbioréw rozmytych, ktére daly mozliwo$¢ matematycznego modelowania wielkosci
nieprecyzyjnych, niepewnych czy tez wyrazonych w postaci opisowej (lingwistycz-
nych). Znalazlo to szerokie zastosowanie praktyczne, mi¢dzy innymi w zagadnieniach
zwigzanych ze sterowaniem i podejmowaniem decyzji.

Zbiorem rozmytym A na uniwersum X, nazywamy zbior par:

A= {(x,yA(x)) txeX, Uy :X—>[O,1]}, (D

gdzie uy jest funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego A, ktora kazdemu elementowi
x € X przypisuje jego stopien przynalezno$ci do zbioru rozmytego A. Natomiast liczbg
rozmyta A nazywamy wypuktly, normalny zbiér rozmyty okre§lony na uniwersum
liczb rzeczywistych (X = R), ktorego funkcja przynaleznosci u 4 jest kawaltkami ciggla
(Dubois, Prade, 1980; Zimmermann, 2001).

Podstawowe dziatania arytmetyczne na liczbach rozmytych opierajg si¢ na zasadzie
rozszerzenia (Zimmermann, 2001). Niech 4 i B beda liczbami rozmytymi o funkcjach
przynaleznosci odpowiednio uy 1 up wowczas dodawanie (+), odejmowanie (),
mnozenie (X) i dzielenie (:) wygladaja nastgpujaco:

Hasp(Z) = Max,—y,, min(u, (x), up(y)), )

gdzie *€ {+,—,X,:}, x,¥,z€R (przy dzieleniu y # 0).

Latwo zauwazy¢, ze dzialania arytmetyczne na liczbach rozmytych sa dosé¢
skomplikowane. Wymagaja bowiem wykonania wielu operacji zarowno na stopniach
przynaleznos$ci jak i na elementach no$nikow (zob. (2)). Dodatkowo zastosowania
praktyczne liczb rozmytych pokazuja, ze ich funkcje przynalezno$ci zazwyczaj nie
sa dyskretne ale ciagle oraz maja dos$¢ regularny ksztalt czgsto w postaci trojkata,
trapezu, krzywej Gaussa itp. Oznacza to, ze nie trzeba podawac stopni przynaleznosci
dla wszystkich elementéw nosnika, a jedynie kilka parametrow, ktore jednoznacznie
opisza regularne funkcje przynaleznosci.

Powyzsze spostrzezenia sprawity, ze Dubois i Prade zaproponowali specjalna
posta¢ liczb rozmytych nazywang reprezentacja typu LR (Dubois, Prade, 1980), ktora
znacznie poprawia efektywno$¢ wykonywanych dziatan arytmetycznych. Liczba roz-
myta A4 jest liczbg rozmyta typu LR, jezeli jej funkcja przynalezno$ci ma postac:

L(mi—;x) gdy x <my

pa(x) = R (x_mA

, 3
5 ) gdy x=>my @
A
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gdzie L i R sa funkcjami odniesienia, m, jest liczba rzeczywista nazywang wartos$cia
srednig (i (my) = 1), natomiast a4 > 01 f, > 0 sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
zwanymi odpowiednio rozrzutami lewo- i prawostronnym.

Funkcj¢ przynaleznosci liczby rozmytej 4 typu LR charakteryzuja trzy parametry
my, o, 1 S, (zob. (3)), co pozwala jg zapisaé w postaci 4 = (my; ay; f4). WOWczas
podstawowe dziatania arytmetyczne na liczbach rozmytych typu LR sprowadzajg si¢
do operacji na tych trzech parametrach. Na przyktad jezeli dane sa liczby rozmyte
A= (my; ay; fy) 1 B = (mp; ag; fz) wowczas ich suma ma postac:

A+ B=(my+ mg, oy + ag; Byt Bp). “4)

Reguta (4) obrazuje jak wyglada przyspieszenie i utatwienie wykonywania dziatan
na liczbach rozmytych typu LR (w tym przypadku dodawanie). Jednak, jak pokazali
Dubois i Prade (Dubois, Prade, 1980), doktadne formuty mozna uzyska¢ tylko dla
dodawania i odejmowania, natomiast w przypadku mnozenia i dzielenia zaproponowali
przyblizone wyrazenia.

Model liczb rozmytych zaproponowany przez Zadeha (Zadeh, 1965) oraz jego
po6zniejsza modyfikacja tzw. model LR (Dubois, Prade, 1980), posiadajg kilka stabosci,
ktore ograniczaja ich zastosowanie w niektorych dziedzinach, np. w modelowaniu
ekonomicznym. Niedoskonalo$ci te wynikajg przede wszystkim z okreslenia dzialan
arytmetycznych na tych liczbach. Powoduja one powigkszanie nosnika (zob. (2) i (4))
oraz brak elementow przeciwnych wzgledem dodawania i odwrotnych wzglgdem
mnozenia. Skutkuje to brakiem mozliwosci rozwigzywania prostych rownan 4 + X = C
oraz A - X = C, gdzie 4 i C sg ustalonymi liczbami rozmytymi. Dodatkowo, jezeli
no$nik liczby A jest szerszy niz nosnik liczby C to takie rozwiazanie nie istnieje.

Wspomnianych powyzej ograniczen pozbawiony jest nowy model liczb rozmytych —
skierowane liczby rozmyte. Zostat on zaproponowany w 2002 roku przez W. Kosinskiego,
P. Prokopowicza i D. Slezaka (Kosinski i in., 2002; Kosifiski i in., 2003; Kosinski,
Prokopowicz, 2004). Arytmetyka dziatan w tym modelu jest analogiczna do dziatan na
liczbach rzeczywistych, ktére staja si¢ szczegdlnym przypadkiem OFN.

Skierowang liczba rozmyta A nazywamy uporzadkowana pare funkcji ciagltych

A= (far94), ®)]

gdzie
far94:10,1] = R. (6)
Poszczegolne funkcje skierowanej liczby rozmytej nazywamy odpowiednio: f; —
czescig wznoszacg (UP), g4 — czescia opadajaca (DOWN) (zob. rysunek 1a). Poniewaz

obie te funkcje sg ciggle, to ich obrazy sa ograniczonymi przedziatami odpowiednio
UP, 1 DOWN,, ktorych granice oznaczamy nastgpujaco UP; = (f4(0), f4(1)) oraz
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DOWN, = (g4(1), g4(0)). Na rysunku la przedstawiono ilustracje graficzng skiero-
wanej liczby rozmytej, gdzie y jest argumentem funkcji f; 1 g4, natomiast x wartoscia
tych funkcji. Do zbiorow UP, oraz DOWN, dodajemy na przedziale [f,(1), g4(1)]
(przedziat ten moze by¢ jednoelementowy) funkcje stata (CONST) réwng 1 (warunek
normalnosci). Wowczas zbior UP, U [f4(1), g4(1)] W DOWN 4 tworzy jeden przedziat
(no$nik liczby A). Jezeli funkcje £ i g4 sg $cisle monotoniczne, istniejg do nich funkcje
odwrotne f4 ' i g;' okreslone na odpowiednich przedziatach UP, i DOWN, (zob.
rysunek 1b). Wowczas mozemy okresli¢ funkcje przynaleznosci 4 skierowanej liczby
rozmytej A w nastgpujacy sposob (Kacprzak, 2008; Kacprzak, 2010):

0 gdy xe[fa(0),ga(0)]
o) = fit(x) gdy xeUP,
Ha 1 gdy xe[fa(1),ga(D]
git(x) gdy xeDOWN,

(7

Tak okreslone liczby rozmyte nawigzuja do wypuktych liczb rozmytych (CFN — ang.
Convex Fuzzy Numbers), sg jednak wyposazone w dodatkowa wlasno$¢ zaznaczong
strzalkg — skierowanie (zob. rysunek 1c¢). Graficznie liczba (f}, g 4) nie ro6zni si¢ od liczby
(94 1), jednak w rzeczywistosci sa to dwie rdzne liczby, rdézniace si¢ skierowaniem.

a) b)
A X 0/
| Py 2
DOWN, y« > A
4 ¢ } } t } >
| UP, DOWN, *
dotaczony
—+ przedziat
c)
Ur,
AT /i { ,
y | x

Rysunek 1. a) Przyktadowa skierowana liczba rozmyta,
b) skierowana liczba rozmyta przedstawiona w sposob nawigzujacy do wypuktych liczb rozmytych,
c) strzalka przedstawiajaca porzadek odwroconych funkcji i orientacje skierowanej liczby rozmytej
Zroédto: Kosinski i inni (2002).

Szczegbdlnym przypadkiem skierowanych liczb rozmytych sg liczby rzeczywiste.
W modelu OFN sg one utozsamiane z parg funkcji statych. Doklfadniej, liczba 7 € R
jest zapisywana jako skierowana liczba rozmyta postaci » = (+*,r"), gdzie r"(y) = r
dla y € [0,1].
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Podstawowe dzialania arytmetyczne, czyli dodawanie (+), odejmowanie (-),
mnozenie (X) i dzielenie (:), na skierowanych liczbach rozmytych okreslone sg nastgpu-
jaco. Niech 4 = (f, g4) 1 B = (f3, gp) beda skierowanymi liczbami rozmytymi. Wowczas
liczba C = (f, gc) jest wynikiem dziatania (*) na liczbach 4 1 B (C = A4 * B), jezeli:

Vyel01] [f20) * () = fc) 1 9a) *g5(y) = gc ) ] ®)

Dziatanie (*) oznacza jedno z podstawowych dziatan arytmetycznych. W przy-
padku dzielenia dodatkowo musi by¢ spetniony warunek, ze Vye[0,1] fz(y) # 0
i gp(y) # 0. Zbior skierowanych liczb rozmytych z tak okreslonymi dziataniami ma
strukture przestrzeni liniowo-topologicznej (Kosinski, Prokopowicz, 2004).

W okresleniu funkcji przynaleznosci skierowanej liczby rozmytej (7) pojawiaja
si¢ cztery liczby rzeczywiste £4(0), £4(1), g4(1) 1 g4(0), ktore w sposéb jednoznaczny
opisuja ta liczbe. Wynika stad, ze skierowang liczbe rozmyta mozna reprezentowac
za pomocg tych czterech elementow (zob. rysunek 2):

A = (£40); £4(1); g4(1); 9u(0)). )

AY

1
fa0) Fa(1)  ga(1) gal0)
Rysunek 2. Przyktadowa OFN wraz z charakterystycznymi punktami
Zrodto: Kacprzak (2010).

N,
>
X

1 >
)

Taka reprezentacja OFN umozliwia szybkie wykonywanie dziatan arytmetycznych
na skierowanych liczbach rozmytych. Teraz okre§limy dziatania, ktére bgda uzyte

w dalszej czesci pracy. Niech 4 = (74(0); £4(1); g.4(1); g4(0)) 1 B = (f3(0); f5(1); gp(1);
g5(0)) beda skierowanymi liczbami rozmytymi oraz v € R. Wowczas dodawanie skie-
rowanych liczb rozmytych 4 i B okreslamy nastgpujaco:

A+ B = (£40) + f5(0); £u(1) + fp(1); gu(1) + gp(1); g4(0) + g5(0)),  (10)

natomiast mnozenie skierowanej liczby rozmytej A przez liczbe rzeczywista r opisane
jest reguta:

re A= fa0); o f4(1); v ga(1); v ga(0). (11)

Warto w tym miejscu nadmieni¢, ze wykonujac dzialania arytmetyczne na skiero-
wanych liczbach rozmytych mozemy jako wynik uzyskaé tzw. liczby niewlasciwe
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(Kosinski i in., 2003), nie bedace skierowanymi liczbami rozmytymi (zob. rysunek 3),
ktorych interpretacja jest trudna.

A A
1+ o
I/ t t I\r T T T }
2 4 6 8 10
A B
i /\
| } } | | . | | | —
2 4 6 8 10
A A+B
f f f f f f f } f —>
2 4 6 8 10

Rysunek 3. Dwie trapezowe skierowane liczby rozmyte 4 = (1; 3; 6; 7) i B = (6; 5; 4; 2)
oraz ,,niewlasciwa” liczba bedaca ich sumg 4 + B = (7; 8; 10; 9)

Zrodto: opracowanie wilasne.

W wielu praktycznych zastosowaniach liczb rozmytych, np. w regulatorach roz-
mytych czy w zagadnieniach zwigzanych z podejmowaniem decyzji, wazna role petnia
funkcje, ktore liczbie rozmytej (skierowanej liczbie rozmytej) przyporzadkowuja liczbe
rzeczywista. Operacja ta nosi nazwe defuzyfikacji i jest zdefiniowana nast¢pujaco:
odwzorowanie ¢ z przestrzeni skierowanych liczb rozmytych w R nazywamy operacja
defuzyfikacji (defuzyfikatorem), jezeli dla dowolnej skierowanej liczby rozmytej A
oraz dowolnej liczby rzeczywistej r € R spetnia warunki:

- o),

- AT r)=9A) tr,

- (- A) =1 ).
Niech 4 = (f;, g4) bedzie skierowana liczba rozmyta. Wsrod popularnych defuzyfi-
katorow OFN (niektore adaptowane z modelu wypuklych liczb rozmytych) mozemy
wyr6zni¢ (Kosinski, Wilczynska-Sztyma, 2010):

— pierwsze maksimum (first of maximum) — ¢y,

Prom(4) = f(1), (12)

— ostatnie maksimum (last of maximum) — @; s

Prom(4) = g4(1), (13)
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—  $rodek maksimum (middle of maximum) — ¢,04/

¢MOM(A) — fA(l)‘;gA(l)’ (14)

— losowe maksimum (random choice of maximum) — @pconr

Prcom(A) = 4 - fu(1) + (1 = 4) - g4(1), gdzie 4 € [0,1], (15)

— $rodek cigzkosci (center of gravity) — ¢cog

¢ (A) = OIM'VA(S)—QA(S)MS 16)
€06 fgl [fa(s)—ga(s)|ds ’
— $rednia geometryczna (geometrical mean) — @y,
(0)-g4(1)=fa(0):fa(1)
Pan(A) = e ga DI 40+ (17)

9a0)+gaW]-[fa(@)+fa(D] "

Praktyczne zastosowanie konkretnego defuzyfikatora zalezy od analizowanego pro-
blemu oraz preferencji decydenta.

W kolejnej czesci skierowane liczby rozmyte oraz ich defuzyfikatory zostang
wykorzystane w rozmytej metodzie SAW.

3. ROZMYTA METODA SAW WYKORZYSTUJACA OFN

Metody wspomagajace rozwigzywanie wieloatrybutowych problemoéw decyzyj-
nych dostarczaja narzgdzi do tworzenia rankingdéw wariantow decyzyjnych w zalez-
nosci od systemu preferencji decydenta. W metodach tych zbior danych stanowia:

— zbidr wariantow decyzyjnych, z ktorych decydent chce wybra¢ najlepszy,

—  zbidr kryteriow wzgledem ktdorych oceniane sg rozwazane warianty decyzyjne,

— wektor wag okreslajacy istotno$¢ poszczegolnych kryteridw,

— macierz decyzyjna zlozona z warto$ci ocen poszczeg6lnych wariantow decyzyjnych
wzglgdem kolejnych kryteriow.

Na podstawie powyzszych danych tworzony jest ranking liniowy szeregujacy
analizowane warianty decyzyjne od najlepszego (najwyzsza pozycja rankingowa) do
najstabszego (najnizsza pozycja rankingowa).

Dowolny wieloatrybutowy problem decyzyjny mozna przestawi¢ w postaci macie-
rzy decyzyjnej (zob. tabela 1). W macierzy tej poszczegdlne symbole oznaczaja:

- Kj(j=1,...,N) —j-te kryterium decyzyjne,
- WjWj>0,j=1,....N) — waga j-tego kryterium, spelniajaca zaleznos¢ W1 + W2 +

T WN=1,

- Hi(i=1,...,M) — i-ty wariant decyzyjny,
- x;({=1.,Mj=1,.,N: xj; eR)- wartos¢ (ocena) i-tego wariantu decyzyj-
nego ze wzgledu na j-te kryterium.
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Tabela 1.
Opis problemu decyzyjnego w postaci macierzy decyzyjnej
Kryteria
Warianty decyzyjne
K1 K2 KN
Hl X1 Xio XiN
H2 X531 X3 X3n
HM X1 X2 Xyn
Wagi kryteridow 74 w2 WN

Zrédto: Rudnik, Kacprzak (2015).

Jak juz wspomniano we wstepie, jedna z najprostszych i najczesciej stosowanych
metod wieloatrybutowych jest metoda SAW. W metodzie tej dokonuje si¢ podziatu kry-
teriow na dwie grupy: typu ,,zysk” (im wiecej, tym lepiej) oraz typu ,.koszt” (im mniej,
tym lepiej). Nastgpnie normalizuje si¢ elementy macierzy decyzyjnej zapewniajac
poréwnywalno$ci wartosci ocen poszczegodlnych wariantow decyzyjnych wzgledem
kolejnych kryteriow (Hwang, Yoon, 1981; Chen, Hwang, 1992). W kolejnym kroku
bierze si¢ kombinacje liniowe elementdow znormalizowanej macierzy decyzyjnej
odpowiadajacych kolejnym wariantom decyzyjnym oraz elementow wektora wag.
Uporzadkowanie liniowe uzyskanych zagregowanych wartosci tworzy ranking i wska-
zuje najlepszy wariant decyzyjny.

W klasycznym algorytmie SAW przyjmuje si¢, ze elementy macierzy decyzyj-
nej sg wyrazone za pomocg liczb rzeczywistych. Aby zapewni¢ jednolity charakter
poszczegdlnych kryteriow oraz mozliwo$¢ porownywania tych wartosci dokonujg si¢
ich normalizacji. W przypadku kryterium typu ,,zysk” mozemy uzy¢ normalizacji
postaci (Hwang, Yoon, 1981):

* x;j

ij = ) (18)

T;
max; X;;

a typu ,,koszt”

min; x;;
;= ——2. (19)

xjj

Nastepnie kazdemu wariantowi Hi przypisujemy kombinacj¢ liniowa wektora wago-
wego oraz znormalizowanych warto$ci wariantu decyzyjnego (Hwang, Yoon, 1981):

S(H) = 3N, Wjr; (m=1,..,M). (20)
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Im wyzsza warto$¢ funkcji agregujacej S(Hi) danej wzorem (20), tym wariant Hi jest
bardziej preferowany (zajmuje wyzsza pozycj¢ w rankingu).

W rzeczywistosci oceny wariantow decyzyjnych wzgledem kryteriow mogg by¢
nieprecyzyjne lub tez informacje moga by¢ trudne do oceny w sposob doktadny w for-
mie ilosciowej. W tej sytuacji zasadne wydaje si¢ zastosowanie podejscia lingwistycz-
nego wykorzystujacego jezyk naturalny zamiast liczb (Herrera, Herrera-Viedma, 2000).
Zmienne lingwistyczne bedace elementami macierzy decyzyjnej mozna opisaé za
pomoca liczb rozmytych. W zagadnieniach praktycznych najczgséciej wykorzystuje si¢
trojkatne liczby rozmyte (liczby postaci (3), gdzie funkcje L 1 R sg liniowe). Nastepnie
liczby rozmyte podlegaja normalizacji, zapewniajacej ich porownywalnos¢ (szeroki
wykaz formut normalizacji mozna znalez¢ m.in. u Hwang, Yoon (1981). Jako wynik
dziatania metody SAW, zgodnie ze wzorem (20), rowniez uzyskamy liczby rozmyte,
ktore po defuzyfikacji utworza ranking i wskaza wariant najlepszy. Przedstawiona
metode nazywa si¢ rozmyta metoda SAW (fuzzy SAW — FSAW).

W pracy w metodzie FSAW zostang wykorzystane skierowane liczby rozmyte
oraz ich defuzyfikatory (12)—(17) opisane w czgsci 2. Uzycie OFN pozwala na bty-
skawiczne rozrdznianie typu kryteriow — ,,zysk™ czy ,,strata”. Jest to mozliwe dzigki
wykorzystaniu skierowania OFN podczas przydzielania rozmytych ocen wariantom
decyzyjnym wzgledem analizowanych kryteriow.

Proponowana metoda FSAW bazujaca na skierowanych liczbach rozmytych oparta
jest na nastgpujacych etapach:

ETAP 1. Utworzenie rozmytej macierzy decyzyjnej X:

X11 X12 t Xan
X1 X2 v Xon

X=1: : .. N (21)
Xm1 Xm2  XMN

gdzie x; = (f;0); fi(1); 9;/(1); g(0)) (= 1,...,.M, j = 1,...,N) sg skierowanymi liczbami
rozmytymi. Elementy rozmytej macierzy decyzyjnej X powstaja na podstawie zamiany
ostrych ocen X;; (np. opinii ekspertoéw) na oceny wyrazone za pomocg skierowanych
liczb rozmytych x;;. Transformacji dokonuje si¢ poprzez rozszerzenie nosnika oceny
(przedziatu [f;}0), 9,(0)]) i jadra oceny (przedziatu [f;(1), g,(1)]) do wartosci esty-
mowanych lub zalozonych przedzialéw niepewnosci oceny.

W tym miejscu nalezy zaznaczy¢, ze dodatkowa wilasnos¢ skierowanych liczb roz-
mytych — skierowanie — pozwala na wskazanie typu kryterium. W przypadku kryterium
typu ,,zysk” — skierowanie liczby rozmytej posiada zwrot w kierunku nieskonczonosci,
oznaczajac, ze im wigksza wartos$¢, tym lepiej (zob. rysunek 4a). W przypadku kryte-
rium typu ,.strata” skierowanie liczby rozmytej posiada zwrot w kierunku wartosci 0,
wskazujac, ze im mniejsza warto$¢, tym lepiej (zob. rysunek 4b).
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a) b)
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gr’j(l) fr‘j(l) fr‘j(o)

|
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£{0) 1) gi(1) g,(0)
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Rysunek 4. Przyktadowe skierowane liczby rozmyte obrazujace odzwierciedlenie typu kryterium
w skierowaniu: a) kryterium typu ,,zysk”, b) kryterium typu ,,strata”

Zrodlo: opracowanie wiasne.

ETAP 2. Utworzenie znormalizowanej rozmytej macierzy decyzyjnej Z (Rudnik,
Kacprzak, 2015):

Z11 Z12 " Z1N
Z Z cee Z
z=|"0 7 (22)
ZM1 Zm2 " ZMN
gdzie
f1j(0) fi;(1) gij(1) gij(0) ) dv K »
-t ,,Zysk
g = <maXigij(0) max; g;j(0) max;g;;j(0) max;g;;(0) - 8Oy By — Lypu 2y 23)
b (minzgij(O) min; g;;(0) min; g;;(0) minigij(0)> v K. — tvou strata”
fi(0) fij@ gij(1) gij(0) » 84y &y~ ypU ’

ETAP 3. Wyznaczenie wartosci funkcji agregujacej dla kazdego wariantu decyzyjnego
jako kombinacji liniowej elementow znormalizowanej macierzy decyzyjnej Z oraz
elementéw wektora wag:

FS(Hi) = Y., z;; - Wj dla kazdego i = 1,...,M. (24)

Zauwazmy, ze w wyniku normalizacji (ETAP 2) skierowanie dla kryterium typu
»strata” zmienia kierunek. Zapewnia to, ze w wyniku agregacji skierowanych liczb
rozmytych trojkatnych lub trapezowych (najczesciej takie liczby sg wykorzystywane
w analizach, podobnie jak dla modelu wypuktych liczb rozmytych) liczba wynikowa
bedzie rowniez trojkatna lub trapezowa, a nie np. niewtasciwa (zob. rysunek 3).

ETAP 4. Warianty decyzyjne porzadkujemy liniowo ze wzgledu na wartosci defuzy-
fikacji wynikoéw dziatania funkcji agregujacej (24). Wyzsze wartosci ¢(FS(Hi)) ozna-
czaja, ze wariant decyzyjny Hi zajmuje wyzsza pozycj¢ w rankingu (jest bardziej
preferowany).

W kolejnej czgsci zostang zaprezentowane przyktady wykorzystania rozmytej
metody SAW bazujacej na skierowanych liczbach rozmytych w procesie wspoma-
gania decyzji.
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4. PRZYKLADY ZASTOSOWANIA OFN W METODZIE FSAW

Zaprezentowang w czgsci 3 metoda FSAW wykorzystujaca skierowane liczby roz-
myte zastosujemy do wyboru samochodu w autokomisie oraz miejsca na spedzenie
letnich wakacji.

Przyklad 1. Wybor samochodu w autokomisie

Rozwazmy problem zakupu uzywanego samochodu w autokomisie. Decydent
po wstepnej selekcji ograniczyt swoje rozwazania do pigciu pojazdéw: H1 — AUDI,
H2 — BMW, H3 — FORD, H4 — OPEL oraz H5 — VW. Ponadto decydent okre-
slit pie¢ kryteriow wzgledem ktérych samochody beda oceniane oraz wektor wag
okreslajacy istotno$¢ poszczegdlnych kryteriow. Do wyspecyfikowanych kryteriow
zaliczytl: K1 — cena (w tys. zt.), K2 — wiek auta (w latach), K3 — koszty eksploatacji
1 utrzymania (w tys. na rok), K4 — poziom wyposazenia i udogodnien (skala 1..10,
1 — stabe, 10 — doskonate) oraz K5 — tatwo$¢ odsprzedazy (skala 1..10, 1 — klopotliwa,
10 — wysoka latwo$¢), natomiast wektor wag ma postaé:

W =(0,3; 0,2; 0,3; 0,1; 0,1).

W tabeli 2. przedstawiono dane wejsciowe. Zostaly one okreslone na podstawie
danych (usrednionych) uzyskanych od pracownikow réznych autokomiséw. Nastepnie
dane wejsciowe zostaty rozmyte i zapisane w postaci skierowanych liczb rozmytych
w tabeli 3, z uwzglednieniem typu kryterium: K1, K2 i K3 sg typu ,,strata”, natomiast
K41 K5 typu ,,zysk”. W tabeli 4 wida¢ znormalizowane zgodnie z (23) warto$ci ocen
wariantow decyzyjnych wzgledem kryteriow. Z kolei tabela 5 pokazuje zagregowane
warto$ci w postaci skierowanych liczb rozmytych wyznaczone zgodnie z (24) odpo-
wiadajgce kolejnym samochodom. Tabela 6 zawiera wyniki zastosowania roznych
typow dyfuzyfikatorow wyznaczonych na podstawie formut (12)—(17) oraz rankingi
utworzone na ich podstawie. Wida¢ z niej, ze niezaleznie od zastosowanej metody
defuzyfikacji ranking jest identyczny i ma postac:

AUDI < BMW < VW < OPEL < FORD,

poniewaz H1 < H2 < H5 < H4 < H3. Oznacza to, ze decydent powinien si¢ zdecydowac
na zakup uzywanego samochodu firmy FORD.
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Tabela 2.
Dane wejsciowe uzyskane od pracownikow autokomisow
K1 K2 K3 K4 K5
Hl 30 10 6 9 8
H2 25 12 6 9 9
H3 12 8 2 5 6
HA4 15 9 3 6 7
H5 22 10 5 7 8
Zrédto: opracowanie wlasne.
Tabela 3.
Rozmyte warto$ci ocen samochodow Hy,...,Hs wzgledem kryteriow Kj,...,Ks
K1 K2 K3 K4 K5
H1 (33;31;29;27) (11,5;10,5;9,5;8,5) (7,5;6,5;5,5;:4,5) | (7,5:8,5;9,5;10,5) | (6,5;7,5:8,5;9,5)
H2 | (28;26;24;22) | (13,5;12,5;11,5;10,5) | (7.,5;6,5;5,5;4,5) | (7.,5;8,5;9,5;10,5) | (7,5:8,5;9,5;10,5)
H3 (15;13;11;9) (9,5;8,5;7,5:6,5) (3,5;2,5;1,5;0,5) (3,5;4,5;5,5:6,5) (4,5;5,5;6,5;7,5)
H4 | (18;16;14;12) (10,5;9,5;8,5:7,5) (4,5:3,5;2,5;1,5) (4,5:5,5;6,5,7,5) (5,5:6,5;7,5:8,5)
H5 | (25;23;21;19) (11,5;10,5;9,5:8,5) (6,5:5,5;4,5;3,5) (5,5:6,5;7,5:8,5) (6,5;7,5;8,5;9,5)
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 4.
Znormalizowane warto$ci ocen samochodow H,...,Hs wzgledem kryteriow Ki,...,Ks
K1 K2 K3 K4 K5
H1 |(0,27;0,29;0,31;0,33) | (0,57;0,62;0,68;0,77) | (0,07;0,08;0,09;0,11) | (0,71;0,81;0,91;1,00) | (0,62;0,71;0,81;0,91)
H2 {(0,32;0,35;0,38;0,41) | (0,48;0,52;0,57;0,62) | (0,07;0,08;0,09;0,11) | (0,71;0,81;0,91;1,00) | (0,71;0,81;0,91;1,00)
H3 |(0,60;0,69;0,82;1,00) | (0,68;0,77;0,87;1,00) | (0,14;0,20;0,33;1,00) | (0,33;0,43;0,52;0,62) | (0,43;0,52;0,62;0,71)
H4 |(0,50;0,56;0,64;0,75) | (0,62;0,68;0,77;0,87) | (0,11;0,14;0,20;0,33) | (0,43;0,52;0,62;0,71) | (0,52;0,62;0,71;0,81)
H5 |(0,36;0,39;0,43;0,47) | (0,57;0,62;0,68;0,77) | (0,08;0,09;0,11;0,14) | (0,52;0,62;0,71;0,81) | (0,62;0,71;0,81;0,91)

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Tabela 5.
Zagregowane wyniki ocen samochodow Hj,...,Hs wzgledem kryteriow Ki,...,Ks
FS(Hm)
Hl (0,348;0,386;0,429;0,477)
H2 (0,356;0,393;0,434;0,480)
H3 (0,436;0,516;0,633;0,933)
H4 (0,402;0,463;0,539;0,651)
HS5 (0,358;0,402;0,451;0,509)
Zrédto: opracowanie wlasne.
Tabela 6.
Wyniki defuzyfikacji oraz rankingi (W ¢rcop przyjeto 4 = 0,1, R — ranking)
$rcom | R $rcom | R $rcom | R $rcom | R $rcom | R $rcom | R
H1 0,386 5 0,429 5 0,408 5 0,424 5 0,410 5 0,409 5
H2 0,393 4 0,434 4 0,413 4 0,430 4 0,416 4 0,414 4
H3 0,516 1 0,633 1 0,574 1 0,621 1 0,641 1 0,595 1
H4 0,463 2 0,539 2 0,501 2 0,531 2 0,516 2 0,507 2
HS5 0,402 3 0,451 3 0,426 3 0,446 3 0,431 3 0,428 3

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przyklad 2. Wybor miegjsca na spedzenie letnich wakacji

Przyktad 1 oparty byt na liczbowych informacjach dotyczacych ocen wariantow
decyzyjnych wzgledem kryteriow. Jednak ludzie bardzo czgsto postuguja si¢ terminami
jezyka naturalnego w trakcie dokonywania ocen. Ponizszy przyktad oparty bedzie na

takim podejsciu lingwistycznym.

Typowa liczba terminow lingwistycznych wykorzystywanych do okreslenia ran-
kingu wariantéw decyzyjnych jest nieparzysta taka jak 7 czy 9 i nie wigksza niz 13
(Bonissone, 1982; Bonissone, Decker, 1986; Herrera, Herrera-Viedma, 2000). W przy-
ktadzie zastosowano 7-mio stopniowa skale lingwistyczng (zob. tabela 7).
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Tabela 7.
Terminy lingwistyczne wykorzystywane do okreslenia rankingu wariantéw decyzyjnych

Terminy lingwistyczne Skrot OFN w notacji (9)
Bardzo staby BS (0,00;0,00;0,02;0,07)
Staby S (0,04;0,10;0,18;0,23)
Srednio staby SS (0,17;0,22;0,36;0,42)
Dostateczny DT (0,32;0,41;0,58;0,65)
Srednio dobry SD (0,58;0,63;0,80;0,86)
Dobry DB (0,72;0,78;0,92;0,97)
Bardzo dobry BD (0,93;0,98;1,00;1,00)

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie Bonissone, Decker (1986) i Chen (2000).

Rozwazmy przyktad wyboru miejsca na spedzenie letnich wakacji. Decydent zro-
bit liste krajow oraz hoteli, ktore uznat za potencjalne miejsca wyjazdu. Po wstep-
nej selekcji decydentowi zostato pig¢ mozliwosci, z ktorych chce wybra¢ najlepsza:
H1 — Cypr, H2 — Egipt, H3 — Grecja, H4 — Hiszpania i H5 — Turcja. Nastegpnie kazdy
z hoteli zostal oceniony wzgledem szesciu kryteriow wybranych przez decydenta:
K1 — cena pobytu, K2 — pokdj i serwis, K3 — czas dojazdu do miejsca docelowego,
K4 — potozenie hotelu i atrakcyjnos¢ okolicy, K5 — gastronomia oraz K6 — sport i roz-
rywka. Kryteria K1 1 K3 sg typu ,,strata”, natomiast kryteria K2, K4, K5 i K6 sg typu
,»,Zysk”. Dodatkowo decydent okreslit istotnos$¢ poszczegdlnych kryteriow otrzymujac
nastepujacy wektor wag:

w = (0,1; 0,25; 0,05; 0,15; 0,3; 0,15).

W role ekspertow (respondentow) dokonujgcych oceny wecielili si¢ uczestnicy
wakacji spedzonych we wspomnianych hotelach. Na podstawie swoich odczu¢ i obser-
wacji dokonuja oni oceny hotelu wzgledem poszczegolnych kryteriow za pomoca
terminoéw lingwistycznych zawartych w tabeli 7. Nastepnie uzyskane opinie od respon-
dentow sa agregowane (np. za pomoca $redniej czy dominanty). Wyniki ocen eksper-
tow sg zawarte w tabeli 8, a w tabeli 9 zestawiono uzyskane zagregowane wyniki ocen
hoteli wzgledem kryteriow w postaci OFN. Tabela 10 pokazuje wyniki defuzyfikacji
oraz rankingi hoteli.

Uzyskany ranking za pomoca rozmytej metody SAW ma postac:

Turcja < Grecja < Cypr < Egipt < Hiszpania,

poniewaz H5 < H3 < H1 < H2 < H4. Wyjatkiem jest defuzyfikacja metodg LOM,
gdzie w rankingu zamieniaja si¢ pozycjami Grecja i Cypr. Jednak wszystkie rankingi
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wskazuja na pierwszej pozycji wariant H4. Oznacza to, ze decydent powinien spedzié

wakacje w Hiszpanii.

Tabela 8.
Wyniki oceny hoteli wzglgdem kryteriow uzyskane od respondentow
K1 K2 | K3 | K4 | K5 | K6
Hl | BD | DB | SD SS | DT | DT
H2 | SD | DB | DT | DB | SS | DB
H3 | SO | DT | DB | SS | SD | SD
HA SD SD DB SD DB DT
H5 SD DT | DB | DB DT SS
Zrodto: opracowanie wihasne.
Tabela 9.
Zagregowane wyniki oceny hoteli wzgledem kryteriow oraz ranking
FS(Hm)
H1 0,472 | 0,542 | 0,683 | 0,741
H2 | 0,521 0,579 | 0,718 | 0,778
H3 | 0,461 0,521 | 0,685 | 0,747
H4 | 0,590 | 0,650 | 0,806 | 0,867
H5 | 0,404 | 0,478 | 0,635 | 0,701
Zrédto: opracowanie wlasne.
Tabela 10.
Wyniki defuzyfikacji i ranking (W ¢rcop przyjeto 4 = 0,1, R — ranking)
$rcom | R $rcom | R $rcom | R $rcom | R $rcom | R $rcom
H1 0,542 3 0,683 4 0,612 3 0,668 3 0,609 3 0,610
H2 0,579 2 0,718 2 0,648 2 0,704 2 0,649 2 0,649
H3 0,521 4 0,685 3 0,603 4 0,668 4 0,603 4 0,603
H4 0,650 1 0,806 1 0,728 1 0,790 1 0,728 1 0,728
HS5 0,478 5 0,635 5 0,556 5 0,619 5 0,554 5 0,555

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Warto na koniec zwroci¢ uwage, ze w prezentowanych przyktadach uzyskany
ranking byt niezalezny od zastosowanej metody defuzyfikacji (z wyjatkiem sytuacji
wspomnianej powyzej). Moze si¢ zdarzy¢, ze ro6zne defuzyfikatory bgda generowaty
rozne rankingi i wowczas zastosowana metoda defuzyfikacji powinna by¢ okreslona
na podstawie analizowanego problemu oraz preferencji decydenta.

5. PODSUMOWANIE

W artykule zaproponowano wykorzystanie skierowanych liczb rozmytych do wspo-
magania procesu decyzyjnego rozmytg metodg SAW. Proponowane podejscie skutecz-
nie radzi sobie w sytuacjach niepewnych i niejednoznacznych informacji poprzez
rozmywanie ocen wariantow decyzyjnych oraz w sytuacjach stosowania ocen j¢zyka
naturalnego. Dodatkowo, wlasnos$¢ skierowania w OFN pozwala na btyskawiczne
rozroznienie typu kryterium podczas analizy wariantow decyzyjnych. Przedstawione
przyktady pokazuja, ze metoda ta jest doskonatym narz¢dziem wspomagajacym roz-
wigzywanie ztozonych probleméw decyzyjnych pojawiajacych si¢ w zyciu codzien-
nym. Moze ona by¢ doskonala alternatywa dla metod wieloatrybutowych opartych na
wypuktych liczbach rozmytych oraz skutecznym narz¢dziem wspomagajacym proces
podejmowania decyzji.
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METODA FSAW OPARTA NA SKIEROWANYCH LICZBACH ROZMYTYCH
Streszczenie

W artykule zaproponowano nowe podejscie do rozmytych wieloatrybutowych metod wspomagania
decyzji poprzez zastosowanie modelu skierowanych liczb rozmytych. Po prezentacji tego modelu, zostat
on wykorzystany w rozmytej metodzie SAW. Skierowane liczby rozmyte pozwalaja na btyskawiczne
rozroznienie typu kryterium, a przedstawione przyklady pokazuja uzyteczno$¢ proponowanej metody.

Slowa kluczowe: wieloatrybutowe podejmowanie decyzji, skierowane liczby rozmyte, defuzyfi-
kacja, metoda FSAW

FSAW METHOD USING ORDERED FUZZY NUMBERS
Abstract

In the paper, a new approach to fuzzy Multi-Attribute Decision Making methods has been proposed,
with the application of Ordered Fuzzy Numbers model. After the presentation of OFN model, it has
been used as part of the fuzzy SAW method. Ordered fuzzy numbers allow to immediately distinguish
between type of criteria, and the presented examples show the usefulness of the proposed method.

Keywords: Multi-Attribute Decision Making, Ordered Fuzzy Numbers, defuzzification,
FSAW method
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DARIUSZ SIUDAK!

STRUKTURA SPOLECZNOSCI SIECI POWIAZAN RAD DYREKTOROW
PRZEDSIEBIORSTW NA POLSKIM RYNKU KAPITALOWYM?

1. WPROWADZENIE

Sieci spoleczne (ang. social network) w odrdznieniu od sieci technologicznych,
informacyjnych czy biologicznych posiadajg strukture spotecznosci. Jak wykazano
w pracy (Newman, Park, 2003), jest to wynikiem wysokiego poziomu wspotczynnika
skupienia (ang. clustering coefficient) oraz silnego dodatniego skorelowania stopnia
relacji (ang. assortative mixing) jakie charakteryzuje wickszo$¢ sieci spolecznych.
Pierwsza przyczyna oznacza, ze sie¢ wykazuje cechy matego $wiata (ang. small-
-world)®, druga za$, wskazuje na sie¢, gdzie wezty o niskim stopniu relacji (ang. degree)
polaczone sa ze soba, oraz wystepuja potaczenia pomigedzy weztami o wysokim stopniu
relacji. Wykrywanie struktury spotecznosci (ang. community structure) jest podstawo-
wym elementem analizy sieci ztozonych (ang. complex networks) (Jia i inni, 2015),
i jednoczes$nie uzytecznym narzedziem uchwycenia ztozonosci, struktury oraz typologii
organizacji sieci na wyzszym poziomie niz pojedyncze wierzchotki (Wakita, Tsurumi,
2007). Grupy weztéw utworzone w wyniku podziatu sieci na poszczegdlne spoteczno-
$ci zazwyczaj posiadaja wspolne cechy lub tez petnia podobne role w calym systemie
ztozonym (Piccardi i inni, 2010). Na tej podstawie formutujemy przypuszczenie, ze
sie¢ powiazan przedsiebiorstw wspolng dyrekcjg na polskim rynku kapitatowym wyka-
zuje silng strukture spolecznosci. Sie¢ powigzan przedsigbiorstw wspolng dyrekcja
(ang. interlocking directorates) formowana jest w sytuacji, gdy co najmniej jedna osoba
jest cztonkiem rady dyrektorow w dwoch (lub wiecej) przedsiebiorstwach. Wowczas
tworzone jest potagczenie pomigdzy tymi spotkami. Za rade dyrektorow (ang. board of
directors) przyjmuje si¢ cztonkdéw rad nadzorczych oraz cztonkéw zarzadu (por. Lis,
Sterniczuk 2005, s. 29). Takie podejscie wynika z przestanki potencjalnej wymiany

informacji (sie¢ komunikacyjna), co umozliwia redukcj¢ niepewnosci w otoczeniu

I Politechnika £.6dzka, Wydzial Organizacji i Zarzadzania, Instytut Nauk Spotecznych i Zarzadzania
Technologiami, Zaktad Ekonomii, ul. Wdlczanska 215, 90-924 £.6dz, Polska, e-mail: dariusz.siudak@
p.lodz.pl.

2 Projekt zostat sfinansowany ze $rodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie
decyzji numer DEC-2013/11/B/HS4/00466.

3 Cecha matego $wiata oznacza, ze $rednia najkrotsza odlegltosé pomiedzy weztami (ang. geodesic
distance) w sieci jest bardzo mala i wraz ze wzrostem liczby wezldw w sieci odleglos¢ ta wzrasta
w tempie logarytmicznym.
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przedsiebiorstwa (Schoorman i inni., 1981) oraz kontrole otoczenia zewnetrznego
(Yang, Cai, 2011).

Silna struktura spotecznos$ci zostata wykazana w sieci sktadajacej si¢ z 292 przed-
sigbiorstw notowanych na wloskim rynku kapitatowym w koncu 2008 roku (Piccardi
i inni, 2010). Wyniki tych badan zostang przedstawione w dalszej czesci i zostang
poroéwnane z wynikami badan bedgcymi przedmiotem niniejszego artykutu.

Celem artykutu jest wykrycie struktury spotecznos$ci w sieci przedsigbiorstw
powigzanych wspdlng dyrekcja®.

W pierwszych trzech czesciach artykutu zostaty przedstawione aspekty zwigzane
z (1) teorig sieci wraz z modelem sieci jedno i dwumodalnej oraz projekcja sieci jed-
nomodalnej na podstawie sieci dwumodalnej; (2) identyfikacjg spotecznosci w sieci;
(3) funkcji jakosci i metod tworzenia podziatu. Czwarta cze¢$¢ zawiera opis badanej
proby, a w piatej zamieszczono wyniki badan. Prace zamyka podsumowanie.

2. PROJEKCIJA SIECI JEDNOMODALNEJ NA PODSTAWIE SIECI DWUMODALNE]J

Sie¢ powiazan przedsiebiorstw na podstawie wspdlnej dyrekcji, jak rowniez
kazdy inny rodzaj sieci, mozna przedstawi¢ za pomoca grafu nieskierowanego
(ang. undirected) G = (V, L), sktadajacego si¢ z wierzchotkdéw (przedsicbiorstwa)
V="{v;, vy ..., v,}, gdzie V # D oraz z potaczen L = {I;, [, ..., [,,}. Graf jest stopnia
n sktadajac si¢ z v, wierzchotkdéw, natomiast rozmiar grafu wynosi m (liczba pota-
czen). Graf nieskierowany stopnia n moze sktadaé si¢ co najwyzej z m = n(n — 1)/2
liczby potaczen. Catos¢ informacji zawarta w nieskierowanej sieci mozna zapisac
W n wymiarowej symetrycznej macierzy potaczen A = [a;] (i, j = 1, 2, ..., n), gdzie
elementy a;; przyjmujg wartos¢

g = 1 jezeli pomiegdzy wierzchotkami i a j wystepuje polqczenie (i # j), )
v 0 w przeciwnym przypadku.

Graf nieskierowanej jednomodalnej sieci (ang. one-mode network) potaczen przed-
sigbiorstw z uwagi na wystepujacg wspolna dyrekcje, otrzymywany jest na podsta-
wie dwudzielnego grafu (ang. bipartite graph), ktory opisuje tzw. sie¢ dwumodalna
(ang. two-mode network). Sie¢ dwumodalna sktada si¢ z dwoch rodzajow wierzchot-
koéw, za$ potaczenia wystepujg tylko 1 wylgcznie pomigdzy wierzchotkami roznych
kategorii (por. Albert, Barabasi, 2002; Henning i inni, 2012). Innymi stowy, graf
G = (V, L) okreslany jest grafem dwudzielnym, jezeli moze zosta¢ podzielony na » =2
grupy, gdzie dwa konce kazdej z krawedzi taczy » = 2 réznych grup wierzchotkow
(Caldarelli, 2013, s. 259).

W sieci rad dyrektoréw wystepuja dwa rodzaje wierzchotkow V; — cztonko-
wie rad dyrektoréw, oraz V, — przedsigbiorstwa. Rada dyrektoréw danego przed-

4 Przedmiotu pracy nie stanowi struktura spolecznosci sieci powigzan oséb zasiadajacych w radach
dyrektorow, tj. tzw. sieci dyrektoréw (ang. director network).
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siebiorstwa moze si¢ sktada¢ z kilku osob, co warunkuje odpowiednie potaczenia
pomiedzy k-ta osoba (k =1, 2, ..., q) a i-tym przedsigbiorstwem (i = 1, 2, ..., n).
Jednoczesnie jedna osoba moze by¢ cztonkiem rady dyrektoréw wigcej niz jednego
przedsigbiorstwa. W konsekwencji powstaje macierz potgczen dwumodalnej, nie-
skierowanej sieci cztonkoéw rad dyrektorow ze spotkami B = [b,] (i =1, 2, ..., n;
k=1,2,...,q) o wymiarach n x g, gdzie elementy b;

_ ) 1 jezeli k-ty dyrektor nalezy do rady dyrektorow i-tego przedsigbiorstwa,

bit 0 w przeciwnym przypadku.

2

W wierszach macierzy B zapisywane sa kolejne i-te przedsigbiorstwa, zas w kolum-
nach kolejne k-te osoby bedace cztonkami rad dyrektoréw. Graficzna prezentacja sieci
jednomodalnej i dwumodalnej zostata przedstawiona na rysunku 1, gdzie wierzchotki
oznaczone ciggla linig to rady dyrektorow poszczego6lnych przedsiebiorstw, a wierz-
chotki oznaczone linig przerywang to cztonkowie tych rad. Na rysunku tym przed-
stawiono jednoczes$nie schemat przeksztatcenia sieci dwumodalnej do jednomodalne;.

Rysunek 1. Struktura modelu sieci (a) dwu- i (b) jednomodalnej, oraz projekcja sieci jednomodalne;j
na podstawie zaobserwowanej sieci dwumodalnej

Zrodto: opracowanie na podstawie Newman (2010, s. 125).

Jezeli w sklad rady dyrektorow i-tego oraz j-tego przedsigbiorstwa wchodzi k-ty
cztonek rady w dwumodalnej sieci, wowczas iloczyn b;b; wynosi dokfadnie 1. Stad
taczna liczba o0sob p;;, ktore zasiadajg jednocze$nie w radzie dyrektorow przedsig-
biorstw i oraz j wynosi:

pij = z:Z=1 bikbzzj = Zzzl bixbjy, 3)

gdzie elementy bij stanowig elementy macierzy transponowanej BT. W efekcie otrzy-
mujemy macierz o wymiarach n X n:

P = BB". @)
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Elementy macierzy P poza przekatna (i # j) stanowia taczng liczbe oséb jedno-
czesnie zasiadajacych w spolach i oraz j, za§ wartosci na przekatnej (i = j) wskazuja
na laczng liczbg osob wchodzacych w sktad rady dyrektorow i-tego przedsigbiorstwa.
Macierz P stanowi zatem sie¢ warto§ciowa (ang. valued) z wystgpujacymi potacze-
niami od danego wierzchotka do samego siebie (ang. self-loop). W celu uzyskania
nieskierowanej binarnej sieci jednomodalnej w postaci symetrycznej macierzy A o ele-
mentach a; (1), nalezy dokona¢ dychotomizacje wartosci elementow a;; macierzy P
wraz z przeksztalceniem jej elementow na przekatnej w nastepujacy sposob

1 jezelip; >0 dlai#},
a; = 0 jezeli p; =0 dlai#j, 4)
Odlai=j,

gdzie elementy a;; = a;;.

Tak przeprowadzona projekcja jednomodalnej sieci powiazan przedsigbiorstw na

podstawie dwumodalnej sieci wspdlnej dyrekcji pozwala na utworzenie sieci przed-

sigbiorstw powigzanych wspolng dyrekcja. Elementy macierzy A a; = 1 oznaczaja,

ze wystepuje wspolna dyrekcja przedsigbiorstwa i oraz j, czyli przynajmniej jedna

osoba zasiada w radzie dyrektorow obu spotek, za$ elementy a; = 0 wskazujg na
brak potaczenia.

3. IDENTYFIKACJA SPOLECZNOSCI W SIECI

Ze wzgledu na fakt, ze struktura spolecznosci zawiera grupy podobnych do sie-
bie wierzchotkéw zorientowanych w poszczeg6lnych podgrafach (Fortunato, 2010),
struktura ta ujawnia ukryte informacje o rozpatrywanej sieci, niemozliwe do roz-
poznania za pomocg innych typologicznych wlasciwosci (Collingswotrh, Menezes,
2014). W literaturze przedmiotu bardzo czg¢sto podawana jest bardzo ogdlna definicja
struktury spotecznosci, jako podzial wierzchotkéw w sieci na grupy, gdzie obserwo-
wana jest duza gestos¢ krawedzi wewnatrz grup i1 jednoczesnie wystepuja rzadkie
polaczenia pomiedzy wierzchotkami réznych grup (Newman, Girvan, 2004; Newman,
2004; Claset i inni, 2004; Newman, 2006; Raghavan i inni, 2007; Piccardi i inni, 2010;
Thadakamalla i inni, 2008; Palla i inni, 2005). Bardziej precyzyjnym podejsciem jest
zdefiniowanie spotecznosci w sensie mocnym (ang. strong communities) i w sensie sla-
bym (ang. week communities). W pierwszym podejsciu kazdy wezet posiada wigkszy
stopien relacji (ang. degree) wewnatrz wlasnej spolecznosci (d;/") niz stopien relacji
do pozostatych w sieci wierzchotkéw (d,°') (Radicchi i inni, 2004)

di"(V) > d V), ViV, (©6)

gdzie podgraf V' (V' e G) jest spotecznoscia w sensie mocnym. Dla danego wierzchotka
stopien relacji stanowi liczbg krawedzi wychodzacych i wynosi
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d;(V) = df*(V) + d{*“(V). (7

Relaksacja definicji spoteczno$ci w sensie mocnym polega na zatozeniu, ze dla
spotecznosci w sensie stabym suma stopni relacji wszystkich wierzchotkow w danej
grupie jest wieksza lub roéwna od sumy stopni relacji do pozostatych wierzchotkow
w sieci

Yiev A (V) = Yiey AP (V), ®)

gdzie podgraf V jest spoteczno$cia w sensie stabym.

Na rysunku 2 zaprezentowano przyktad struktury spotecznosci. Ze wzgledu na
potaczenia wierzchotka zaznaczonego kolorem biatym, zaprezentowana struktura spo-
lecznosci jest w sensie stabym.

Rysunek 2. Struktura spotecznosci sieci sktadajacej si¢ z 3 modutow, 18 wierzcholkéw, 27 krawedzi.
W nawiasach podano odpowiednio liczb¢ krawedzi wewnatrzgrupowych
i wychodzacych na zewnatrz modutu

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie Thadakamalla i inni (2008).

W pracy bedziemy poszukiwac struktury spotecznosci w sieci powigzan przedsie-
biorstw na podstawie definicji w sensie stabym. Z definicji tej wynika, ze dana sie¢
moze si¢ sktada¢ z grup o rdéznej liczbie wierzchotkdéw a takze brak jest mozliwosci
jednoczesnego wystepowania danego wierzchotka w kilku grupach (ang. overlapping
communities). Wykrywanie struktury spoteczno$ci rdzni si¢ w swym podejsciu do
podobnego zagadnienia jakim jest podzial grafu (ang. graph partitioning). Podstawowa
roznica polega na tym, ze w problemie wykrywaniu spotecznos$ci nie okreslona jest
z gory liczba grup oraz ich rozmiary, jakie maja powsta¢ w wyniku podziatu. W kon-
sekwencji moze wystapi¢ brak podziatu w sytuacji, kiedy nie istnieje podstawa do
wydzielenia podgrafu. Podejscie to prowadzi do bardziej naturalnego podziatu, co
pozwala na bardziej prawidtowg analize struktury sieci.
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4. FUNKCJA JAKOSCI I METODY TWORZENIA PODZIALU

Przedstawione definicje struktury spolecznosci w sieci pozwalajg na przeprowa-
dzenie podzialu na rézne sposoby w sensie modyfikacji relacji liczba grup — wielko$¢
grup, np. duzo grup o matych rozmiarach lub mato grup o duzej ilosci wierzchot-
kéw. Zadanie wykrycia struktury spotecznosci w sieci sprowadza si¢ do poprawnego
podziatu wierzchotkéw na odpowiednie grupy z wykorzystaniem odpowiedniej funk-
cji pomiaru jakos$ci podziatu. Funkcje te zdefiniowano w pracy (Newman i Girvan,
2004) okreslajagc mianem modutowosci (ang. modularity). Podstawa funkcji jakosci
podziatu jest zalozenie, ze sie¢ utworzona w sposdb losowy poprzez losowe taczenie
kolejnych wierzchotkdéw nie zawiera struktury spotecznos$ci. Losowa sie¢ stanowi
model zerowy (ang. null model), graf o tej samej liczbie wierzchotkéw i krawedzi
co oryginalna sie¢, gdzie wierzchotek i moze zosta¢ potaczony z kazdym dowolnym
wierzchotkiem j z zachowaniem stopnia relacji poszczegolnych wierzchotkow d; oraz
d; na podstawie analizowanej sieci. Prawdopodobienistwo potgczenia wierzchotkow
i oraz j (P;) w sieci tworzonej w sposob losowy z zachowaniem sekwencji stopnia
relacji wynosi (S. Fortunato, 2010)

_ didj

j_2m

P; s ()]
gdzie: d;, d; — stopien relacji wierzchotka i oraz j, m — liczba polaczen w sieci.

W celu weryfikacji czy analizowana sie¢ posiada struktur¢ spotecznosci, model
zerowy stanowi odpowiednie tlo porownawcze.

Przeprowadzany jest podzial sieci sktadajace;j si¢ z m potaczen na s-grup (r=1,2, ..., s)
z liczbg potaczen /. w kazdej z grup. Nastepnie porownywane sg dwie sieci: (1) roz-
patrywana sie¢ oraz (2) sie¢ tworzona w sposob losowy z tym samym ciggiem stopnia
relacji (ang. degree) co sie¢ analizowana (Dorogovtsev, 2010):

0 =3[ - (&)] (10)
r=1|m 2m ’

gdzie: /. — liczba polaczen w grupie r, d, — suma stopni relacji wierzchotkéw w grupie

r, m — liczba polaczen w calej sieci.

Funkcja jakosci podzialu przyjmuje warto$ci mniejsze od jednosci. Wartos¢ Q
bliska jednosci wskazuje, ze w przeprowadzonym podziale danej sieci zostaly utwo-
rzone grupy, w ktoérych wystepuje wigksza liczba polaczen wewnatrz spotecznosci,
niz oczekiwana liczba wewnatrzgrupowych potaczen w sieci utworzonej w sposob
losowy. Wartos¢ oczekiwana potaczen modelu zerowego stanowi $rednig ze wszyst-
kich mozliwych realizacji w sposob losowy potaczen z zachowaniem rozktadu stopnia
relacji sieci rozpatrywanej. Natomiast warto$§¢ O = 0, oznacza, ze w wyniku podziatu
powstaly grupy w wewnatrz ktérych obserwowane potgczenia sa w ilosci nie wigkszej
niz warto$¢ oczekiwana potaczen wewnatrz grup sieci losowej. Zdefiniowana funkcja
jakosci (10) moze przyjmowac¢ w niektorych sytuacjach warto$ci mniejsze od zera
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(np. w sytuacji, gdzie kazdy wezel w sieci stanowi odrgbny modul), co oznacza, ze
spojnos¢ wydzielonych grup jest mniejsza od podziatu jaki moze powstac przy loso-
wym faczeniu wierzchotkow.

M. Newman reprezentuje poglad, ze warto$¢ funkcji jakosci podzialu Q wigk-
sza od 0,3 wskazuje na istotng strukture spotecznosci (Newman, 2004). Natomiast
(Dorogovtsev, 2010) podkresla, ze w obserwowanych rzeczywistych sieciach typowa
warto$ci funkcji jako$ci zawiera si¢ w zakresie 0,3—-0,8, za§ (Newman, Girvan, 2004)
w zakresie 0,3-0,7, i ponadto wartosci Q > 0,7 nalezg do rzadkosci. Uogolniajac
podziat, ktory nie wykazuje dodatniej wartosci funkcji jakosci podziatu Q, oznacza
ze sie¢ nie zawiera struktury spotecznosci.

Zagadnienie wykrycia odpowiedniej struktury spotecznos$ci sieci sprowadza si¢
do problemu optymalizacji podziatu, czyli takiego podziatu gdzie maksymalizowana
jest funkcja jakosci podziatu O — max, okreslona wzorem (10) (Good i inni, 2010),
niezaleznie jak wiele grup utworzono w wyniku podziatu. Wigcej o funkcji jakosci
podziatu, jak rowniez ekwiwalentne jej postacie, mozna znalez¢ w pracach (Newman,
2010; Newman, 2006; Caldarelli, 2013; Reichard, Bornholdt, 2006; Guimera i inni,
2004; Kolaczyk, 2009).

W pracy zastosowano 7 réznych algorytmow podziatu, ktorych podstawe stanowi
maksymalizacja zaprezentowanej funkcji jakosci podziatu 0. Metody te stanowia grupe
algorytmow z klasy tzw. chciwych (ang. greedy), poszukujac najlepszego podziatu,
ktéremu odpowiada najwyzsza warto$¢ funkcji jakosci Q. Zastosowano nastepujace
algorytmy (w nawiasie podano przypis literaturowy gdzie znajduje si¢ szczegdtowy
opisu danego algorytmu):

1) CNM (Clauset i inni, 2004);

2) HE (Wakita, Tsurumi, 2007);

3) HE’ (Wakita, Tsurumi, 2007);

4) NE (Wakita, Tsurumi, 2007);

5) Metoda wektora wlasnego (ang. Eigenvector) (Newman, 2006a; Newman, 2006b);
6) Propagacja etykiet (ang. Label Propagation) (Raghavan i inni, 2007);

7) Algorytm Blondela (Blondel i inni, 2008).

5. OPIS BADANEJ PROBY

Badaniu poddano sie¢ przedsigbiorstw utworzona na podstawie ich powigzan za
posrednictwem rady dyrektorow, w sklad ktorej wchodza czlonkowie rad nadzor-
czych oraz cztonkowie zarzadu. Sposéb utworzenia jednomodalnej sieci przedsig-
biorstw zaprezentowano w punkcie 1. Badaniu poddano tacznie 902 przedsiebiorstwa
notowane na Gietdzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie oraz na rynku New
Connect w grudniu 2014 roku. Zrédto informacji o osobach zasiadajacych w zarzadach
i radach nadzorczych stanowi baza danych Notoria. Macierz dwumodalna powstata
na podstawie zgromadzonych danych z wykorzystaniem odpowiedniego algorytmu
zaimplementowanego w arkuszu Excel. Analiz¢ struktury spoteczno$ci ograniczono
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do najwigkszego komponentu. Komponent stanowi maksymalny zbioér wierzchot-
koéw, gdzie dowolna para wierzchotkow polaczona jest odpowiednia §ciezka. Liczba
przedsigbiorstw znajdujgca si¢ w najwigkszym komponencie wynosi 518 (57,43%).
Pozostate przedsigbiorstwa rozbite sa na mniejsze komponenty, tj. 1 komponent sze-
scioelementowy, 1 komponent pigcioelementowy, 5 komponentow czteroelemento-
wych, 15 komponentéw trzyelementowych, 22 komponenty dwuelementowe i 264
przedsigbiorstwa izolowane, ktore nie posiadaja potaczenia z innymi spotkami (stopien
relacji wynosi zero).

6. WYNIKI BADAN

W tabeli 1 zamieszczono warto$ci funkcji jakosci Q oraz liczbg uzyskanych modu-
tow w wyniku podziatu sieci przedsigbiorstw z zastosowaniem algorytméw wskaza-
nych w punkcie 3. Liczba uzyskanych grup, poza metodg propagacji etykiet, jest dos¢
stabilna i zawiera si¢ w zakresie 17—19.

Tabela 1.
Wartos¢ funkcji jakos$ci podziatu (Q) i liczba spoteczno$ci w wyniku zastosowania 7 algorytmow podziatu
Algorytm Modutowos¢ Q Liczba spotecznosci

CNM 0,765 19
HE 0,763 17
HE’ 0,770 17
NE 0,765 19
Metoda wektora wlasnego (Eigenvector) 0,774 19
Propagacja etykiet (Label Propagation) 0,749 51
Blondela 0,757 18

Zrodto: opracowanie wihasne.

Warto podkresli¢ bardzo wysokie wartosci funkcji jakosci podziatu dla 7 zastoso-
wanych algorytmow (w zakresie 0,749—0,774). Najnizszg warto$¢ funkcji jakosci uzy-
skano przy podziale metoda propagacji etykiet (Q = 0,749) i jednoczesnie biorac pod
uwage utworzenie zdecydowanie wigkszej liczby grup (51) w poréwnaniu z innymi
podziatami, wynik uzyskany tg metodg nalezy zmarginalizowac. Najwigksza wartos¢
funkcji uzyskano przy podziale sieci metodg wektora wtasnego — Q = 0,774 — co
nalezy przyja¢ jako najlepszy podziat analizowanej sieci przedsi¢biorstw. Strukture
19 spolecznosci z wykorzystaniem metody wektora wlasnego sieci przedsigbiorstw
na polskim rynku kapitalowym zamieszczono na rysunku 3.



Struktura spolecznosci sieci powiqzan rad dyrektorow przedsiebiorstw na polskim rynku kapitatowym 191

Rysunek 3. Struktura 19 spolecznosci z wykorzystaniem metody wektora wlasnego sieci przedsigbiorstw
na polskim rynku kapitalowym

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Biorgc pod uwage wartosci funkcji podziatu Q dla wszystkich metod podziatu,
nalezy stwierdzi¢, ze w sieci przedsigbiorstw powigzanych wspdlna dyrekcja wyste-
puje silna struktura spoleczno$ci. W badaniach rzadko spotykane sg podzialy sieci,
gdzie wartos¢ funkcji podzialu przekracza warto$¢ 0,7. Podziat analizowanych 518
usieciowionych przedsigbiorstw na 19 modutéw metoda wektora wiasnego, przy uzy-
skaniu wartos$ci funkcji podzialu Q bliskiej 0,8 wskazuje jednoznacznie na wyraznie
wystepujacg strukture spotecznosci. Uzyskane wyniki badania sg zgodne z wynikami
badania sieci 292 przedsicbiorstw powigzanych wspolng dyrekcja na wloskim rynku
kapitatowym w 2008 roku (Piccardi i inni, 2010), gdzie otrzymano warto$¢ Q = 0,54
identyfikujac 12 grup’.

Podkresli¢ nalezy, ze za pomoca podzialu metoda wektora wtasnego uzyskano 19
roznolicznych grup, gdzie najliczniejsze to grupa 1 1 2 po 63 przedsigbiorstwa, zas
najmniej liczna grupa 19, do ktorej zakwalifikowano 3 spotki. W tabeli 2 zamiesz-
czono liczebnos¢ przedsigbiorstw w poszczegolnych grupach dla podzialu metoda
wektora wiasnego. W tabeli tej zamieszczono takze reprezentantdw poszczegodlnych
modutow pod wzgledem najwigkszej centralnosci jakie spotki te zajmujg w ramach
danej spotecznosci. Centralno$¢ w ramach spolecznosci mierzona jest za pomoca

> Natomiast na podstawie tej samej proby badawczej uzyskano wynik Q = 0,59 dla sieci przedsie-

biorstw powiagzanych strukturg wtascicielska (ang. corporate ownership network).
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miary centralno$ci spotecznos$ci (ang. community centrality), ktéra mierzy stopien
centralno$ci w ramach danej spoleczno$ci, w postaci wektora wlasnego macierzy
modutowosci. Szczegdtowy opis miary centralno$ci spotecznosci znajduje si¢ w pracy
(Newman, 2006b). Spotki reprezentanci poszczegdlnych spotecznosci stanowig tzw.
centra (ang. hubs) w ramach danej grupy. Stanowig one najbardziej usieciowione
przedsigbiorstwa w swoich grupach.

Tabela 2.

Liczba przedsigbiorstw dla struktury spolecznos$ci metoda wektora wlasnego oraz reprezentanci
poszczegolnych grup o najwyzszej wartosci miary centralnosci spotecznosci

Nt modutu Lif:zba Proporcja Skumulonana Sl?élka Centralnoléé.
przedsigbiorstw proporcja (Ticker) spotecznosci
1 63 0,122 0,122 MCI 1,505
2 63 0,122 0,243 GTC 1,532
3 44 0,085 0,328 PCG 1,770
4 41 0,079 0,407 PTW 1,283
5 40 0,077 0,485 EBC 1,305
6 34 0,066 0,550 LWB 1,373
7 33 0,064 0,614 VST 1,541
8 31 0,06 0,674 BCM 1,546
9 30 0,058 0,732 PRT 1,607
10 25 0,048 0,780 FRO 1,065
11 25 0,048 0,828 CTG 1,175
12 21 0,041 0,869 QMK 1,656
13 16 0,031 0,900 IDA 1,394
14 13 0,025 0,925 DRE 1,354
15 12 0,023 0,948 PGD 1,160
16 10 0,019 0,967 GEM 0,976
17 8 0,015 0,983 GNB 1,015
18 6 0,012 0,994 SGN 0,949
19 3 0,006 1 INW 0,788

Zrodto: opracowanie wilasne.

Analizie zostanie poddana liczba potagczen wewnatrz- i zewnatrzgrupowych na
poziomie zagregowanym dla wyodrebnionych 19 spotecznosci metoda wektora wia-
snego (tabela 3).
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Tabela 3.

Liczba potaczen wewnatrz- i zewnatrzgrupowych dla wyspecyfikowanych 19 spotecznos$ci

metoda wektora wlasnego

Liczba potaczen Liczba polaczen
Spolecznosé wewnqtrzgrupowych zewnatrzgrupowych Z din(v) — Z dout(y)
v > dpe) = =
iev iev
1 178 78 100
2 180 94 86
3 192 78 114
4 120 46 74
5 306 26 280
6 92 50 42
7 170 68 102
8 154 30 124
9 140 58 82
10 62 6 56
11 74 26 48
12 102 56 46
13 68 44 24
14 56 6 50
15 42 16 26
16 38 2 36
17 26 8 18
18 10 10 0
19 6 2 4

Zrodto: opracowanie wilasne.

Jedynie spotecznos¢ nr 18 posiada ta samg liczbe potaczen pomiedzy wierz-
chotkami w tej grupie co taczna liczba potaczen wychodzacych do wierzchotkow
znajdujacych si¢ w 5 innych spolecznosciach. W pozostatych grupach obserwujemy
dodatnie réznice pomiedzy ilo$cig polaczen wewnatrz danej spotecznosci a liczba
relacji zewnatrzgrupowych — od 4 dla spotecznosci nr 19 do 280 dla spotecznosci
nr 5. Graficzng prezentacj¢ potaczen wewnatrz- i zewnatrzgrupowych przedstawiono
na rysunku 4, gdzie wielko$¢ wierzchotka danej spotecznosci jest proporcjonalna do
powyzszej roznicy.
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Rysunek 4. Graficzna prezentacja polaczen wewngtrznych i zewnetrznych 19 spotecznosci

Zrodlo: opracowanie wiasne.

7. PODSUMOWANIE

Sposrod 902 usieciowionych przedsiebiorstw wspolng dyrekcja (ang. interlocking
directorate), ponad 57% spotek wchodzi w sktad wielkiego komponentu. Komponent
ten, sktadajacy si¢ z 518 przedsigbiorstw, wykazuje silng strukture spotecznosci, gdzie
najwigksza warto$¢ funkcji podziatu Q = 0,774 uzyskano metoda wektora wtasnego,
otrzymujac w efekcie strukture sktadajaca si¢ z 19 spotecznosci. Wysoka wartosci
funkcji podziatu Q oznacza, ze w strukturze 19 spotecznosci wystepuje zdecydowa-
nie wigksza liczba polaczen wewnatrz wyodrgbnionych grup niz oczekiwana warto$¢
relacji wewnatrzgrupowych w sytuacji losowego uformowania sieci 518 przedsie-
biorstw nalezacych do wielkiego komponentu. Tym samym pozytywnie zweryfiko-
wano postawione w pracy przypuszczenie o wystepowaniu silnej struktury spotecz-
nosci w sieci powigzan wspolng dyrekcja przedsiebiorstw notowanych na polskim
rynku kapitalowym.

Wykrycie silnej struktury spoleczno$ci sieci przedsigbiorstw na polskim rynku
kapitalowym moze by¢ pomocne w identyfikacji roznic w okreslonych jej obszarach.
Szczegodlnie dotyczy to kwestii zwigzanej z przeptywem informacji o przedsiebior-
stwach w sieci. Wystepujacy przeptyw informacji w ramach danej spotecznos$ci moze
dotyczy¢ w szerszym zakresie przedsiebiorstw z tej grupy, co w konsekwencji prowa-
dzi do redundancji informacji, oraz w mniejszym zakresie odnosnie spolek spoza tejze
spotecznosci. Istotnym zagadnienie stanowi¢ moze identyfikacja w poszczegdlnych
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grupach przedsigbiorstw tacznikow (ang. bridges), ktorzy posiadaja relacje ze spotkami
spoza swojej spotecznosci i w ten sposob kontrolujagc do pewnego stopnia przeptyw
informacji wychodzacych i naplywajacych do reprezentowanej grupy. Kontrola prze-
ptywu informacji pomiedzy spolecznosciami a w konsekwencji pomigdzy poszczego6l-
nymi spotkami moze by¢ kluczowym elementem uzyskania przewagi. W tym miejscu
warto podkresli¢, ze spotki centra w ramach danej spotecznosci stanowigce najbardziej
usieciowione przedsiebiorstwa w swoich grupach (identyfikowane na podstawie cen-
tralno$ci spotecznos$ci — por. tabela 2) niekoniecznie muszg by¢ w uprzywilejowane;j
pozycji w zakresie kontroli przeplywu informacji w catej sieci. Ponadto utrzymywanie
duzej ilosci relacji w ramach danej spotecznosci powoduje otrzymywanie redundant-
nych informacji.

Nalezy wskazaé, ze nie zaobserwowano istotnych statystycznie rdéznic pomig¢dzy
wyszczegolnionymi grupami w $rednich warto$ciach stopnia relacji. Jednoczynnikowa
analiza wariancji (ANOVA), nie prezentowana w pracy, chociaz nie pozwala na odrzu-
cenie hipotezy zerowej o rownosciach wartosci srednich stopnia relacji pomigdzy
poszczegbdlnymi spotecznosciami, wzgledem hipotezy alternatywnej mowiacej, ze co
najmniej 2 grupy przedsigbiorstw rdéznig si¢ wzgledem $redniej wartosci stopnia relacji
(F(18; 499) = 6,347, p = 0,01). Jednakze poszerzona analiza w zakresie poréwnan
wielokrotnych z wykorzystaniem testu Scheffego (test typu post-hoc), wykazata, ze ze
wszystkich 171 mozliwych kombinacji 19 grup (n*(n — 1)/2 = 171), jedynie w szeSciu
przypadkach wystepuje istotna statystycznie réznica w warto$ciach $rednich stopnia
relacji (w kazdym przypadku powtarza si¢ spotecznos$¢ nr 5, i jako jedyna wyrdznia
si¢ pod tym wzgledem). Zatem stopien relacji nie stanowi czynnika wyrdzniajacego
strukture spotecznosci. Poszukiwanie czynnikow odpowiadajacych za formowanie
silnej struktury spolecznosci sieci powigzan przedsiebiorstw na polskim rynku kapi-
tatowym moze stanowi¢ przedmiot dalszych badan.
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STRUKTURA SPOLECZNOSCI SIECI POWIAZAN RAD DYREKTOROW PRZEDSIEBIORSTW
NA POLSKIM RYNKU KAPITALOWYM

Streszczenie

W artykule podjeto problematyke struktury spotecznosci sieci przedsigbiorstw powiagzanych wspolna
dyrekcjg. Badaniem obj¢to 518 przedsigbiorstw w ramach najwickszego komponentu sposrod tacznie 902
przedsigbiorstw notowanych na gléwnym rynku Gietdy Papierow Wartosciowych w Warszawie oraz na
rynku NewConnect pod koniec 2014 r. Oceny sily struktury spotecznosci dokonano za pomoca funkcji
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jakosci podziatu Q, obliczong dla siedmiu podzialéw przedsigbiorstw stosujac odpowiednio odmienne
algorytmy. Przeprowadzona analiza pozwolita stwierdzi¢ wystgpowanie silnej struktury spotecznosci
w sieci powigzan przedsigbiorstw na polskim rynku kapitalowym.

Stowa kluczowe: struktura spotecznosci, funkcja jakosci podziatu, wspdlna dyrekcja, sie¢

COMMUNITY STRUCTURE IN THE BOARDS NETWORK OF ENTERPRISES
ON POLISH CAPITAL MARKET

Abstract

The article looks at the community structure in the network of interlocking directorates. The study
covered 518 enterprises within the largest component of the total of 902 companies listed on the main
market at the Warsaw Stock Exchange and on the NewConnect at the end of 2014. The strength of
the community structure was assessed using the distribution function for quality (modularity), calcu-
lated for seven divisions of enterprises with different algorithms, respectively. The analysis led to the
conclusion that the community structure existing in the board network between enterprises on Polish
capital market is strong.

Keywords: community structure, modularity, interlocking directorate, network
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ANALIZA MOZLIWOSCI ZASTOSOWANIA HIERARCHICZNYCH
ESTYMATOROW WIARYGODNOSCI WYZSZEGO RZEDU
W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYINYCH

1. WSTEP

Niniejsza praca pos§wiecona jest mozliwosci wykorzystania estymatoréw hierar-
chicznych do szacowania poziomu ryzyka w ubezpieczeniach komunikacyjnych mierzo-
nego, jako indywidualna czgstos¢ szkodd. Do oceny czestosci szkdd estymatory hierar-
chiczne wykorzystuja informacje z ré6znego poziomu zagregowania danych, od danych
ogolnych dotyczacych catej obserwowanej populacji ubezpieczonych poprzez dane
bardziej szczegdtowe dotyczace poszczegolnych grup, ktdre wyrdznia si¢ z populacji
do indywidualnych dotyczacych jednostki z okreslonej grupy. Informacjom z kazdego
poziomu przypisuje si¢ odpowiednie wiarygodnosci, czyli wagi, z jakimi wchodza one
do estymatora. W pracy rozpatrywane sa estymatory pierwszego i drugiego rzedu?, co
odpowiada wnioskowaniu o indywidualnym poziomie ryzyka jednostki odpowiednio
na podstawie danych dla calej populacji i jednostki, oraz danych dla catej popula-
cji, podgrupy i jednostki. W przypadku ubezpieczen komunikacyjnych wprowadzenie
estymatora hierarchicznego drugiego rze¢du jest szczegdlnie ciekawe, gdyz wigze sig
z czeSciowym odejsciem od wnioskowania a priori na rzecz wnioskowania a posteriori.

Celem pracy jest zbadanie mozliwos$ci zastosowania estymatoréw hierarchicz-
nych wyzszego rzedu do oceny czgstosci szkod w ubezpieczeniach komunikacyjnych.
W literaturze przedmiotu brak jest informacji o mozliwo$ci wykorzystania estymato-
row hierarchicznych rzedu wyzszego niz jeden w ubezpieczeniach komunikacyjnych,
a niniejsza praca ma stanowic probe wypelnienia tej luki. Praca ma by¢ przyczynkiem
do odpowiedzi na pytanie, czy wykorzystanie estymatoréw hierarchicznych drugiego
rzedu do oceny indywidualnej czestosci szkod ubezpieczonego w ubezpieczeniach
komunikacyjnych prowadzi do polepszenia tej oceny.

W rozdziale pierwszym, po krotce przedstawiona zostata idea metody wiarygod-
nosci, a w rozdziale drugim liniowy estymator metody wiarygodnos$ci. Rozdziat trzeci

' Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie, Instytut Ekonometrii, Zaktad Metod Probabilistycznych,

ul. Madalinskiego 6/8, 02-513 Warszawa, Polska, e-mail: mtopol@sgh.waw.pl.
2 Wedlug nazewnictwa stosowanego przez Jewell (1975).
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poswigcony jest omowieniu modelu ryzyka i teoretycznego rozktadu liczby szkod,
a rozdzial czwarty wprowadza hierarchiczny estymator szkodowosci drugiego rz¢du
dla systemu oceny ryzyka opartego o historig¢ liczby szkod. Ostatecznie w rozdziale
piatym znajduje si¢ empiryczna cz¢$¢ badania oraz wnioski.

2. METODA WIARYGODNOSCI

W ubezpieczeniach komunikacyjnych powszechnie stosuje si¢ systemy roznicujace
wysokos¢ sktadki zaleznie od liczby spowodowanych przez ubezpieczonego szkdd.
Szacowanie sktadek a’posteriori polega na wykorzystaniu informacji niedost¢pne;j
W momencie wstgpnej oceny ryzyka podczas zawierania kontraktu ubezpieczenio-
wego, a ujawniajacej si¢ podczas przebiegu kontraktu. W przypadku ubezpieczen
komunikacyjnych ta nowa informacja jest indywidualny przebieg ubezpieczenia, czyli
liczba szkod zgloszonych przez ubezpieczonego w czasie trwania kontraktu ubez-
pieczeniowego, zwana indywidualng szkodowoscig. Poniewaz zmiana poczatkowo
obliczonej skladki zalezy w tym przypadku tylko od liczby szkdd a nie od ich wyso-
ko$ci, w analizie systemow oceny ubezpieczonego a posteriori, czgsto$¢ zglaszania
szkod utozsamia si¢ zwykle ze szkodowoscia (Lemaire, 1985). Jest to rownoznaczne
z przyjgciem zalozenia, ze Srednia wysokos$¢ pojedynczej szkody jest rowna jednej
jednostce pienigznej. Jednoczesnie podczas szacowania poziomu ryzyka, jakie stanowi
dany ubezpieczony pozadane jest wykorzystanie wszystkich dostgpnych informacji,
czyli danych indywidualnych i zbiorowych. Jest to zgodne z zatozeniem, ze cho¢
ubezpieczeni wykazujg zr6znicowanie objawiajace si¢ w liczbie zgloszonych szkod to,
poniewaz stanowia zbiorowos¢ tworzacg portfel ubezpieczonych sa w pewien sposob
do siebie podobni. Estymatorem wykorzystujacym te dwa rodzaje informacji, czyli
informacj¢ indywidualng i zbiorowa, jest estymator metody wiarygodnosci, w litera-
turze angielskojezycznej okreslanej jako credibility (Jewell, 1974; Norberg, 1979).
W literaturze polskojezycznej stosowana jest rowniez nazwa ,,metoda wiarogodno-
$ci” (Jasiulewicz, 2005). Poziom ryzyka ubezpieczonego jest tu oceniany jako $red-
nia wazona z informacji indywidualnej i zbiorowej, a waga przypisywana informacji
indywidualnej jest zwana wiarygodnoscig. Warto zauwazy¢, ze taki estymator jest
jednoczesnie estymatorem bayesowskim (Zehnwirth, 1977).

W przypadku ubezpieczen komunikacyjnych informacj¢ indywidualng stanowi
indywidualna szkodowos¢, a informacj¢ zbiorowa szkodowos¢ portfela ubezpieczo-
nych. Indywidualna szkodowos¢ ubezpieczonego, ktory w roku j zglasza k; szkod
wynosi po n latach

_ k 1
kn:*:*st’ (1)

gdzie k jest taczng liczba szkod zgloszong w ciggu n lat. Wowczas poziom ryzyka K ,
ubezpieczonego, ktory w ciggu n lat zglosit k szkod, pochodzacego z portfela, w kto-
rym $rednia szkodowos¢ wynosi k jest okreslony jako



Analiza mozliwosci zastosowania hierarchicznych estymatorow wiarygodnosci wyzszego rzedu... 201

k= 7k, +(1-2)k. 2)

k jest tu estymatorem wiarygodnosci (patrz na przyklad: Jewell, 1974; Szymanska,
2014). Zaleznie od wagi z, jaka przypisuje si¢ danym indywidualnym k ,, rozrdznia si¢
czgsciowa wiarygodnos¢ gdy z < 1 lub pelna wiarygodno$¢ gdy z = 1. Wykorzystanie
jedynie danych indywidualnych, czyli pelna wiarygodno$¢ wymaga, aby liczba obser-
wacji n byla stosunkowo duza. Przy najczesciej spotykanym poziomie szkodowosci
A < 1 warto$¢ n powinna wynosi¢ kilkaset (Norberg, 1979). Zwazywszy, ze n jest
liczbg lat, ktore ubezpieczony spedzil w portfelu, osiggnigcie tak wysokiej warto$ci
przez n jest niemozliwe. W przypadku stosowania tego typu estymatora nalezy wigc
przypisywac danym indywidualnym czgsciowg wiarygodnosc. Istnieje zatem potrzeba
wyznaczenia odpowiednich wag dla danych indywidualnych i zbiorowych.

Powodem wnioskowania o jednostce takze na podstawie cech szerszej grupy jest
to, ze w poczatkowej fazie obserwacji jednostki, liczba obserwacji jest zbyt mata, aby
mozna bylo w zadowalajacy sposdéb wnioskowac na podstawie tylko tych obserwacji
o jej czestosci szkod. Indywidualna informacja jest wykorzystywana, ale obok infor-
macji dotyczacej zbiorowosci, z ktorej pochodzi jednostka.

3. LINIOWY ESTYMATOR WIARYGODNOSCI

Wygodnym sposobem wyznaczania indywidualnego poziomu ryzyka jest przed-
stawienie szkodowosci, jako liniowej funkcji liczby zgloszonych szkod. Korzysta si¢
tu z danych indywidualnych (przebieg szkodowosci), ktorym przypisuje si¢ okre-
slong wagg b. Wowczas liniowy estymator indywidualnego poziomu ryzyka ma postac
(Norberg, 1979)

k =bk, +a. A3)

W tym przypadku nalezy tak dobra¢ parametry a i b, aby oczekiwany btad kwadratowy
oceny byt jak najmniejszy, czyli

E(K—bEn —a)2 - mibn, “)
a,

gdzie K jest zmienng losowa okreslajaca liczbe szkod zgloszonych przez ubezpieczo-
nego. Przyjmuje si¢, ze zmienna losowa K ma rozklad Poissona z parametrem A, beda-
cym jednoczesnie $rednig szkodowoscig portfela. Biorac pod uwagg, ze dla zmienne;j
losowej X 1 statej ¢ zachodzi

E(X -c¢)* = VarX +[E(X —¢)]?,

wyrazenie (4) jest rownowazne wyrazeniu
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Var(K —bk,, )+ [E(K — bk, )-a]" > min. 5)
Drugi czynnik (5) przyjmuje minimalng wartos¢ dla |
a=E(K bk, ),
co po wykorzystaniu zaleznosci

EK =4

oraz jako, ze ubezpieczeni pochodza z tego samego portfela, ktory charakteryzuje
parametr A

E(bk,)=DbEk, =bA,
prowadzi do wyznaczenia a jako
a=(1-b)Ar. (6)
Po podstawieniu zamiast parametru | jego oszacowania k otrzymuje sie
a=(1-b)k. (7
Minimalizacja pierwszego sktadnika wyrazenia (5) wymaga zastosowania zaleznosci
Var(X) = VarE(X | Y)+ EVanX|Y),
co daje
Var(K - bk, ) = VarE(K — bk, | LX)+ EVar(K — bk, | L)
= Var[(1-b)A]+ EVar(bk, | 1)
=(1-b)’Vard + b°EVar(k, | 1)
=(1-b)*VarA +b’ 1 EVar(k|))

n

=(1-b)*Vard + b’ lEk - mti)n.
n

Powyzsza forma kwadratowa przyjmuje najmniejsza wartos¢ dla

n-Vark

= 8
n-Vark +EA ®)
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co po podstawieniu

EL

= 9
x Varh ©)
daje
b=—1_ (10)
H+X
az[l— 1 sz LK. (11)
H+X H+X

Ostatecznie oszacowanie ryzyka a’posteriori za pomoca estymatora wiarygodnos$ci
(Zehnwirth, 1979) wynosi

k=—" k, +% k (12)
n+y n+y
lub
k=" kn+[1— n jk. (13)
n+y n+y

Taki estymator bedziemy nazywac¢ estymatorem hierarchicznym pierwszego rzgdu
(Jewell, 1975). Jednoczesnie przyjmujac z = b, czyli

z=— 14
n+y (14)
oraz oczywiscie
l-z=1-—2% =% (15)
n+y n+y

Estymator (12), wzglednie (13) jest rozwigzaniem problemu niepelnej wiarygodnosci.
Oczywi$cie, poniewaz

K, =X
n
oszacowanie to jest estymatorem, w ktorym poziom ryzyka zalezny jest od historii
szkodowosci ubezpieczonego (k wypadkow przez n lat) i sredniego poziomu ryzyka
w portfelu k. Jednocze$nie wagi z zalezne sa od czasu n i odwrotnosci stopnia zroz-
nicowania szkodowosci w portfelu y. Latwo mozna zauwazy¢, ze w miar¢ wzrostu
n ro$nie rOwniez waga z, co oznacza, ze wicksza wage przypisuje si¢ informacji
indywidualnej. Zatem w miarg uplywu czasu o ryzyku jakie stanowi pojedynczy ubez-
pieczony wnioskuje si¢ uwzgledniajagc w coraz wigkszym stopniu jego indywidualng
szkodowos¢ (histori¢ szkodowos$ci). Parametr y mozna traktowacé jako odwrotnos¢



204 Marcin Topolewski

wskaznika zréznicowania ryzyka w portfelu, czyli czym mniejsza warto$¢ y, tym
wigksze roznice w ryzyku jakie stanowig poszczeg6lni ubezpieczeni. Poniewaz wraz
ze zmniejszaniem si¢ parametru y ro$nie waga z, nalezy wnioskowac, ze czym wigk-
sze zroznicowanie portfela, tym bardziej wiarygodna staje si¢ ocena na podstawie
danych indywidualnych. Jest to zreszta zgodne z przeswiadczeniem, ze czym bardziej
zréznicowana grupa tym mniej mozna powiedzie¢ o jednostce nalezacej do tej grupy
jedynie na podstawie opisu grupy.

Proste przeksztalcenie estymatora wiarygodnosci (2) pozwala na ciekawa inter-
pretacje oszacowanej szkodowosci. Zapisujac (2) jako

+k —zk, (16)

a nastgpnie grupujac odpowiednio Srednie szkodowosci portfela k i indywidualne
k, otrzymuje si¢

k=k-z(k-k,). (17)

Oznacza to, ze oszacowanie ryzyka danego ubezpieczonego zalezy do rdéznicy migedzy
szkodowoscig portfela k, a jego indywidualng szkodowoscia k . Jezeli indywidualna
szkodowos¢ jest nizsza od szkodowosci portfela (k -k, > 0), oszacowanie poziomu
ryzyka danego ubezpieczonego k zostaje zmniejszone o z-tg cze$¢ tej roznicy w sto-
sunku do poziomu ryzyka catego portfela k. W przeciwnym przypadku, to znaczy,
gdy szkodowos¢ indywidualna jest wigksza od szkodowosci portfela (E—l?n <0),
oszacowanie ryzyka danego ubezpieczonego wzrasta o z-tg czes$¢ tej roznicy.

4. ROZKELADY LICZBY SZKOD

Zastosowanie przedstawionego w poprzednim punkcie liniowego estymatora wia-
rygodnoséci wymaga znajomosci pewnych parametrow portfela. Srednia szkodowo$é
portfela i srednia indywidualna szkodowos¢ ubezpieczonego jest zwykle tatwa do osza-
cowania. Nieco wiecej problemow sprawia parametr Yy mowiacy o stopniu zréoznicowa-
nia ryzyka w portfelu. Parametr ten moze by¢ oszacowany na podstawie analizy danych
empirycznych. Nalezy wowczas oszacowac $redni poziom indywidualnych warian-
cji ubezpieczonych oraz wariancj¢ indywidualnych szkodowos$ci. Poniewaz jednak
wigkszo$¢ metod analizy opiera si¢ na rozktadach teoretycznych i w tym przypadku
wykorzystanie takiego modelu wydaje si¢ by¢ w petni uzasadnione. W przypadku
ubezpieczen komunikacyjnych przyjmuje si¢ zwykle, ze zmienna losowa K okresla-
jaca liczbe zgloszonych szkod dana jest mieszanym rozkladem Poissona, z parame-
trem A, gdzie rozktadem mieszajacym jest rozktad Gamma lub rozktad gaussowski
odwrotny (Willmot, 1987). Otrzymuje si¢ wowczas, dla parametru A okreslonego
rozkladem Gamma, zmienng K okres§long rozktadem ujemnym dwumianowym — NB
(ang. Negative Binomial) z parametrami o, B gdzie
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Ex:%, (18)
VarX:[;, (19)
oraz
EKz%, (20)
Vark = %4 % 1)
ar B+B2

A dla parametru A okreslonego rozktadem odwrotnym gaussowskim, zmienng K
okreslong rozktadem PIG (ang. Poisson Inverse Gaussian) z parametrami y, 0 gdzie

EL =y, (22)
VarA = pé, (23)
oraz
EK = p, (24)
VarK = p + po = (1 + 0). (25)

Biorac powyzsze pod uwage szczegdlnie interesujace jest wyznaczenie parame-
tru y dla portfeli, w ktérych liczba szkod modelowana jest rozktadami NB i PIG.
Wykorzystujac zalezno$¢ (9) oraz wyrazenia (20), (24) dla EK i wyrazenia (21), (25)
dla VarK, otrzymuje si¢ dla rozktadu NB

o /o
B/ p*
oraz dla rozktadu PIG
poo1
=—=— 27
x 00 (27)

Zatem po uwzglednieniu zalezno$ci (12) i (26) liniowy estymator wiarygodnosci dla
portfela modelowanego rozktadem NB ma postac

L N (28)
n+f n+f
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lub z zaleznosci (17) i (26)

o
k:k—n+B(k—kn). (29)

Analogiczny estymator w przypadku wykorzystania rozktadu PIG i zaleznosci (12)
i (27), dany jest jako

~ On - 1 -
k= k, + k 30
1+6n " 1+6n 30
ewentualnie dla (17) i (27) ma on posta¢
K=k (kK ). 31)

_l+9n

5. HIERARCHICZNY ESTYMATOR SZKODOWOSCI

Problem wnioskowania o poziomie ryzyka pojedynczego ubezpieczonego na
podstawie danych indywidualnych i zbiorowych mozna rozszerzy¢ na wigcej zro-
detl informacji. W punkcie 2. przedstawiono estymator wykorzystujacy informacje
z dwoch zrédet — dane indywidualne i dane populacji ubezpieczonych (szkodowosé
indywidualna i szkodowos¢ portfela). W przypadku, gdy w badanej populacji mozna
wydzieli¢ okreslone grupy, zrodtem informacji dotyczacych jednostki mogg by¢ dane
indywidualne, dane charakteryzujace okre$long grupe i dane charakteryzujace cala
populacje. Mozna wowczas wykorzysta¢ estymatory hierarchiczne (patrz np. Taylor,
1979), ktére wykorzystujg informacje ze wszystkich dostgpnych poziomow, przypi-
sujac im odpowiednie wagi. Ma to szczeg6lne uzasadnienie, gdy w okreslonej grupie
zachodzg zmiany wptywajace na tg wlasnie grupe, a nie wptywajace na inne grupy.

W przypadku ubezpieczen komunikacyjnych, propozycj¢ takiego estymatora
hierarchicznego drugiego rzedu przedstawit Zehnwirth (1979). Obok indywidualne;j
szkodowosci ubezpieczonego i szkodowosci portfela zaproponowat on wprowadzenie
dodatkowego zrddia informacji, jakim jest $rednia szkodowos¢ grupy, czy tez klasy
ubezpieczonych, charakteryzujacych si¢ pewnymi obserwowalnymi cechami, a sta-
nowiacych podgrupe badanego portfela. Oczywiscie, jezeli cechy charakteryzujace
ta grupe sa obserwowalne, informacj¢ z nich ptynagcag mozna wykorzystaé w postaci
oceny a priori. Jednakze w przypadku wykorzystania jej a ‘posteriori ocena ryzyka
ubezpieczonego pochodzacego z tej grupy dynamicznie reaguje na zmiany poziomu
ryzyka w calej grupie. Co wigcej, poniewaz zmiana poziomu ryzyka w tej grupie
wplywa na ryzyko catego portfela, zostanie ona uwzgledniona przy ocenie ryzyka
ubezpieczonych w innych grupach, jako informacja ptynaca ze szkodowosci portfela.
OczywisScie z odpowiednig waga. Zehnwirth (1979) zaproponowal wykorzystanie sred-
niej szkodowosci dla okreslonej grupy ubezpieczonych oszacowanej przedstawionym
w punkcie 2. estymatorem wiarygodno$ci na podstawie danych grupowych i danych
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dla catego portfela. Pozostajac przy notacji zaproponowanej w niniejszej pracy ta
oszacowang grupowa szkodowos¢ mozna zapisa¢ jako

k" =uk+(1-uv)k, (32)

gdzie k jest oczekiwang liczbg szkdd przypadajacych na ubezpieczonego w danej
grupie obliczong na podstawie informacji dotyczacych tylko tej grupy.
u=—_ (33)
ptx
jest odpowiednia waga, gdzie p jest liczebnoscia grupy a X wskaznikiem zréznico-
wania ryzyka w grupie otrzymanym jako iloraz oczekiwanego (§redniego) zr6znico-
wania (wariancji) szkodowos$ci w poszczegolnych grupach (czyli $redniej wariancji
mig¢dzygrupowej) i zroznicowania (wariancji) oczekiwanych ($rednich) szkodowosci
w grupach (czyli wariancji $rednich grupowych).
Miara k~ niesie ze sobg informacje dotyczace zaréwno grupy jak i portfela

Kolejnym krokiem jest zbudowanie estymatora wykorzystujacego miarg kK’ (a wiec
informacj¢ grupowg i dla catego portfela) i informacje¢ indywidualng. Jak podaje
Zehnwirth (1979) odpowiedni hierarchiczny estymator indywidualnego poziomu
ryzyka ma postaé

E: = vk, +(1-v)k", (34)
gdzie
v=—=>=_. (35)
k
n+——

Natomiast s~ jest oszacowanym za pomoca estymatora wiarygodno$ci wskaznikiem
zrdéznicowania

s =uVarid+(1—-u)Vark, (36)

a Vark $rednim poziomem wariancji szkodowosci wsrod wszystkich grup.
Ostatecznie podstawienie (32) do (34) daje

Ko =vk, +(1-v)uk+(1-v)1-u)k, (37)

co jest wyrazeniem na hierarchiczny estymator drugiego rzedu indywidualnej szko-
dowosci a posteriori.
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6. ZASTOSOWANIE I WNIOSKI

Przedstawione powyzej estymatory pierwszego i drugiego rzedu zastosowano
do obliczenia $redniego poziomu ryzyka ubezpieczonych z portfela sktadajacego si¢
z czterech wydzielonych grup:

A — kierowcy limuzyn w wieku powyzej 25 lat,

B — kierowcy samochodow sportowych w wieku powyzej 25 lat,
C - kierowcy limuzyn w wieku ponizej 25 lat,

D - kierowcy samochodow sportowych w wieku ponizej 25 lat.

Dane pochodzace z Hossack (1983) przedstawione zostaty w tabeli 1. Jak wida¢
poszczegolne grupy wyraznie roznig si¢ od siebie, wystepuja tu grupy o poziomie
ryzyka wyzszym i nizszym niz $redni w portfelu.

Tabela 1.
Empiryczne liczebnosci szkod dla portfela i poszczegdlnych grup

Liczba szkod PORTFEL A B C D

0 10226 5019 1068 2907 1232

1 1846 738 182 592 334

2 208 65 27 66 50

3 19 4 4 5 6

4 0 0 0 0 0
Liczebnos¢ 12299 5826 1281 3570 1622
Szkodowos¢ 0,1886 0,151 0,1936 0,207 0,2787

Zrodio: na podstawie Hossack (1983).

W celu otrzymania rozkladow teoretycznych dla danych z tabeli 1 metoda naj-
wiekszej wiarygodno$ci oszacowano odpowiednie parametry rozktadow ujemnych
dwumianowych dla portfela i poszczegolnych grup. Ze wzgleddéw praktycznych ograni-
czono si¢ tylko do rozktadéw ujemnych dwumianowych pomijajac rozktad gaussowski
odwrotny. Wyniki przedstawia tabela 2. Parametry rozktadow ujemnych dwumiano-
wych §wiadcza o tym, ze roOwniez zrdznicowanie ryzyka wewnatrz grup jest rozne,
cho¢ wszystkie mozna uzna¢ za typowe dla portfela ubezpieczen komunikacyjnych.

Dla tak otrzymanych rozktadow teoretycznych oszacowano szkodowosci a ‘poste-
riori dla liczby lat n od 1 do 15 i liczby zgloszonych szkdéd k od 0 do 6, wykorzystu-
jac estymator hierarchiczny pierwszego rzedu (tabele 3—7) i estymator hierarchiczny
drugiego rzedu (tabele 8-11).
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Tabela 2.
Oszacowania parametréw rozktadu ujemnego dwumianowego dla portfela
i poszczegolnych grup ubezpieczen
Parametr PORTFEL A B C D
a 4,5846 6,1540 1,5184 16,4683 12,1147
B 24,3149 40,7423 7,8428 79,5560 43,4734
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela 3.
Oszacowania czestosci wystepowania szkod za pomocg estymatora pierwszego rzedu w grupie
PORTFEL
Wagi | Liczba lat Liczba szkod k

z n 0 1 2 3 4 5 6
0,03950 1 0,18110 | 0,22061 0,26011 0,29961 0,33911 0,37861 0,41812
0,07600 2 0,17422 | 0,21222 | 0,25022 | 0,28822 | 0,32623 | 0,36423 | 0,40223
0,10983 3 0,16784 | 0,20445 | 0,24106 | 0,27767 | 0,31428 | 0,35089 | 0,38750
0,14127 4 0,16191 0,19723 | 0,23255 | 0,26787 | 0,30318 | 0,33850 | 0,37382
0,17056 5 0,15639 | 0,19050 | 0,22462 | 0,25873 | 0,29284 | 0,32695 | 0,36107
0,19792 6 0,15123 | 0,18422 | 0,21721 0,25019 | 0,28318 | 0,31617 | 0,34916
0,22354 7 0,14640 | 0,17834 | 0,21027 | 0,24220 | 0,27414 | 0,30607 | 0,33801
0,24756 8 0,14187 | 0,17282 | 0,20376 | 0,23471 | 0,26565 | 0,29660 | 0,32755
0,27015 9 0,13761 0,16763 | 0,19765 | 0,22766 | 025768 | 0,28770 | 0,31771
0,29142 10 0,13360 | 0,16275 | 0,19189 | 0,22103 | 0,25017 | 0,27931 0,30845
0,31148 11 0,12982 | 0,15814 | 0,18645 | 0,21477 | 0,24309 | 0,27140 | 0,29972
0,33044 12 0,12625 | 0,15378 | 0,18132 | 0,20886 | 0,23639 | 0,26393 | 0,29147
0,34839 13 0,12286 | 0,14966 | 0,17646 | 0,20326 | 0,23006 | 0,25686 | 0,28366
0,36539 14 0,11966 | 0,14576 | 0,17185 | 0,19795 | 0,22405 | 0,25015 | 0,27625
0,38153 15 0,11661 0,14205 | 0,16748 | 0,19292 | 0,21835 | 0,24379 | 0,26923

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 4.
Oszacowania czesto$ci wystgpowania szkod za pomocg estymatora pierwszego rzgdu w grupie A
Wagi Liczba lat Liczba szkod k
z n 0 1 2 3 4 5 6
0,02396 1 0,14743 | 0,17138 | 0,19534 | 0,21930 | 0,24325 | 0,26721 0,29117
0,04679 2 0,14398 | 0,16738 | 0,19077 | 0,21417 | 0,23756 | 0,26096 | 0,28436
0,06858 3 0,14069 | 0,16355 | 0,18641 0,20927 | 0,23213 | 0,25499 | 0,27785
0,08940 4 0,13754 | 0,15989 | 0,18224 | 0,20459 | 0,22694 | 0,24929 | 0,27164
0,10931 5 0,13454 | 0,15640 | 0,17826 | 0,20012 | 0,22198 | 0,24384 | 0,26571
0,12836 6 0,13166 | 0,15305 | 0,17445 | 0,19584 | 0,21723 | 0,23863 0,26002
0,14662 7 0,12890 | 0,14985 | 0,17079 | 0,19174 | 0,21268 | 0,23363 0,25458
0,16413 8 0,12626 | 0,14677 | 0,16729 | 0,18780 | 0,20832 | 0,22884 | 0,24935
0,18093 9 0,12372 | 0,14382 | 0,16392 | 0,18403 | 0,20413 | 0,22424 | 0,24434
0,19707 10 0,12128 | 0,14099 | 0,16069 | 0,18040 | 0,20011 0,21982 | 0,23952
0,21259 11 0,11894 | 0,13826 | 0,15759 | 0,17692 | 0,19624 | 0,21557 | 0,23489
0,22752 12 0,11668 | 0,13564 | 0,15460 | 0,17356 | 0,19252 | 0,21148 | 0,23044
0,24190 13 0,11451 0,13312 | 0,15172 | 0,17033 | 0,18894 | 0,20755 | 0,22615
0,25574 14 0,11242 | 0,13069 | 0,14895 | 0,16722 | 0,18549 | 0,20375 | 0,22202
0,26910 15 0,11040 | 0,12834 | 0,14628 | 0,16422 | 0,18216 | 0,20010 | 0,21804
Zrodho: obliczenia wihasne.
Tabela 5.

Oszacowania czgsto$ci wystepowania szkod

za pomocg estymatora pierwszego rzedu w grupie B

Wagi | Liczba lat Liczba szkéd k
z n 0 1 2 3 4 5 6
0,11309 1 0,17171 | 0,28480 | 0,39788 | 0,51097 | 0,62406 | 0,73714 | 0,85023
0,20319 2 0,15427 | 0,25586 | 0,35746 | 0,45906 | 0,56065 | 0,66225 | 0,76385
0,27668 3 0,14004 | 0,23226 | 0,32449 | 041672 | 0,50895 | 0,60117 | 0,69340
0,33776 4 0,12821 | 0,21265 | 0,29709 | 0,38153 | 0,46597 | 0,55041 | 0,63485
0,38932 5 0,11823 | 0,19609 | 0,27396 | 0,35182 | 0,42969 | 0,50755 | 0,58542
0,43344 6 0,10969 | 0,18193 | 0,25417 | 0,32641 | 0,39865 | 0,47089 | 0,54313
0,47161 7 0,10230 | 0,16967 | 0,23704 | 0,30442 | 0,37179 | 0,43916 | 0,50654




Analiza mozliwosci zastosowania hierarchicznych estymatorow wiarygodnosci wyzszego rzedu... 211

Wagi | Liczba lat Liczba szkod k
z n 0 1 2 3 4 5 6
0,50496 8 0,09584 0,15896 0,22208 0,28520 0,34832 0,41144 0,47456
0,53435 9 0,09015 0,14952 0,20890 0,26827 0,32764 0,38701 0,44639
0,56045 10 0,08510 | 0,14114 | 0,19719 | 025323 | 0,30928 | 0,36532 | 0,42137
0,58378 11 0,08058 | 0,13365 | 0,18672 | 0,23979 | 0,29287 | 0,34594 | 0,39901
0,60475 12 0,07652 | 0,12692 | 0,17731 | 022771 | 027811 | 032850 | 0,37890
0,62372 13 0,07285 0,12083 0,16881 0,21678 0,26476 0,31274 0,36072
0,64094 14 0,06951 0,11530 0,16108 0,20686 0,25264 0,29842 0,34420
0,65666 15 0,06647 | 0,11025 | 0,15403 | 0,19780 | 0,24158 | 0,28536 | 0,32914

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Tabela 6.
Oszacowania czesto$ci wystgpowania szkod za pomocg estymatora pierwszego rzgdu w grupie C
Wagi | Liczba lat Liczba szkod k
z n 0 1 2 3 4 5 6

0,01241 1 0,20443 | 0,21685 | 0,22926 | 0,24167 | 0,25409 | 0,26650 | 0,27892
0,02452 2 0,20193 | 0,21419 | 0,22645 | 0,23871 | 0,25097 | 0,26323 | 0,27550
0,03634 3 0,19948 | 0,21159 | 0,22371 0,23582 | 0,24793 | 0,26005 | 0,27216
0,04787 4 0,19709 | 0,20906 | 0,22103 | 0,23300 | 0,24497 | 0,25693 | 0,26890
0,05913 5 0,19476 | 0,20659 | 0,21842 | 0,23024 | 0,24207 | 0,25389 | 0,26572
0,07013 6 0,19249 | 0,20417 | 0,21586 | 0,22755 | 0,23924 | 0,25093 | 0,26262
0,08087 7 0,19026 | 0,20182 | 0,21337 | 0,22492 | 0,23647 | 0,24803 | 0,25958
0,09137 8 0,18809 | 0,19951 0,21093 | 0,22235 | 0,23377 | 0,24520 | 0,25662
0,10163 9 0,18596 | 0,19726 | 0,20855 | 0,21984 | 0,23113 | 0,24243 | 0,25372
0,11166 10 0,18389 | 0,19505 | 0,20622 | 0,21739 | 0,22855 | 0,23972 | 0,25089
0,12147 11 0,18186 | 0,19290 | 0,20394 | 0,21499 | 0,22603 | 0,23707 | 0,24811
0,13107 12 0,17987 | 0,19079 | 0,20172 | 0,21264 | 0,22356 | 0,23448 | 0,24540
0,14046 13 0,17793 | 0,18873 | 0,19954 | 0,21034 | 0,22115 | 0,23195 | 0,24275
0,14964 14 0,17603 | 0,18671 0,19740 | 0,20809 | 0,21878 | 0,22947 | 0,24016
0,15864 15 0,17416 | 0,18474 | 0,19532 | 0,20589 | 0,21647 | 0,22704 | 0,23762

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 7.
Oszacowania czesto$ci wystepowania szkod za pomoca estymatora pierwszego rzgdu w grupie D
Wagi Liczba lat Liczba szkod k
z n 0 1 2 3 4 5 6
0,02249 1 0,27240 | 0,29489 | 0,31737 | 0,33986 | 0,36234 | 0,38483 | 0,40732
0,04398 2 0,26641 0,28840 | 0,31039 | 0,33239 | 0,35438 | 0,37637 | 0,39836
0,06455 3 0,26068 | 0,28220 | 0,30372 | 0,32523 | 0,34675 | 0,36827 | 0,38979
0,08426 4 0,25519 | 0,27625 | 0,29732 | 0,31838 | 0,33945 | 0,36051 0,38158
0,10315 5 0,24992 | 0,27055 | 0,29118 | 0,31181 0,33244 | 0,35307 | 0,37370
0,12128 6 0,24487 | 0,26509 | 0,28530 | 0,30551 | 0,32572 | 0,34594 | 0,36615
0,13869 7 0,24002 | 0,25983 | 0,27965 | 0,29946 | 0,31927 | 0,33908 | 0,35890
0,15542 8 0,23536 | 0,25479 | 0,27421 0,29364 | 0,31307 | 0,33250 | 0,35192
0,17152 9 0,23087 | 0,24993 | 0,26899 | 0,28804 | 0,30710 | 0,32616 | 0,34522
0,18701 10 0,22656 | 0,24526 | 0,26396 | 0,28266 | 0,30136 | 0,32006 | 0,33876
0,20193 11 0,22240 | 0,24075 | 0,25911 0,27747 | 0,29583 | 0,31418 | 0,33254
0,21632 12 0,21839 | 0,23641 0,25444 | 0,27247 | 0,29049 | 0,30852 | 0,32655
0,23020 13 0,21452 | 0,23223 | 0,24994 | 0,26764 | 0,28535 | 0,30306 | 0,32077
0,24359 14 0,21079 | 0,22819 | 0,24559 | 0,26299 | 0,28039 | 0,29778 | 0,31518
0,25653 15 0,20718 | 0,22428 | 0,24139 | 0,25849 | 0,27559 | 0,29269 | 0,30979
Zrodho: obliczenia wihasne.
Tabela 8.
Oszacowania czgsto$ci wystgpowania szkod za pomocg estymatora drugiego rzgdu w grupie A
Wagi | Liczba lat Liczba szkéd k
v n 0 1 2 3 4 5 6
0,02397 1 0,14744 | 0,17142 | 0,19539 | 0,21936 | 0,24333 | 0,26730 | 0,29127
0,04682 2 0,14399 | 0,16740 | 0,19081 0,21422 | 0,23763 | 0,26104 | 0,28445
0,06862 3 0,14070 | 0,16357 | 0,18645 | 0,20932 | 0,23220 | 0,25507 | 0,27794
0,08945 4 0,13755 | 0,15992 | 0,18228 | 0,20464 | 0,22700 | 0,24937 | 0,27173
0,10937 5 0,13454 | 0,15642 | 0,17829 | 0,20016 | 0,22204 | 0,24391 0,26579
0,12843 6 0,13166 | 0,15307 | 0,17447 | 0,19588 | 0,21729 | 0,23869 | 0,26010
0,14670 7 0,12890 | 0,14986 | 0,17082 | 0,19177 | 0,21273 | 0,23369 | 0,25465
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Wagi | Liczba lat Liczba szkod k

v n 0 1 2 3 4 5 6
0,16421 8 0,12626 | 0,14678 | 0,16731 0,18784 | 0,20836 | 0,22889 | 0,24942
0,18102 9 0,12372 | 0,14383 | 0,16395 | 0,18406 | 0,20417 | 0,22429 | 0,24440
0,19717 10 0,12128 | 0,14100 | 0,16071 0,18043 | 0,20015 | 0,21987 | 0,23958
0,21270 11 0,11893 0,13827 | 0,15761 0,17694 | 0,19628 | 0,21561 0,23495
0,22763 12 0,11668 | 0,13565 | 0,15462 | 0,17359 | 0,19255 | 0,21152 | 0,23049
0,24201 13 0,11451 0,13312 | 0,15174 | 0,17035 | 0,18897 | 0,20759 | 0,22620
0,25586 14 0,11241 0,13069 | 0,14897 | 0,16724 | 0,18552 | 0,20379 | 0,22207
0,26922 15 0,11040 | 0,12834 | 0,14629 | 0,16424 | 0,18219 | 0,20013 0,21808

Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela 9.
Oszacowania czegsto$ci wystgpowania szkod za pomocg estymatora drugiego rzgdu w grupie B
Wagi | Liczba lat Liczba szkod k

v n 0 1 2 3 4 5 6
0,11295 1 0,17173 | 0,28468 | 0,39763 | 0,51059 | 0,62354 | 0,73650 | 0,84945
0,20298 2 0,15430 | 0,25579 | 0,35728 | 0,45877 | 0,56026 | 0,66175 | 0,76324
0,27642 3 0,14008 | 0,23222 | 0,32436 | 0,41650 | 0,50864 | 0,60078 | 0,69292
0,33746 4 0,12826 | 0,21263 | 0,29699 | 0,38136 | 0,46573 | 0,55009 | 0,63446
0,38901 5 0,11828 | 0,19609 | 0,27389 | 0,35169 | 0,42949 | 0,50729 | 0,58510
0,43312 6 0,10974 | 0,18193 | 0,25412 | 0,32630 | 0,39849 | 0,47067 | 0,54286
0,47128 7 0,10236 | 0,16968 | 0,23701 0,30433 | 0,37166 | 0,43899 | 0,50631
0,50463 8 0,09590 | 0,15898 | 0,22206 | 0,28514 | 0,34822 | 0,41130 | 0,47437
0,53403 9 0,09021 0,14955 | 0,20888 | 0,26822 | 0,32755 | 0,38689 | 0,44623
0,56013 10 0,08516 | 0,14117 | 0,19718 | 0,25319 | 0,30921 0,36522 | 0,42123
0,58346 11 0,08064 | 0,13368 | 0,18672 | 0,23976 | 0,29281 0,34585 | 0,39889
0,60444 12 0,07658 | 0,12695 | 0,17732 | 0,22769 | 0,27806 | 0,32843 0,37880
0,62341 13 0,07291 0,12086 | 0,16881 0,21677 | 0,26472 | 0,31268 | 0,36063
0,64064 14 0,06957 | 0,11533 0,16109 | 0,20685 | 0,25261 0,29837 | 0,34413
0,65637 15 0,06653 | 0,11028 | 0,15404 | 0,19780 | 0,24156 | 0,28531 0,32907

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 10.
Oszacowania czegsto$ci wystgpowania szkod za pomocg estymatora drugiego rzgdu w grupie C
Wagi Liczba lat Liczba szkod k

v n 0 1 2 3 4 5 6
0,01244 1 0,20441 0,21685 | 0,22929 | 0,24173 | 0,25417 | 0,26661 0,27905
0,02457 2 0,20190 | 0,21419 | 0,22648 | 0,23876 | 0,25105 | 0,26334 | 0,27562
0,03641 3 0,19945 | 021159 | 0,22373 | 0,23586 | 0,24800 | 0,26014 | 0,27228
0,04797 4 0,19706 | 0,20905 | 0,22104 | 0,23304 | 0,24503 | 0,25702 | 0,26901
0,05925 5 0,19472 | 0,20657 | 0,21842 | 0,23027 | 0,24212 | 0,25397 | 0,26582
0,07027 6 0,19244 | 0,20415 | 0,21587 | 0,22758 | 0,23929 | 0,25100 | 0,26271
0,08103 7 0,19022 | 0,20179 | 0,21337 | 0,22494 | 0,23652 | 0,24809 | 0,25967
0,09155 8 0,18804 | 0,19948 | 0,21093 | 0,22237 | 0,23381 | 0,24526 | 0,25670
0,10182 9 0,18591 0,19723 | 0,20854 | 0,21985 | 0,23117 | 0,24248 | 0,25379
0,11187 10 0,18383 | 0,19502 | 0,20621 0,21739 | 0,22858 | 0,23977 | 0,25096
0,12170 11 0,18180 | 0,19286 | 0,20392 | 0,21499 | 0,22605 | 0,23712 | 0,24818
0,13131 12 0,17981 0,19075 | 0,20169 | 0,21264 | 0,22358 | 0,23452 | 0,24546
0,14071 13 0,17786 | 0,18869 | 0,19951 0,21033 | 0,22116 | 0,23198 | 0,24281
0,14991 14 0,17596 | 0,18667 | 0,19737 | 0,20808 | 0,21879 | 0,22950 | 0,24021
0,15892 15 0,17409 | 0,18469 | 0,19528 | 0,20588 | 0,21647 | 0,22707 | 0,23766

Zrodho: obliczenia wihasne.
Tabela 11.
Oszacowania czgsto$ci wystgpowania szkod za pomocg estymatora drugiego rzgdu w grupie D
Wagi | Liczba lat Liczba szkéd k

v n 0 1 2 3 4 5 6
0,02252 1 0,27224 | 0,29476 | 0,31727 | 0,33979 | 0,36230 | 0,38482 | 0,40733
0,04404 2 0,26625 | 0,28827 | 0,31029 | 0,33231 0,35432 | 0,37634 | 0,39836
0,06464 3 0,26051 0,28206 | 0,30360 | 0,32515 | 0,34669 | 0,36824 | 0,38978
0,08436 4 0,25502 | 0,27611 0,29720 | 0,31829 | 0,33938 | 0,36047 | 0,38156
0,10328 5 0,24975 | 0,27040 | 0,29106 | 0,31171 0,33237 | 0,35302 | 0,37368
0,12142 6 0,24469 | 0,26493 | 0,28517 | 0,30541 | 0,32564 | 0,34588 | 0,36612
0,13885 7 0,23984 | 0,25968 | 0,27951 0,29935 | 0,31918 | 0,33902 | 0,35885
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0,15560 8 0,23518 0,25463 0,27408 | 0,29353 0,31298 | 0,33243 0,35188
0,17171 9 0,23069 | 0,24977 | 0,26885 0,28793 0,30700 | 0,32608 0,34516
0,18722 10 0,22637 | 0,24509 | 0,26381 0,28253 0,30126 | 0,31998 0,33870
0,20215 11 0,22221 0,24059 | 0,25897 | 0,27734 | 0,29572 | 0,31410 | 0,33248
0,21655 12 0,21820 | 0,23625 0,25429 | 0,27234 | 0,29038 | 0,30843 0,32648
0,23044 13 0,21433 0,23206 | 0,24978 | 0,26751 0,28524 | 0,30296 | 0,32069
0,24384 14 0,21060 | 0,22802 | 0,24543 0,26285 0,28027 | 0,29769 | 0,31510
0,25679 15 0,20699 | 0,22411 0,24123 0,25835 0,27547 | 0,29259 | 0,30971

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Otrzymane wyniki sg nieco zaskakujace. O ile tabele 3—7 zawierajace wyniki
zastosowania estymatoréw pierwszego rzgdu do calego portfela i poszczegdlnych
grup roéznig si¢ znaczaco, co $wiadczy o uwzglednieniu réznic w poziomie ryzyka
w poszczegoblnych grupach, to tabele 4 1 8, 519, 61 10 oraz 7 i 11 nie wykazuja
parami prawie zadnego zréznicowania. Drobne rdznice pojawiaja si¢ dopiero na 4 lub
5 miejscu po przecinku. Pary te poro6wnujg estymatory pierwszego rzedu dla grupy
i danych indywidualnych z estymatorami drugiego rzedu dla portfela, grupy i danych
indywidualnych.

Okazuje si¢, ze wprowadzenie dodatkowej informacji ptynacej z portfela prawie nie
zmienia oceny ryzyka w porownaniu z oceng oparta o dane z grupy i indywidualne.
Mozna powiedzie¢, ze w przypadku zastosowania hierarchicznych estymatoréw dru-
giego rzedu w powyzszym przyktadzie, efekt grupy przestania (lub dominuje) informa-
cje ptynaca z portfela. Wydaje si¢ wiec, ze w praktyce, zastosowanie hierarchicznych
estymatorow rzedu wyzszego niz jeden w przypadku ubezpieczen komunikacyjnych
nie daje wyraznie lepszych efektow niz zastosowanie estymatoréw pierwszego rzedu.

Analizujgc wyrazenie (37) fatwo mozna spostrzec, ze informacja o $redniej szko-
dowosci ptynaca z portfela k wchodzi do estymatora k Z waga

(1 =) —w),

czyli po uwzglednieniu (33) 1 (35)

N [1_ PAJ. (38)

p+X
n+—r
S

Jak si¢ wydaje wine za nikta wage informacji z portfela ponosi drugi czynnik iloczynu
(38). Poniewaz p jest liczba polis w grupie, ktora w przypadku ubezpieczen komuni-
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kacyjnych zwykle bedzie stosunkowo duza (rzedu przynajmniej kilku tysiecy) czynnik
ten bedzie przyjmowal wartosci bliskie zera i skutecznie zanizat wage informacji
ptynacych z portfela. Jezeli chodzi o pierwszy czynnik iloczynu (38) to, poniewaz
zroznicowanie szkodowosci s jest na poziomie znacznie nizszym niz sama szkodo-
wos¢ k~ (w przypadku rozktadu Gamma s3 to wielkosci rzedu o/p i a/f?) mozna sie
spodziewac, ze jego waga bedzie zauwazalna i zalezna od czasu n. Nie zmieni to jednak
faktu, ze caty iloczyn bedzie bliski zera. Wobec tego informacjg, ktéra pozostanie,

bedzie szkodowos¢ grupowa k z waga

(1 - V)ua
co poniewaz u jest bardzo bliskie jednoSci, uzaleznia wage szkodowosci grupowe;j k
i indywidualnej k, réwna

(I-v)

od czynnika v, a tym samym glownie od czasu n pozostawania ubezpieczonego
w portfelu.

Oczywiscie nie mozna wykluczy¢, ze w specyficznych przypadkach zastosowa-
nie hierarchicznego estymatora drugiego rz¢du ma sens. Jednak z przeprowadzonego
badania wynika, ze na skutek niktej wagi szkodowosci k, co pokazuje wzor (38), dla
wiekszos$ci rzeczywistych portfeli ubezpieczonych estymator pierwszego rzgdu jest tak
samo dobry. Nacisk nalezy raczej potozy¢ na mozliwie precyzyjne okreslenie a priori
homogenicznych grup ryzyka.

Estymatory hierarchiczne moga znalez¢ zastosowanie w przypadkach, gdy mamy
do czynienia z wigkszg liczbg grup ryzyka, ktore sag mniej liczne, lecz ich cztonkowie
bardziej zré6znicowani pod wzgledem ryzyka niz ma to miejsce w przypadku ubez-
pieczen komunikacyjnych.
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ANALIZA MOZLIWOSCI ZASTOSOWANIA HIERARCHICZNYCH ESTYMATOROW
WIARYGODNOSCI WYZSZEGO RZEDU W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYJNYCH

Streszczenie

Praca dotyczy mozliwo$ci zastosowania estymatorow wiarygodnosci rzedu wyzszego niz jeden, zwa-
nych estymatorami hierarchicznymi, do oszacowania szkodowosci a posteriori w systemach ubezpieczen
komunikacyjnych uwzgledniajacych histori¢ szkodowosci ubezpieczonego. W czgséci pierwszej przedsta-
wiona jest idea metody wiarygodnosci, a w czesci drugiej oméwiony liniowy estymator wiarygodnosci.
Cze$¢ trzecia wprowadza odpowiednie dla badanego problemu modele ryzyka w postaci rozktadow
liczby szkdd, ktore zostaja wykorzystane do wyprowadzenia odpowiednich estymatoréw pierwszego
rzgdu. Cze$¢ czwarta rozszerza rozwazania z cze$ci trzeciej o estymatory hierarchiczne drugiego rzedu.
W empirycznej czgséci piatej zastosowano wczesniej przedstawione rozwigzania do oszacowania szko-
dowosci dla przyktadowego portfela ubezpieczen, poréwnano uzyskane wyniki i wyciagnigto wnioski
dotyczace mozliwosci zastosowana hierarchicznych estymatorow drugiego rzedu w ubezpieczeniach
komunikacyjnych.

Stowa kluczowe: ubezpieczenia komunikacyjne, metoda wiarygodnoS$ci, estymatory hierarchiczne

ANALYSIS OF POSSIBILITY OF APPLICATION OF HIGHER-ORDER HIERARCHICAL
CREDIBILITY ESTIMATORS IN AUTOMOBILE INSURANCE

Abstract

The work concerns the applicability of credibility estimators of order higher than one, called hierar-
chical estimators, to posterior estimates of claim ratio in motor insurance systems based on the history
of the insured. The first part presents the idea of the credibility estimation method. In the second part
the linear credibility estimator is discussed. The third part introduces appropriate for risk models in the
form of claims distributions, which are used to derive the corresponding hierarchical estimates of the
first order. The fourth section expands the discussion of the hierarchical estimators of the order two. In
the empirical fifth part previously presented solutions are used to estimate the loss ratio for the sample
insurance portfolio, results are discussed and conclusions concerning the possibility of application of
second order hierarchical estimators into motor insurance are formulated.

Keywords: automobile insurance, credibility, hierarchical estimators
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PROPOZYCJA PROCEDURY WSPOMAGAJACEJ WYBOR METODY
PORZADKOWANIA LINIOWEGO

1. WPROWADZENIE

Metody porzadkowania zbioru obiektow mozna podzieli¢ na metody porzadko-
wania liniowego i metody porzadkowania nieliniowego. Celem metod porzagdkowania
liniowego jest uszeregowanie obiektow w kolejnosci od najlepszego do najgorszego
ze wzgledu na okreslone kryterium, grupowanie obiektow ma w nich znaczenie dru-
goplanowe. Natomiast celem metod porzadkowania nieliniowego nie jest ustalenie
hierarchii obiektéw, lecz tylko przypisanie dla kazdego z obiektéw, podobnych do
niego obiektow ze wzgledu na wartosci opisujacych je zmiennych. Kazdy etap pro-
cedury porzadkowania zbioru obiektow (m.in. dobodr: cech diagnostycznych, sposob
warto§ciowania cech, systemu wag, formuly normalizacji, miary odleglo$ci) wymaga
rozstrzygnigcia kwestii doboru metody.

Metody porzagdkowania liniowego mozna podzieli¢ na metody diagramowe, pro-
cedury oparte na zmiennej syntetycznej oraz procedury iteracyjne.

Celem niniejszego artykulu jest zaproponowanie procedury wspomagajacej wybor
metody porzadkowania liniowego. Zaprezentowana zostanie ona na przyktadzie pro-
cedur opartych na zmiennej syntetyczne;.

2. PREZENTACJA WYBRANYCH METOD PORZADKOWANIA LINIOWEGO

Tematem naszych rozwazan sa metody porzadkowania liniowego oparte na zmien-
nej syntetycznej. W literaturze spotyka si¢ dwa rodzaje procedur wyznaczania zmiennej
syntetycznej: bezwzorcowe i wzorcowe (Grabinski, 1984, s. 38). Metody bezwzor-
cowe polegaja na operacji usrednienia warto$ci zmiennych unormowanych. Wzorcowe
metody agregacji zmiennych polegaja na wyznaczeniu odlegtosci poszczegdlnych
obiektow od pewnego, zdefiniowanego modelowego obiektu.

1" Uniwersytet Rolniczy im. Hugona Kotataja w Krakowie, Wydzial Rolniczo-ekonomiczny, Katedra

Statystyki i Ekonometrii, Al. Mickiewicza 21, 31-120 Krakéw, Polska.

2 Uniwersytet Rolniczy im. Hugona Kotataja w Krakowie, Wydziat Rolniczo-ekonomiczny, Katedra
Statystyki i Ekonometrii, Al. Mickiewicza 21, 31-120 Krakow, Polska, autor prowadzacy korespondencje
— e-mail: rrdutka@cyf-kr.edu.pl.
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Z formalnego punktu widzenia zmienna syntetyczna jest funkcja przeksztatcajaca
macierz unormowanych wartosci zmiennych diagnostycznych: X, X,... X,, w wektor
Q realizacji zmiennej syntetycznej: Q =[Q; O, ... O,], gdzie Q; (i = 1,2,...,n) oznacza
warto$¢ zmiennej syntetycznej w i-tym badanym obiekcie.

Jednym z etapow konstrukcji zmiennej syntetycznej jest unormowanie zmiennych
diagnostycznych. W literaturze znajdziemy wiele propozycji tych metod i dyskusji na
temat kryteriow ich wyboru (por. np. Perkal, 1953; Hellwig, 1968; Wesotowski, 1975;
Bartosiewicz, 1976; Nowak, 1977; Strahl, 1978; Borys, 1978; Grabinski, 1992; Kukuta,
2000; Lira i inni, 2002; Pawelek, 2008; Panek, 2009; Walesiak, 2014).

Z formut normujacych’ w dalszej czesci pracy wykorzystano:

» standaryzacje:

S5 TN s 0= 10 =12 1

=—5 5 L0 32y, ] 2,...m, @))]
J

gdzie: z; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu; x;; — wartos¢ j-tej

zmienng;j dla i-tego obiektu; X, iS; to odpowiednio $rednia arytmetyczna i odchylenie

Zy

minx; —X, maxx, —X,

S,

standardowe j-tej zmiennej; z; €
S .
J J

2

*  unitaryzacj¢ zerowang:
Xy — MY,

_ i :
= - , maxx, # minx,, )
max x; —minx, i i
i i i ‘

gdzie: z; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu; x;; — wartos¢ j-tej
zmiennej dla i-tego obiektu; z; € <0, 1>;

Zij

* metodg D. Strahl:

X..
_ ij
z; = , maxx; # 0, 3)
max x, i
i

gdzie: z; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu; x;; — wartos¢ j-tej

min x,,
zmiennej dla i-tego obiektu; z; € ( — s1)s
max x;,
*  metod¢ E. Nowaka:
X, _
=2 %70, @

3 Formuty normujace przedstawiono tylko dla zmiennych bedacych stymulantami. Sposoby nor-

mowania zmiennych begdacych stymulantami lub nominantami znajdziemy m.in. w opracowaniach juz
wymienionych.
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gdzie: z; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu; x; — wartos¢ j-tej
minx, maxux,
zmiennej dla i-tego obiektu; z, € { ———; —— ;
X; X;

+ standaryzacje pozycyjna z mediang Webera®:

x,.j—HOj

=0 Y pmdd(X ) #0, (5)
7T 1 4826mad(X ) “@»

gdzie: z; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu, x; — wartos¢ j-tej
zmiennej dla i-tego obiektu, 6y — wartos¢ j-tej wspotrzednej mediany Webera dla

minx, — 6, max x; — 0,

Dz, € - ; .
T 1,4826mad(X ;) 1,4826mad(X )

uktadu cech; mad(X ;)= med

xij—HOj

Konstruujgc zmienng syntetyczng postuzono sig:
A — bezwzorcowa metoda agregacji zmiennych:

1 &
Qi _Z;ZU’ (6)

gdzie:

0O; — warto$¢ zmiennej syntetycznej dla i-tego obiektu;

z;; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu,

B — wzorcowa metoda agregacji zmiennych zaproponowang przez:

* Hellwiga (1968), tzw. wskaznik rozwoju:
d+

0,=1-°", ©)

gdzie:
Q; — warto$¢ zmiennej syntetycznej dla i-tego obiektu;

di+ = Z(zij _Z;-r)z 5
Vj:l

z; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu metodg standaryzacji;

+
J

lenie standardowe wektora d = [a’l+ dy ... d; ];

zt = m?‘x{ z; }; d, =d +28, oraz d , S;to odpowiednio $rednia arytmetyczna i odchy-

4 Mediana Webera jest to punkt przestrzeni R", ktory ma taka wlasnos¢, ze suma jego odleglosci
od k danych punktow jest najmniejsza (Mlodak, 2010).
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+ Hwang i inni (1981), tzw. metoda TOPSIS>:

d’-
. B 8
Q d-+d; ®
gdzie:
0O, — warto$¢ zmiennej syntetycznej dla i-tego obiektu;

di_ = Z(le _Zj_‘)z 5 di+ = Z(zij _Z;'r)z;
Vj:l Vj:l

z; — warto$¢ unormowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu metodg standaryzacji;

+ — . R — o .
z; = mlax{ z; }, z; = ml_m{ z; },

e Liraiinni (2002), tzw. metoda pozycyjna:

d’
=1-—L 9
0, a. ©)
gdzie:
0O; — warto$¢ zmiennej syntetycznej dla i-tego obiektu;
d =med|z; —z}|;

J
z;; — wartos¢ znormalizowana j-tej zmiennej dla i-tego obiektu metoda standaryzacji

ij
pozycyjnej z mediang Webera;

d, = med(d) +2,5mad(d), mad(d) = med edy d=|d; d; ... a’).

d, —med(d)

3. PROCEDURA WSPOMAGAJACA WYBOR METODY PORZADKOWANIA

Rozwazmy przypadek zastosowania v metod porzadkowania liniowego obiektow,

z wykorzystaniem zmiennej syntetycznej ze wzgledu na stan zjawiska ztozonego opi-

sanego przez m zmiennych oznaczonych: Xj, X5,... X,,. Wynikiem koncowym tego

porzadkowania bgdzie zatem v rankingéw. Kolejnym etapem bedzie poréwnanie tak

uzyskanych uktadow porzadkowych kazdy z kazdym. Ilo$¢ tych porownan (o wyniesie:

v(v—1) o , , . . , . .

a= 5 Przez wyniki poréwnan bedziemy rozumieli poréwnania mi¢dzyran-

kingowe oszacowane za pomocg miary m,, (miary podobiefistw rankingow)
(Kukuta, 1989):

5 Metoda TOPSIS (The Technique for Order of Preference by Similarity to Ideal Solution) jest
pewna modyfikacja zaproponowanej przez Hellwiga (1968) techniki badawczej, a potem rozwinigta przez
Bartosiewicz (1976) i Plute (1977). Mozna zatem uznaé, iz to wlasnie Z. Hellwig byl pomystodawcg idei,
z ktorej skorzystali autorzy metody TOPSIS i pozostali modyfikujacy ta metode.
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¢, —C

2; s
mpq :1—1_’127_2, p,q = 1,2,...,‘}, (10)

gdzie:

¢;p — pozycja i-tego obiektu w rankingu o numerze p,

¢ciq — pozycja i-tego obiektu w rankingu o numerze g,

P 1
z= 0, ne , & P — zbior liczb naturalnych parzystych.
1, ngP

Warto nadmieni¢, ze: m,, € [0,1].
Wyniki wszystkich poréwnan migdzyrankingowych mozemy przedstawi¢ w macierzy M:

L m, m; m,
My, 1 my, m,,

M=[mpq]= : : : : N (11)
_mvl mv2 mv3 1 _

Macierz M jest macierza symetryczng o wymiarach (v x v), na gtéwnej przekatnej
ma wyniki pordwnania rankingdw o tych samych numerach, czyli m,, = 1, gdy p = q.
Ponadto m,,, = m,,, gdy p # q.

W celu okreslenia stopnia podobienstwa rankingu uzyskanego w wyniku zastoso-
wania p-tej metody porzadkowania liniowego w stosunku do pozostatych rankingéw
wystarczy obliczy¢ sumeg elementéw p wiersza (lub kolumny) macierzy M pomniej-
szong o 1. Sumg t¢ oznaczymy symbolem u,. Wynik ten mozna usredni¢ w sposob
nastepujacy:

1 \4
u,= dm,,,  pg=12,.. (12)
g=1
pP#q

Nalezy wybra¢ t¢ metodg¢ porzadkowania liniowego, dla ktorej u, = maxu,,.
P

4. WERYFIKACJA EMPIRYCZNA

W przedstawionym przyktadzie wykorzystano dane z artykutu Kukuta (2014),
ktore opisujg stan gospodarki odpadami w wojewodztwach Polski w 2012 r. Wybrane
zmienne diagnostyczne X, X,,... Xg odpowiadaty:

X; — zmieszanym odpadom komunalnym zebranym i unieszkodliwionym (kg/osobg),
X, — liczbie sktadowisk odpadéow kontrolowanych,
X; — liczbie sktadowisk z instalacjami odgazowywania,
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X, —liczbie sktadowisk z instalacjami odgazowywania z odzyskiem energii elektryczne;j,
Xs — recyklingowi szklanych odpaddéw opakowaniowych (tys. t),
X — recyklingowi odpadow opakowaniowych z papieru i tektury (tys. t),
X; — recyklingowi odpadow opakowaniowych z tworzyw sztucznych (tys. t),
Xg — wielkosci odpadow zebranych i wyselekcjonowanych (tys. t).
Przy wyborze kierowano si¢ dwoma kryteriami (Kukuta, 2014):
— przydatnoscia merytoryczng w ocenie badanego zjawiska,
— stopniem zmiennosci cech kwalifikowanych do zbioru zmiennych diagnostycznych.
Wszystkie wytypowane zmienne byty stymulantami. W tabeli 1 przedstawiono
wybrane charakterystyki liczbowe tych cech.

Tabela 1.
Wartos$ci charakterystyk liczbowych cech diagnostycznych
Cechy
Charakterystyki liczbowe

Maksymalna warto$¢ 284,30 | 61,00 | 48,00 | 12,00 |344068,00|476296,00 | 102559,00 | 168,00

Minimalna wartos¢ 131,20 | 14,00 | 12,00 1,00 0,00 68,00 160,00 | 13,00

Srednia arytmetyczna 216,93 | 32,94 | 26,88 3,63 | 33832,13| 49590,94| 11533,69| 62,81

Mediana 222,10 | 27,50 | 25,00 3,00 160,50 | 8896,50| 3938,50| 49,50

Mediana Webera! 203,61 | 27,56 | 21,95 2,54 1304,08 8427,25| 2621,04| 46,40

Odchylenie standardowe 45,52 | 14,11 | 11,13 3,12 | 90570,68 | 113321,47| 24688,87| 43,91

Wspolczynnik zmiennos$ci 0,21 0,43 0,41 0,86 2,68 2,29 2,14 0,70

Iloraz skrajnych wartosci 2,17 436 4,00 | 12,00 17203,4"|  7004,35 640,99 | 12,92

Wspétczynnik asymetrii?) | -0,42 0,79 0,56 1,35 2,71 3,30 3,121 0,98

) Mediang Webera wyznaczono wykorzystujac procedure iteracyjng Newtona—Raphsona (Mtodak, 2006, s. 135).
2 Oszacowano jako iloraz momentu centralnego rzedu trzeciego przez odchylenie standardowe do potegi trzeciej.

Zrodho: opracowanie whasne na podstawie danych Kukuta (2014); * przyjeto minimum wartoéci cechy z pominigciem
warto$ci rownych 0.

Cechy X;, Xs, X7 w badanej grupie obiektow charakteryzuje bardzo duze zrdzni-
cowanie o czym $wiadczg warto$ci miar zréznicowan.

Analizujac wyniki prezentowane w tabeli 2 mozna zauwazy¢, ze uktady porzad-
kowe roznig si¢. Jedynie dwa wojewodztwa mazowieckie i §wigtokrzyskie we wszyst-
kich rozwazanych wariantach nie zmienialy pozycji i byty to odpowiednio miejsca
pierwsze i ostatnie. Wojewddztwo lubuskie w jednym rankingu uplasowato si¢ na
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10 pozycji a w innym na 15. Sytuacja taka miala miejsce takze dla wojewodztwa pod-
karpackiego. Graficznie pozycje wojewddztw, w kazdym z wyznaczonych rankingdow
zaprezentowano na rysunku 1.

Tabela 2.

Pozycje wojewodztw Polski ze wzgledu na stan gospodarki odpadami na 31.XI1.2012 r.
uzyskane z wykorzystaniem wybranych procedur porzadkowania liniowego

A — Metoda bezwzorcowa
. B — Metoda wzorcowa
z formutg normujaca:

) s s

Q

< > : . en <

N S < @] m = =
Wojewddztwo 2 N8 < < £ 2 2 =

= 5 2 B = 2 E 2 ® S

= = 9o = © Lz jas =9 Q

= =5 o & o o . o o

@ RN E @ E Z N I ~

P(q)

1 3 4
dolnoslaskie 3 4 5 4 3 4 5
kujawsko-pomorskie 7 7 6 7 6 7 7
lubelskie 9 9 9 9 10 8 11
lubuskie 12 12 13 13 13 10 15
todzkie 10 10 10 10 9 11 9
matopolskie 5 5 4 2 2 5 4
mazowieckie 1 1 1 1 1 1 1
opolskie 11 11 11 12 11 12 12
podkarpackie 14 13 12 11 12 15 10
podlaskie 13 14 14 15 14 13 14
pomorskie 8 8 8 8 8 9 8
$laskie 4 3 2 3 5 2 3
$wigtokrzyskie 16 16 16 16 16 16 16
warminsko-mazurskie 15 15 15 14 15 14 13
wielkopolskie 2 2 3 5 4 3 2
zachodniopomorskie 6 6 7 6 7 6 6

Zrodho: opracowanie whasne na podstawie danych Kukuta (2014).
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dolnoslaskie

16
zachodniop omorskie kujawsko-pomorskie

wielkopolskie 12 lubelskie

warminsko-mazurskie lubuskie
$wigtokrzy skie 1odzkie
$laskie malopolskie

pomorskie mazowieckie

podlaskie opolskie

podkarpackie

——1 B2 A3 %4 %5 -e6 -7

Rysunek 1. Pozycje wojewodztw Polski ze wzgledu na stan gospodarki odpadami na 31.XI11.2012 .
uzyskane z wykorzystaniem wybranych procedur porzadkowania liniowego. Oznaczenie zgodne z tabelg 2.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie tabeli 2.

Dla kazdej pary uktadéw porzadkowych przedstawionych w tabeli 2 oszacowano
warto$¢ miary m,,,. Wszystkie wyliczone wartosci m,,, zapisano w macierzy M, w ktorej
numer wiersza (kolumny) odpowiada metodzie o przyjetym w tabeli 2 oznaczeniu:

(1,000 0,969 0,906 0,875 0,891 0,906 0,859 ]
1,000 0,938 0,906 0,891 0,906 0,891
1,000 0,906 0,922 0,875 0,891

M= 1,000 0,906 0859 0891
1,000 0,813 0,859

1,000 0,828

1,000 |

W szczego6lnoscei z rysunku 2 odczytamy dla kazdego rozpatrywanego wariantu metody
porzadkowania liniowego wariat mu najblizszy.
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—— | B2 A3 %4-K5—e—6-8—7

Rysunek 2. Warto$ci miary m,, dla kazdego uktadu porzadkowego p. Oznaczenie zgodne z tabelg 2.

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie macierzy M.
Wektor warto$ci proponowanej miary podobienstwa to:

[,] , ,=[0901 0917 0906 0891 0880 0865 0870],

gdzie element wiersza odpowiada $redniej warto$ci sum elementéw wiersza (lub
kolumny) pomniejszonej o jeden macierzy M. Informuje on nas o stopniu podobienstwa
rankingu uzyskanego w wyniku zastosowania p metody porzadkowania liniowego
w stosunku do pozostatych rozwazonych rankingow.

Dokonano rangowania jedng metoda bezwzorcowa, dla ktérej wykorzystano cztery
warianty normowania i trzema metodami wzorcowymi. W wyniku takiego postgpo-
wania uzyskano siedem rankingéw (rysunki 3 i 4). W rozpatrywanym przyktadzie
ranking wojewodztw uzyskany na podstawie zmiennej syntetycznej wyznaczonej jako
srednia arytmetyczna sum znormalizowanych warto§ci metoda unitaryzacji zerowanej
jest najblizszy w stosunku do wszystkim pozostalych rankingow.
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dolnoslaskie
16
zachodniop omorskie kujawsko-pomorskie
14
wielkopolskie 12 lubelskie
10
8
warminsko-mazurskie lubuskie
$wigtokrzyskie todzkie
$laskie malopolskie
pomorskie mazowieckie
podlaskie opolskie
podkarpackie
——1 —a—2 —A—3 —%—4

Rysunek 3. Pozycje wojewddztw Polski ze wzgledu na stan gospodarki odpadami na 31.XI1.2012 r.
uzyskane z wykorzystaniem bezwzorcowej metody porzadkowania liniowego
z uwzglednieniem wybranych formut normujacych. Oznaczenie zgodne z tabelg 2.

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie tabeli 2.

dolnoslaskie
. . 16
zachodniop omorskie kujawsko-pomorskie
14
wielkop olskie 12 lubelskie
10
8

warminsko-mazurskie lubuskie
$wigtokrzy skie todzkie
$laskie malopolskie

pomorskie mazowieckie

podlaskie opolskie

podkarpackie

——5 -6 —A—7
Rysunek 4. Pozycje wojewddztw Polski ze wzgledu na stan gospodarki odpadami na 31.XI1.2012 r.
uzyskane z wykorzystaniem wzorcowych metod porzadkowania liniowego. Oznaczenie zgodne z tabelg 2.

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie tabeli 2.
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5. UWAGI KONCOWE

Dylemat zwigzany z wyborem odpowiedniej procedury porzadkowania liniowego
pozostaje w duzej mierze w gestii prowadzacego konkretne badania empiryczne.
W wigkszosci przypadkow spotkanych w pracach wybor nastepuje w sposob arbi-
tralny. Wydaje sie, iz pierwszym czynnikiem liczacym si¢ przy podjeciu decyzji ,.ktora
metodg” s wlasnosci metody w konfrontacji z celami, jakie stawia przed sobg badacz.
Czy istniejg rzeczywiste przestanki by premiowa¢ wysokie wartosci zmiennej diagno-
stycznej a relatywnie obniza¢ warto$ciowanie niskiej wartosci tejze zmiennej? Czy
tez moze odwrotnie. Jezeli tak to nalezy bra¢ pod uwage nieliniowe progresywne lub
degresywne sposoby wartosciowania danej cechy. Jedng z takich procedur znajdziemy
w pracy Kukuta (2000). W Zzadnym jednak wypadku biorac pod uwagg finalny cel badan
— ranking obiektow — nie powinno si¢ stosowa¢ metod niwelujacych wartosci odstajace
cech diagnostycznych. Z pogladem o koniecznosci niwelowania wartosci odstajacych
mozna spotkac si¢ w artykule Bak, Szczecinska (2014). W rankingu bowiem wysoka
(odstajaca) warto$¢ okreslonej cechy przypisanej danemu obiektowi bedacej stymulantg
wymiernie premiuje ten obiekt. Odwrotnie niska, odstajgca warto$¢ okreslonej cechy
przypisanej danemu obiektowi odpowiednio nisko bedzie wartosciowac tenze obiekt.
Metody pozwalajace na niwelowanie wartosci odstajacych zmiennych diagnostycznych
znieksztalcajg rzeczywisty obraz rozktadu przestrzennego badanego zjawiska ztozonego
majac wptyw na uktad porzadkowy rozpatrywanych obiektow.

Moze si¢ jednak zdarzy¢, iz istnieje kilka metod porzadkowania liniowego, ktore
spetniaja wymogi badacza problemu. Wowczas staje on przed zadaniem dokonania
wyboru metody. Proponowana przez nas procedura stanowi, jak si¢ wydaje, pomocne
narzgdzie wyboru metody porzadkowania liniowego obiektow.

Rowniez propozycja wykorzystania miary m,,, stuzacej ustaleniu stopnia podobienstwa
migdzyrankingowego moze zastapi¢ wspotczynnik korelacji rang Spearmana (7,) czgsto
stosowany do porownan ukfadow porzadkowych. Proponowana miara m,, ma t¢ pozadang
wiasno$¢ w badaniach statystycznych, iz przyjmuje wartosci z obustronnie domknigtego
przedziatu od zera do jednego. Wspotczynnik 7, zawiera swe wartosci w przedziale [-1,1].

Wyniki badan symulacyjnych jakie wykonano na kilku innych przyktadach wska-
Zuja, ze nie ma metody uniwersalnej. Pragniemy podkresli¢, ze wybor metody porzad-
kowania z wykorzystaniem proponowanej procedury zalezy oczywiscie od wyjscio-
wego zestawu metod porzadkowania. Zatem w kazdej konkretnej sytuacji badawczej
mozemy uzyska¢ inne wskazanie co do metody porzadkowania. Niemniej wstepne
wyniki badan eksperymentalnych pozwalaja zauwazy¢, iz wskazanie na niektore
metody porzagdkowania pojawiajg si¢ czesciej zas inne stosunkowo rzadko lub wcale.

Uwazamy, ze przy wyborze metody porzadkowania liniowego w badaniach, nalezy
wzig¢ pod uwage dwa postulaty:

— zrealizowa¢ wybodr dostosowujagc metode pod katem wykorzystania jej wlasnosci,
charakteru zmiennych diagnostycznych, skali pomiaru zmiennych,
— wybra¢ metode, ktora daje najblizsze wyniki koncowe wzgledem pozostatych metod.
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PROPOZYCJA PROCEDURY WSPOMAGAJACEJ WYBOR METODY
PORZADKOWANIA LINIOWEGO

Streszczenie

W opracowaniu podj¢to zagadnienie wyboru metody porzadkowania liniowego. Badania stanu
gospodarki odpadami w wojewodztwach Polski w 2012 r. pokazaly, ze wybdr procedury konstrukcji
zmiennej syntetycznej wptywa na ranking badanych obiektéw. Autorzy zaproponowali w artykule proce-
dur¢ wspomagajaca wybor metody porzadkowania liniowego bazujaca na mierze poréwnan migdzyran-
kingowych (Kukuta, 1989). Wybér metody porzadkowania z wykorzystaniem proponowanej procedury
zalezy oczywiscie w duzej mierze od wyjsciowego zestawu procedur porzadkowania. Wyniki badan
wskazuja, ze nie ma metody uniwersalne;j.

Stowa kluczowe: metoda porzadkowania liniowego, zmienna syntetyczna, ranking obiektow

THE PROPOSAL FOR THE PROCEDURE SUPPORTING SELECTION
OF A LINEAR ORDERING METHOD

Abstract

In this paper there was analyzed the issue of the selection of linear ordering method based on
synthetic variable. The research of the status of waste management in Polish voivodeships in 2012
showed that selection procedures for the construction of synthetic variable affects the ranking of the
objects under investigation. In the paper authors proposed a method supporting decision to select linear
ordering procedure based on between ranking linear comparison measure (Kukuta, 1989). The choice
of ordering methods with the use of the proposed procedure, of course, depends largely on the output
of the set of ordering procedures. The test results indicate that there is no universal method.

Keywords: linear ordering, synthetic variable, ranking of objects
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STATYSTYCZNA OCENA REALIZACIJI STRATEGII EUROPA 2020
W KRAJACH UNII EUROPEJSKIEJ

1. WPROWADZENIE

Na przetomie XX i XXI wieku Unia Europejska musiata sprosta¢ wyzwaniom
zwigzanym z globalizacja, konkurencyjnoscig mi¢dzynarodows, rozwojem gospodarki
opartej na wiedzy i technologiach informacyjno-komunikacyjnych. Istotne okazaty
si¢ takze problemy demograficzne oraz zwigzane z ochrong $rodowiska naturalnego.
Wypehieniu postawionych celow miaty stuzy¢ dlugofalowe strategie rozwojowe.
W 2000 roku zatwierdzono tzw. Strategi¢ Lizbonska (SL), w ktorej jako cel nadrzedny
przyjeto przeksztatcenie Unii Europejskiej do 2010 roku w najbardziej konkurencyjna
i dynamiczng gospodarke §wiata oparta na wiedzy, rozwijajaca si¢ w warunkach zrow-
nowazonego wzrostu gospodarczego, zapewniajaca wicksza liczb¢ miejsc pracy oraz
wieksza spojnos¢ spoteczng (Fontaine, 2000).

Realizacja SL, a nastgpnie Odnowionej Strategii Lizbonskiej?, przebiegala roznie
w poszczegolnych krajach. Ztozyto si¢ na to wiele przyczyn obejmujacych m.in.: osta-
bienie UE spowodowane przyjeciem nowych cztonkéw w 2004 i 2007 roku, a takze
globalny kryzys gospodarczy i finansowy.

UE nie udato si¢ poprzez SL zapewni¢ sobie trwatego wzrostu gospodarczego,
zwigkszy¢ poziomu produktywnosci gospodarki wspolnotowej, poprawi¢ wskaz-
nika zatrudnienia oraz znaczaco zwigkszy¢ potencjatu sfery badawczo-rozwojowe;j.
Niemniej jednak SL przyczynita si¢ do poprawy konkurencyjnosci gospodarki wspol-
notowej m.in. poprzez realizacje waznych projektow badawczych, lepsze ukierunko-
wanie wspolnotowej polityki rozwoju oraz skuteczniejsza koordynacje dziatan proro-
zwojowych (Sulmicka, 2010; Kukuta, 2014).

Kryzys ekonomiczny wyeksponowat stabosci strukturalne w gospodarce europe;j-
skiej i uswiadomit potrzebg przeprowadzenia reform oraz wytyczenia priorytetow
rozwojowych UE w dluzszej perspektywie (Supiot, 2010; Euzéby, 2012; Schéfer i inni,

I Uniwersytet Rzeszowski, Wydziat Ekonomii, Katedra Metod Ilosciowych i Informatyki

Gospodarczej, ul. Cwikliﬁskiej 2, 35-601 Rzeszow, Polska, e-mail: malgorzata.a.stec@gmail.com.

2 Po przegladzie zatozen i realizacji SL, w 2004 roku powstat krytyczny raport opracowany przez
zespot ekspertow, na czele ktorego stanat Wim Kok (byly premier Holandii), co doprowadzito do modyfi-
kacji pierwotnego planu rozwojowego UE w postaci Odnowionej Strategii Lizbonskiej. Wigcej informacji
na temat raportu w pracy Kok (2004).
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2012; Thumann, 2012). W zwiazku z tym, 17 czerwca 2010 roku zatwierdzono Strategi¢
Europa 2020 — strategi¢ na rzecz inteligentnego i zroOwnowazonego rozwoju sprzyja-
jacego wiaczeniu spotecznemu (http://ec.europa.eu/europe2020/index en.htm; Renda,
2014; Schwab, Brende, 2012; Dziembata, 2011; Marlier, Natali, 2010; Sixt, 2014).
Celem artykutu jest statystyczna ocena krajow Unii Europejskiej pod wzgledem
stopnia realizacji Strategii Europa 2020. Podstawg oceny sg wskazniki gtowne realizo-
wanego programu rozwojowego zaproponowane przez Eurostat. Do konstrukcji miary
agregatowej zastosowano metod¢ wzorca rozwoju Z. Hellwiga w wersji klasycznej
oraz zmodyfikowang metode unitaryzacji zerowanej. Badaniami obj¢to lata 2009-2013.

2. PODSTAWOWE ZALOZENIA STRATEGII EUROPA 2020

W dokumencie sformutowano trzy podstawowe, wzajemnie powigzane ze soba

prlorytety (Domanska, 2010):
wzrost inteligentny — oznaczajacy rozwo0j gospodarki opartej na wiedzy i innowa-
cjach,

— wzrost zrOwnowazony — promujacy niskoemisyjna, efektywnie wykorzystujaca
zasoby naturalne ,,zielong gospodarke”,

— wzrost sprzyjajacy wiaczeniu spotecznemu — oparty na wysokim poziomie zatrud-
nienia, zapewniajacy spojnos¢ gospodarcza, spoteczng i terytorialng.

Celami nadrzednymi Strategii Europa 2020 sa*:

— wzrost wskaznika zatrudniania os6b w przedziale wiekowym 20-64 lata do
poziomu 75%,

— przeznaczenie 3% PKB UE na inwestycje w badania i rozw¢j (B+R),

— osiagnigcie celow ,,20/20/20” w zakresie klimatu 1 energii — zmniejszenie emisji
gazdw cieplarnianych o 20% w poréwnaniu z 1990 r., zwigkszenie do 20% udziatu
energii odnawialnej w ogolnych zuzyciu energii oraz zwigkszenie efektywnosci ener-
getycznej o 20%,

— podniesienie poziomu wyksztalcenia poprzez zmniejszenie odsetka osob zbyt wcze-
$nie konczacych nauke do ponizej 10% oraz zwigkszenie, do co najmniej 40%,
odsetka osob w wieku 30—34 lat z wyksztalceniem wyzszym lub réwnowaznym,

— zmniejszenie ubdstwa poprzez wydzwignigcie co najmniej 20 mln 0s6b z ubodstwa
lub wykluczenia spotecznego.

Zaproponowane przez Eurostat wskazniki gtdwne do monitorowania Strategii

Europa 2020 obejmujg*:

3 http://old.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/POZ_Wskazniki Europa2020.pdf, 15.01.2015.

4 Wskazniki gtéwne dostepne sg na stronie: http://ec.europa.eu/eurostat. Wedtug propozycji Eurostatu,
warto$ci wskaznika X5 wyrazone s3 w warto$ciach bezwzglednych (w min ton oleju ekwiwalentnego).
W celu przeprowadzenia poprawnej analizy poréwnawczej krajow UE i zapewnienia warunku poréwny-
walnosci, wartosci tego wskaznika dla poszczegoélnych krajéow UE przeliczono na 100 tys. mieszkancow.
Szczegotowe definicje wskaznikow Xz, Xo, Xjo mozna znalez¢ na stronach GUS-u: http://stat.gov.pl/cps/
rde/xber/gus/dzial-16_Metadane pl.pdf.
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X,
X,
X,
X,
X;

Xe

X7

X3
Xy

— wskaznik zatrudnienia osob w wieku 20-64 lat do ogo6tu ludnosci w tej samej
grupie wieckowej w %,

— naktady na dziatalno$¢ badawcza i rozwojowa (B+R) w % PKB,

— emisja gazoéw cieplarnianych (indeksy dynamiki 1990 = 100),

— udzial energii ze zrodet odnawialnych w koncowym zuzyciu energii brutto w %,

— zuzycie energii pierwotnej w Mtoe (w mlin ton oleju ekwiwalentnego) na 100 tys.
mieszkancow,

— udzial oso6b w wieku 18-24 lata z wyksztalceniem co najwyzej gimnazjalnym,
ktore nie kontynuujg nauki i nie doksztatcaja si¢ w % ludno$ci ogdtem w tym
samym wieku,

— udziat oséb w wieku 30-34 lata z wyksztatceniem wyzszym w % ludno$ci ogdtem
w tym samym wieku,

— wskaznik osob zagrozonych ubdstwem lub wykluczeniem spotecznym w %,

— udziat 0s6b zyjacych w gospodarstwach domowych o bardzo niskiej intensywnosci
pracy w % ludnos$ci ogotem,

Xjo— wskaznik poglebionej deprywacji materialnej w %.

3. METODY BADANIA

W pracy, do oceny realizacji Strategii Europa 2020 przez kraje UE, wykorzystano

taksonomiczng miar¢ rozwoju Z. Hellwiga oraz zmodyfikowang metode unitaryzacji
zerowanej.

Podstawowe zalozenia metody Z. Hellwiga sa nastgpujace (Hellwig, 1968;

Grabinski, Wydymus, Zelias, 1989):

1.

2.

wartosci cech X; (j = 1, 2, ..., m) opisujace badane obiekty O, (i = 1, 2, ..., n) przed-
stawia si¢ W postaci macierzy obserwacji:

1 X120 Xm
x x e x

x=| 2t e (1
Xnl Xp2 0 Xpm

przeprowadza si¢ standaryzacje¢ wartosci cech X; w badanej zbiorowosci obiektow
wedlug wzoru:

z; =0 L, )
gdzie: x; — $rednia arytmetyczna j-tej cechy, S; — odchylenie standardowe j-tej cechy.

nastgpnie ustala si¢ abstrakcyjny obiekt Py (wzorzec rozwoju) o wspétrzednych
(Zo1> Z02s-+-»Z0m), Okreslonych za pomoca nastepujacych relacji:
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zg; =maxz;, gdy X; jest stymulanty
1
lub G=12,...m), 3)

zg; =minz;, gdy X; jest destymulanty
1

ija

4. oblicza si¢ odleglosci euklidesowe obiektéw od ustalonego wedtug wzoru (3) wzorca
wykorzystujac wzor:

“4)

5. na podstawie wartosci odleglosci Dyg, Dsy,...,D,, Oblicza si¢ $rednia:

—_ n
Do=n"'3D,, (5)
i=1

oraz odchylenie standardowe:
n
— = \2
S, :\/n '3 -D, ) (6)

6. nastgpnie ustala si¢ wartosc:

Dy = Do +25,, (7
7. miar¢ syntetyczng oblicza si¢ ze wzoru:

Dy, .
d=1="12, (= 1.2.), (8)

o

otrzymujac ciag d, d,,..., d,.

Im wyzszg warto$¢ miary d; przyjmuje obiekt, tym bardziej jest on rozwinigty ze
wzgledu na badane zjawisko ztozone. Wartosci miary syntetycznej blizsze jedno$ci
oznaczaja wiec wyzszy poziom realizacji Strategii Europa 2020 w poszczeg6lnych
krajach UE.

Nalezy doda¢, ze w pracy do oceny stopnia realizacji Strategii Europa 2020 w kra-
jach UE zastosowano metod¢ wzorca rozwoju Z. Hellwiga w uj¢ciu dynamicznym,
dlatego dokonujac standaryzacji zmiennych, czy wyznaczajac wspotrzedne obiektu
wzorca, uwzgledniono jednoczes$nie zbior danych z calego badanego okresu, tj. z lat
200920135,

> W przypadku metody Hellwiga zastosowano jedynie klasyczng jej wersje. Wykorzystanie bowiem

wartosci progowych Strategii Europa 2020 przy klasycznych zatozeniach metody opartych o standaryzacje
oraz sposob wyznaczania odleglosci euklidesowych za pomoca wzoru (4), gdzie wartosci pod pierwiast-
kiem podnoszone sa do kwadratu, prowadzi do nieprawidtowych wynikéw przy obliczaniu warto$ci miary
syntetyczne;j.
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Druga metodg zastosowang w pracy jest metoda unitaryzacji zerowanej, w ktorej
uwzgledniono warto$ci progowe wskaznikow gtownych realizacji Strategii Europa
2020. Zatozenia metody w wersji klasycznej sa nastepujace (Kukuta, 2000):

1. punktem wyjscia jest macierz obserwacji okre§lona wzorem (1). Normalizacj¢ war-
tosci zmiennych przeprowadza si¢ poprzez unitaryzacje zerowana wedtug formut:

— dla stymulant:

Xjj = mjn {x,-j }
Zij = Rl 5 (9)
J
— dla destymulant:
max{x;; } — x;;
i
2. miar¢ syntetyczng oblicza si¢ z wzoru:
1 m
Si=— Z Zij, )
m ;|

gdzie: MS; — miara syntetyczna dla i-tego obiektu, z; — znormalizowane wartosci

zmiennych.

Miara syntetyczna MS; przyjmuje wartosci z przedziatu [0;1].

W niniejszej pracy do oceny stopnia realizacji Strategii Europa 2020, wprowadzono
nieznaczng modyfikacje metody unitaryzacji zerowanej. Polega ona na uwzglednie-
niu, przy obliczaniu warto$ci miary syntetycznej, warto$ci progowych wskaznikow
wiodacych Strategii Europa 2020. W zaleznosci od charakteru cechy, przy wyzna-
czaniu rozstepu R; uwzglgdnianego w formule unitaryzacji zerowanej, warto$¢ pro-
gowa traktowano jako maksymalng (stymulanta) lub minimalng (destymulanta). Druga
z wartosci, stanowiacg podstawe do wyliczenia rozstgpu, byta odpowiednio wartosé¢
minimalna Xj; bgdz maksymalna X;; wyznaczana z catego okresu, tj. dla lat 2009-2013
(wzory 9 i 10)

Wartosci progowe zmiennych X|—X;, zawiera tabela 1.

Tabela 1.
Warto$ci progowe zmiennych X;—Xj,
Wskaznik Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 XIO
Warto$é progowa | 75 3 80 20 | 0,166 | 10 40 14" 4 0,5"

z powodu braku konkretnej wartosci progowej dla wskaznikow, przyjeto minimalne ich wartosci z okresu
2009-2013.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Jezeli dany obiekt uzyska w kazdym z analizowanych lat, dla wszystkich wskaz-
nikow, wartosci przyjete za progowe, czyli zaktadane cele do osiggnigcia, to mier-
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nik syntetyczny dla takiego obiektu wyniesie jeden. Uzyskanie przez obiekt warto$ci
miernika syntetycznego przekraczajacego jeden nie oznacza jednak osiggnigcia (lub
przekroczenia) wartosci progowych dla wszystkich wskaznikow, a jedynie to, ze $red-
nia tych znormalizowanych cech przekracza jeden.

Na podstawie obliczonych wartosci cech syntetycznych mozna dokonaé oceny
podobienstwa zbioru obiektow w czasie. Interesujacy miernik zaproponowal Walesiak
(1993, 2006). Przyjmuje on nastgpujaca postac':

PZ(MS}”MSS):P Z(Pzr plS > (12)
ni=1
gdzie: p;., p;; — warto$¢ miary syntetycznej MS,, MS,, dla i-tego obiektu w poréwny-
wanych okresach 7 1 s.

Wartosci cech syntetycznych MS,, MS; sa bezposrednio porownywalne, poniewaz
sa wyznaczone za pomocg tak samo skonstruowanego syntetycznego miernika roz-
woju, na podstawie tego samego zespotu cech. Miernik przyjmuje warto$¢ 0 w przy-
padku, gdy nie ma zadnych réznic w wartosciach cech syntetycznych MS,, MS;,.

Miernik P2 mozna roztozy¢ na sume trzech sktadnikow:

Py=R +Pf+P, (13)
pozwalajacych okresli¢ blizej ,,rzad” i ,,charakter” r6znic w wartoSciach cech synte-
tycznych MS,, MS,.

Mierniki czgstkowe niosg informacje o:
— rbéznicy migdzy $rednimi warto$ciami cech syntetycznych MS,, MS,:

B =P, - P.)% (14)
— roznicy w dyspersji wartosci cech syntetycznych MS,, MS;:
P =S, -S,)% (15)
— niezgodnosci kierunku zmian warto$ci cech syntetycznych MS,, MS;:
P} =25,5,(1-p), (16)

gdzie: p,, S, (pg, S;), odpowiednio: $rednia arytmetyczna i odchylenie standardowe
warto$ci 7-tej (s-tej) cechy syntetycznej, p — wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona
mlqdzy wektorami Pr= (plra- . '5pnr) lpv = (plsa' . 'apns)'

Obliczona miara syntetyczna moze by¢ podstawa podzialu krajow na grupy
o r6znym poziomie realizacji Strategii Europa 2020. Mozna tu wykorzysta¢ schemat
podziatu zaproponowany przez Nowaka (1990):
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grupa I:

grupa II:
grupa III:
grupa IV:

MS; > srMS; + Sys
SrMS; + Sys > MS; > srMS;
SrMS; > MS; > srMS; — Suys
MS; < srMS; — Suys
gdzie: s MS; — warto$¢ $rednia miary syntetycznej, S5 — odchylenie standardowe
miary syntetyczne;j.

4. WYNIKI BADANIA

poziom wysoki,
poziom sredniowysoki,
poziom $rednioniski,

poziom niski,

)

Dane statystyczne dotyczace wskaznikéw gléwnych Strategii Europa 2020 zebrano
dla 5 lat, tj. okresu 2009-2013. Stymulantami sg wskazniki: X7, X5, X;, X7, pozostate
to destymulanty®. Wydaje sie, ze warto przeanalizowa¢ podstawowe charakterystyki
statystyczne wskaznikow gtownych Strategii Europa 2020, przynajmniej dla 2009
roku, a wigc przed wprowadzeniem programu rozwojowego UE oraz dla 2013 roku,
a wiec po kilku latach jego funkcjonowania. Wartosci poszczegolnych wskaznikow
oraz ich podstawowe charakterystyki statystyczne dla tych okresow prezentuje tabela 2.

Tabela 2.
Wartosci wskaznikow glownych realizacji Strategii Europa 2020 w krajach UE w 2009 i 2013 roku

Kraje UE | Rok | X, X, X, X, Xs X, X; Xy Xy | X
] 2009 | 74,70 2,61| 103,90| 30,40( 0,366| 8,70| 23,50| 19,10| 7,10 4,60
Austria 2013 | 175,50 2,81| 101,74| 33,76 0,376| 7,30| 27,30| 18,80| 7,80 4,20
] 2009 | 67,10 1,97| 87,04 4,60 0,459| 11,10| 42,00 20,20| 12,30 5,20
Belgia 2013 | 67,20 2,28| 81,36 6,86| 0436( 11,00 42,70 20,80| 14,00| 5,10
2009 | 68,80 0,51 52,97| 12,40 0,226| 14,70| 27,90| 46,20 6,90 41,90
Butlgaria

2013 | 63,50 0,65| 56,12| 16,88 | 0,244| 12,50| 29,40| 48,00 13,00 43,00
2009 | 61,70 0,84| 91,75| 13,10 0,188| 3.90| 20,60| 31,10 13,90| 14,30

Chorwacja
2013 | 57,20 0,81| 84,03| 16,28 0,178| 4,50| 25,60| 29,90| 14,80| 14,70
2009 | 75,30 0,45| 162,91 5,60 0,339| 11,70| 45,00 23,50 4,00| 9,50
o 2013 | 67,20 0,48| 1379 7,45| 0,289 9,10| 47,80 27,80 7,90| 16,10
) 2009 | 77,50 3,07| 90,05| 20,40 0,343| 11,30| 40,70| 17,60| 8,80 2,30
Dania 2013 | 75,60 3,05| 77,78| 27,05| 0,319| 8,00| 43,40| 1890| 12,90 3,80
] 2009 | 70,00 1,4| 40,00 23,00| 0,389 13,50| 36,30 23,40| 5,60| 6,20
Fetonia 2013 | 73,30 1,74| 48,65| 28,16 0,454| 9,70| 43,70| 23,50| 8,40( 7,60

6

Stymulanty to cechy, ktorych wysokie warto$ci sg zjawiskiem pozadanym z okre$lonego punktu

widzenia, a niskie niepozadanym. Dla destymulant odwrotnie, niskie wartoéci cechy sa pozadane, a wysokie

niepozadane.
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Tabela 2. cd.
Kraje UE | Rok | X, X, X X, X; X X; X X | X

2009 | 73,50 3,75 94,74 31,20 0,608 9,90 4590| 16,90 840| 2,80
Finlandia

2013 | 73,30 3,32 81,02 34,47| 0,604| 9,30 45,10| 16,00 90| 2,50

2009 | 69,50 2,21 92,8| 12,20 0,384| 12,20| 43,20| 18,50 8,40| 5,60
Francja

2013 | 69,60 2,23| 87,19| 13,65 0,376 9,70| 44,10| 18,10 7,90 5,10

2009 | 65,60 0,63 | 118,02 8,50| 0,265| 14,20| 26,60| 27,60 6,60| 11.00
Grecja

2013 | 52,90 0,78| 103,01| 13,00 0,236| 10,10| 34,90| 35,70| 18,20( 20,30

2009 | 64,00 1,35| 128,57 13,00 0,266| 30,90| 40,70| 24,50| 7,60 4,50
Hiszpania

2013 | 58,60 1,24| 113,43 | 15,61 0,260| 23,60 42,30| 27,30| 15,70 6,20

2009 | 66,90 1,63 | 114,64 520| 0,323 11,70| 48,90 25,70| 20,00| 6,10
Irlandia

2013 | 65,50 1,58 102,46 7,74 0,296 8,40| 52,60 30,00 23,40| 9,80

2009 | 67,00 0,83| 41,82| 20,00 0,242| 8,70| 40,40| 29,60| 7,20| 15,60
Litwa

2013 | 69,90 0,95| 40.80| 22,03 0,199| 6,30| 51,30| 30,80| 11,00| 16,00

2009 | 70,40 1,72 97,40 2,90| 0,871 7,70 46,60 17,80| 6,30 1,10
Luksemburg

2013 | 71,10 1,16 9597 3,57| 0,819 6,10 52,50 19,00| 6,60| 1,80

2009 | 66,60 045| 42,23| 3430 0,203| 14,30| 30,50| 37,90| 7,40( 22,10
Lotwa

2013 | 69,70 0,60| 41,58| 38,11 0,217 9,80| 40,70| 35,10| 10,00| 24,00

2009 | 59,00 0,52 148,88 0.40| 0,219 27,10 21,90| 20,30| 9,20| 5,00
Malta

2013 | 64,80 0,85| 156,43 3.09| 0,214 20,80| 26,00 24,00| 9,00 9,50

2009 | 78,80 1,69 96,22 4,10 0,405| 10,90| 40,50| 15,10| 8,50 1,40
Niderlandy

2013 | 76,50 1,98 | 93,88 491| 0402 9,20| 43,10 1590| 9,30 2,50

2009 | 74,20 2,73 74,40 9,90| 0361 11,10 29,40| 20,00| 10,90| 5,40
Niemcy

2013 | 77,10 294| 77,30| 13,09 0,370| 9,90| 33,10 20,30| 9,90 5,40

2009 | 64,90 0,67| 83,32 8,80| 0,236| 5,30| 32,80| 27,80 6,90| 15.00
Polska

2013 | 64,90 0,87| 8537| 11,37| 0,245| 5,60| 40,50| 2580| 7,20( 11,90

2009 | 71,10 1,58 | 124,10 24,50 0,222| 30,90| 21,30| 2490| 7,00f 9,10
Portugalia

2013 | 65,40 1,36 | 107,55| 26,24| 0,199| 18,90 30,00| 27,40| 12,20 10,90
Republika 2009 | 70,90 1,30| 68,79 8,50| 0,383| 5,40( 17,50| 14.00 6,00| 6,10
Czeska 2013 | 72,50 191 66,29 11,29 0,381 5,40| 26,70 14.60| 6,90| 6,60

2009 | 63,50 0,46| 48,44 22,60 0.,166| 16,60| 16.80| 43,10| 7,70| 32,20
Rumunia

2013 | 63,90 039| 44,65| 24,40 0.168| 17,30| 22,80| 40,40| 6.40| 28,50

2009 | 66,40 0,47| 61,13 9,30 0,290 490| 17,60 19,60| 5,60| 11,10
Stowacja

2013 | 65,00 0,83| 57,28| 11,54 0,290| 6,40| 26,90| 19,80| 7,60( 10,20
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KIaje UE Rok X] X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg Xg XIO
2009 71,90 1,82 105,18 | 18,90 0,335 5,301 31,60 17,10 5,60 6,10
Stowenia
2013 67,20 2,591 102,53 20,87| 0,335 3.90| 40,10 20,40 8,00 6,70
2009 78,30 342 82,64 48,2 0,472 7,00 43,90| 15,90 6,40 1,60
Szwecja
2013 79,80 3,21 81,04| 52,22 0,502 7,10 48,30| 16,40 7,10 1.40
2009 60,50 1,14 68,99 8,00 0,232 11,20| 23,90| 29,60 11,30| 20,30
Wegry

2013 | 63,20] 141 61,84 10,66| 0217| 11,80 31,90 33,50| 12,60| 26,80
Wiclka 2009 | 73,90 1,75| 78,73| 3,00 0319| 15,70| 41,50| 22,00 12,70| 3,30
Brytania 2013 | 7490| 1,63| 73,17 4,60| 0306| 12,40| 47,60| 24,80 13,20 830
2009 | 61,70 1,22] 9539| 9,30| 0272| 19,20| 19,00| 24,70| 8,80| 7,00

Wiochy

2013 59,80 1,25| 87,08| 14,18| 0,260| 17,00| 22.40| 28,40| 11,00| 12,40
) 2009 69,06 1,51 89,11| 14,73| 0,340 | 12,68 | 32,73| 24,06 8,47 9,87
Srednia

2013 68,04 1,60| 83,84| 17,61| 0,330 10,40| 37,96| 2541| 10,75| 11,48

2009 69,15 1,38 90,90| 11,05| 0,320 11,25| 32,20| 22,70 7,50 6,10
Mediana

2013 67,20 1,39| 82,70 13,92 0,290 9,50| 40,60 | 24,40 9,60 8,90
Wspot. 2009 0,08 0,62 0,35 0,77 0,430 0,56 0,32 0,33 0,38 0,96
zmienno$ci | 2013 0,10 0,56 0,33 0,67| 0,430 0,48 0,25 0,32 0,37 0,84
Wspot. 2009 0,05 0,83 0,38 1,22 2,140 1,41 -0,11 1,32 1,90 2,02

asymetrii | 2013 | -028| 0,56| 0,57| 1,13| 1,800 1,18] -0,16| 094 145| 1,67

Pogrubienia oznaczaja warto$ci maksymalne, a podkreslenia minimalne.
Zrodho: obliczenia whasne na podstawie danych Eurostatu: http://ec.europa.eu/eurostat.

W roku 2009, najwyzsza warto$¢ wskaznika zatrudnienia oséb w wieku 20—64 lata
w % ogoétu ludnosci, posiadaly Niderlandy (78,8%). Wyr6zni¢ nalezy tu takze Szwecje
(78,3%), Danig (77,5%) oraz Cypr (75,3%), ktore osiagnety juz w punkcie startu cel
nadrzedny strategii wynoszacy 75,0%. Wiele jeszcze do zrobienia w tym zakresie miala
Malta z wskaznikiem na poziomie 59,0%, zajmujac ostatnia lokate wsrod krajow UE.
Sredni poziom wskaznika zatrudnienia os6b w wieku 20-64 lata w % ogdtu ludnosci
w UE-28, ksztaltowal si¢ na poziomie okoto 69%. Polska, z warto$cia wskaznika
64,9%, wsrod krajow UE uplasowata si¢ na 22 miejscu.

Ogromnym wyzwaniem dla UE jest podejmowanie dziatan majgcych na celu
zwigkszenie innowacyjno$ci oraz intensywnosci dziatalnosci badawczo-rozwojo-
wej. W 2009 roku naktady na dziatalno$¢ badawcza i rozwojowa (B+R) w % PKB
ksztattowaly si¢ w przedziale od 0,45% (Lotwa) do 3,75% PKB (Finlandia). Oprocz
Finlandii takze Szwecja i Dania osiagnety cel nadrzedny strategii wynoszacy 3% PKB.
Sredni poziom naktadéw na dziatalno$é B+R w krajach UE wyniést okoto 1,5% PKB
i wielkosci tej nie osiggneto 15 panstw. W Polsce naktady na dziatalno§¢ badawczo-
-rozwojowg stanowily zaledwie 0,67% PKB (21 lokata w UE).
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Bardzo dobra sytuacje pod wzgledem emisji gazow cieplarnianych miata Estonia,
osiagajac najnizsza warto$¢ wskaznika X;. Nizszg w poréwnaniu z okresem bazowym
(1990 rokiem) emisje¢ gazow cieplarnianych wykazato tacznie 20 krajow UE, w tym
Polska z indeksem dynamiki na poziomie 83,32 (12 lokata w UE). W przypadku 8 kra-
jow UE (Austrii, Stowenii, Irlandii, Grecji, Portugalii, Hiszpanii, Malty i Cypru) emisja
gazéw cieplarnianych w 2009 roku byta wyzsza niz w 1990 roku. Najgorsza sytuacje
pod tym wzgledem osiggnat Cypr, przewyzszajac poziom wskaznika z 1990 roku
o prawie 63%.

Kraje UE sa do$¢ silnie zréznicowane pod wzgledem udziatu energii ze zrodet
odnawialnych w koficowym zuzyciu energii brutto. Liderem jest Szwecja ze wskazni-
kiem 48,2%, znacznie przewyzszajaca poziom Sredni UE (14,73%). Ostatnie miejsce
zajmuje Malta z wartosciag 0,40%. Udziat energii odnawialnej w Polsce nie mozna
uzna¢ za znaczacy (8,8%, 18 miejsce wérdd krajow UE).

Dla wickszosci panstw wskaznik X5 — zuzycie energii pierwotnej na 100 tys.
mieszkancow ksztaltowat si¢ ponizej sredniej europejskiej. Najnizsze jego wartosci
miata Rumunia (0,166 Mtoe na 100 tys. mieszkancow), najwyzsze za$ Luksemburg
(0,871 Mtoe na 100 tys. mieszkancow). Polska pod wzgledem tego wskaznika zaj-
mowata 8 lokate wsrod krajow UE.

Sredni udziat osob w wieku 1824, ktére nie kontynuuja nauki i nie doksztatcaja
si¢, wynosit w 2009 roku w UE-28 okoto 12,7% i najnizszy byt w Chorwacji (3,9%).
Prawie jedna trzecia populacji ludzi mtodych w Portugalii i Hiszpanii nie kontynuuje
nauki, co mozna uzna¢ za zjawisko negatywne. Polska pod wzgledem tego wskaznika
(5,3%) osiagneta wysoka 3 lokate w UE-28.

Najwyzsza warto$¢ wskaznika X; — udziat oséb w wieku 30-34 lata z wyksztal-
ceniem wyzszym w % ludnos$ci ogolem osiagneta Irlandia (48,9%) i wraz z Luksem-
burgiem, Finlandia, Cyprem, Szwecja, Francja, Belgia, W. Brytanig, Danig, Hiszpa-
nig, Niderlandami i Litwa speity juz wielko$¢ zalecang w strategii (40%). Polska
z wskaznikiem na poziomie 32,8% zajeta 14 miejsce wsrdd krajow UE.

Wiele uwagi w Strategii Europa 2020 po$wigcono zmniegjszeniu zagrozenia ubo-
stwem lub wykluczeniem spotecznym a do monitorowaniu zmian w tym zakresie
zaproponowano az 3 wskazniki: Xg, Xg 1 X79. W 2009 roku w UE, warto$¢ wskaznika
Xg wahata si¢ od 14,6% w Republice Czeskiej do 48,0% w Bulgarii. Zréznicowanie
miedzy krajami mozna uzna¢ za niskie (wsp. zmiennosci 31,8%). W Polsce, 27,8%
ludnosci byto zagrozone ubostwem lub wykluczeniem spotecznym (22 lokata w UE).

Najwigkszy udziat 0sob zyjacych w gospodarstwach domowych o bardzo niskiej
intensywnosci pracy odnotowano w Irlandii (20,0%), najmniejszy natomiast na Cyprze
(4,0%). W catej UE $redni poziom wskaznika Xy wyniost 10,75%. W wigkszosci kra-
jow (w 22 krajach) jego poziom ksztattowat si¢ ponizej $redniej. W Polsce natomiast
udzial 0sob zyjacych w gospodarstwach domowych o bardzo niskiej intensywnosci
pracy nie byl wysoki i wynosit 6,9% (10 lokata w rankingu krajow UE).

Wskaznik poglebionej deprywacji materialnej w krajach UE wahat si¢ od 1,1%
w Luksemburgu az do 41,9% w Bulgarii. Zr6znicowanie krajow UE pod tym wzgle-
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dem jest duze (wsp. zmiennosci 96,3%), Polska z wskaznikiem 15% zajeta 23 miejsce
w UE-28.

W 2013 w stosunku do 2009 roku, zaobserwowa¢ mozna pewne zmiany w warto-
sciach wskaznikow gtownych Strategii Europa 2020. Srednia warto$¢ wskaznika zatrud-
nienia 0s6b w wieku 20—64 lata w % ogdtu ludnosci, w UE obnizyta si¢ o okoto 1%.
Wplyneto na to zapewne zmniejszenie si¢ wartosci wskaznika w 2013 roku w 13 kra-
jach UE (najwiecej w Grecji, na Cyprze, w Portugalii i Bulgarii). Mialo to takze
wplyw na pozycje Polski, ktora pomimo tego, ze warto§¢ wskaznika zatrudnienia
0sOb w wieku 20-64 lata w % ogohu ludno$ci nie zmienita si¢, w rankingu krajow
UE awansowala o 2 lokaty.

Za pozytywne zjawisko mozna uznaé natomiast zwigkszenie w 2013 w stosunku
do 2009 roku wielkosci naktadow na dziatalnos¢ B+R w 18 krajach UE, w tym takze
w Polsce z 0,67% w 2009 do 0,87% PKB w 2013 roku.

W poréwnywanych latach nastgpito takze zmniejszenie wskaznika zwigzanego
z emisja gazow cieplarnianych przypadku 23 krajow UE, chociaz jeszcze dla kilku
z nich jest to powazny problem (np. Malta, Cypr, Hiszpania). W Polsce natomiast
nieznacznie wzrosta warto$¢ analizowanego wskaznika, co spowodowato spadek jej
pozycji w UE-28, z 12 w 2009 na 16 w 2013 roku.

Udziat energii ze zrodet odnawialnych w koncowym zuzyciu energii brutto w %
wzrost we wszystkich krajach UE, $rednia warto$¢ tego wskaznika dla UE-28 zwigk-
szyta sie z 14,73% w 2009 do 17,61% w 2013 roku. W Polsce takze zanotowano
wzrost udziatu energii ze zrodet odnawialnych w koncowym zuzyciu energii brutto
z 8,8% w 2009 do 11,37% w 2013 roku, Najlepszym pod tym wzglgdem krajem UE
w 2013 roku jest Szwecja, z wskaznikiem na poziomie 52,22%.

W poréwnywanym okresie, prawie nie zmienila si¢ sytuacja krajow pod wzgledem
wskaznika oznaczajgcego zuzycie energii pierwotnej na 100 tys. mieszkancow. Nadal
Luksemburg i Rumunia to kraje o najwigkszej i najmniejszej wartosci tego wskaznika.

W 21 krajach UE zmniejszyt si¢ w 2013 w porownaniu do 2009 roku, wskaznik
dotyczacy oso6b mtodych, ktore nie kontynuuja nauki i nie doksztalcaja sig, przyczy-
niajac si¢ do spadku $redniej europejskiej do poziomu okoto 10%. Polska pod tym
wzgledem w 2013 roku zajmowata 4 miejsce w UE.

Pozytywne rezultaty zaobserwowano takze w zakresie wskaznika dotyczacego
udziatu os6b w wieku 30-34 lata z wyksztatlceniem wyzszym w % ludno$ci ogotem.
We wszystkich krajach UE (z wyjatkiem Finlandii, w ktorej warto$¢ wskaznika nie-
znacznie spadla, ale i tak jest wyzsza od zaktadanego celu nadrzednego strategii na
poziomie 40%) warto$¢ wskaznika wzrosta w 2013 w stosunku do 2009 roku. Dotyczy
to takze Polski (wzrost wskaznika z 32,8% w 2009 do 40,5% w 2013 roku).

Duzym problemem dla niektoérych krajow UE pozostaje walka z ubdstwem
i wykluczeniem spotecznym. Dotyczy to zwlaszcza Butgarii, Rumunii oraz Grecji.
Podobng niekorzystng sytuacje obserwuje si¢ w zakresie wskaznika dotyczacego
udziatu 0s6b zyjacych w gospodarstwach domowych o bardzo niskiej intensywnosci
pracy w % ludnos$ci ogotem (warto$¢ wskaznika wzrosta w 2013 w poréwnaniu do
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2009 roku w 24 krajach UE). Nadal utrzymuje si¢ znaczne zréznicowanie migdzy
krajami w zakresie wskaznika pogltebionej deprywacji materialnej, np. wskaznik dla
Szwecji w 2013 roku wyniost 1,4% a dla Butgarii 43,0%. Srednia warto$¢ wskaznika
dla UE-28 wzrosta z 9,87% w 2009 do 11,48% w 2013 roku. W Polsce zauwazy¢
mozna pewne symptomy poprawy sytuacji w zakresie ubostwa i wykluczenia spotecz-
nego. Wskazuje na to poprawa wartosci wskaznikow je okreslajagcych i pozycji zaj-
mowanych przez Polske w strukturze europejskiej (w 2013 w stosunku do 2009 roku
poprawa o 6 miejsc pod wzgledem wskaznika Xz, o 5 pod wzgledem wskaznika Xq
i 0 4 pod wzgledem wskaznika X).

Przeprowadzona ogodlna ocena statystyczna warto$ci poszczegolnych wskaznikow
glownych monitorujacych realizacje Strategii Europa 2020 w 2009 i 2013 roku data
ogolny obraz zmian w tym zakresie. Nie pozwolita jednak oceni¢ badanego zjawiska
lacznie z punktu widzenia wszystkich wskaznikow. Taka mozliwo$¢ daje zastoso-
wanie metod wielowymiarowej analizy porownawczej. Na podstawie wskaznikow
X1—X19 wyznaczono wigc wartosci miary syntetycznej Z. Hellwiga w latach 2009-2013
(tabela 3).

Tabela 3.
Wartosci miary syntetycznej Z. Hellwiga w latach 2009-2013 dla krajow UE

Kraje UE 2009 | Lokata | 2010 | Lokata | 2011 | Lokata | 2012 | Lokata | 2013 | Lokata
Austria 0,488 4 0,474 3 0,480 5 0,524 4 0,533 4
Belgia 0,318 13 0,306 13 0,310 14 0,336 15 0,332 15
Bulgaria 0,094 27 0,047 27 0,041 28 0,042 28 0,050 28
Chorwacja 0,187 24 0,179 22 0,149 25 0,137 24 0,181 22
Cypr 0,210 19 0,211 19 0,227 18 0,228 18 0,222 19
Dania 0,548 2 0,532 2 0,551 2 0,589 2 0,568 2
Estonia 0,461 5 0,447 6 0,506 3 0,519 5 0,527 5
Finlandia 0,521 3 0,464 4 0,500 4 0,545 3 0,546 3
Francja 0,429 7 0,411 7 0,423 8 0,452 8 0,462 8
Grecja 0,214 17 0,220 18 0,170 22 0,124 26 0,057 27
Hiszpania 0,167 25 0,174 23 0,166 23 0,162 23 0,153 24
Irlandia 0,190 23 0,125 26 0,111 26 0,134 25 0,140 25
Litwa 0,395 9 0,332 11 0,347 12 0,385 11 0,415 10
Luksemburg 0,213 18 0,173 24 0,203 20 0,221 19 0,221 20
Lotwa 0,301 14 0,244 16 0,258 17 0,338 14 0,376 12
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Kraje UE 2009 | Lokata | 2010 | Lokata | 2011 | Lokata | 2012 | Lokata | 2013 | Lokata
Malta 0,002 28 0,026 28 0,061 27 0,097 27 0,097 26
Niderlandy 0,378 10 0,366 9 0,397 9 0,411 10 0,400 11
Niemcy 0,413 8 0,410 8 0,433 7 0,466 7 0,469 7
Polska 0,289 15 0,290 14 0,315 13 0,342 13 0,342 14
Portugalia 0,200 20 0,233 17 0,300 15 0,301 17 0,292 17

Republika Czeska 0322 12 [0336| 10 |0374| 10 |0414 9 | 0421 9

Rumunia 0114 | 26 [0126| 25 |0153| 24 |o0,164| 22 |0172| 23
Stowacja 0264 | 16 [0270| 15 [0296| 16 |0317| 16 |0327| 16
Stowenia 0452 6 |0460| 5 |0473 6 (049 | 6 |0482| 6
Szwecja 0,692 1 {0650 1 |0674 1| 0,694 1 |0682 1
Wegry 0,200 | 21 [0199| 20 [0209| 19 |0218| 20 |0223| 18
Wielka Brytania 0332 11 [0324| 12 |o0361| 11 |o0352| 12 |0351| 13
Wiochy 0,193 | 22 [0189| 21 [0196| 21 |o0211| 21 |0205| 21

Zrodho: obliczenia whasne na podstawie danych Eurostatu: http://ec.europa.cu/eurostat.

W 2009 roku najlepsze lokaty w rankingu krajéw UE pod wzgledem warto$ci miary
Z. Hellwiga zajmowaty Szwecja (0,692), Dania (0,548), Finlandia (0,521), Austria
(0,488) 1 Estonia (0,461). Ranking zamykaly natomiast nast¢pujace panstwa: Malta
(0,002), Butgaria (0,094), Rumunia (0,114), Hiszpania (0,167) i Chorwacja (0,187).
W 2013 roku liderami realizacji Strategii Europa 2020 (w $wietle warto$ci miary syn-
tetycznej) pozostaty te same kraje co w roku 2009, tj. Szwecja (0,682), Dania (0,568),
Finlandia (0,546), Austria (0,533) i Estonia (0,527). Konicowe lokaty zajety natomiast
Butgaria (0,050), Grecja (0,057), Malta (0,097), Irlandia (0,140) i Hiszpania (0,153).
W 2013 w stosunku do 2009 roku, wzrost warto§ci miary syntetycznej Z. Hellwiga
zaobserwowano w przypadku 22 krajow UE. Najwickszy spadek miary wykazaty
Grecja, Irlandia, Bulgaria a wiec kraje przezywajace powazne problemy gospodarcze.

Wyznaczone za pomoca wzoréw nr 12—16 miary podobiefnstwa obiektow w 2009
1 2013 roku wyniosty:

P,,% =0,0031, P12 =0,00056, })22 =0,00014, P =0,00242, przy czym p,=0,307,
Ps=0330, S =0,153, S, =0,165, p=0952.

Otrzymane wyniki wskazuja na niewielkie zmiany warto$ciach miar syntetycznych
dla porownywanych okreséw. Nastgpil wzrost $redniego poziomu oraz zréznicowania
warto$ci cechy syntetycznej. Obserwuje si¢ takze wysoka zgodno$¢ kierunku zmian
warto$ci miar syntetycznych w porownywanych okresach.
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W celu poréwnania wynikow porzadkowania krajow UE pod wzgledem stopnia
realizacji Strategii Europa 2020, wyznaczono wartosci miary syntetycznej dla krajow
UE za pomoca zmodyfikowanej metody unitaryzacji zerowane;j (tabela 4).

Tabela 4.

Wartosci miary syntetycznej wyznaczone zmodyfikowang metoda unitaryzacji zerowanej
w latach 2009-2013 dla krajow UE

Kraje UE 2009 | Lokata | 2010 | Lokata | 2011 | Lokata | 2012 | Lokata | 2013 | Lokata
Austria 0,878 4 0,875 4 0,876 5 0,914 4 0,929 5
Belgia 0,734 15 0,732 15 0,732 15 0,753 14 0,761 15
Butgaria 0,591 26 0,566 27 0,543 27 0,548 27 0,568 26
Chorwacja 0,622 22 0,630 21 0,613 23 0,611 23 0,644 23
Cypr 0,674 19 0,667 18 0,676 19 0,669 19 0,663 20
Dania 0,940 3 0,927 3 0,946 3 0,979 3 0,982 3
Estonia 0,871 5 0,862 5 0,905 4 0,911 5 0,939 4
Finlandia 0,994 2 0,968 2 0,983 2 1,007 2 1,010 2
Francja 0,819 8 0,806 8 0,813 10 0,834 9 0,856 10
Grecja 0,597 25 0,609 25 0,568 26 0,554 26 0,544 27
Hiszpania 0,626 21 0,626 22 0,612 24 0,605 24 0,620 24
Irlandia 0,679 18 0,658 20 0,654 20 0,667 20 0,696 19
Litwa 0,831 7 0,806 7 0,823 8 0,860 7 0,902 6
Luksemburg 0,746 13 0,733 14 0,747 14 0,744 16 0,766 14
Lotwa 0,784 11 0,740 13 0,771 13 0,827 11 0,879 8
Malta 0,429 28 0,441 28 0,466 28 0,489 28 0,502 28
Niderlandy 0,806 9 0,793 10 0,814 9 0,829 10 0,824 12
Niemcy 0,803 10 0,803 9 0,824 7 0,850 8 0,861 9
Polska 0,701 16 0,703 16 0,724 16 0,747 15 0,761 16
Portugalia 0,645 20 0,662 19 0,700 18 0,692 18 0,701 18
Republika Czeska 0,746 14 0,756 11 0,781 11 0,808 12 0,826 11
Rumunia 0,600 24 0,611 24 0,619 22 0,632 22 0,657 21
Stowacja 0,697 17 0,694 17 0,713 17 0,728 17 0,745 17
Stowenia 0,840 6 0,847 6 0,864 6 0,882 6 0,882 7
Szwecja 1,143 1 1,126 1 1,148 1 1,175 1 1,175 1
Wegry 0,607 23 0,613 23 0,621 21 0,633 21 0,654 22
Wielka Brytania 0,749 12 0,745 12 0,778 12 0,772 13 0,786 13
Wrtochy 0,582 27 0,582 26 0,578 25 0,590 25 0,603 25

Zrodho: obliczenia whasne na podstawie danych Eurostatu: http://ec.europa.eu/eurostat.
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W 2009 roku najlepszymi krajami UE pod wzgledem realizacji Strategii Europa
2020 byty: Szwecja, Finlandia, Dania, Austria i Stowenia. Ostatnie miejsca w rankingu
krajow UE zajety natomiast: Malta, Wiochy, Bulgaria, Grecja i Rumunia.

W 2013 roku, wérdd liderow realizacji planu rozwojowego UE nie zaszly istotne
zmiany, trzy pierwsze miejsca zajety Szwecja, Finlandia, Dania, na czwartg pozy-
cje awansowala Estonia, pigte miejsce zajeta Austria. Ranking krajow UE zamykaty:
Malta, Grecja, Butgaria, Wlochy i Hiszpania. Nalezy takze zauwazy¢, ze w latach
2009-2013, jedynie Szwecja a w okresie 2012-2013 takze Finlandia, uzyskaty war-
tosci miary syntetycznej obliczone zmodyfikowang metodg unitaryzacji zerowanej,
przewyzszajace wartos¢ jeden.

Oceniono takze podobienstwo obiektow pod wzglgdem wartosci miary syntetycz-
nej otrzymanej zmodyfikowang metodg unitaryzacji zerowanej w 2009 i 2013 roku.
Odpowiednie miary wyznaczone za pomocg wzoré6w nr 12—16 wyniosty:

Pr% =0,0023, B =0,00129, P# = 0,000079, P{ =0,00094, przy czym p, =0,740,
Py =0,776, S,.=0,145, S, =0,154, p=0,979.

Otrzymane wyniki wskazuja na niewielkie zmiany warto$ciach miar syntetycz-
nych dla poréwnywanych okresow. Wzroést sredni poziom oraz zré6znicowanie wartosci
cechy syntetycznej. Obserwuje si¢ takze wysoka zgodnos$¢ kierunku zmian wartosci
miar syntetycznych w poréwnywanych okresach.

Wykorzystujac schemat podziatu na grupy E. Nowaka (wzér 17) wyznaczono
cztery grupy krajow UE o podobnym poziomie realizacji Strategii Europa 2020
w 2013 roku (tabela 5, rysunek 1).

Tabela 5.
Grupy krajow o podobnym poziomie realizacji Strategii Europa 2020 w 2013 roku
Poziom realizacji . Metoda unitaryzacji zerowane;j
M Z. Hell .

Strategii Europa 2020 ctoda ewiga z modyfikacja

Wysoki Szwecja, Dania, Finlandia, Austria, Szwecja, Finlandia, Dania, Estonia,
Estonia,

Sredniowysoki Stowenia, Niemcy, Francja, Republika | Austria, Litwa, Stowenia, Lotwa,
Czeska, Litwa, Niderlandy, Lotwa, Niemcy, Francja, Republika Czeska,
Wielka Brytania, Polska, Belgia, Niderlandy, Wielka Brytania,

Srednioniski Stowacja, Portugalia, Wegry, Cypr, Luksemburg, Belgia, Polska, Stowacja,
Luksemburg, Wtochy, Chorwacja, Portugalia, Irlandia, Cypr, Rumunia,
Rumunia, Wegry, Chorwacja,

Niski Hiszpania, Irlandia, Malta, Grecja, Hiszpania, Wtochy, Butgaria, Grecja,
Bulgaria. Malta.

Zrédto: opracowanie wiasne.




248 Malgorzata Stec

- poziom wysoki

I poziom sredniowysoki
[ ] poziom srednioniski
|:| poziom niski

[ kraje spoza UE S Finlandia 4

B
& RepUb

Francja Czeska

uksgmburg

Portugdlia
5 Hiszpania

Cypr
YPa

A
Malta

Rysunek 1. Grupy krajow UE o podobnym poziomie realizacji Strategii Europa 2020
w 2013 roku w $wietle metody unitaryzacji zerowanej z modyfikacja

Zrddlo: opracowanie wiasne.

Grupe o wysokim poziomie realizacji Strategii Europa 2020 utworzyto 5 krajow
UE: Szwecja, Dania, Finlandia, Austria i Estonia (wedtug metody Z. Hellwiga) oraz
4 kraje (z wyjatkiem Austrii, wedlug II metody). Kraje zaliczone do tej grupy posia-
daja wysokie warto$ci wskaznika zatrudnienia osob w wieku 20-64 lat w % ogdtu
ludnosci w tej samej grupie wickowej. Nalezy takze doda¢, ze w przypadku 3 krajow
tej grupy (Szwecji, Danii 1 Austrii), poziom analizowanego wskaznika przekroczyt
warto$¢ progowa Strategii Europa 2020. Grupe ta wyrdznia takze wysoki udzial nakta-
dow na dziatalno$¢ badawcza i rozwojowa w PKB, niska emisja gazow cieplarnianych
w stosunku do roku 1990, wysoki udziat energii ze zrodet odnawialnych w konco-
wym zuzyciu energii brutto w %, do§¢ wysoki wskaznik zuzycia energii pierwotnej
na 100 tys. mieszkancow, niski udzial osob w wieku 18-24 lata z wyksztalceniem
co najwyzej gimnazjalnym, ktore nie kontynuuja nauki i nie doksztalcaja si¢ w %
ludnosci ogotem w tym samym wieku oraz wysoki udziat oséb w wieku 30-34 lata
z wyksztatceniem wyzszym w % ludnos$ci ogétem w tym samym wieku. Ponadto
kraje zaliczone do tej grupy posiadaja niskie wskazniki okreslajace poziom ubdstwa
lub wykluczenia spolecznego.
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Poziom s$redniowysoki realizacji Strategii Europa 2020 wykazuje 10 krajow UE
wedtug metody Hellwiga oraz 9 wedtug II metody. Srednie wartosci zmiennych
wyjsciowych dla tych krajow ksztattuja si¢ na do§¢ dobrym poziomie, a pod wzgledem
zmiennej okreslajacej wielko$¢ emisji gazow cieplarnianych w stosunku do 1990 roku,
zajmujg korzystng pozycj¢ w catej UE.

Do grupy o $rednioniskim poziomie realizacji programu rozwojowego UE zali-
czono 8 krajow metoda Hellwiga oraz 10 panstw metoda unitaryzacji zerowanej
z modyfikacja.

Grupe ta cechuje niski $redni udziat naktadow na dziatalnos¢ B+R w PKB, dos¢
niski udziat energii ze zrodet odnawialnych w konicowym zuzyciu energii, przecigtny
udziat 0s6b z wyzszym wyksztalceniem oraz do§¢ wysokie wskazniki okreslajace
ubdstwo lub wykluczenie spoteczne.

Niski poziom realizacji Strategii Europa 2020 reprezentuje po 5 krajow UE wedlug
obu zastosowanych metod. Kraje te cechuje niski wskaznik zuzycia energii pierwot-
nej na 100 tys. mieszkancow, co mozna uzna¢ za pozytywne zjawisko. Natomiast
w zakresie wigkszo$ci pozostatych wskaznikéw Strategii Europa 2020, kraje te osia-
gnety najnizsze wartosci.

Nalezy zauwazy¢, ze klasyfikacje krajow pod wzglgdem poziomu realizacji bada-
nego programu rozwojowego UE, uzyskane za pomocg wybranych metod, sag podobne
do klasyfikacji pod wzgledem osiagnig¢tego poziomu rozwoju spoteczno-gospodar-
czego krajow UE (por. m.in. Stec i inni, 2014).

5. PODSUMOWANIE

Analiza poréwnawcza wskaznikéw gléwnych realizacji Strategii Europa 2020
wykazata, ze w 2013 roku w poréwnaniu z 2009 rokiem:

— w wickszosci krajow UE zwigkszyla sie¢ wielkos¢ naktadow na dziatalno$¢ badaw-

CZO-TOZWOjOWa,

— nastgpita poprawa wskaznika zwigzanego z emisjg gazow cieplarnianych,

— udziat energii ze zrdédel odnawialnych w koncowym zuzyciu energii brutto w %
wzrost we wszystkich krajach UE,

— w wigkszosci krajow UE zmniejszyt si¢ udziat osob mlodych, ktore nie kontynuujg
nauki i nie doksztalcajg sig,

— wzrosta warto$¢ wskaznika udziatu os6b w wieku 30-34 lata z wyksztalceniem
wyzszym w % ludno$ci ogdtem.

Natomiast duzym problemem dla UE w 2013 roku pozostaje jeszcze walka z ubd-
stwem i wykluczeniem spotecznym. Niekorzystng sytuacje obserwuje si¢ w zakre-
sie wskaznika dotyczacego udziatu oséb zyjacych w gospodarstwach domowych
o bardzo niskiej intensywnos$ci pracy w % ludno$ci ogélem. Nadal utrzymuje si¢
znaczne zroznicowanie migdzy krajami w zakresie wskaznika poglebionej deprywacji
materialne;j.
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Oceng realizacji Strategii Europa 2020 z punktu widzenia wszystkich wskaznikow
gtéwnych umozliwity zastosowane metody badawcze. Obliczone za ich pomoca miary
syntetyczne umozliwily okreslenie, ktore kraje sa w najlepszej, przecigtnej 1 najgor-
szej sytuacji pod wzgledem realizacji dlugofalowego programu rozwojowego UE.
Wartosci miernikow podobienstwa zbioru obiektow dla obu metod sg bardzo podobne.
Nastgpit wzrost §redniego poziomu oraz zrdznicowania wartosci cechy syntetyczne;.
Obserwuje si¢ takze wysoka zgodno$¢ kierunku zmian warto$ci miar syntetycznych
w porownywanych okresach.

Szwecja, Finlandia i Dania sg liderami we wdrazaniu Strategii Europa 2020. Kraje
te w zakresie niektorych wskaznikow gtéwnych monitorujacych postepy realizacji
programu juz w 2009 roku osiggnely poziom zamierzony. Do grupy krajow o $rednio-
wysokim poziomie zakwalifikowano (w zalezno$ci od zastosowanej metody) 10 lub
9 krajow. Poziom $rednioniski realizacji strategii wykazato 8 lub 10 cztonkéw UE.
Natomiast trudnosci z realizacjg programu ma 5 krajow (w $wietle obu metod), co
jest zapewne powigzane z ich trudng sytuacja gospodarcza.

W 2013 roku, Polska zakwalifikowata si¢ do grupy krajow o $redniowysokim
poziomie realizacji Strategii Europa 2020 (wedtug metody Z. Hellwiga) a wedtug
II metody do klasy o $rednioniskim poziomie. Wzrost warto$ci miary syntetycznej
dla Polski w latach 2009—2013 wskazuje na stopniowe postepy w realizacji strategii.

UE wprowadzajac Strategi¢ Europa 2020 stangta przed ogromnym wyzwaniem
i tylko od poszczegolnych jej cztonkow zalezy, czy uda si¢ osiaggnaé zamierzone dtu-
gofalowe cele. Efekty w niektorych dziedzinach juz sa widoczne (w zakresie wyksztat-
cenia, rozwoju dziatalnosci badawczo-rozwojowej, czy ekologicznej), waznym pro-
blemem pozostaje jeszcze w niektdrych krajach ubdstwo i wykluczenie spoteczne.
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STATYSTYCZNA OCENA REALIZACJI STRATEGII EUROPA 2020
W KRAJACH UNII EUROPEJSKIEJ

Streszczenie

Celem artykutu jest statystyczna analiza krajow UE pod wzgledem realizacji Strategii Europa 2020.
Podstawa oceny sa wskazniki glowne zaproponowane przez Eurostat do monitorowania postepow kra-
jow UE we wdrazaniu tej koncepcji rozwoju. Metoda wykorzystanag w pracy jest metoda Z. Hellwiga
oraz unitaryzacji zerowanej. Badaniami objeto lata 2009-2013. Z przeprowadzonych badan wynika,
ze kraje UE wykazuja zréznicowany poziom realizacji Strategii Europa 2020, czego wyrazem jest ich
klasyfikacja na grupy o ré6znym poziomie.

Stowa kluczowe: strategia Europa 2020, wskazniki gtéwne strategii Europa 2020, metoda
Z. Hellwiga, metoda unitaryzacji zerowanej
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STATISTICAL ANALYSIS OF EUROPE 2020 STRATEGY IMPLEMENTATION
IN THE EUROPEAN UNION COUNTRIES

Abstract

The paper contains the statistical analysis of EU countries in terms of the implementation of the
Europe 2020 Strategy. Basis for evaluation are the main indicators proposed by Eurostat to monitor
the progress of the EU countries in implementing this concept development. The method used in this
work is the Z. Hellwig and zeroed unitarisation method. The study covered the period 2009-2013. The
study shows that EU countries have different levels of implementation of the Europe 2020 Strategy,
which is reflected in their classification into groups with different levels.

Keywords: Europa 2020, main indicators of Europe 2020 strategy, Z. Hellwig method, zeroed
unitarisation method
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LSILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ
TYPU GALE’A. ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO
(AUTOPOPRAWKA)

W artykule Panek (2013) sformutowanie lematu 1 jest niesciste i wymaga korekty.
W konsekwencji w kilku miejscach konieczna jest takze korekta dowodu twierdze-
nia 3. Tre$¢ twierdzenia, w tym teza, pozostaje bez zmian. Za powstate uchybienie
przepraszam Czytelnikow i Redakcje.

Ponizej przedstawiam poprawiong wersj¢ lematu oraz twierdzenia z naniesionymi
korektami. Ich zrozumienie wymaga siggnigcia do oryginalnego tekstu.

Przy dowodzie ,,silnego” twierdzenia o magistrali (twierdzenie 3) korzystamy
z wynikajacej z ciaglosci funkcji a nastgpujacej wlasnosci dopuszczalnych procesow

X
produkcji: Jezeli struktura naktadow M w procesie (x,y) € Z jest dostatecznie ,,bliska”
struktury magistralnej s, wowczas z naktadéow tych mozliwe jest wytworzenie produk-
cji y € N z technologiczng efektywnoscia dowolnie bliska optymalnej efektywnosci
oy MOWI o tym nastgpujacy lemat.

o Lemat 1

Vs €S5,,(1)30(s) € (0,1] V6 € (0,ap) A" >0

(Is=5ll <& = (s,a(s)ays) €eV(A) A a(s,a(s)ays) =ay —06),

gdzie: S, (1)={x>0][x|=1} oraz V(1) ={(x,y) e Z || =1}.

I Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra
Ekonomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
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Dowdd. Najpierw pokazemy, ze
VseS, . (1) 3o e(0,))(s,00,5) €V (1)). (*)

Poniewaz 5 >0, wiec Vs € S,,(1)3A(s) = min{A|1s = 5}. Oczywiscie, A(s) =1
(gdyz |I5]] = 1). Z wilasno$ci procesu optymalnego (zob. (1), (4)) wynika, ze
(5,a,5) V() c Z. Wtedy, zwazywszy na wlasno$¢ (III) przestrzeni produkcyjnej Z,
otrzymujemy:

(As)s, a,,5) € Z czyli (s,0(s),,5)eV (1),
gdzie a(s):ﬂ(l) jest ciagla funkcja z S, (1) do (0,1], a(5) = 1.
s
Funkcja o jest nieujemna i ciagta na V(1) oraz

max a(x,y)=a, =a(s,a,ys),
(x,»)eV (1)

wiec
V8 € (0,ay)3e’ > 0(|ls = 5| < &' = a(s,a(s)ays) = ay — 6). (**)
Z (*), (**) wynika teza lematu. |

,»dilne” twierdzenie o magistrali glosi, ze niezaleznie od dlugosci horyzontu T
wszystkie (3°,¢,, p) optymalne procesy wzrostu przebiegaja w dowolnie bliskim otocze-
niu magistrali N wszedzie za wyjatkiem co najwyzej ich pewnej (skonczonej) liczby
na poczatku i pod koniec horyzontu. Im dtuzszy jest horyzont gospodarki 7, tym
dtuzej, w srodkowej fazie, optymalny proces wzrostu przebiega w bliskim otoczeniu
magistrali. Istotng role gra warunek (VI).

o0 Twierdzenie 3 (,,Silne” twierdzenie o magistrali)
4l
=

Wezmy (3°,t;, p) optymalny proces {y* (t)} »- Jezeli spetnione sg warunki (I)—(VI), to

Dowéd. Wybierzmy liczbe ¢ > 0. Niech liczba d(¢) € (0,0;,) spetnia warunek (7).
Wezmy liczbe J € (0,0(¢)) oraz odpowiadajaca jej liczbe €' € (0,¢) z lematu. Zgodnie ze
,,stabym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna £, ze jezeli t; > k,, to

Yo o
y' )|

Ve>0 JkeN Vi, >2k Vtelk,k +1,...,t; — k} [
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Yo .

i @1
»' )|

dla co najmniej jednego t € T'= {0,1,...,t;}. Niech #; > 2k, oraz r, bedzie pierwszym,
a 7, ostatnim okresem horyzontu 7 = {0,1,..., #;}, w ktorym zachodzi warunek (21).
W S$wietle lematu

&,o*am eV (1),
y (71)

czyli

('@ poa,s))ez,

gdzie 0" = a(s*(rl)), s'(z,)= V(@) , P= Hy*(r,)H > 0. Wowczas proces

*(711

Y (1), dlat=0,1,..,7,,
poal"s, dlat=r1 +1,...1

<

jest 00, ;) dopuszczalny oraz z definicji optymalnego procesu {y*(t)}?zoz
Py () = (p.3(t)) = po ay; " (P.5). (22)

Niech k' bedzie liczbg okresow miedzy 7, 7,, w ktorych

YO s,
y' )|
Z (2), (7), (10) otrzymujemy:
(2,y" W)y < (@) =8(eN)"™ i ™™ (@, —8()" (p.y" (1)), (23)

Laczac (22), (23) dochodzimy do nieréwnosci
po " (P,5) < (ay, =8N g " (@, —(e)) (.Y (1),

lub inaczej:

[aM—a‘(e)jk;[ a, ] po(p.5)
ay - aM_5(‘9’) <ﬁ:y*(71)>
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. (r
Nierownos$¢ powyzsza, po podstawieniu s (7)) =M, mozna zapisa¢é W rowno-
waznej postaci: b
k' -1, %,
Oy a, —6(g") (Pss (7,))

Zgodnie z lematem:
a=a(s'(t),0 a,5)>a, -0,

zatem as (1,)< o a,5 oraz (a,, —0) s (1)< o a,,5 . Wowczas:
(@y =8) (p.s" (1)) < 0 @, (P,5),

czyli

o (p,5) S Oy -0
(s’ (@) ay

Stad i z (24) dostajemy:

a, —o(e) : S a,, " a, —0 .
a,, Na, -6(e" a,

Pamigtajac, ze 0 < d(¢") < d(e) < oy, (gdyz 0 < &' < ¢ i funkcja J jest rosngca; zob.
warunek (VI)) oraz 6 € (0, d(¢)) i t; — 7; = 0, dochodzimy do nieréwnosci:

0, -5 [y ) =5
Ay a, —o(e') ay ’

k'-1
czyli (O[M;MJ >1 lub (rownowaznie) (aM —5(8))k B >a,, .
M

Jedyng nieujemna liczba catkowitg spehniajaca ten warunek jest k' = 0. W charakterze
liczby k o ktérej mowa w tezie twierdzenia, mozna przyjac k = k. |
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»SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ TYPU GALE’A.
ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO (AUTOPOPRAWKA)

Streszczenie

Artykut zawiera korekt¢ dowodu lematu oraz w konsekwencji ,,silnego” twierdzenia o magistrali
przedstawionych w pracy Panek (2013).

Stowa kluczowe: gospodarka Gale’a, rOwnowaga von Neumanna, magistrala produkcyjna, ,,silne”
twierdzenie o magistrali

“STRONG” TURNPIKE EFFECT IN THE GALE ECONOMIC DYNAMICS MODEL.
FINITE STATE GROWTH PROBLEM (AUTHOR’S OWN CORRECTION)

Abstract

The article contains a correction of lemma 1 proof and the consequently “strong” turnpike theorem
3 as presented in the work by Panek (2013).

Keywords: Gale economy, von Neumann equilibrium, production turnpike, “strong” turnpike
theorem






