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OD REDAKCIJI

Szanowni Panstwo,

w 2015 roku Redakcja Czasopisma ,,Przeglad Statystyczny” zgodnie z zamierze-
niem wydata cztery zeszyty zwykle z czestotliwoscig kwartalng, w tym jeden zeszyt
w jezyku angielskim. To juz drugi rok, kiedy mozliwe bylo opublikowanie petnego
zeszytu anglojezycznego, co znaczaco zwicksza — dzigki dostepnosci wersji elektro-
nicznej — liczbg odbiorcow tego uznanego w Polsce czasopisma naukowego.

Tendencja wydawania czasopism naukowych w jezyku angielskim jest obecnie
nieuchronna, stad tez Redakcja Przegladu Statystycznego zache¢ca autoréw do sktada-
nia swych prac do publikacji wlasnie w jezyku angielskim. W biezacym roku kalen-
darzowym, bedacym juz 79. rokiem dziatalno$ci czasopisma, najpierw jako organu
powolanego przez Polskie Towarzystwo Statystyczne, potem organu Sekcji Statystyki
Polskiego Towarzystwa Ekonomicznego, a nastgpnie od 1974 r, do chwili obecnej —
czasopisma wydawanego przez Komitet Statystyki i Ekonometrii Polskiej Akademii
Nauk zamierzeniem Redakcji jest wydanie dwoch zeszytéw w cato$ci w jezyku angiel-
skim. Uzasadnienie popularyzacji wynikéw naukowych i prowadzenia dyskusji nauko-
wej w jezyku angielskim nie jest wylacznie moda XXI wieku. I nie potrzeba odwo-
tywa¢ si¢ wcale do uniwersalizmu jezyka lacinskiego w wiekach $rednich. Wystarczy
powotac si¢ na pierwszy numer Przegladu Statystycznego wydany w roku 1938, w kto-
rym w stowie wstepnym O6wczesna Redakcja wskazata wyraznie, ze w Przegladzie
Statystycznym oglaszane beda m.in. ,,oryginalne prace teoretyczne autoréw obcych
i polskich” i ,,oryginalne prace z zastosowan statystyki, wazne ze wzgledow metodo-
logicznych”, podajac jednoczesnie nazwe angielska czasopisma (Statistical Review),
jak rowniez tytuly artykutdéw w jezyku angielskim i recenzje publikacji w jezykach
obcych (gtownie angielskim i niemieckim), z ktorych to wzorcéw korzystamy do dzi-
siaj. Warto przy tym przypomniec, ze tworcami Przegladu Statystycznego byli wybitni
statystycy polscy, ktorzy jednoczesnie tworza panteon najwybitniejszych postaci sta-
tystyki §wiatowej, jak prof. Jerzy Neyman czy prof. Jan Czekanowski.

Przez lata nastapity jednak istotne zmiany. Statystyka jako nauka ewoluowata
w roznych kierunkach, tworzac podstawy dla ekonometrii, biometrii czy psychometrii,
za$ badania statystyczne sg coraz czegsciej stosowane w roznych dziedzinach wie-
dzy, ktore sa czesto zalazkiem powstawania nowych metod i technik statystycznych.
Tworzy to ogromne pole do publikowania wynikow badan, czgsto réznych od profilu
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Przegladu Statystycznego. Liczba czasopism publikujacych wyniki najnowszych badan
z zakresu badan statystycznych i ekonometrycznych rowniez znaczaco wzrosta. Aby
si¢ wyrdzniac, a jednoczesnie realizowac swoje cele i zadania, ,,Przeglad Statystyczny”
odwotuje si¢ do najlepszych tradycji statystyki polskiej jako istotnej czesci statystyki
swiatowej, co udaje si¢ dzigki publikowaniu najlepszych prac nadsytanych do Redakcji
oraz niezwykle rzetelng procedurg recenzencka.

Wyrazam nadzieje, ze dazenie do doskonatosci publikacji przy danym stanie wie-
dzy przyswieca calemu §rodowisku statystykow i ekonometrykow polskich, co bgdzie
znajdowac odzwierciedlenie w coraz bardziej znaczacych publikacjach i wzroscie
pozycji Przegladu Statystycznego w $§wiatowej literaturze naukowe;.

Redaktor Naczelna
Prof. dr hab. Magdalena Osinska
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MAREK WALESIAK!'

WYBOR GRUP METOD NORMALIZACJI WARTOSCI ZMIENNYCH
W SKALOWANIU WIELOWYMIAROWYM

1. WPROWADZENIE

Normalizacje przeprowadza si¢ dla macierzy danych metrycznych, tzn. gdy
zmienne opisujgce obiekty badania mierzone sg na skali interwalowej lub ilorazowe;j.
Charakterystyke skal pomiaru zawarto m.in. w pracach (Stevens, 1946; Walesiak,
2011, s. 13-16).

Porownanie metod normalizacji warto$ci zmiennych moze by¢ rozpatrywane
z punktu widzenia zastosowania konkretnej metody statystycznej analizy wielowy-
miarowej. W sytuacji, gdy w badaniu beda wykorzystywane metody analizy sku-
pien, porzadkowania liniowego i skalowania wielowymiarowego, zmienne muszg by¢
sprowadzone do porownywalno$ci poprzez transformacje normalizacyjne. Dla analizy
skupien badania takie przeprowadzili Milligan, Cooper (1988), Schaffer, Green (1996),
Walesiak, Dudek (2016), a dla metod porzadkowania liniowego Walesiak (2015),
Kukuta, Luty (2015)%. Inne metody statystycznej analizy wielowymiarowej (analiza
regresji, drzewa klasyfikacyjne i regresyjne, conjoint analysis, analiza czynnikowa?,
analiza dyskryminacyjna, analiza korelacji kanonicznej, analiza wariancji i kowarian-
cji) nie wymagaja uprzedniej transformacji normalizacyjne;j.

W artykule zaproponowano procedure badawcza pozwalajaca na wyodrgbnienie
grup metod normalizacji warto$ci zmiennych prowadzacych do zblizonych wynikow
skalowania wielowymiarowego. Propozycja dotyczy problemu wyboru metod norma-
lizacji warto$ci zmiennych w skalowaniu wielowymiarowym bazujacym na macierzy
danych metrycznych.

' Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu, Wydzial Ekonomii, Zarzadzania i Turystyki, Katedra

Ekonometrii i Informatyki, ul. Nowowiejska 3, 58-500 Jelenia Gora, Polska, e-mail: marek.walesiak@
ue.wroc.pl.

2 Badanie tutaj przeprowadzone bylo szersze, poniewaz obejmowato wybér metody (procedury)
porzadkowania liniowego. Podobne badania wczeséniej przeprowadzit Grabinski (1984) stosujac inne kry-
teria wyboru.

3 Metody normalizacyjne bedace przeksztatceniem liniowym (3) nie zmieniajg warto$ci wspot-
czynnika korelacji liniowej Pearsona (por. Jajuga, Walesiak, 2000, s. 111), ktéry jest wykorzystywany
w analizie czynnikowej.
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2. SKALOWANIE WIELOWYMIAROWE NA PODSTAWIE MACIERZY DANYCH
METRYCZNYCH — OGOLNY SCHEMAT POSTEPOWANIA

Punktem wyjscia skalowania wielowymiarowego jest macierz odlegtosci (niepo-
dobienstw) migdzy obiektami w przestrzeni m-wymiarowej [0;], gdzie i,k = 1,...,n
oznacza numer obiektu. Wérdéd metod wyznaczania macierzy odlegtosci [d;;,] wyrdznia
si¢ (por. np. Borg, Groenen, 2005, s. 111-133; Zaborski, 2001, s. 40-50):

1. Bezposrednie — np. poprzez porownywanie obiektow parami pod wzgledem ich
niepodobienstwa przez poszczegdlnych respondentow.

2. Posrednie. Punktem wyjscia jest tutaj macierz danych [x;;] (gdzie: x;; — obserwacja j-tej
zmiennej w i-tym obiekcie, j = 1,...,m — numer zmiennej). Obserwacje na zmiennych
uzyskujemy stosujac szacowanie na skalach pomocniczych (respondenci oceniaja
tutaj poszczegdlne obiekty dla kazdej zmiennej) lub z wtérnych zroédet danych.
Nastepnie oblicza si¢ odleglosci miedzy obiektami z wykorzystaniem miar odleglosci
(dla danych metrycznych stosuje si¢ wczesniej normalizacje wartosci zmiennych).
Skalowanie wielowymiarowe jest metoda reprezentacji macierzy odleglosci migdzy

obiektami w przestrzeni m-wymiarowej [J;,] w macierz odlegtosci miedzy obiektami

w przestrzeni g-wymiarowej [d;] (¢ < m) w celu graficznej prezentacji (wizualizacji)

relacji zachodzacych migedzy badanymi obiektami oraz okreslenia (interpretacji) tre-

$ci ¢ wymiarow. Wymiary ¢ nie sa bezposrednio obserwowalne. Maja one charakter
zmiennych ukrytych, ktére pozwalajg na wyjasnienie podobienstw i roznic migdzy
badanymi obiektami. Ze wzglgdu na mozliwos¢ graficznej prezentacji wynikow zazwy-

czaj ¢ wynosi 2 lub 3.

W algorytmach skalowania wiclowymiarowego stosowane sg rézne miary dopaso-
wania STRESS (ang. STandardized REsidual Sum of Squares — standaryzowana suma
kwadratow reszt). W monografii (Borg, Groenen, 2005, s. 250-254) prezentowane
sa m.in. funkcje: STRESS-1 Kruskala, STRESS-2 Kruskala i Carrolla, wspotczynnik
alienacji Guttmana-Lingoesa, S-STRESS Takane, Younga i De Leeuw. Zagadnieniu
oceny warto$ci miar dopasowania, a co za tym idzie wyborowi liczby wymiaréw g
skalowania Borg, Groenen (2005) poswigcili podrozdziat 3.5 (s. 47-55). Mowa jest
tutaj m.in. o wykresie osypiska (ang. scree test), prostych normach oceny miar dopa-
sowania. Dodatkowym waznym kryterium jest interpretowalno$¢ wymiardéw (osi) ska-
lowania wielowymiarowego (zob. Borg, Groenen, 2005, s. 55).

Dla danego zbioru obiektow 4 = {4;,...,4,} oraz odleglosci (niepodobienstw) d;
migdzy obiektami A; oraz 4, w przestrzeni m-wymiarowej poszukuje si¢ takiego
odwzorowania zbioru obiektow w zbior punktéw w przestrzeni g-wymiarowej, aby
(Borg, Groenen, 2005, s. 39):

dy ~dy = f(6,) (1)
gdzie:
dy, — odlegto$¢ miedzy obiektami A; oraz A4, (punktami x; oraz x;) w przestrzeni g-wymia-
rowej,
d .« — funkcja regresji miedzy dj; a dy.
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Ogolny schemat postepowania w skalowaniu wielowymiarowym zbioru obiektow
przeprowadzanych na podstawie danych metrycznych jest nastgpujacy:

P>A—>X—>N->S—>1, 2)

gdzie:

P — wybor problemu badawczego,

A — wybor obiektow,

X — dobor zmiennych. Zgromadzenie danych i konstrukcja macierzy danych w prze-
strzeni m-wymiarowej [x;],z, (i = 1,...,n — numer obiektu, j = 1,...,m — numer
zmiennej),

N — normalizacja warto$ci zmiennych i konstrukcja macierzy [z, (z; — znormalizo-
wana warto$¢ j-tej zmiennej dla i-tego obiektu),

S — przeprowadzenie skalowania wielowymiarowego: wybor miary odlegtosci (zob. tab.
2) i konstrukcja macierzy odlegtosci w przestrzeni m-wymiarowej [0y], f: 5, > d,
— odwzorowanie macierzy odleglosci w przestrzeni m-wymiarowej [d;,] W macierz
odlegtosci w przestrzeni g-wymiarowej [dy;] (¢ < m). Iteracyjny schemat postepowa-
nia w algorytmie smacof przedstawiono w pracy (Borg, Groenen, 2005, s. 204—-205),
prezentacja macierzy danych w przestrzeni g-wymiarowej [x;i] g

I — interpretacja wynikow skalowania wielowymiarowego (W tym interpretacja osi).

3. NORMALIZACJA WARTOSCI ZMIENNYCH?*

Celem normalizacji wartosci zmiennych jest doprowadzenie zmiennych do porow-
nywalnosci poprzez pozbawienie mian wynikow pomiaru oraz ujednolicenie ich rze-
dow wielkosci.

Przeglad metod normalizacji warto$ci zmiennych przedstawia praca Walesiak
(2014). Tabela 1 prezentuje metody normalizacyjne dane przeksztalceniem liniowym
(por. Jajuga, Walesiak, 2000, s. 106-107; Zelias, 2002, s. 792):

x,—A, 1 A.
z;=b;x; +a,; = ]B} ’ =BT.X”_B% (b, >0), (3)

J

J

gdzie:

x;; — wartosS¢ j-tej zmiennej dla i-tego obiektu,

z;; — znormalizowana warto$¢ j-tej zmienne;j dla i-tego obiektu,

Aj — parametr przesunigcia do umownego zera dla j-tej zmiennej,

B; — parametr skali dla j-tej zmiennej,

a; =—-A;/B;, b; = 1/B; — parametry dla j-tej zmiennej okreslone w tabeli 1.

4 Punkt ten opracowano na podstawie artykutu Walesiak (2014).
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Tabela 1.
Metody normalizacji warto$ci zmiennych
Parametr Skale pomiaru zmiennych
Typ Nazwa metody b przed po
; a; .. .
J J normalizacjag | normalizacji
- ilorazowa
nl Standaryzacja 1/s; —X;/$; . interwatowa
ryzaq J 1[5 lub interwatowa
ilorazowa
n2 Standaryzacja pozycyjna 1/mad; —med; | mad; . interwatowa
fyzacja pozycy) 7 7 / lub interwatowa
— ilorazowa
n3 Unitaryzacja 1/r; =X [r; . interwatowa
1yzaq) J il" lub interwatowa
ilorazowa
n3a | Unitaryzacja pozycyjna 1/r; —med; | r; . interwatowa
Tyzacja pozycy) / i lub interwatowa
. ilorazowa
n4 Unitaryzacja zerowana 1/r; —min{x,} /r; . interwatowa
ryzac J Y / ! lub interwalowa
5 Normalizacja 1 % ilorazowa interwalowa
w przedziale [-1; 1] max|x; —x,,-‘ maxjx; —X ,»‘ lub interwatowa
n5a Normalizacja pozycyjna 1 —med, ilorazowa interwatowa
w przedziale [-1; 1] max|.x; —medj‘ max|x; —medj‘ lub interwatowa
né 1/s; 0 ilorazowa ilorazowa
nea 1/mad, 0 ilorazowa ilorazowa
n7 1/ 0 ilorazowa ilorazowa
n8 l/mﬁx{xi,- } 0 ilorazowa ilorazowa
no ?rzekszta%cema X, 0 ilorazowa ilorazowa
ilorazowe
n9%a 1/med; ilorazowa ilorazowa
nl0 1/ z; x; 0 ilorazowa ilorazowa
nll 1 / Z; x; 0 ilorazowa ilorazowa
1 -X, .
nl2 | Normalizacja ilorazowa interwalowa
n —\2 n — .
\/ Do —X) \/ > (x;—x;)" |lub interwatowa
1 —med.. .
nl2a |Normalizacja pozycyjna - ilorazowa interwatowa
z Z .
13 Pozyey] \/ > (x,—med,) \/ZL] (x; —med,)* |lub interwatlowa
Normalizacja z zerem 1 _m ilorazowa .
nl3 . . interwatowa
usytuowanym centralnie /2 /2 lub interwatowa

X; — $rednia dla j-tej zmiennej, s; — odchylenie standardowe dla j-tej zmiennej, r; — rozstep dla j-tej zmiennej,

max{x, } + min{x, }
i 9 Y — mediana dla j-tej zmiennej,

m; = — $rodek rozstepu (ang. mid-range), med; = med(x;)

2
mad ; = m?d (x;) — medianowe odchylenie bezwzgledne dla j-tej zmienne;.

Zrodto: Walesiak (2014, s. 364-365).
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W artykule normalizacje wartosci zmiennych przeprowadzono w pakiecie
clusterSim (zob. Walesiak, Dudek, 2015) programu R (R Development Core Team,
2015) z wykorzystaniem funkcji data.Normalization.

4. PROCEDURA BADAWCZA POZWALAJACA NA WYODREBNIENIE
GRUP METOD NORMALIZACJI PROWADZACYCH DO ZBLIZONYCH WYNIKOW
SKALOWANIA WIELOWYMIAROWEGO

Procedura badawcza pozwalajaca na wyodrebnienie grup metod normalizacji war-
to$ci zmiennych prowadzacych do zblizonych wynikow skalowania wielowymiaro-
wego obejmuje nastepujace kroki:

1. Przeprowadza si¢, zgodnie z ogdlnym schematem postgpowania w skalowaniu
wielowymiarowym, nastepujace etapy P — 4 — X — N. Do normalizacji wartoSci
zmiennych wykorzystuje si¢ wszystkie dopuszczalne metody ujete w tabeli 1 (dla
zmiennych ilorazowych dostepnych jest 18 metod normalizacyjnych, a dla zmien-
nych przedzialowych — 10 metod normalizacyjnych).

2. Dla wszystkich macierzy danych po normalizacji warto$ci zmiennych oblicza sig¢
odlegtosci miedzy obiektami (zob. tabela 2) i zestawia w macierze odlegtosci [5;{]
(r — numer metody normalizacyjnej). Dla zmiennych ilorazowych otrzymuje sig¢
18 macierzy odleglosci, a dla zmiennych przedzialowych — 10 macierzy odlegtosci.
Miara odlegtosci Canberra nie zalezy od parametru skali B; (Pawelek, 2008, s. 94).
Zatem dopuszczalne metody normalizacyjne n6-—nl1 nie zmieniajg wartosci tej odle-
glosci (zob. tab. 2).

Tabela 2.

Miary odlegtosci dla danych metrycznych (interwatowych, ilorazowych)

Dozwolone

Nazwa Odlegtosé dy Rozstep normalizacje

p

Minkowski (p > 1) i 2:1:1 z; -z, [0;00) nl-nl13
— Manhattan (miejska) (p = 1) Zj;l z; —Zk,‘ [0;00) nl-nl3
— Euklidesa (p = 2) z;":l (z,j —zky.)z [0;00) nl-nl3
— Czebyszewa (maximum) _ )
oo max|z; ZU‘ [0;00) nl-nl3
Z(zij - ij)(ZAj - th) + Z Z(ZI, - Z[/)(ZA/‘ - le)
GDM1 e =
1#ik
(Walesiak, 2002; Jajuga, 5 1 [0;1] nl-nl3

Walesiak, Bak, 2003) 2[i e 3 _Zl_)zj|2
7 g g v

j=11=1 Jj=11=1
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Tabela 2. (cd.)

D 1
Nazwa Odlegtos¢ dy, Rozstep OZW(.) on‘e
normalizacje
Bray-Curtis Z/:l Zi~ zk/‘
1 ¥ - [0;1] n6-nll
(Bray, Curtis, 1957) z/:l(zli +2,)
Canberra m P~ Zk/" m Xy xkj“
S0 _ =) [0;1] n6-nll
(Lance, Williams, 1966) ZH (z;+24) Z/—l (x; +x,)
ikl =1,...,n — numery obiektéw, j = 1,...,m — numer zmiennej, m — liczba zmiennych, z; (z;, z) — znormalizowana

warto$¢ j-tej zmiennej dla i-tego (k-tego, I-tego) obiektu.
* Zob. réwniez prace (Cormack, 1971, s. 367).

Zrodto: opracowanie wilasne.

3. Dlakazdej macierzy odlegtosci [51.};] przeprowadza si¢ skalowanie wielowymiarowe
dla ustalonej liczby wymiarow ¢ otrzymujac macierz odlegtosci miedzy obiektami
W przestrzeni g-wymiarowej [d; ]

4. Otrzymane, dla dopuszczalnych metod normalizacyjnych, macierze odlegtosci [d,.’,;]
poréwnuje si¢ z wykorzystaniem odlegtosci miejskiej d,:

n(n-1)

d = Zz“ diil.c _ d;f ‘ 4)
T o | maxddi} max{d}

gdzie: r, s — numery metod normalizacyjnych.

W celu sprowadzenia macierzy odlegltosci [d;] do porownywalnosci we wzorze (4)

podzielono odleglosci w kazdej macierzy odleglosci przez warto§¢ maksymalng. Po
tej operacji odlegtosci w kazdej macierzy odleglosci zawarte beda w przedziale [0;1].
Im mniejszg warto$¢ przyjmuje miara d,, o postaci (4), tym wigksze jest podobien-
stwo wynikow skalowania wielowymiarowego dla metod normalizacyjnych o nume-
rach r oraz s.

5. Na podstawie macierzy odlegtosci [d,,] przeprowadza si¢ analize skupien, ktéra
pozwala wyodrebni¢ grupy metod normalizacji warto$ci zmiennych prowadzacych
do zblizonych wynikéw skalowania wielowymiarowego. Mozna zastosowac tutaj
jedng z wielu metod klasyfikacji (zob. np. Everitt i in., 2011; Gordon, 1999). W arty-
kule zastosowano hierarchiczng metode aglomeracyjng najdalszego sgsiada.

Dla miary odleglosci GDM1 oraz odlegtosci Braya-Curtisa mozna sformutowaé
spostrzezenia odnosnie metod normalizacyjnych ujete w tabeli 3.



Wybor grup metod normalizacji wartosci zmiennych w skalowaniu wielowymiarowym 13

Tabela 3.

Grupy metod normalizacyjnych prowadzacych do identycznych odleglosci w macierzy odleglosci
wyznaczonej za pomoca miary GDMI1 oraz odlegloéci Braya-Curtisa

Metody normalizacyjne
Grupy metod
odlegtos¢ GDM1 odlegto$¢ Braya-Curtisa
A nl, n6, n12 -
B n2, nba -
C n3, n3a, n4, n7, nl13 -
D n9, nl10 n9, n10

Zrodto: opracowanie wihasne.

Identyczne macierze odleglosci dla grup metod A, B, C i D wynikajg z tego,
ze miara GDMI nie zalezy od parametru przesunigcia 4; stosowanego w metodach
normalizacyjnych. Ponadto przemnozenie warto$ci znormalizowanych przez statg nie
zmienia odlegtosci GDM1 i Braya-Curtisa (Walesiak, 2015):

— dla metody nl3 stata rowna si¢ 2:

' m, 2. Xy My , (5)

Zi': _ =
4 rl2 12 roo

1
— dla metody nl2 stata rowna si¢ n_l:

: X L) ©)

z. = Yy _ X z\/T. X, X
U \/z’l‘(x"j_ff)z \/Z;(X 7“/)2 n=b{s; s

ij_ J J

— dla metody nl10 stata roéwna si¢ 1/n:

X, 1 [ x;
Zim = = | (7

n = =
n X .
Zi:l X J

W pracy (Pawelek, 2008, s. 94) wykazano, ze warto$ci miar odleglosci
Minkowskiego (miejska, euklidesowa, Czebyszewa) nie zalezg od parametru prze-
sunigcia 4; stosowanego w metodach normalizacyjnych. Zatem identyczne macierze
odlegtosci otrzymuje si¢ dla grup metod normalizacyjnych ujetych w tabeli 4.
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Tabela 4.

Grupy metod normalizacyjnych prowadzacych do identycznych macierzy odleglosci
dla odlegtosci Minkowskiego

Metody normalizacyjne
Grupy metod
D1 D2
A nl, n6 nl, n6, n12*
B n2, nba n2, nba
C n3, n3a, n4, n7 n3, n3a, n4, n7, n13”
D — n9, nl0”

D2 — po podzieleniu odlegtosci w kazdej macierzy odleglosci przez warto$¢ maksymalng.
* — dla tej metody normalizacji macierz odlegtosci jest przemnozona przez staly (zob. wzory (5)—(7)).

Zrodlo: opracowanie wilasne.

5. WYNIKI BADANIA EMPIRYCZNEGO

W badaniu empirycznym wykorzystane zostang dane statystyczne z artykutu
(Gryszel, Walesiak, 2014) dotyczace poziomu atrakcyjnosci turystycznej 29 powia-
tow Dolnego Slaska. Ocene poziomu atrakcyjnosci turystycznej powiatow Dolnego
Slaska przeprowadzono z wykorzystaniem 16 zmiennych metrycznych (mierzonych
na skali ilorazowej):

x1 —
X2 —

x3 —

miejsca noclegowe w obicktach na 1 km? powierzchni powiatu,

liczba noclegéw turystow rezydentow (Polakow) przypadajacych dziennie na
1 tys. mieszkancow powiatu,

liczba noclegéw turystéw zagranicznych przypadajacych dziennie na 1 tys.
mieszkancow powiatu,

emisja zanieczyszczen gazowych w tonach na 1 km? powierzchni powiatu,
liczba przestepstw o charakterze kryminalnym oraz przestgpstw przeciwko zyciu
i zdrowiu na 1 tys. mieszkancéw powiatu,

liczba przestepstw przeciwko mieniu na 1 tys. mieszkancoéw powiatu,

liczba obiektow zabytkowych na 100 km? powierzchni powiatu,

lesisto$¢ powiatu w %,

udziat obszaréw prawnie chronionych w powierzchni powiatu w %,

liczba imprez oraz wydarzen kulturalnych i turystycznych w powiecie,

liczba pomnikéw przyrody w przeliczeniu na 1 km? powierzchni powiatu,
liczba podmiotow gospodarki turystycznej na 1 tys. mieszkancow powiatu (osoby
fizyczne 1 prawne),

wydatki gmin i powiatéw na turystyke, kulture i ochrong dziedzictwa narodo-
wego oraz kulture fizyczng na 1 mieszkanca powiatu w zi,

widzowie w kinach na 1 tys. mieszkancow powiatu,

zwiedzajacy muzea na 1 tys. mieszkancow powiatu,
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x16 — liczba pozwolen na budowe (hotele i budynki zakwaterowania, budynki han-
dlowo-ustugowe, budynki transportu i tacznosci, obiekty inzynierii ladowej i wod-
nej) wydanych w powiecie w latach 2011-2012 na 1 km? powierzchni powiatu.

Dane statystyczne pochodza z roku 2012 z Banku Danych Lokalnych (BDL),
jedynie dane dla zmiennej x7 pochodza od wojewodzkiego konserwatora zabytkow.

W artykule zastosowano skrypt programu R przygotowany zgodnie z pro-
cedura badawcza z sekcji 4, ktora pozwala na wyodrebnienie grup metod norma-
lizacji warto$ci zmiennych prowadzacych do zblizonych wynikéw skalowania
wielowymiarowego.

Pomiar zmiennych na skali ilorazowej dopuszcza wszystkie metody normaliza-
cyjne (badaniem objgto zatem 18 metod). Z uwagi na to, ze grupy metod normali-
zacyjnych A, B, C i D daja dla skalowania wielowymiarowego identyczne wyniki
dalszej analizie poddano pierwsze metody ze wskazanych grup (nl, n2, n3, n9) oraz
pozostate metody (n5, n5a, n8, n9a, nll, nl2a).

Skalowanie wielowymiarowe 29 powiatéw Dolnego Slaska ze wzgledu na poziom
atrakcyjnosci turystycznej przeprowadzono z wykorzystaniem funkcji smacofSym
pakietu smacof (Mair i in., 2015). Jako miar¢ odleglosci zastosowano odlegtosé
Euklidesa. Grupy metod normalizacji warto$ci zmiennych prowadzacych do zblizo-
nych wynikéw skalowania wielowymiarowego prezentuje dendrogram na rysunku 1.
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Rysunek 1. Dendrogram podobienstwa metod normalizacji w skalowaniu wielowymiarowym
29 powiatéow Dolnego Slaska ze wzgledu na poziom atrakcyjnosci turystycznej

Zrédlo: opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu R.

Na podstawie dendrogramu wyr6zniono trzy grupy metod normalizacyjnych
(zar6wno w dwoch, jak w trzech wymiarach) prowadzacych do zblizonych wynikow
skalowania wielowymiarowego w sensie macierzy odleglosci d,.’,'{] oraz rozmieszczenia
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obiektow w przestrzeni g-wymiarowej (w nawiasach przedstawiono metody normali-
zacyjne dajace identyczne wyniki skalowania wielowymiarowego):

grupa 1 (3 metody): (n2, n6a), n9a,

grupa 2 (12 metod): (nl, n6, n12), (n3, n3a, n4, n7, n13), n5, n5a, n8, nl2a,

grupa 3 (3 metody): (n9, nl10), nl1.

Do wyboru liczby klas mozna wykorzysta¢ tutaj indeksy oceny jakosci klasyfikacji
przedstawione w pakietach NbClust (Charrad i in., 2014; Charrad i in., 2015) oraz
clusterSim (Walesiak, Dudek, 2015).

W analizowanym przypadku istotne réznice migdzy wynikami skalowania wie-
lowymiarowego pojawiaja si¢ dla metod normalizacji warto$ci zmiennych z réznych
grup. W dotychczasowej praktyce, nie uwzgledniajac zaproponowanej procedury
badawczej, dokonujgc wyboru metody normalizacji wartosci zmiennych w skalowa-
niu wielowymiarowym dla danych metrycznych mieliSmy do wyboru 18 propozycji
(tabela 1). Rozwazania ujete w tab. 3 1 4 zmniejszaja te liczbg do 10 metod norma-
lizacji. Wybor nadal staje si¢ arbitralny i trudny do uzasadnienia. Zaproponowane
podejscie nie rozwigzuje catkowicie problemu, ale pozwala wyodrebni¢ grupy metod
normalizacji prowadzace do zblizonych wynikéw skalowania wielowymiarowego.
W analizowanym przyktadzie mamy juz do wyboru de facto 3 metody normaliza-
cji (metody normalizacji znajdujace si¢ w tych samych grupach daja identyczne lub
zblizone wyniki skalowania wielowymiarowego). Zatem przedstawiona propozycja
pozwala ograniczy¢ problem wyboru metody normalizacyjne;j.

6. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono propozycj¢ procedury badawczej pozwalajaca na wyod-
r¢bnienie grup metod normalizacji warto§ci zmiennych prowadzacych do zblizonych
wynikow skalowania wielowymiarowego. Propozycja pozwala ograniczy¢ problem
wyboru formuty normalizacji wartosci zmiennych w skalowaniu wielowymiarowym.
Istotne roznice migdzy wynikami skalowania wielowymiarowego pojawiaja si¢ dla
formut normalizacyjnych z réznych grup.

Wskazano dla miar odleglosci GDM1 oraz Braya-Curtisa metody normalizacyjne
dajace identyczne odleglosci w macierzy odlegtosci. Analogiczne spostrzezenia sfor-
mutowano dla miar odlegtosci Minkowskiego (miejska, euklidesowa, Czebyszewa).

Wyniki badawcze zobrazowano przyktadem empirycznym dotyczacym zastoso-
wania funkcji smacofSym pakietu smacof w celu przeprowadzenia skalowania
wielowymiarowego 29 powiatéw Dolnego Slaska ze wzgledu na poziom atrakcyjnosci
turystycznej z wykorzystaniem 18 formul normalizacyjnych.
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WYBOR GRUP METOD NORMALIZACJI WARTOSCI ZMIENNYCH
W SKALOWANIU WIELOWYMIAROWYM

Streszczenie

W skalowaniu wielowymiarowym przeprowadzanym na podstawie macierzy danych metrycznych
(przedziatowych, ilorazowych) jednym z etapéw jest wybor metody normalizacji wartosci zmiennych.
W badaniu zastosowano funkcj¢ data.Normalization pakietu clusterSim programu R. Funkcja
ta zawiera 18 réznych metod normalizacyjnych.

W artykule zaproponowano procedure badawcza pozwalajaca na wyodrebnienie grup metod nor-
malizacji warto$ci zmiennych prowadzacych do zblizonych wynikéw skalowania wielowymiarowego.
Propozycja pozwala ograniczy¢ problem wyboru metody normalizacji warto$ci zmiennych w skalowaniu
wielowymiarowym. Wyniki zilustrowano przyktadem empirycznym.

Stowa kluczowe: normalizacja zmiennych, skalowanie wielowymiarowe, miary odleglosci, pro-
gram R, pakiet clusterSim

THE CHOICE OF GROUPS OF VARIABLE NORMALIZATION METHODS
IN MULTIDIMENSIONAL SCALING

Abstract

In multidimensional scaling carried out on the basis of metric data matrix (interval, ratio) one
of the stages is the choice of the variable normalization method. The R package clusterSim with
data.Normalization function has been developed for that purpose. It provides 18 data norma-
lization methods.

In this paper the proposal of procedure which allows to isolate groups of normalization methods
that lead to similar multidimensional scaling results were presented. The proposal can reduce the
problem of choosing the normalization method in multidimensional scaling. The results are illustrated
via empirical example.

Keywords: normalization of variables, multidimensional scaling, distance measures, R program,
clusterSim package
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KAPITAL FIZYCZNY, PRODUKCJA ENERGII
A CZAS WYCZERPANIA SIE ZASOBOW NATURALNYCH?

1. WSTEP

Zasoby naturalne stanowig jeden z najwazniejszych czynnikéw wzrostu gospodar-
czego (Stern, Cleveland, 2004; Lee i inni, 2008; Constantini, Martini, 2010; Stern,
2011). Ich rola w procesach produkcyjnych jest podwdjna — z jednej strony stanowia
substrat w produkcji rozmaitych dobr przemystowych, z drugiej — zrodto energii. O ile
w pierwszym przypadku mozliwy jest czesciowy recykling lub czesciowa substytucja
z innymi, odnawialnymi i dostgpnymi w duzo wigkszym stopniu materialami, o tyle
wcigz nie ma dobrej alternatywy dla ropy naftowej, gazu ziemnego i wegla w produkcji
energii i zasilaniu silnikoéw maszyn cigzkich. Okoto 81,7% energii produkowanej dzi$
na $wiecie pochodzi z nieodnawialnych zasobow naturalnych’, a angazowany w pro-
cesie produkcji kapitat fizyczny wykorzystuje glownie paliwo pochodzace najczgsciej
z ropy naftowej lub gazu ziemnego, ktére wystepuja na kuli ziemskiej w relatywnie
duzej, ale jednak skonczonej ilo$ci.

W literaturze wzrostu gospodarczego problematyka nieodnawialnych zasobow
naturalnych jest dos¢ czgsto omawiana. Dominujace podejscie polega na ujeciu zaso-
béw naturalnych jako czynnika produkcji w funkcji produkcji typu Cobba-Douglasa
substytucyjnego z innymi czynnikami produkcji — kapitatem fizycznym, ludzkim, pracg
(np. Dasgupta, Heal, 1974; Solow, 1974; Stiglitz, 1974; Scholz, Ziemes, 1999; Groth,
Shou, 2002, 2007; Grimaud, Rougé¢, 2008, 2014; da Silva, 2008; Pittel, Bretschger,
2010; Neustroev, 2013; Malaczewski, 2014 i wiele innych). Substytucyjno$¢ ta uzasad-
niana jest gtdéwnie postepem technicznym (Stiglitz, 1974) oraz mozliwo$cig zmniejsze-
nia strumienia wykorzystywanych zasoboéw naturalnych w przypadku wykorzystania
lepszej generacji kapitatu fizycznego (Solow, 1974). Interesujaca ale trudng do zaak-
ceptowania konsekwencjg takiego podejscia jest wniosek, iz zasoby naturalne niecod-

I Uniwersytet Lodzki, Wydzial Ekonomiczno-Socjologiczny, Katedra Ekonometrii, ul. Rewolucji

1905 r. nr 41/43, 90-214 L6dzZ, Polska, e-mail: mmalaczewski@uni.lodz.pl.

2 Autor chciatby w tym miejscu podziekowa¢ kolegom i kolezankom z Katedry Ekonometrii, uczest-
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za liczne warto$ciowe uwagi shuzace poprawie jakosci niniejszego artykulu. Jednocze$nie w calosci bierze
na siebie wing za wszystkie btedy i niedociggnigcia.

3 Zrédto danych: International Energy Agency.
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nawialne nigdy nie wyczerpia sie¢, ich ztoza begda jedynie wyktadniczo kurczy¢ sie,
osiagajac zero w nieskonczonosci. Z rzadka pojawiajg si¢ podejscia inne, rozwazajace
zasoby naturalne jako czynnik niedoskonale substytucyjny lub komplementarny brutto
(np. Constanza, Daly, 1992; Smulders, de Nooij, 2003; Growiec, Schumacher, 2008;
Bretschger, 2013; Stuermer, Schwerhoft, 2013). Tymczasem, przez wzglad na rzeczy-
wistg role zasobow naturalnych w procesie produkcyjnym wydaje si¢, ze prawidlo-
wym sposobem modelowania jest ujecie zasobow naturalnych jako komplementarnych
wzgledem kapitatu fizycznego. W literaturze takie ujgcie jest dos¢ rzadko spotykane,
nielicznymi wyjatkami sa prace Georgescu-Roegen (1979), Constanza, Daly (1992),
Daly (1997, 1999), van Zon, Yetkiner (2003), Amigues i inni (2004). W przypadku,
gdy zasoby naturalne stanowig czynnik produkcji komplementarny wzgledem kapitatu
fizycznego, mozna oczekiwaé ich catkowitego wyczerpania w skonczonym czasie.
Wowczas, w dluzszej perspektywie, jedynym dostgpnym w procesie produkcji kapi-
tatem fizycznym pozostanie ten, ktory nie bedzie wymagal zasilania energia wytwa-
rzang z zasobow naturalnych. Powstaje naturalne pytanie o polityke ekonomiczna,
jaka powinna by¢ zrealizowana w takiej sytuacji.

Celem niniejszej pracy jest analiza teoretyczna dlugookresowego wzrostu gospo-
darczego w $wietle problematyki wyczerpujacych si¢ zasobow naturalnych. W propo-
nowanym modelu zakladamy, inaczej niz w klasycznej literaturze, ze zasoby naturalne
sa komplementarne wzgledem tej czesci kapitalu fizycznego, ktorego uruchomienie
jako czynnika produkcji wymaga okreslonych naktadow energii wytwarzanej z nieod-
nawialnych surowcow naturalnych. W modelowanej gospodarce wystepuje takze drugi
rodzaj kapitatlu fizycznego niewymagajacy energii pochodzacej z zasobéw naturalnych.
Przesledzimy optymalne reguly funkcjonowania takiej gospodarki w stanie stacjonar-
nym, wyznaczymy krytyczny moment catkowitego wyczerpania zasobow naturalnych
oraz omowimy pewne rekomendacje dla polityki gospodarczej zorientowane na odda-
lenie tego momentu w czasie.

Struktura pracy jest nastgpujaca. W punkcie 2 zaprezentujemy model wzrostu
gospodarczego. W punkcie 3 wyznaczymy stan stacjonarny oraz przesledzimy jego
niektore wlasnosci. W punkcie 4 zajmiemy si¢ stanem stacjonarnym, w ktorym gospo-
darka zapewnia maksymalny poziom konsumpcji per capita. Calo$¢ konczy podsu-
mowanie.

2. MODEL

W konstrukcji proponowanego modelu stosujemy klasyczne podej$cie, w duchu
prac Solowa (1956) oraz Mankiwa i inni (1992)* Rozwazamy gospodarke zamknieta,
bez widocznego udziatu panstwa. W gospodarce wystepuja dwa sektory — sektor pro-

4 Podobne podejécie do modelowania zuzycia zasobéw naturalnych w $wietle modeli wzrostu
gospodarczego jak w niniejszym artykule mozna znalezé w pracach Dalgaard, Strulik (2007) i da Silva
(2008).
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dukcji dobr i ustug oraz sektor produkcji energii zasilajacej pewna cze$¢ kapitalu
fizycznego. Gospodarka jest zaludniona przez L jednostek, stanowigcych jednoczesnie
zasob pracy”, ktorego wielko$¢ rosnie w czasie ze stalg stopg n:

L=nL= L=L", (1)

gdzie L stanowi startowg wielkoéé zasobow sil pracy w gospodarce. Dla uproszczenia
obliczen zaktadamy, ze L0 = 1.

W gospodarce mamy dwa substytucyjne rodzaje kapitatu fizycznego. Pierwszy
z nich, K, tworza te wszystkie postaci kapitatu fizycznego, ktére nie wymagaja w pro-
cesie produkcji zuzycia energii wytwarzanej z zasobow naturalnych. W jego sktad
wchodza zatem np. narzedzia reczne, urzadzenia napgdzane sitg mig¢sni, budynki,
biurka itp., ale takze wszelkie maszyny napedzane w inny sposob, niz silnikami spa-
linowymi. Drugi rodzaj kapitatu, K,, wymaga do efektywnego wykorzystania w pro-
cesie produkcji energii wytwarzanej z zasobow naturalnych. Sg to m.in. samochody,
samoloty, ciagniki, ale tez np. pily tancuchowe. Caty zasob kapitatu jest dzielony
w gospodarce pomigdzy oba sektory — sektor produkcji dobr i ustug oraz sektor pro-
dukcji energii.®

Zalezno$¢ miedzy produkcja Y i naktadami czynnikow K, K,, L opisuje funkcja
typu Cobba-Douglasa o statych efektach skali:

Y = A(uk))*(vKy) LY )

gdzie u € (0; 1) oznacza udziat kapitatu fizycznego K; w sektorze produkcyjnym,
v € (0; 1) —udziat kapitalu fizycznego K, w sektorze produkcyjnym, a, S € (0; 1) sg ela-
styczno$ciami produkcji wzgledem (odpowiednio) kapitatu K i kapitatu K,. Parametr 4
charakteryzuje poziom zaawansowania technologicznego gospodarki zwigzany z pro-
dukcja dobr. 4 ma rowniez interpretacje TFP. Zaktadamy tez, ze 1 — a — f € (0; 1).
Funkcja produkcji (2) spetnia warunki Inady oraz prawo malejacej produktywnosci
krancowej (por. Tokarski, 2011). Czynniki produkcji sg wzgledem siebie wzajemnie
substytucyjne z elastycznoécig substytucji rowng 17.

W gospodarce pewng cze$¢ produktu przeznacza si¢ na inwestycje w obie formy
kapitatu. Ewolucje kapitatow fizycznych K; 1 K, dane sg nastgpujacymi wzorami:

K, = s,Y — \K4, (3)

> Pomimo tego, Ze explicite nie jest to pokazane, wszystkie zmienne makroekonomiczne sg réz-
niczkowalnymi funkcjami czasu.

6 Analogicznie rozdysponowujg kapitat fizyczny Antony (2007), da Silva (2008) oraz Pittel,
Bretschger (2010).

7 Funkcja typu Cobba-Douglasa jest szczegdlnym przypadkiem funkcji produkcji typu CES dla
elastycznosci substytucji rownej 1, por. Acemoglu (2009).
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KQ = 82Y — /\KQ, (4)

gdzie s; € (0; 1), i = 1, 2, oznacza stopg inwestycji w kapitat i-ty. Zaktadamy, ze
s; + 55 € (0; 1); Stopa deprecjacji kapitatu fizycznego A € (0; 1) jest jednakowa dla
obu form kapitatu®. W momencie poczatkowym gospodarka dysponuje zasobami K¢
i K9 kapitalu kazdego rodzaju. Oznacza to, ze w momencie ¢ = 0 produkcja w gospo-
darce jest rowna Y° = A(uK)%wK 9.

Produkcja jest przeznaczana na inwestycje powickszajace oba rodzaje kapitalu
fizycznego oraz na konsumpcje C:

Y= SlY+ S2Y+ C, (5)
skad wynika, ze
C=(1-—s5 —s)X (6)

Gospodarka posiada pewne zloza zasobdéw naturalnych, ktore stanowig w naszym
modelu niezbedny czynnik produkcji energii. Przez S oznacza¢ bedziemy wielkos¢
posiadanych zt6z zasobow naturalnych, a przez R — strumien zasobéw naturalnych,
ktéry w danym momencie jest zuzywany (spalany) w procesie produkcji energii (nie-
zbedny do uruchomienia kapitatu K,). Mamy zatem:

Sz—R:S(t)zso—/(;tht, %

gdzie przez S° oznaczamy wielko§¢ z16z zasobow naturalnych w momencie poczat-
kowym.

Sektor drugi do produkcji energii wykorzystuje pozostatg czgs¢ obu rodzajow kapi-
tatu fizycznego oraz strumien zasobow naturalnych, ktore sa spalane i bezpowrotnie
tracone. Wielko$¢ produkowanej energii dana jest nastgpujacym wzorem:

E = B((1 - u)Ky)(1 - v) o) R, (8)

gdzie (1—u) € (0; 1) oznacza udzial kapitatu fizycznego K; w sektorze produkcji
energii, (1-v) € (0; 1) — udziat kapitatu fizycznego K, w sektorze produkcji energii;
v, 0 € (0; 1) sg elastycznosciami produkcji energii wzgledem (odpowiednio) kapitatu
K; ikapitalu K,. Parametr B charakteryzuje poziom zaawansowania technologicznego
sektora produkcji energii. Zaktadamy tez, ze 1 — 7 — d € (0; 1). Nietrudno zauwazy¢,

8 Mozna zatozy¢, ze obie formy kapitatu zuzywaja si¢ w réznym tempie, ale brak wyraznych
przestanek empirycznych dla tego typu twierdzenia. Zalozenie to nie ma wigkszego wptywu na uzyskane
whnioski.
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ze strumien zasobdw naturalnych jest substytucyjny wzgledem obu form kapitalu
fizycznego, ale jednoczesnie niezbedny w calym procesie.

Kapitat fizyczny K, wymaga pewnej ilosci energii, zaleznej od jego energochton-
no$ci. Zaktadamy, ze popyt na energi¢ jest zatem proporcjonalny do wielkosci tego
kapitatu:

E? = dK,, 9)

gdzie parametr d mierzy energochtonnosc¢ kapitatu fizycznego K, tj. jednostka kapitatu
fizycznego K, wymaga d jednostek energii do zasilenia.

Wigkszo$¢ parametrow w powyzszym modelu to wspotczynniki techniczne, ktore,
jako takie, majg charakter egzogeniczny. W gestii podmiotow decyzyjnych pozostaje
wysokos¢ stop inwestycji oraz sposob podziatu obu rodzajow kapitalu miedzy sektory
przy zatozeniu dlugookresowej rownowagi wzrostu.

3. ROWNOWAGA

Rownowaga w gospodarce (i efektywno$¢ gospodarowania zasobami) wymaga,
by popyt na energi¢ rowny byt jej produkcji. W przeciwnym wypadku, jesli popyt
na energi¢ nie jest zaspokojony, gospodarka nie moze wykorzysta¢ catego zasobu
kapitatu K,, a jesli popyt jest zbyt niski — produkcje energii mozna zmniejszy¢ przez
przesuni¢cie nadwyzkowego kapitatu fizycznego (w jednej lub obu jego postaciach)
do sektora produkc;ji.

Przyréwnujac prawe strony réwnan (8) i (9) otrzymujemy:

— Y — 4 1%6 e A TR
K2=<B<1 “)d(l ”)) KRS, (10)

co pozwala wyznaczy¢ wzor na wielko$¢ zasobéw naturalnych potrzebng do wypro-
dukowania energii zasilajacej caty kapital fizyczny K,:

B K21—5d ?1—5
= (KYB(l ~ap —v>6> | (h

Ze wzoru (11) wynika, Ze strumien spalanych w procesie produkcji energii zaso-
boéw naturalnych jest:

— tym wyzszy, im wigkszy jest zasob kapitatu fizycznego K,; bezposrednio oznacza to,
ze te dwa czynniki sa wzgledem siebie komplementarne, bowiem jak stusznie zauwa-
zaja Constanza, Daly (1992), wigkszym zasobom kapitatu fizycznego towarzyszy
wigksze spalanie zasobow naturalnych w celu dostarczenia odpowiednio wigkszej
ilosci energii;

— tym wyzszy, im wyzsza jest energochtonnos¢ kapitalu fizycznego;
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— tym nizszy, im wyzszy jest poziom zaawansowania technologii (parametr B) w sek-
torze produkcji energii;
— tym nizszy, im wigkszy jest zasob kapitalu fizycznego K;, nie wymagajacego zasi-

lenia energia, a bedacego substytucyjnym wzgledem kapitatu K.

Gospodarka moze zmniejszy¢ zuzycie zasobow naturalnych rezygnujac z pewnej
czesci zasobu K, na rzecz, zwickszonego zasobu kapitalu fizycznego K, prowadzac
prace badawczo-rozwojowe nakierowane na zmniejszenie energochtonnosci kapitatu
fizycznego lub zwigkszajac produktywnos¢ w sektorze energetycznym.

Rownania (2), (3) i (4), wyrazone per capita, prowadza do nastgpujacego prawa
ruchu obu rodzajow kapitatu fizycznego:

ki = s1A(uky)*(vk2)® — (A + n)ky, (12)
key = 59 A(uky)®(0ks)® — (A + n)ky, (13)

gdzie ky, = K\/L oraz k, = K,/L°. Uklad réwnan dynamicznych (12) i (13) ma jeden
nietrywialny punkt rownowagi:

1
o — S}iﬁsgAuavﬂ 1-a=p (14)
te A+n ’
1 A 3 ﬁ
SQS —« UQU -
by = 22— , 15
2 < A+n > (15)

gdzie przez k7 i k5 oznaczamy wielko$¢ kapitalu, odpowiednio pierwszego i drugiego
rodzaju na jednostk¢ w rownowadze. Zauwazmy tez, ze k| = k5 * 5,/s,. Mozna udo-
wodnié, ze otrzymany w ten sposob punkt rownowagi jest przyciggajacym punktem
dhugookresowej rownowagi stabilnej'’. Jezeli tak, to bez wzgledu na warunki poczat-
kowe uktadu gospodarka zmierza w stron¢ punktu réwnowagi stabilnej, znajdujac si¢
w skonczonym czasie w pewnym jego odpowiednio bliskim otoczeniu i osiagajac go
w czasie nieskonczonym. W zwiazku z tym dalej zaktadamy, iz gospodarka znajduje si¢
w rownowadze wzrostu. W rownowadze takiej, analogicznie jak w modelu Mankiwa-
Romera-Weila, wszystkie zmienne makroekonomiczne rosng ze stala stopa réwna n.

Gospodarka w rownowadze, zgodnie z rownaniem (11), zuzywa w kazdym momen-
cie strumien zasobow naturalnych dany nastgpujacym wzorem:

® W tym przypadku przeksztatcenia sg klasyczne, dla oszczedno$ci miejsca pomijamy je.
Zainteresowany czytelnik znajdzie je np. w pracy Tokarski (2011).

19 Dowéd pomijamy. Przebiega podobnie jak w modelu Mankiwa-Romera-Weila, patrz Tokarski
(2011). Dynamika tych dwoch modeli jest bowiem identyczna.
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1

i B (k;)lf‘sd T—v—3 nt
B = ((kw(l —an —v)é) =

(16)

_ d 17#75 entk*
GBI —u)(1-v) >

a zatem:

d = s‘fs%_o‘Auavﬁ s .
“(t) = S AUU "7
o ((;)vB(l—um—v)é) < o o0

Strumien zuzywanych zasoboéw naturalnych R*(¢) ro$nie w czasie ceteris paribus ze
stopa rowng stopie wzrostu zasobow pracy. To oznacza, ze zuzycie zasobow natural-
nych per capita jest state w czasie i jedynie wielkos$¢ populacji (wielko$¢ zasobow
pracy) wyznacza catkowite zuzycie zasobéw naturalnych w czasie.

Wielko$¢ niezuzytych zt6z zasobdw naturalnych (w gospodarce znajdujacej si¢
w rownowadze) jest rowna:

S*(t) = 30—/0t Redt =
1 (18)

=5 t ‘ (s AT\ T
- o \(2)B(1—u) (1 —v) Atn can

S
52

a1 1
S0 [958 AuycyP\ TeB
A+n

-

(€™ —1). (19)

S =50~ ((i;)’YB(l —dwﬂ - “>5>

Wyczerpanie zt6z zasobdéw naturalnych nastapi w chwili 7, w ktorej S*(7) = 0:

n

0
i=n ns r1f . (20)

1 1
d T—7—5 s;’sé""Au"vﬁ T—a—p
(S5 B(1l—u)r(1-v)° An

Od momentu 7 zasoby naturalne sg calkowicie wyczerpane, a caly zasob kapitatu
K, staje si¢ bezuzyteczny. Racjonalne wydaje si¢ zastapienie go w catosci kapita-
lem typu K. Przy przyjetych postaciach funkcji produkcji, zarowno débr i ushug jak
i energii, niezb¢dna jest jednak chociazby najmniejsza ilos¢ kapitatu K. Istotnie,
K, = 0 implikuje ¥ = 0. W gospodarce z funkcja produkcji typu Cobba-Douglasa nie
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jest zatem mozliwe catkowite zrezygnowanie z kapitatu fizycznego wykorzystujacego
zasoby naturalne jako zrédlo energii.

Czy dla takiej gospodarki rozwigzaniem byloby zaprzestanie inwestycji w kapi-
tal K,? Wowczas, na mocy (4), zasob kapitalu K, bedzie wyktadniczo malat, osiaga-
jac warto$¢ zerowa dopiero w nieskonczonosci. Oznacza to stopniowy, wyktadniczy
spadek wielko$ci produkcji (ceteris paribus). Nietrudno zauwazy¢ takze, ze s, = 0
implikuje z kolei 7 = +oo, zatem zasoby naturalne wyczerpig si¢ dopiero w nieskon-
czonosci, pozwalajac utrzymac niezerowa produkcje przez caty ten czas. Wydaje sig,
Ze rozwigzaniem jest tak duze inwestowanie w kapitat K, ktore pozwoli na zrekom-
pensowanie niedostatku kapitatu K,. Malejaca produktywno$¢ krancowa kapitatu K
sprawia, ze bedzie on przynosi¢ coraz mniejszy przyrost produkcji przy liniowo rosng-
cej jego deprecjacji. Per capita oznaczaé to bgdzie stopniowy spadek wielkos$ci pro-
dukcji w czasie, az do zera w nieskonczonos$ci. Ewentualny postep techniczny (ktory
w naszym modelu tradycyjnie moze przejawiac si¢ w statym, wyktadniczym wzro$cie
TFP, czyli A) moze jedynie spowolni¢ ten proces.

4. OPTYMALIZACJA KONSUMPCIJI

Gospodarka moze sterowaé¢ udziatami « i v obu form kapitatu fizycznego
w poszczegdlnych sektorach. Na mocy (2) i (10) funkcja produkceji, po wyelimino-
waniu K,, przyjmuje postaé:

i
Y = AR (g) " RIEFE plehye (1 — u) (1 — v) T

@n
Rownanie (21) ukazuje wptyw udzialow v i v na wielko$¢ produkcji. Wielkosé
konsumpcji per capita, na mocy (6), dana jest wzorem:

8
at+r B\ 1-3 v
(1—81—82)AK1+1 s (E)l Rﬁ(l = )L a=p a(l—u)%yﬁ(l—v)%. (22)

Rozwazmy maksymalizacj¢ konsumpcji per capita wzglgdem udziatow v 1 v przy
ustalonych K, R i L oraz s; i s,. Warunki pierwszego rzgdu dane sg nastgpujacymi
wzorami:

8
a By =5 1—~y— %
e =(1—-s —s2)AK, i (E) " RS 5)L_a_ﬁvﬁ(1 - v)lﬁfé X
ou d
(23)
% (a1 — ) = PV e — 1) o,
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at+t By /B i ﬁ(l 7 By
=(1—-s5—s)AK, (= R T LByl — )T X
! d
(24)
85 84 L

X(ﬁvﬁ_l(l—v)ﬁ—l_é A1 —w)i=s ) =0.

Rozwigzanie uktadu réwnan % =01 % =0 prowadzi do wniosku, ze maksymalizujace
konsumpcje udzialy obu form kapitatu w poszczegolnych procesach produkcyjnych
a(l-§
ze gdy elastyczno$ci produkeji 1 produkceji energii wzgledem K i K, sg réwne (tj. a = f
17 =0)tou=wv=1—J. Zauwazmy tez, ze udzialy te sa niezalezne od wielkosci
zmiennych makroekonomicznych, zalezg jedynie od parametrow gospodarki. Jezeli
zatem parametry te nie zmienig si¢ w czasie, to reguty wyboru optymalnego poziomu

konsumpcji pozostaja takie same, zarbwno w stanie rownowagi, jak i poza nim.

Zatozmy teraz, ze w gospodarce oba rodzaje kapitatu sa w obu sektorach ulo-
kowane w sposdb maksymalizujacy konsumpcje per capita. Wowczas konsumpcja
per capita w takiej gospodarce, na mocy réwnan (2), (6), (10), (14) i (15), dana jest
nastepujacym wzorem:

s3 nastepujace: u = iv=1- 08" Oczywiscie u, v € (0; 1). Zauwazmy,

1

¢ = (11 — 59) (A(M)aa_a)ﬁ)l” X

a+8
i—a-3 B
1 1=a=8 1=4=F T=a=B
X Sq So .
A+n

Postawmy zadanie maksymalizacji konsumpcji per capita ze wzgledu na obie
stopy inwestycji. Warunki pierwszego rzgdu w tym przypadku dane sg nastgpujgcymi
wzorami:

(25)

e a(l—8) \° =1 N\ s
— (a2 ) g gy =) e X
0s1 < <’Yﬁ+a(1—5)> ( ) ) A+n % 26)
x (—s{_g_ﬂ +(1—s —32)1_ a_ﬁs{‘g‘ 1) =0,
o+ a(l—6) \° =1\ e
= A e 1 — 5 B ( ) 1-a—B x
Ds: ( (wm(l - 5)) (1-9) ) A+n g o
s B4
><( 821 (¥5+<1—81—82)1_aﬁ_5521aﬁ ):O

11" Bez trudu mozna sprawdzi¢, ze warunki dostateczne istnienia maksimum funkcji (22) sg spetione.
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Rozwigzanie uktadu dwoch powyzszych rownan prowadzi do wniosku, ze s = a
i s5 =", co jest zgodne z klasycznymi wynikami tego typu dla modelu Mankiwa-
Romera-Weila'? i oznacza, ze w dtugookresowej rownowadze wzrostu optymalne
stopy inwestycji s1, 55, przy ktorych gospodarka zapewnia maksymalng konsumpcje
per capita s3 rowne odpowiednim elastyczno$ciom produkcji wzgledem K; i K.

Podstawiajac optymalne udziaty poszczegdlnych form kapitatu oraz ztote stopy
akumulacji do (20) otrzymujemy nastepujacy wzor na 7 *:

0
P =In _nd 1] .8

T—v—05 apgl—a a(1-9) @ T—a—
d 70 (gl A(Fn ) (1-0)° 7
[e% IE] il
(E)WB(7(3+Z(175)) 99 Atn

Stopien skomplikowania powyzszego wzoru sprawia, ze analiza wplywu poszcze-
gblnych parametréw makroekonomicznych gospodarki na czas wyczerpania si¢ zaso-
bow naturalnych jest utrudniona — znaki odpowiednich pochodnych zalezg od uktadu
wartosci poszczegolnych parametrow. Obliczenia sg duzo latwiejsze w przypadku 4,
B, d, \iS"

ot ot ot ot ot

Prowadzi to do nastgpujacych wnioskow:

— Postep techniczny, wyrazajacy si¢ we wzroscie TFP w sektorze produkcji dobr
1 ushug (we wzro$cie wartosci parametru 4) wptywa negatywnie na oczekiwany czas
wyczerpania si¢ zasobow naturalnych. Jezeli zatem odkrycia technologiczne spowo-
duja, ze z jednakowego naktadu czynnikow produkcji powstanie wigcej produktu,
to jednocze$nie, przy statych w czasie stopach inwestycji, wigksze beda naktady
inwestycyjne na zasob kapitalu K,. Zwiekszanie w czasie rozmiaréw kapitatu wyma-
gajacego energii produkowanej z zasobéw naturalnych implikuje konieczno$¢ pro-
dukcji wigkszej ilosci energii, co powoduje wzrost zuzycia zasobow naturalnych
1 przyspiesza moment ich catkowitego wyczerpania.

— Jezeli jednak postep techniczny przeklada si¢ na wzrost warto$ci parametru B
(4. wzrost TFP w sektorze produkcji energii), wowczas moment wyczerpania si¢
zasobow naturalnych oddala si¢ w czasie. Przy wyzszym B t¢ samg ilo$¢ energii
mozna uzyska¢ przy mniejszych naktadach wszystkich czynnikow produkcji ener-
gii, w tym przede wszystkim przy mniejszym nakladzie zasobow naturalnych, co
oczywiscie wydtuza czas ich eksploatacji i ma wptyw na zwiekszenie si¢ 7*.

12 Tu takze bez trudu mozna sprawdzié¢, ze warunki dostateczne istnienia maksimum funkcji (25)
s spetnione.
13 Por. Tokarski (2011).
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— Postep techniczny moze tez powodowaé zmniejszanie si¢ wspotczynnika energo-
chtonnosci kapitatu fizycznego d. Jezeli energochtonno$¢ zmaleje, kapital fizyczny
K, bedzie wymagat mniejszego zuzycia energii. Nizsza produkcja energii oznacza
mniejszg eksploatacj¢ zasobow naturalnych. To z kolei oddala moment wyczerpania
si¢ zasobow.

—  Wazrost stopy deprecjacji kapitatu A, ktora, jak zatozyliSmy, jest identyczna dla obu
form kapitatu, wymaga wiekszych naktadow inwestycyjnych na ich odtworzenie
(wigksze inwestycje restytucyjne). To z kolei, wraz z malejaca produktywnos$cig
krancows, implikuje nizsze poziomy zasobow obu rodzajow kapitatu fizycznego
w stanie rownowagi. Nizszy zasob kapitatu K, wymaga mniejszej ilo$ci energii, co
ogranicza zuzycie zasoboéw naturalnych i oddala w czasie moment ich catkowitego
wyczerpania.

— Wreszcie, im wicksze sg calkowite zloza zasoboéw naturalnych tym diuzszy jest
czas, w jakim pozostang one dostgpne. Zwickszy¢ S° mozna jednak wylgcznie przez
poszukiwania nowych z16z zasobow naturalnych.

5. PODSUMOWANIE

W niniejszym artykule zaprezentowano model wzrostu gospodarczego, w ktorym
zasoby naturalne stanowia zrodto energii dla (przynajmniej) czesci kapitatu fizycz-
nego. Zasoby naturalne sg komplementarne wzgledem (czgsci) kapitatu fizycznego
— im wyzszy zasob kapitalu wymagajacego energii, tym wigkszy wymagany naktad
zasobow naturalnych, i na odwrét — wraz ze zwickszonym wykorzystaniem zaso-
bow naturalnych mozliwe staje si¢ uzycie wigkszej ilosci kapitatu fizycznego. Wobec
ograniczonosci i nieodnawialno$ci zasobow naturalnych bedacych zrodtami energii
oznacza to ich wyczerpanie w skonczonym czasie — zgodnie z intuicjg ekonomiczna,
a wbrew klasycznym rezultatom ptynagcym z modeli, w ktérych zaktada si¢ substy-
tucyjnos$¢ zasobow naturalnych i kapitatu fizycznego. Pomimo tego, pewien rodzaj
substytucyjnosci miedzy zasobami naturalnymi a kapitatem fizycznym w analizowa-
nym modelu wystepuje — w produkcji energii te czynniki produkcji sa do pewnego
stopnia wzajemnie zastgpowalne, jednakze oba sa w niej niezbedne.

Szczegbdlng uwage poswigcono gospodarce w réwnowadze wzrostu, w ktorej
wybrane parametry (decyzyjne) mogg podlega¢ wyborom. Za kryterium decyzyjne
przyjeto maksymalizacje konsumpcji na zatrudnionego. Pozwolilo to na wyznaczenie
optymalnego podzialu obu rodzajow kapitatu fizycznego miedzy dwa sektory gospo-
darki oraz na wyznaczenie ztotych stop oszcz¢dnosci/inwestycji. Obliczenia wykazaty,
ze rozdysponowanie kapitalu fizycznego pomiedzy sektorem produkcji dobr i ustug
a sektorem produkcji energii jest zalezne przede wszystkim od roli, jakg w procesie
produkcji energii petni kapitat fizyczny wymagajacy energii, a konkretnie od poziomu
elastycznosci produkcji energii wzgledem tegoz kapitalu. Wynik ten jest niezalezny
od czasu i stanu gospodarki, jedynie od makroekonomicznych parametrow technologii
produkcyjnych w obu sektorach.
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ZYote reguty akumulacji obu form kapitalu w rownowadze sa rowne elastyczno$ciom
produkcji dobr i ustug wzgledem odpowiednich kapitatow. Wynik ten jest zgodny
z klasycznymi wynikami (patrz Tokarski, 2011).

Model pozwala na wyznaczenie czasu wyczerpania zasobow naturalnych. Czas
ten zalezy od wszystkich parametrow makroekonomicznych modelowanej gospodarki,
jednak wigkszo$¢ z nich ma na niego wplyw zarowno pozytywny jak i negatywny.
Ich sumaryczny wptyw jest zatem zalezny od uktadu warto$ci parametréw, co moze
by¢ przedmiotem dalszej, szczegdtowej analizy, w tym takze numerycznej. Jedynie
wplyw kilku parametrow ma charakter jednoznaczny, na co wskazujg znaki odpowied-
nich pochodnych. Wskazowki dla polityki ekonomicznej gospodarki, ktora chce jak
najdtuzej dysponowaé zasobami naturalnymi, sg nastgpujace. Postep techniczny powi-
nien mie¢ ukierunkowang forme, mianowicie powinien by¢ silniej zorientowany na
zwigkszenie TFP w sektorze produkcji energii, gdyz postepowi technicznemu w sek-
torze produkcji dobr i ustug towarzyszy zwigkszone zuzycie zasobow naturalnych
wskutek zwiekszonej akumulacji kapitatu fizycznego absorbujacego wigcej energii, co
implikuje wzrost zapotrzebowania na zasoby naturalne. Istotnym zatem jest, by prace
naukowo-badawcze nastawione na poprawe jakosci produkcji w sektorze produkcji
energii byly intensywniejsze niz w sektorze dobr i ustug. Pomocna bedzie takze troska
o zmniejszenie energochtonnosci kapitalu fizycznego, np. poprzez kreowanie nowe;j
generacji mniej energochtonnego kapitatu fizycznego badz poprawe jakosci aktualnie
funkcjonujacego kapitatu i eliminowanie strat energii. Nalezy jednoczesnie poszukiwac
nowych istniejgcych z16z zasobow naturalnych celem zwigkszenia ich dostepnej ilosci.

Zaprezentowany model nie jest oczywiscie doskonaty i wymaga dalszej pracy.
Mozna sprobowac rozszerzy¢ go o jawny postep techniczny, o elementy optymalizacji
dynamicznej, czy tez o zwigkszenie stopnia substytucyjno$ci miedzy obiema formami
kapitatu. Wydaje si¢, ze jakosciowe wyniki beda w tym przypadku podobne, cho¢
oczywiscie wymaga to doglebnych analiz.
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KAPITAL FIZYCZNY, PRODUKCJA ENERGII A CZAS WYCZERPANIA SIE
ZASOBOW NATURALNYCH

Streszczenie

Celem pracy jest analiza dlugookresowego wzrostu gospodarczego gospodarki z niecodnawialnymi
zasobami naturalnymi. W proponowanym modelu zaktadamy, ze zasoby naturalne sa gtéwnym Zrédiem
energii niezb¢dnej do zasilenia kapitatu fizycznego. Jednoczesnie postulujemy wystepowanie drugiego
rodzaju kapitatu fizycznego, niewymagajacego energii. Rozwazamy optymalne postgpowanie takiej
gospodarki, gdzie celem jest maksymalizacja konsumpcji per capita, a takze analizujemy moment
wyczerpania si¢ zasobow naturalnych.

Stowa kluczowe: nieodnawialne zasoby naturalne, wzrost gospodarczy, zasoby naturalne jako zroédto
energii, komplementarno$¢ zasobow naturalnych i kapitatu fizycznego

PHYSICAL CAPITAL, PRODUCTION OF THE ENERGY AND TIME
OF NATURAL RESOURCES’ EXHAUSTION

Abstract

The aim of this paper is to analyze long-run economic growth of the economy endowed with natural
resources. In the model we assume that natural resources are the main source of the energy necessary
to power physical capital. We also assume existence of second type of physical capital that does not
need energy. We consider optimal consumption per capita — maximizing behaviour of the economy,
and also analyze the time of exhaustion of natural resources.

Keywords: non-renewable natural resources, economic growth, natural resources as an energy
source, complementarity between natural resources and physical capital
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MECHANIZMY KSZTALTOWANIA SIE SZAREJ STREFY GOSPODARKI.
MODEL TEORETYCZNY?

1. WPROWADZENIE

Pod pojeciem szarej strefy’ rozumieé nalezy wszelkie aktywno$ci gospodar-
cze, ktore przyczyniaja si¢ do tworzenia PKB, a ktore pozostaja niezarejestrowane
(za Schneider, Enste, 2000, s. 78). Tak szeroka definicja szarej strefy gospodarki
sprawia, ze zaliczy¢ do niej nalezy dziatalno$¢ calkowicie nielegalng, przestepcza,
takg jak produkcja i sprzedaz dobr catkowicie zakazanych, kradzieze, handel ludzmi,
przemyt, prostytucja. Oprécz tego w sktad szarej strefy wchodzg tez dziatania ze
sfery legalnej, ktore polegaja na unikaniu calo$ci badz czegsci obcigzen podatkowych,
parapodatkowych i $wiadczen spotecznych, zanizaniu swoich dochodow, zyskow, uni-
kaniu przepisoOw biurokratycznych, regulacji rynku pracy (np. wymogoéw BHP) itp.
W zwigzku z tym, w niniejszej pracy zawe¢zono og6lng definicje szarej strefy zgod-
nie z sugestiami zawartymi w pracy Raczkowski, Schneider (2013, s. 1). I tak tez,
pod pojeciem gospodarka nieoficjalna (gospodarka cienia) rozumie¢ nalezy wszelkie
aktywnos$ci gospodarcze niezarejestrowane, ktore podzieli¢ mozna na dwie czesci —
gospodarke catkowicie nielegalng, czyli czarny rynek oraz gospodarke potlegalna,
czyli szarg strefe. Dodatkowo z tak ograniczonej definicji szarej strefy wykluczona
zostata jeszcze produkcja i ushugi ,,wewngtrzne” gospodarstw domowych, takie jak
sprzatanie i gotowanie w celu zaspokojenia potrzeb czlonkéw gospodarstwa domo-
wego, robienie wekoéw czy nauczanie wlasnych dzieci (Schneider, Williams, 2013,
s. 25). Ostatecznie, otrzymano definicje szarej strefy gospodarki, ktéra jest zgodna
z terminologig stosowang przez Gtéwny Urzad Statystyczny w Polsce*. W zwigzku
z tym, w niniejszej pracy przyjeto, iz szara strefa gospodarki obejmuje aktywnosci

I Uniwersytet Lodzki, Wydziat Ekonomiczno-Socjologiczny, Katedra Ekonometrii, ul. Rewolucji

1905 r. nr 41/43, 90-214 Lo6dz, Polska, e-mail: pmalaczewska@uni.lodz.pl.

2 Autorka serdecznie dzickuje prof. W. Milo, prof. J.J. Sztaudyngerowi oraz Recenzentom za liczne
uwagi, ktore znaczaco przyczynily si¢ do poprawienia jakosci niniejszej pracy.

3 Niezwykle bogata i doglebng analize roznych definicji szarej gospodarki, ktére pojawiaja sic
w literaturze ekonomicznej znalez¢ mozna w pracy Mroz (2002, s. 11-23).

4 Wdrozenie Europejskiego Systemu Rachunkéw Narodowych i Regionalnych w Unii Europejskiej
(ESA2010) do polskich rachunkéw narodowych. Zmiany metodologiczne oraz ich wpltyw na gléwne
agregaty makroekonomiczne, Notatka informacyjna, GUS, Warszawa, 2014, s. 12-13.
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gospodarcze, ktore sa legalne w danym kraju, ale ktore nie zostaly w catosci badz

czesci zarejestrowane ze wzgledu na:

(1) dazenia do uniknigcia obcigzen podatkowych;

(2) dazenia do uniknigcia sktadek na ubezpieczenie spoteczne;

(3) nieprzestrzeganie wymogow prawa pracy, takich jak: warunki pracy, ptaca mini-
malna, czas pracy;

(4) dazenia do uniknigcia procedur biurokratycznych.

Kraciuk (2013, s. 87-88) powotujac si¢ na wyniki uzyskane przez Schneidera
wyr6znia dwa obszary szarej strefy — pracg nierejestrowang (tzw. prace na czarno) oraz
dziatalno$¢ handlowa, ustugowa, w ktorej niezarejestrowaniu ulega cze$¢ prowadzo-
nej aktywnosci gospodarczej. Wedlug réznych szacunkéw pierwszy z tych obszarow
stanowi okoto dwie trzecie dzialalno$ci w szarej strefie i dotyczy przede wszystkim
pracy w budownictwie, handlu detalicznym, ustugach hotelarskich i restauracyjnych,
natomiast drugi obszar obejmuje m.in. mate sklepy, bary, firmy taksowkowe.

Celem niniejszego badania jest stworzenie teoretycznego modelu ksztattowania
si¢ szarej strefy gospodarki. Uwzglednione w nim zostang rozne determinanty szarej
aktywnosci, bedgce wynikiem dotychczasowych badan teoretycznych i empirycz-
nych nad tg problematyka, m.in. obcigzenia podatkowe, korupcja urzednikéw pan-
stwowych, nadmierna biurokracja, efektywnos¢ organdéw Scigania i stawka kar za
dziatalno$¢ nierejestrowana, moralno$¢ podatkowa spoleczenstwa, jakos¢ instytucji
publicznych. Po wyznaczeniu stanu rownowagi gospodarki przeprowadzona zostanie
analiza jego wrazliwosci.

Uklad niniejszej pracy jest nastgpujacy. Artykul rozpoczyna krotki przeglad lite-
ratury ekonomicznej dotyczacej determinant szarej gospodarki, pochodzacy z réznych
prac teoretycznych i empirycznych. Nastepnie przyblizone zostang wybrane modele
teoretyczne ksztaltowania si¢ strefy nieoficjalnej. Kolejna cz¢s¢ zawiera¢ bedzie autor-
ska propozycj¢ modelu teoretycznego szarej gospodarki. Cato$¢ zamknie analiza wraz-
liwosci skonstruowanego modelu, wyciagnigcie wnioskéw i podsumowanie.

2. DETERMINANTY SZAREJ STREFY GOSPODARKI

W niemal wszystkich badaniach nad czynnikami wplywajacymi na wielko$¢ szarej
strefy wymienia si¢ obcigzenia podatkowe i parapodatkowe (m.in. Schneider, Williams,
2013; Kraciuk, 2013). Wraz ze wzrostem obcigzen podatkowych korzys$¢ z dziatalnosci
nierejestrowanej, wolnej od tego typu cigzarow, ro$nie. Spodziewac si¢ zatem nalezy
wzrostu rozmiaréw szarej gospodarki. T¢ intuicyjng zalezno$¢ potwierdzito wiele
badan empirycznych, m.in. Ihrig, Moe (2004). Tym niemniej, Gotgbiowski (2007, s. 6)
sugeruje, ze ,,Zbyt prostym byloby jednak zalozenie, ze wystarczy obnizy¢ podatki.
(...) Stad wzrost szarej strefy powinien sktania¢ do spojrzenia na caty sektor publiczny
i prowokowa¢ do szeroko rozumianej konsolidacji fiskalnej”. Autor przytacza dodat-
kowo wyniki badan przeprowadzonych w Nowej Zelandii, zgodnie z ktérymi istnieje
optymalny poziom przychodéow podatkowych, ponizej ktorego obnizanie obcigzen
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podatkowych nie przynosi juz pozadanych rezultatow w zmniejszaniu rozmiarow sza-
rej strefy. Co wiecej, rolg odgrywa tutaj nie tylko obnizenie samego opodatkowania,
ale i zmiany strukturalne w formach opodatkowania, polegajace np. na zwigkszeniu
udziatu opodatkowania posredniego w opodatkowaniu ogotem.

Niejednoznaczny kierunek i sitg¢ wpltywu poszczegdlnych form opodatkowania
akcentuje w swojej pracy réwniez Cichocki (2009). Na podstawie badania przeprowa-
dzonego dla polskiej gospodarki zauwazyl, ze impuls w postaci podniesienia przeciet-
nego opodatkowania posredniego prowadzi do wzrostu rozmiardw szarej gospodarki,
za$ podniesienie opodatkowania bezposredniego — do jej spadku. Ten zaskakujacy
rezultat w przypadku podatkow bezposrednich Cichocki ttumaczy niedoskonato$cia
pomiaru wielko$ci szarej strefy i1 sugeruje konieczno$¢ uwzgledniania w dalszych
badaniach nie samej wielko$ci szarej strefy, ale dynamiki jej zmian.

Dodatkowy problem w przypadku obcigzen podatkowych wigze si¢ z dwoma
zagadnieniami behawioralnymi, ktore wptywaja na odbidr przez spoteczenstwo wiel-
kosci rzeczywistych obciazen podatkowych — tzw. moralno$cia podatkowa (ang. tax
morale) i iluzjg fiskalng. W przypadkow spoleczenstwa cechujacego si¢ niska moral-
no$cig podatkowa brak jest zaufania do organdéw sprawujacych wiladze, iz wartosé
pobranych podatkow zostanie oddana spoleczenstwu pod postaciag dobr i ushug
publicznych. W rezultacie nawet relatywnie niskie stawki opodatkowania moga by¢
postrzegane jako zbyt duze i prowadzi¢ do przeniesienia aktywnosci gospodarczej
do strefy nierejestrowanej, na co zwraca uwage m.in. Schneider, Williams (2013),
Walewski (2009). Natomiast w przypadku iluzji fiskalnej mozliwe jest ukrycie rzeczy-
wistych ciezaréw podatkowych lub tez prawdziwych beneficjentéw systemu podatko-
wego. Badania nad zwigzkiem szarej strefy i iluzji fiskalnej znalez¢ mozna w pracy
Buehn i inni (2012).

Wplyw obciagzen podatkowych na wielko$¢ szarej strefy poddaje pod watpliwosé
Aruoba (2010). Na podstawie analizy korelacji dla 118 panstw zwraca uwage na
fakt, iz obecnie przestata to by¢ kluczowa determinanta wielko$ci szarej gospodarki.
Twierdzi, ze nalezy bra¢ pod uwage czynniki, ktore wpltywaja na otoczenie gospo-
darcze 1 swobode prowadzenia dziatalnosci gospodarczej, takie jak jakos¢ instytucji
publicznych (ang. institutions’). Jako jej wskaznik przyjmuje tzw. miernik prawo-
rzadnos$ci (ang. Rule of Law). Podobny czynnik, obok opodatkowania, wymienia
w swoich badaniach Schneider (m.in. Schneider, Williams, 2013). Okresla go jako
jakos$¢ i efektywno$¢ rzadu. Dodatkowo zwraca uwagg tez na role organow kontroli
i narzedzi odstraszania przed dziatalno$cig nierejestrowana (np. kar, grzywien)®, choé
nie udato si¢ tego jeszcze potwierdzi¢ za pomocg badan empirycznych ze wzgledu
na brak danych.

5 Dokladnie, Aruoba definiuje institutions jako zbior zasad, ktore okre$lajg sposob i swobode pro-
wadzenia dzialalnosci gospodarcze;j.
® Na co tez zwraca uwage Beloded (2005).
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Wisréd innych czynnikéw Kabaj (2009, s. 7-8) wymienia sytuacje panujaca na
rynku pracy, ktorej miernikiem jest wielko$¢ bezrobocia i regulacje rynku pracy. Wraz
ze wzrostem stopy bezrobocia nalezy si¢ spodziewac, ze czg$¢ dotychczas zatrud-
nionych 0sdb, z koniecznosci zdobycia $rodkow niezbednych do zycia i utrzymania
rodziny, zdecyduje si¢ na prace nierejestrowang, co doprowadzi do wzrostu ogélnego
poziomu szarej strefy. Kabaj przytacza jednak badania, ktore potwierdzajg te zaleznos¢,
jak i takie, ktore poddaja ja pod watpliwoéé, por. m.in. Cichocki, Tyrowicz (2011).
W przypadku natomiast ogélnego poziomu biurokracji (w tym takze regulacji na rynku
pracy) jej wzrost, poziom skomplikowania, nieczytelnosci i niska jakos$¢ przepisow
prawnych stanowi niewatpliwie jeden z kluczowych czynnikoéw sktaniajacych pod-
mioty gospodarcze do prowadzenia dzialalno$ci w szarej strefie, na co zwracaja tez
uwage Schneider, Enste (2000).

W literaturze ekonomicznej czesto zwraca si¢ rOwniez uwage na zalezno$¢ pomie-
dzy szarg strefg gospodarki a poziomem korupcji, m.in. Bilotkach (2006), Choi,
Thum (2005), Friedman i inni (2000). W pracy Dreher, Schneider (2010) autorzy
podsumowali niejednoznaczne wyniki kilku badan empirycznych z réznych krajow
stawiajac hipotezg, ze zalezno$¢ pomiedzy korupcja i szarg gospodarka jest zrozni-
cowana i zalezy od poziomu rozwoju gospodarczego analizowanych krajéw. W przy-
padku krajéw rozwinigtych szara strefa i korupcja sg wzgledem siebie substytucyjne,
natomiast w krajach rozwijajacych si¢ — komplementarne. Wynika to, zdaniem auto-
row, z odmiennego charakteru szarej strefy w tych krajach i zréznicowanej jako-
$ci instytucji publicznych. Przeprowadzone badanie nie potwierdzito jednoznacznie
powyzszej hipotezy, jego glowng staboscig byt brak odpornosci wynikow na rozne
mierniki korupcji.

Kolejng z determinant szarej strefy jest poziom nieréwnosci ptacowych. Im nieréw-
nos$ci placowe sa wigksze, tym wigksze jest poczucie niesprawiedliwosci spoteczne;j
1 mniejsze zaufanie do organdéw sprawujacych wiladze. Co wigcej, podmioty gospo-
darcze nie wierzag w mozliwo$¢ dogonienia zamozniejszej od siebie grupy spotecznej,
i, jak nalezy przypuszczaé, chetniej prowadzi¢ beda dziatalno$¢ gospodarcza poza sek-
torem formalnym. Badania nad tym zjawiskiem na przyktadzie gospodarek transformu-
jacych przedstawiono w pracy Rosser i inni (2000). W$rdd rzadziej analizowanych sit
napgdowych szarej strefy wymieni¢ mozna poziom IQ spoteczenstwa, np. Salahodjaev
(2015), religijno$¢ i rodzaj wyznania, np. Heinemann, Schneider (2011), kapitat spo-
teczny, np. Giza-Poleszczuk (2009).

Podsumowanie wynikow kilkunastu réoznych badan empirycznych znalez¢é mozna
w pracy Schneider, Williams (2013). Stwierdzono, iz istnieje kilka determinant szarej
strefy gospodarki, ktore objasniajg 84-98% jej zmiennosci. Naleza do nich obcigze-
nia podatkowe i parapodatkowe (35-38%), jako$¢ instytucji panstwowych (10-12%),
regulacje rynku pracy (7-9%), transfery spoteczne (5—7%), ustugi publiczne (5—7%)
oraz moralno$¢ podatkowa (22-25%).

7 Laczy sie z tym kolejny problem — czy szara strefa jest procykliczna czy antycykliczna?
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3. MODEL TEORETYCZNY

W literaturze ekonomicznej znalez¢ mozna rdzne propozycje teoretycznych modeli
ksztaltowania si¢ szarej strefy. Najczesciej akcentuje si¢ w nich pojedyncza determi-
nante szarej gospodarki, np. korupcje, opodatkowanie.

Friedman i inni (2000) w swoim, uznawanym za fundamentalny, artykule pro-
ponuja statyczny model ksztaltowania si¢ szarej strefy jako rezultatu wystepowania
korupcji (nadmiernych optat biurokratycznych) w sferze oficjalnej gospodarki. Choi,
Thum (2005) rowniez stworzyli model, w ktorym pojawiajg si¢ skorumpowani urze¢d-
nicy w strefie oficjalnej. Plynie z niego interesujagcy wniosek — w sytuacji, w ktorej
wystepuje korupcja wsrdd urzednikow panstwowych istnienie szarej strefy gospodarki
jest zjawiskiem pozadanym. Firmy, przed podjeciem decyzji o rozpoczgciu dziatalno-
sci gospodarczej kalkulujg czy sta¢ je na optacenie kosztow wejscia na rynek. Jezeli
koszty te sa zwickszane przez zadania tapowkarskie urzednikow, to moze si¢ okazac,
ze przedsigbiorstwa, ktore w warunkach uczciwego rynku rozpoczetyby swojg dzia-
falnos¢, w sytuacji korupcji nie beda w stanie tego uczyni¢. Moga natomiast wejs¢
do szarej strefy gospodarki (wolnej od tych dodatkowych kosztow) i tam prowadzié¢
swoja dziatalnosc¢, co w rezultacie przyczyni si¢ do zmniejszenia zadan tapowkarskich
i redukcji korupcji w gospodarce.

Nieco inne podejscie do zaleznos$ci migdzy korupcja i szarg gospodarka znalez¢
mozna w pracy Bilotkach (2006). Przedstawiono w niej gr¢ w postaci symultanicznej
pomiedzy przedsigbiorcg i kontrolujagcym go urzednikiem. Przedsiebiorca moze zataic¢
czg$¢ swojej produkcji (przenies¢ ja do szarej strefy), zas urzednik moze z nim wspot-
pracowac — i przyjac¢ tapowke, lub tez nie dac si¢ przekupic i nalozy¢ dodatkowsq kare
na przedsigbiorce. Natomiast Johnson 1 inni (1997) stworzyli model, w ktérym oprocz
rzadu i przedsi¢biorstw wystepuje jeszcze jeden podmiot — mafia. Rzad ustala polityke
gospodarcza w sferze oficjalnej, mafia zas zasady funkcjonowania w szarej strefie,
i w rezultacie prowadza konkurencje na rynku probujac zachgci¢ przedsiebiorstwa do
prowadzenia aktywnos$ci w ich sektorze.

Beloded (2005) proponuje dynamiczny model szarej gospodarki, w ktéorym
uwzglednia dodatkowo rynek finansowy i mozliwo$¢ zaciagania pozyczek na prowa-
dzenie aktywnos$ci gospodarczej od lokalnych pozyczkodawcow lub od migdzynaro-
dowych instytucji. Pozyczki lokalne nie wymagaja formalnych uméw (nie podlegaja
zabezpieczeniu), w zwigzku z czym sg objete duzo wyzszym oprocentowaniem, ktore
stanowi rekompensate ryzyka. Model Thrig, Moe (2004) koncentruje si¢ wokot decyzji
jednostek zwigzanych z akumulacjg kapitatu i wyborem czasu pracy w szarej strefie
i strefie oficjalnej. W szarej gospodarce przedsigbiorstwa nie placag podatkow (chyba,
Ze zostang przylapane na takiej aktywnosci), ale w zamian za to wykorzystuja mniej
efektywne metody produkciji.

Jedrzejowicz (1995) konstruuje model, w ktérym szara gospodarka powstaje jako
rezultat polityki skarbowej panstwa — ustalonej wielko$ci stawki opodatkowania, kary
za dzialalno$¢ nierejestrowana oraz wysokosci naktadow budzetowych na wykrycie
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szarej aktywno$ci. Natomiast Amaral, Quintin (2006) proponuja model, w ktorym nie
wystepuja bariery wejscia do strefy oficjalnej dla mniej wykwalifikowanych pracow-
nikow 1 jednostki mogg swobodnie przeptywac pomiedzy obiema strefami.

Pomimo licznych prac teoretycznych brakuje ciagle kompleksowego modelu,
ktory uwzgledniatby mozliwie wiele sit napedowych szarej gospodarki, wynikajacych
z dotychczasowych badan empirycznych. Probe stworzenia takiego modelu podjeto
W niniejszej pracy.

3.1. ZALOZENIA 1 KONSTRUKCJA MODELU

Proponowany model jest statyczny. Wystepuja w nim dwie grupy podmiotow —
rzad i gospodarstwa domowe. Gospodarstwa domowe dysponujg zasobem czasu pracy
L, ktory mogg poswieci¢ na prace w sektorze rejestrowanym gospodarki (L,) lub tez
na pracg nierejestrowang (L,). Normujac taczny czas pracy do jednosci otrzymujemy
L.=1-1L,

Dziatalnos¢ gospodarcza w szarej strefie nie podlega opodatkowaniu. Co wigce;j,
zwolniona jest ona réwniez z konieczno$ci spetniania przepisOw prawa pracy, m.in.
wymogow BHP, maksymalnego czasu pracy, posiadania zezwolen na prowadzenie
dziatalnosci gospodarczej. W zwiagzku z tym wiaze si¢ z brakiem kosztow biurokra-
tycznych (korupcyjnych®) b. W rezultacie, gospodarstwa domowe wybierajac aktyw-
no$¢ w szarej gospodarce czerpig korzysci zwigzane z brakiem opodatkowania 1 optat
biurokratycznych.

Przeniesienie dzialalnosci gospodarczej do szarej gospodarki nie przynosi tylko
korzysci, ale zwigzane jest rowniez z pewnymi stratami. Przede wszystkim obarczone
jest ono ryzykiem wykrycia, co wigze si¢ z konieczno$cig uiszczenia dodatkowej
kary P. Kara P zalezy od prawdopodobienstwa wykrycia dzialalnoéci nierejestrowanej,
na ktore sktada si¢ efektywno$¢ organow kontroli p oraz rozmiary szarej strefy — im
aktywno$¢ nierejestrowana jest wigksza, tym trudniej ja ukry¢ (;—Z > 01 'ZZTI: > 0).
W literaturze ekonomicznej mozna znalez¢ rdzne propozycje postaci funkcji Ps, m.in.
Jedrzejowicz (1995), Choi, Thum (2005), Beloded (2005), Malaczewska (2014).
Zgodnie z sugestiami Friedman i inni (2000) ostatecznie przyjeto funkcje P postaci:

P = pals, (D

gdzie p € (0,1) jest efektywnoscia organéw kontroli, za§ a € (0,00) wysokoscig kary.
Konsekwencja zaproponowanej postaci funkcji P jest to, iz tatwo jest ukry¢ mate
rozmiary aktywnoS$ci nierejestrowanej. Wraz z jej wzrostem rosng koszty jej ukrycia,

8 Koszty biurokratyczne mozemy potraktowaé réwniez jako optaty korupcyjne, czyli tapowki dla

urzednikow, ktore gospodarstwa domowe zmuszone sa zaptaci¢ w celu pomyslnego lub przyspieszonego
rozstrzygnigcia interesujacych ich kwestii zwigzanych z ich aktywnos$cia gospodarcza, np. otrzymanie
zezwolenia, wygranie przetargu, por. m.in. Friedman 1 inni (2000).
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co wigcej — kolejne przyrosty L sa coraz bardziej kosztowne ze wzgledu na rosnace
ryzyko dostrzezenia i wykrycia.

Co wigcej, gospodarstwa domowe w szarej strefie nie moga korzysta¢ ze wszyst-
kich dobr i ustug publicznych. Przyktadowo, dostep kazdej jednostki do drogi publicz-
nej jest taki sam, bez wzgledu na to, czy pracuje w szarej strefie czy strefie oficjal-
nej. Natomiast podmiot pracujacy ,,na czarno”, ktory czuje si¢ pokrzywdzony przez
swojego pracodawce, ma ograniczone mozliwosci dochodzenia swoich praw przed
sadem, ze wzgledu na brak formalnej umowy i ryzyko poniesienia kary za dziatalno$¢
w szarej strefie. Przez x oznaczono stan jako$ci panstwa, czyli jakos¢ zasobu dobr
i uslug publicznych oferowanych przez rzad. Zasob 6w obejmuje miedzy innymi
administracje, organizacje prawng, infrastrukture, sadownictwo’. Stan jako$ci pan-
stwa x zwielokrotnia dochody z dziatalnos$ci gospodarczej — aktywnos$¢ prowadzona
w gospodarce dostarczajacej dobra i ustugi publiczne wysokiej jakosci bedzie bardziej
produktywna, anizeli w sytuacji gospodarki, w ktorej przepisy prawne, infrastruktura
itp. sg o niskim standardzie.

W szarej strefie mozliwo$¢ korzystania z dobr i ustug publicznych jest ograniczona,
co odzwierciedla parametr A € {0,1), ktory mierzy dostepnos$¢ ushug instytucji panstwo-
wych w strefie nieformalnej. Gdy 4 = 0, gospodarstwva domowe w szarej strefie nie
maja w ogole dostepu do dobr i ustug publicznych, gdyby 4 = 1, dostepnos$¢ bylaby
taka sama jak w sferze oficjalnej'’.

Wynagrodzenie w sferze rejestrowanej i szarej strefie gospodarki jest rozne i wynosi
odpowiednio w, i w,. Dochody uzyskiwane w strefie oficjalnej ulegaja opodatkowa-
niu stawkg 7 € (0,1). Dodatkowo w sferze oficjalnej gospodarstwa domowe ponosza
pewne obcigzenia biurokratyczne b, zwigzane z konieczno$cig prowadzenia dziatal-
nosci gospodarczej zgodnie z obowigzujacymi przepisami i normami prawa pracy.

Obcigzenia biurokratyczne b € (1,0) wprowadzone zostaly do modelu razem
z opodatkowaniem, ze wzgledu na podobny mechanizm ich oddziatywania!!. Zatozono,
ze optaty biurokratyczne sg zalezne od wielkosci dochodu gospodarstw domowych.
Niech Y, oznacza dochéd wypracowany w sferze rejestrowanej. Wowczas (1 — b)Y,
stanowi czg$¢ dochodu, ktéra trafia do gospodarstw domowych, zas Y, odpowiada
opodatkowaniu pobieranemu przez rzad. Pozostata czg$¢ dochodu 7Y, (b — 1) znika

% Stan jako$ci pafstwa mozna utozsamic z institutions, ktore opisat Aruoba (2010).

10 Ten przypadek nie bedzie rozwazany ze wzgledu na zatozenie o ograniczonym dostepie do dobr
i ushug publicznych w szarej strefie.

11" Z postaci rownania (2) czytelnik moze odnie$¢ wrazenie, ze autor niniejszej pracy traktuje podatki
jako tapowke, ktorg spoteczenstwo jest zobowigzane wreczaé rzadowi. Tymczasem, co wynika z postaci
funkcji uzytecznoséci gospodarstw domowych (4), zaptacone podatki wracaja do nich pod postacia dobr
i ustug publicznych $wiadczonych przez rzad. Lapowki ptacone skorumpowanym urze¢dnikom nie maja
takiej wiasno$ci. Zatem w modelu wystgpuje wyrazne rozroznienie stawki opodatkowania od stawki
obcigzen biurokratycznych (korupcyjnych), mimo iz wystgpuja wspolnie w réwnaniu (2).
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w gospodarce w ramach kosztow biurokratycznych, np. jako czas zmarnowany w urze-
dach na stanie w kolejkach, ktéry mozna by byto poswiecié¢ na prace lub czas wolny!2.

Uzyskane dochody gospodarstwo domowe poswigca na konsumpcje C i zaplate
oczekiwanych kar P za prowadzenie dziatalnos$ci nierejestrowanej. Dla uproszcze-
nia zatozono, ze budzet gospodarstw domowych jest zbilansowany, tj. nie moga one
pozyczaé ani oszczedza¢. W ten sposob otrzymane zostalo ograniczenie budzetowe
gospodarstw domowych:

w (1l -LJ)(A-1th)(1 +x)+wly(l+Ax)=C+P. 2)

W modelu zaktadamy, ze spoteczenstwo cechuje si¢ pewnym poziomem tax
morale. W zalezno$ci od jego wielkos$ci, dziatalno§¢ w szarej strefie, jako aktyw-
no$¢ nielegalna, moze cigzy¢ na sumieniach gospodarstw domowych i powodowaé
dysuzyteczno$¢. Parametr m € (0,00) okre$la jak bardzo doskwiera moralnie gospo-
darstwom domowym dzialalno$¢ nierejestrowana, niezadowolenie to zalezy rowniez
od skali szarej aktywno$ci — im jest wigksza, tym wigkszy jest spadek uzytecznosci.
Ow czynnik moralny jest postaci —mL, i zostal wprowadzony do funkcji uzytecznosci
gospodarstw domowych. Gdy m = 0, to czynnik moralny nie ma wplywu na decyzje
gospodarstw domowych.

Rzad czuwa, poprzez odpowiednie organy kontroli, nad sposobem i legalnoscia
prowadzenia dziatalnosci gospodarczej. W przypadku wykrycia aktywno$ci w szarej
strefie naktada kary P. Otrzymuje zatem dochody z dwdch zrodet — z wpltywow z ocze-
kiwanych kar z szarej strefy oraz z podatkéw zaptaconych przez gospodarstwa domowe
dziatajace w sferze rejestrowanej. Uzyskane przychody rzad przeznacza w calosci
na wydatki rzadowe G, nie ma mozliwosci zaciggania pozyczek ani oszczedzania.
Ograniczenie budzetowe rzadu jest zatem postaci:

tw(l-L)+P=G. 3)

Wydatki rzadowe G moga stuzy¢ zaspokojeniu potrzeb wylacznie rzadu (sg to tzw.
nieuzyteczne spotecznie wydatki rzadowe; ang. wasteful government expenditure) lub
tez przyczynia¢ si¢ do wytworzenia dobr i ustug publicznych (uzyteczne spolecznie
wydatki rzagdowe). Warto$¢ parametru y € (0,1) okresla, jaka cze$¢ zaptaconych przez
gospodarstwa domowe podatkow i kar wraca do nich pod postacig uzytecznych spo-
lecznie wydatkdéw rzadowych, a zatem wartos$¢ y $wiadczy o efektywnosci rzadu ze
spotecznego punktu widzenia. Im udziat wydatkéw uzytecznych w wydatkach rza-
dowych ogotem jest wigkszy, tym bardziej zadowolone sg gospodarstwa domowe
1 wyzszy jest ich poziom uzytecznosci.

12 W przypadku obcigzen korupcyjnych 7Y, (b — 1) stanowi tapowki, ktore nalezy zaptaci¢ skorum-
powanym urz¢dnikom.
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Zaréwno rzad, jak i gospodarstwa domowe, daza do maksymalizacji wlasnego
zadowolenia, odzwierciedlanego przez ich funkcje uzytecznosci. Obie z nich przyjmuja
klasyczng postaé funkcji CRRA!® (ang. Constant Relative Risk Aversion). W przypadku
gospodarstw domowych, uzytecznos¢ zalezy od trzech czynnikéw: konsumpcji C (+),
efektywnosci rzadu okreslanej przez uzyteczne spotecznie wydatki rzadowe wG (+)
oraz od poziomu moralnosci podatkowej spoteczenstwa mL, (-):

C+YG -mLs)1™9-1
Uy =TI, (4)

gdzie 0 € (0,0)\{1}. Dla 0 = 1 funkcja uzyteczno$ci CRRA przyjmuje postac:
Up,=In(C+yYG —mlLy). &)

Natomiast uzyteczno$¢ rzadu zalezy od wielkosci wydatkow rzadowych G (+)
oraz od poziomu poparcia spotecznego S (+):

_ (G+8)17B-1 6)

U, P

gdzie B € (0,0)\{1}'*. W modelu zatozono, ze jednym z dazen rzadu jest utrzymanie
si¢ przy wtadzy. Musi zatem dba¢ o swoje szanse na reelekcje, ktore odzwierciedla
funkcja S, mierzaca poparcie gospodarstw domowych dla polityki gospodarczej rzadu.
W modelu przyjeto, ze poparcie spoleczne zalezy od dwoch czynnikow — stawki
opodatkowania!> 7 (-) oraz stopy biurokracji (korupcji) b (—). Funkcja S jest postaci:

S =-D(th)?, (7
. as . 9%s aS GER
gdzie D € ((),oo)oraza<01a—‘[g<00raZ£<Ola—bsz<O.

Zmienng decyzyjng gospodarstw domowych jest wielkos¢ szarej strefy L, za$
rzadu stawka opodatkowania 7. Ostatecznie po wstawieniu rownan (1) i (7) do (2),
(3), (4), (6) zagadnienie optymalizacyjne przyjmuje postac:

13 Jest to funkcja o statej wzglednej awersji do ryzyka réwnej 8, do czego w proponowanym deter-
ministycznym modelu nie nalezy przywiazywac uwagi. Kluczowe sa natomiast jej inne wlasnosci, funkcja
CRRA jest rozniczkowalna, rosngca i wklesta (spelnia prawo malejacej uzytecznosci krancowej), a parametr
—0 ma wygodng interpretacje elastyczno$ci uzyteczno$ci krancowej. Funkcja ta zatem posiada wszystkie
niezbedne wilasnosci funkcji uzytecznosci. Z tego powodu jest szeroko stosowana w literaturze ekono-
micznej, funkcje typu CRRA przyjmuje tez w swoim modelu m.in. Beloded (2005), Orsi i inni (2014).

14 Podobnie jak w przypadku funkcji uzytecznosci gospodarstw domowych, dla # = 1 funkcja uzy-
tecznosci rzadu ma posta¢ funkcji logarytmiczne;j.

15 M.in. Kneebone, McKenzie (2001) pokazuja, ze w latach wyboréw wstrzymywane sg podwyzki
podatkow.
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_ 2118 _ T
( U, = [ D(le_)ﬂ] 1 max,
_ 1-6_41 L
< U, = (C+yG 171125) 1 max, ®)

w,(1-L)A—1bh)(1+x)+wL,(1+Ax)=C+ pal?,
ww,(1 - L) + pal? =G,

gdZie Lsa W, X, TE€ <051>a L€ <Oa1), pE (051)9 a, ﬁa 53 C, G, Ds Wy Wy, M € (0,00),
b e (1,0).

3.2. ROZWIAZANIE ZADANIA OPTYMALIZACYJINEGO

Algorytm rozwigzania zadania optymalizacyjnego (8) jest nastepujacy'®. Najpierw
wyznaczone zostanie maksimum funkcji U, pod wzgledem zmiennej L, (przy stalej
wartoéci 7), oznaczone jako L,. Nastepnie, w analogiczny sposob, znalezione zostanie
maksimum funkcji U, pod wzglgdem zmiennej 7 (przy stalej wartosci L), oznaczone
jako 7. Otrzymane w ten sposob L i 7 dadza tak zwane krzywe najlepszej reakcji!”,
ktore pokazuja optymalna odpowiedz na dang strategi¢ innego gracza. W punkcie ich
przeciecia otrzymane zostanie rozwigzanie optymalne catego modelu, oznaczane jako
L% i t*. Bedzie to rownowaga Nasha, bowiem kazda z grup podmiotéw wyznacza
najlepsza odpowiedz na najlepszg strategi¢ innych jednostek. Wzor na L} otrzymany
zostanie zatem wstawiajgc rownanie 7 do L?, 7" za$§ podstawiajagc roOwnanie L: do 7.

Poszukujac maksimum funkcji U, 1 funkeji U, otrzymano warunki konieczne
postaci:

oup —wr(1-tbh)(1+x)+ws(1+Ax)-2Lgpa—m—pTw,+2Lspay) _
0Ly [wyr(1—Lg)(A—Th)(1+x)+Ws(1+Ax) Ly—palZ—mLs+ (twy(1-Lg) +pal?)]® !
2 9)
6& _ wy(1-Ls)-2Dth ~0
at  [twr(1-Lg)+pal%-D(z b)2]B '
Z pierwszego roOwnania mozna wyliczy¢ punkt stacjonarny LH;:
~ 1 —w,(1— 14x)-m—
Ls _ ws(1+Ax)—w,(1—-tb)(1+x)—-m wrwr‘ (10)

2pa(1-y)

16 Sposob rozwigzywania zadania optymalizacyjnego przypomina wyznaczanie rownowagi w modelu
Cournota, por. m.in. Varian (2005, s. 497-501), Tokarski (2011, s. 256-269).

17 Przyktadowo dla rzadu, krzywa najlepszej reakcji pokazuje, jaka stawke opodatkowania powinien
ustali¢ rzad, by maksymalizowa¢ swoja funkcj¢ uzytecznosci przy danych rozmiarach szarej strefy, ktora
wybraty gospodarstwa domowe.
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Wyznacza on jednoczesnie krzywa najlepszej reakcji gospodarstw domowych.
Wzor (10) pozwala zatem obliczy¢ rozmiary szarej strefy, ktora powinny wybrac
gospodarstwa domowe przy danym poziomie stopy podatkowej 7 tak, aby maksy-
malizowa¢ swojg uzyteczno$¢. Podobnie, z rownania drugiego wyznaczono punkt
stacjonarny i krzywa reakcji rzadu 7

~ wy(1-Ly)
T=-1-2 (11)

S, . 0Lg 0t
Oczywiscie zachodzi — > (0 oraz — < 0.
ot OLg

Warunek dostateczny istnienia ekstremum 2funkcji U, 1 Uy w obu przypadkach jest
02U,
o712
w punkcie L, maksimum lokalne, podobnie funkcja U, w punkcie 7.
W punkcie przecigcia krzywych reakcji, wstawiajac rownanie (10) do (11) Iub
(11) do (10), otrzymujemy optymalne rozmiary szarej strefy L7 i stopy podatkowej 7*,
czyli rdwnowage Nasha modelu postaci:

. . 0%Up i~ . . .
spetniony!®, bowiem TS (Lg) <0 oraz (f) <0, a zatem funkcja U, posiada
S

__ 2Db2[ws(1+Ax)—wy(1+x)—m]+wZ[b(1+x) -]

LS 4pa(1-Y)Db2+w2[b(1+x)—]

(12)
« _ 2pa(1-P)wr—wewy(1+A%)+WE (1+x)+mw,
T = 4pa(1-yY)Db2+w2[b(1+x)—]

przy czym zakladamy, ze L* € (0,1) i t* € (0,1)."°

4. STATYKA POROWNAWCZA 1 WNIOSKI

Analiza wrazliwos$ci polega na okres$leniu, co si¢ stanie z rozwigzaniem optymal-
nym modelu L} i 7* na skutek zmiany wartosci jednego z parametréw: 4, w,, w,, m,
D, p, a, b, x, w. Pozwala to poréwnaé¢ dwie prawie identyczne gospodarki, ktore roz-

18 Obliczenia te ze wzgledu na ich rozmiar zostaly pominiete w niniejszej pracy. Sg jednak dostepne
u autorki na zyczenie.

19 Mozna zauwazy¢, ze przedzialy zmiennoéci niektérych parametréw dopuszczajg sytuacje, gdy
robwnowagowe warto$ci obu zmiennych wykraczaja poza przedziat (0,1), np. dzieje si¢ tak gdy para-
metr m jest bardzo duzy w poréwnaniu do innych parametrow. Wowczas Ly < 0 a * > 1. Tak duza
warto$¢ parametru oznacza jednak wyjatkowo niska sktonnos$¢ gospodarstw domowych do uchylania si¢
od podatkow, co oczywiscie oznacza, de facto, ze szara strefa nie bedzie w ogole wystepowata w gospo-
darce (L; = 0). Zatem w przypadku gdy zmienne decyzyjne wykraczaé beda poza zatozony przedziat
zmiennosci przyjmowac begdziemy dla nich wartosci skrajne (0 lub 1). Oczywiscie zastosowanie réznych
skali wartoséci (r6znych jednostek) dla poszczegdlnych parametrow pozwala ustali¢ wartosci zmiennych
decyzyjnych na ekonomicznie akceptowalnych poziomach.
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nig sie¢ wylacznie wartoscia jednego z tych parametréw. Po obliczeniu odpowiednich
pochodnych czastkowych otrzymano zalezno$ci zaprezentowane w tabeli 1.

Tabela 1.

Analiza wrazliwo$ci stanu rownowagi Nasha zaproponowanego modelu na skutek zmiany wartos$ci

jego poszczegdlnych parametrow

Parametry
A Wy m D p a b
daLy oL aLy aLy dLg daLy daLy
L* S 0 S S < 0 S S
o | L5 520 | 3w, <213 <° % 5o <0 | Z2<0
5
E o 6r*<0 aT*<O 6T*>0 6T*<0 6r*>0 6r*>0 Or*<0
oA oW om aD dp da dab

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Analiza wynikow zaprezentowanych w Tabeli 1 prowadzi do nastgpujacych

wnioskow:

)

2)

3)

4

Gdy dostepnos¢ ushug instytucji panstwowych w szarej strefie wzrosnie (wzrost 1),
to spodziewac¢ si¢ nalezy zwigkszenia rozmiarow szarej gospodarki. Spowodowane
jest to wzrostem dochodow z dziatalnosci nierejestrowanej, co zachgca gospodar-
stwa domowe do ukrywania swojej aktywnosci gospodarczej. W rezultacie, w celu
zatrzymania ucieczki gospodarstw domowych do szarej strefy rzad obnizy stawke
opodatkowania. Podobny mechanizm wystepuje w przypadku wzrostu wynagrodze-
nia w szarej strefie w,.

Wzrost poziomu tax morale spoteczenstwa (m) przyczynia si¢ do zwiekszenia dysu-
zyteczno$ci gospodarstw domowych z tytulu wykonywania dziatalno$ci nierejestro-
wanej i uchylania si¢ od opodatkowania. Jest to zwigzane z dyskomfortem moral-
nym oraz presja spoteczng odczuwang przez gospodarstwa domowe. W rezultacie,
prowadzi to do zmnigjszenia ich aktywnosci nierejestrowanej. Rzad moze wowczas
pozwoli¢ sobie na podniesienie stopy opodatkowania, w celu zwickszenia przycho-
déw budzetowych.

Podniesienie wielkosci kary a za dziatalno$¢ nierejestrowang (analogicznie — efek-
tywnosci dziatania organéw kontroli p), zmniejsza oczekiwane zyski gospodarstw
domowych z pracy w szarej strefie. Obniza to atrakcyjnos¢ tego sektora i w rezultacie
prowadzi do spadku rozmiarow szarej strefy, co skutkuje podniesieniem opodatko-
wania przez rzad.

Zwickszenie optat biurokratycznych b (zadan tapdwkarskich skorumpowanych
urzednikoéw), prowadzi do wzrostu niezadowolenia gospodarstw domowych. Rzad,
ktory zabiega o reelekcje, zmuszony jest obnizy¢ opodatkowanie. Korzysci ptynace
ze spadku opodatkowania przewyzszaja straty wynikajace z koniecznosci placenia
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wyzszych optat biurokratycznych w strefie oficjalnej — a zatem szara gospodarka

zmaleje. Podobny mechanizm zaobserwowa¢ mozna w przypadku spadku warto$ci

wskaznika D.

W przypadku x, w, i y znaki pochodnych zalezg od kombinacji wartosci innych
parametrow. Jest to zwigzane z jednoczesnym dziataniem kilku efektow o przeciwnym
kierunku wptywu. Wzrost wartosci kazdego z wymienionych parametréw zwigzany
jest ze zwiekszeniem atrakcyjnosci prowadzenia dzialalno$ci gospodarczej w sferze
rejestrowanej oraz jednoczesng odpowiedzig rzadu w postaci zmiany stawki opodat-
kowania. Ktory z tych efektow ostatecznie przewazy, zalezy od konkretnych wartosci
pozostalych parametrow gospodarki. Przyktadowo, poprawienie stanu jakosci pan-
stwa x, zwielokrotnia dochody uzyskiwane w obu sektorach, ale ich wzrost w szarej
strefie jest ograniczony przez parametr . Tym samym praca nierejestrowana staje si¢
relatywnie mniej atrakcyjna. Odplyw do sfery oficjalnej jest hamowany przez jed-
noczesng podwyzke stopy podatkowej. To, ktore z tych efektow przewazy zalezy od
relacji pomigdzy ptacami w obu sektorach oraz od dostgpnosci dobr i ustug publicz-
nych w szarej strefie 4.

5. ZAKONCZENIE

W niniejszej pracy przedstawiono autorski model ksztaltowania si¢ szarej strefy
gospodarki, ktora powstaje jako wynik $wiadomej kalkulacji oczekiwanych zyskow
i strat gospodarstw domowych na skutek okreslonej polityki gospodarczej rzadu.
Wisrdd korzysci z aktywnos$ci gospodarczej w szarej strefie uwzgledniono mozliwosé
uniknig¢cia opodatkowania i paraopodatkowania oraz zwolnienie z koniecznosci prze-
strzegania regulacji prawa pracy i ponoszenia zwigzanych z tym kosztow biurokra-
tycznych (korupcyjnych). Dziatalnos¢ w szarej gospodarce nie jest jednak wolna od
strat — jednostki muszg liczy¢ si¢ z mozliwos$cig przytapania i koniecznoscia ponie-
sienia dodatkowych kar oraz z ograniczonym dost¢pem do dobr i ustug publicznych.
Co wigcej, praca nierejestrowana moze wzbudza¢ watpliwosci moralne i prowadzié¢
do spadku zadowolenia jednostek. Rzad natomiast prowadzi polityke fiskalng pan-
stwa (ustala stawke opodatkowania) oraz ustanawia organy kontrolne czuwajace nad
sposobem prowadzenia aktywnosci gospodarczej. Jednoczesnie troszczy si¢ o swoje
poparcie spoteczne i szanse na reelekcje. Gospodarstwa domowe i rzad podejmuja
decyzje tak, by maksymalizowa¢ wilasne funkcje uzytecznosci, i, w wyniku ich wza-
jemnych interakcji, zostaje ustalony réwnowagowy poziom szarej strefy i opodatko-
wania w modelowanej gospodarce.

Badanie wrazliwo$ci stanu rownowagi Nasha prezentowanego modelu pozwala
okresli¢, jak beda roéznity si¢ optymalne poziomy szarej strefy i stawki opodatkowania
w gospodarkach, ktore roznig si¢ jedynie wartoscia jednego konkretnego parametru.
Przyktadowo, w gospodarce o wyzszej stopie korupcji wsroéd urzednikdéw panstwo-
wych (i identycznych pozostatych makroparametrach) spodziewac si¢ nalezy nizszego



46 Paulina Malaczewska

optymalnego poziomu szarej gospodarki i stawki opodatkowania. Na podstawie analizy
wrazliwo$ci mozna tez wysnu¢ wnioski dla polityki gospodarczej panstwa, ktore dazy
do ograniczenia szarej aktywnos$ci. Oprocz polityki fiskalnej, rzad moze postuzy¢
si¢ szeregiem innych, czesto dlugookresowych, dziatan: ograniczy¢ dostgpnos¢ dobr
i ustug publicznych w szarej strefie, akcentowacé jej nieetyczny charakter budujac kre-
gostup moralny spoteczenstwa, zwickszy¢ efektywnos$¢ organdéw $cigania i podnie$c
stawki kar, ograniczy¢ biurokracje (korupcje), probowaé zmniejszy¢é wynagrodzenia
w strefie nieoficjalnej, zadba¢ o wzrost poparcia dla swojej polityki gospodarcze;j.

Proponowany model moze ulec dalszym ulepszeniom, np. poszerzeniu o bardziej
realistyczny rynek pracy, bezrobocie i transfery spoteczne. W nastgpnych badaniach
planowana jest kalibracja parametréw modelu dla wybranych krajow na $wiecie.
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MECHANIZMY KSZTALTOWANIA SIE SZAREJ STREFY GOSPODARKI.
MODEL TEORETYCZNY

Streszczenie

Przedstawiony zostanie model teoretyczny ksztattowania si¢ szarej strefy gospodarki. Uwzglednione
w nim begdg zaréwno czynniki typowo ekonomiczne, takie jak obcigzenia podatkowe i parapodatkowe
czy wysoko$¢ kar za dzialalno$¢ nierejestrowana, oraz czynniki ksztattujace otoczenie prawno-organiza-
cyjne dziatalnosci gospodarczej, takie jak poziom biurokracji (korupcji), jako$¢ instytucji publicznych,
czy moralnos¢ podatkowa spoteczenstwa. W proponowanym modelu szara strefa powstaje jako wynik
interakcji pomiedzy podmiotami gospodarczymi — rzadem i gospodarstwami domowymi. Wyznaczony
zostanie poziom szarej strefy bedacy rownowaga Nasha, po czym przeprowadzona zostanie jego statyka
poréwnawcza.

Stowa kluczowe: szara strefa gospodarki, obciazenia podatkowe, jako$¢ instytucji publicznych, fax
morale, korupcja, biurokracja, statyka pordwnawcza, rownowaga Nasha
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DRIVING FORCES OF THE SHADOW ECONOMY. THEORETICAL MODEL
Abstract

We present theoretical model of shadow economy. The model includes not only economic factors,
such as tax burden or fines for unregistered activity, but also legal and organizational background
factors, such as level of bureaucracy (corruption), quality of public sector services and institutions, or
tax morale. In the proposed model shadow economy arises as a result of interactions between economic
entities — government and households. The Nash Equilibrium level of shadow economy is derived and
comparative statics analysis is presented.

Keywords: shadow economy, tax burden, institutions, tax morale, corruption, bureaucracy,
comparative statics, Nash equilibrium
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NEOKLASYCZNY MODEL WZROSTU GOSPODARCZEGO
Z SINUSOIDALNYMI INWESTYCJAMI?

1. WPROWADZENIE

Celem prezentowanego artykutu jest proba rozszerzenia neoklasycznego modelu
wzrostu gospodarczego Solowa poprzez uwzglednienie fluktuacji inwestycji. Autorzy
uchylajac zatozenie o stalo$ci stop inwestycji wprowadzaja funkcj¢ inwestycji zalezng
sinusoidalnie od czasu. Przyjecie sinusoidalnej funkcji inwestycji thumaczy¢ mozna
tym, iz inwestycje (podobnie jak produkcja) w duzej mierze zalezne sg od koniunk-
tury gospodarczej, ktora podlega okresowym fluktuacjom. W rozwazaniach teoretycz-
nych autorzy wprowadzaja ponadto pojgcia cyklicznej oraz gladkiej Sciezki czasowej
kapitatu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy oraz wyznaczaja ich wzgledne
odchylenia. Za pomoca tych narzedzi identyfikuja wplyw inwestycji zaleznych sinuso-
idalnie od czasu na $ciezki wzrostu kapitatu oraz produktu w analizowanym modelu.

W czesci empirycznej dokonano kalibracji parametréow otrzymanego modelu
oraz symulacji numerycznej. Bazujac na danych panelowych dla krajéw grupy UEILS5
w latach 2000-2013 w pierwszej kolejno$ci oszacowano parametr a (elastycznosé
produkcji wzgledem kapitatu) na poziomie 0,349, ktérego wartos$¢ przyjeto do dalszych
analiz numerycznych. W drugim etapie dokonano symulacji numerycznych skalibro-
wanych odchylen cyklicznych od gtadkich $ciezek czasowych kapitatu oraz produktu
na jednostke efektywnej pracy. W analizach numerycznych rozwazano wplyw rdznych
stop inwestycji (15%, 20%, 25%) oraz okresow wahan cyklicznych (4 lub 10 lat) na
ksztaltowanie si¢ owych odchylef. Analiz numerycznych dla gospodarek grupy UELS
dokonano w 100 letnim horyzoncie czasowym.

Struktura artykutu przedstawia si¢ nastgpujaco. W czeséci drugiej zawarto prze-
glad literatury dotyczacy inwestycji oraz réznych rozwini¢¢ neoklasycznego modelu
wzrostu Solowa. W czgsci trzeciej przedstawiono gtowne zatozenia oraz wyznaczono

I Uniwersytetu Jagiellonski, Wydzial Zarzadzania i Komunikacji Spotecznej, Katedra Ekonomii

Matematycznej, ul. Prof. Stanistawa Lojasiewicza 4, 30-348 Krakow, Polska.

2 Politechnika Rzeszowska, Wydziat Zarzadzania, Katedra Ekonomii, Al. Powstancow Warszawy 8,
35-959 Rzeszow, Polska, autor prowadzacy korespondencj¢ — e-mail: tmisiak@prz.edu.pl.

3 Autorzy pragng podziekowa¢ anonimowym Recenzentom za cenne merytoryczne uwagi zgtoszone
do pierwotnej wersji niniejszego artykutu. Oczywiscie, cata odpowiedzialno$¢ za ewentualne mankamenty
spada wylacznie na autorow.
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$ciezki wzrostu zaré6wno kapitatu jak i produktu na jednostke efektywnej pracy a takze
wyznaczono wzgledne odchylenia cyklicznych od gladkich $ciezek wzrostu w anali-
zowanym modelu z sinusoidalnymi inwestycjami. W czwartej czesci artykulu zawarto
kalibracj¢ parametréow otrzymanego modelu oraz przeprowadzono symulacje nume-
ryczne w zaproponowanych wariantach. W ostatniej czeSci artykutu znajduje si¢ pod-
sumowanie prowadzonych rozwazan oraz wazniejsze wnioski.

2. PRZEGLAD LITERATURY

Wazrost gospodarczy jest procesem dtugookresowym, prowadzacym do powiek-
szania potencjatu produkcyjnego a szeroko rozumiane inwestycje stanowia jeden
z kluczowych czynnikow tego procesu. Przyczynia si¢ on rowniez do zaspokojenia
potrzeb spoleczenstwa. W literaturze przedmiotu rozrdznia si¢ podzial modeli wzro-
stu gospodarczego migdzy innymi na modele keynesowskie, neoklasyczne, modele
wzrostu endogenicznego oraz modele realnego cyklu koniunkturalnego (por. Tokarski,
2005). Mozna réwniez, ze wzgledu na sposéb ustalania dlugookresowej stopy wzro-
stu, wyrdzni¢ modele wzrostu: egzogenicznego, endogenicznego oraz heterodoksyjne
(Malaga, 2015). Jednak zdaniem Malagi wspotczesna teoria wzrostu gospodarczego
w niewielkim stopniu korzysta z dorobku keynesowskiej teorii wzrostu a u jej pod-
staw nadal pozostajg modele neoklasyczne (Malaga, 2009). Koncepcja zaproponowana
przez Solowa (1956) data niejako przyczynek do rozwoju neoklasycznych modeli
wzrostu gospodarczego. Solow zaktadat m.in. state przychody ze skali produkcji oraz
malejaca krancowa produktywnos¢ kapitatu (Solow, 1956). Model Solowa nazywany
rowniez modelem Solowa-Swana posiada wiele zalet jak i wad. Do podstawowych
zalet najczesciej zalicza si¢: tatwos¢ wykorzystania matematycznych funkcji produke;ji,
mozliwo$¢ badania udziatu czynnikow produkcji we wzroscie — zwlaszcza postepu
technicznego oraz produktywnosci pracy, a takze jego uzytecznos$¢ do analiz procesow
konwergencji realnej. Gtéwne stabo$ci modelu to przede wszystkim egzogeniczne
traktowanie catosci postepu technicznego, pominigcie takich czynnikéw jak kapitat
ludzki oraz kwestii rosnacych korzysci skali co moze powodowac, ze w przypadku
niektorych inwestycji bodzce do inwestowania nie wygasaja (szerzej na temat wad
oraz krytyki modelu Solowa patrz np. Milo i inni, 2006 lub McCombie, 2000, 2001).

Mimo wielu stow krytyki w literaturze mozna znalez¢ wiele opracowan doty-
czacych samego modelu Solowa (1956) jak i jego uogdlnien. Mankiw i inni (1992)
uogo6lnili model Solowa. Zasadnicza réznica miedzy oryginalnym modelem Solowa,
a jego rozszerzeniem zaproponowanym przez Mankiwa, Romera, Weila polega na
tym, iz autorzy uwzgledniajg dodatkowy zasob kapitatu, a mianowicie kapital ludzki
(Mankiw i inni, 1992; Romer, 2000). W roku 1996 Nonneman oraz Vanhoudt dokonali
kolejnego uogdlnienia modelu Solowa. W swojej pracy autorzy rozwazajag dowolna,
skonczong liczbe dobr kapitalowych, bedacych czynnikami produkcji (Nonneman,
Vanhoudt, 1996). Kolejne rozszerzenia znalez¢é mozna w artykule Dykasa, Sulimy
i Tokarskiego, autorzy dowodzg istnienie stabilnego punktu stacjonarnego, w ktérym
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model ten znajduje si¢ w stanie dlugookresowej rownowagi (Dykas i inni, 2008).
Ponadto w opracowaniu Dykasa, Edigariana oraz Tokarskiego szczegodlny przypa-
dek funkcji produkcji, jaka jest funkcja produkcji Cobba-Douglasa, zastapiony zostat
uogolniong, neoklasyczna funkcja produkcji (Dykas i inni, 2011).

Inne rozszerzenie modelu Solowa mozna znalez¢é w pracy Mroczek 1 inni (2014).
Autorzy rozpatrujag model wzrostu gospodarczego uwzgledniajgc efekt grawitacyjny,
bedacy nawigzaniem do prawa grawitacji Newtona. Zakladaja, ze regiony wzajemnie
oddziatujg na siebie gospodarczo oraz, iz ten efekt jest proporcjonalny do potencjatu
(np. PKB per capita, kapitalu rzeczowego per capita itp.) danego regionu i odwrot-
nie proporcjonalny do kwadratu odleglosci migdzy nimi (rozumianej jako fizyczna
odlegtos¢ migdzy stolicami regiondow). W opracowaniu wykazano rowniez, ze model
ten ma stabilny (w sensie Lapunowa) punkt stacjonarny jest on zatem punktem dhu-
gookresowej rownowagi modelu (Mroczek i inni, 2014).

Wigkszos$¢ dotychczasowych uogdlnien modelu Solowa skoncentrowanych bylo
na wprowadzeniu roznych rodzajow kapitatu badz analizie istnienia i jednoznacznosci
standw stacjonarnych. W niniejszym artykule zaproponowano inny kierunek uogol-
nienia modelu Solowa, bedacy proba uwzglednienia fluktuacji inwestycji. W teorii
ekonomii zauwazy¢ mozna bowiem utrzymujacy si¢ stan dychotomii miedzy teorig
wzrostu gospodarczego oraz teorig fluktuacji gospodarczych, co stanowi jeden z klu-
czowych dylematow wzrostu i rozwoju (Malaga, 2015). Z analizy danych takich
wielkosci agregatowych jak PKB, konsumpcji, zatrudniania oraz inwestycji wynika, iz
ich trajektorie wzrostu nie sg obrazem rownomiernych $ciezek wzrostu lecz charakte-
ryzujg si¢ okresowymi wahaniami. Przy czym okazuje sie, iz to wlasnie inwestycje sg
bardzo wrazliwe na zmiany sytuacji koniunkturalnej. Rzecz jasna: przyczyny owych
wahan, amplitudy wahan, przebieg cykli, sprzgzenia zwrotne, efekty mnoznikowe oraz
akceleracji sa przedmiotem badan szeroko rozumianej teorii wahan koniunkturalnych,
ktorej poglebiona analiza jest zdecydowanie bogatsza niz przyjete w niniejszym arty-
kule zalozenie o cyklicznych wahaniach stop inwestycji. (por. np. Maussner, 1994;
Romer, 2000). Jednak kwestie te, ze wzgledu na zakres ww. zagadnien oraz przyjety
cel artykutu nie bedg szerzej analizowane.

3. MODEL

W rozwazanym modelu przyjmuje si¢ nastg¢pujace zatozenia:
1) Proces produkcyjny opisuje funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1928)* dana wzorem
(por. tez Zéttowska, 1997 lub Tokarski, 2009; 2011)*:

4 Warto wspomnie¢, iz analizowana funkcja produkeji zostata sformutowana przez Knuta Wicksella
(Wicksell, 1893), a empirycznie przetestowana przez Paula H. Douglasa oraz Charlesa W. Cobba (Cobb,
Douglas, 1928).

> O wszystkich wystepujacych dalej zmiennych makroekonomicznych zaktada sie, iz s3 roznicz-
kowalnymi funkcjami czasu t > 0. Zapis x(f) oznaczal b¢dzie dalej warto§¢ zmiennej x w momencie #,
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2)

3)

4)

Y(e)= (K@) (@)™, (1

gdzie a € (0;1). Y oznacza strumien produktu, K, £ — naklady kapitatu i tzw. jed-
nostki efektywnej pracy, za$ o — elastycznos¢ wytworzonego w gospodarce produktu
wzgledem naktadow kapitahu®.
Przyrost zasobu kapitatu, podobnie jak w modelu Solowa-Swana (1956), opisuje
réwnanie rozniczkowe postaci:

K(t)=s()r (1) oK (¢), )

gdzie 6 € (0;1). s(f) € (0;1) oznacza stopg inwestycji w momencie ¢, 0 za$§ — stopg
deprecjacji kapitatu. O ile jednak w modelu Solowa zaklada si¢, ze s i J sg stale
w czasie, o tyle w prezentowanym modelu wzrostu gospodarczego przyjmuje sie,
iz stopa inwestycji podlega cyklicznym, sinusoidalnym fluktuacjom opisanym przez
rownanie (3).

Stope inwestycji w kazdym momencie ¢ okresla sinusoida o statej amplitudzie i okre-
sie wahan dana wzorem:

s(t)=5+ Hsin(mt), A3)
@
gdzie s, (s = ) € (0;1) oraz 6, w > 0. s w rownaniu (3) oznacza przeci¢tng stope
inwestycji w cyklu inwestycyjnym, € — amplitude wahan cyklicznych stopy inwe-
stycji, natomiast @ — okres owych wahan.

Jednostki efektywnej pracy E rosng wedlug stopy wzrostu g + n, gdzie g > 0 jest
stopg egzogenicznego postgpu technicznego w sensie Harroda, zas n > 0 stopa
wzrostu liczby pracujacych. Dlatego tez’:

E(t)= E ™ = E(¢)/E(t)=g +n, 4)
gdzie £, > 0 oznacza liczbe jednostek efektywnej pracy (rozumianej jako zasob

wiedzy naukowo-technicznej wazony liczbg pracujacych) w momencie ¢ = 0.
Niech y; = Y/E oraz kr = K/E oznaczaja (odpowiednio) strumien produktu i zasdb

kapitatu na jednostke efektywnej pracy, zas y = Y/L oraz k = K/L — wydajno$¢ pracy
i techniczne uzbrojenie pracy. Wowczas:

y(t)z AoegtyE([)v (5)

za$ x(f) = dx / dt — pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli (ekonomicznie rzecz biorac) przyrost wartosci
owej zmiennej w momencie Z.

6 A zatem 1 — « jest wowczas udzialem nakladow efektywnej pracy E w produkcie Y.
7 Poniewaz jednostki efektywnej pracy £ w modelu Solowa s3 iloczynem egzogenicznej techno-

logii 4 i liczby pracujacych L, zatem zalezno$¢ (4) mozna zapisa¢ rowniez nastepujaco: E(f) = Ayes’ Lye™,
gdzie 4y > 0 1 Ly > 0 oznacza (odpowiednio) zasob technologii i liczb¢ pracujacych w momencie ¢ = 0.
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k()= Aye'k, 2), (6)

Y(1)=Loe" (1) (7)
1

K(t)= Loe"k(r). ®)

Dzielgc funkcje produkeji (1) przez jednostki efektywnej pracy £ > 0 dochodzi
si¢ do funkcji produkcji w postaci intensywnej okreslonej przez rownanie:

v ()= (K(t)/ E@)" =k (1))" ©9)

Funkcja (9) opisuje relacje pomiedzy naktadami kapitalu na jednostke efektywnej
pracy kg a wielko$cig produkcji na jednostke owej pracy, czyli yg.

Poniewaz kapital na jednostke efektywnej pracy mozna zapisa¢ nastgpujaco:
kp = K/E, zatem (po zr6zniczkowaniu powyzszej zaleznosci wzglgdem czasu f) mamy:

()~ KOE)-KWi0) K0 _EQ), ()

(E@)Y E(r) E()”

co wraz ze zwigzkami (2—4) daje:

/eE(o:(s+esm(ftjjh<t>—%o>, (10)

przy czym u = 6 + g + n > 0 oznacza stop¢ ubytku kapitatu na jednostke efektywnej
pracy. Réwnanie rézniczkowe (10) jest odpowiednikiem réwnania Solowa w rozwa-
zanym w pracy modelu wzrostu gospodarczego.

Po wstawieniu funkcji produkcji w postaci intensywnej (9) do zaleznosci (10)
dochodzi si¢ do nastgpujacego rownania rézniczkowego Bernoulliego:

()= (erHsin(z”tD(kE(t))a k1), (an
@
Roéwnanie rozniczkowe (11) posiada catke trywialng kz(r) = 0 dla kazdego ¢ > 0
oraz pewng rodzine catek nietrywialnych, ktora niebawem znajdziemy?®.
Z rownania (11) wynika, ze dla kz > 0 zachodzi zwiazek:

(@(r))%(z):s+esin(2”zj—ﬂ<kE(t»la. (12)

@

8 Calka trywialna (jako nieciekawa zaréwno z matematycznego, jak i ekonomicznego punktu widze-
nia) bedzie dalej pomijana. Nietrywialna za$ catka owego réwnania wyznaczata bedzie §ciezke czasowa
(lub $ciezke wzrostu) kapitatu na jednostke efektywnej pracy.
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Niech dane bedzie podstawienie Bernoulliego postaci:

q(t)= (ke (),

co powoduje, ze:

40 _ (R () “ e (2).

l-a

(13)

(14

Wstawiajac zwiazki (13)—(14) do réwnania rézniczkowego (12) sprowadza si¢ je do
roOwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego (wzgledem ¢) danego wzorem:

l-a

M =5+ Hsin(zﬂtj —,uq(t),
@
ktore mozna przeksztatci¢ do zaleznosci:

ile)= (1_a)s+(1_a)esm(2”t]_(1_a)ﬂq(t).

@

Zapiszmy rownanie jednorodne powstate z rownania (15) jako:

4(t)=—~(1-a)uqlt),
Rozdzielajgc zmienne otrzymujemy
In(g(z)) = (1-a)ut + C, Ce R,
co daje:

q(t)z C.e -

a stad po uzmiennieniu statej oraz zrézniczkowaniu wzgledem czasu ¢ mamy:

i(0)= Clol ¥ — o)1~

Wstawiajac zaleznosci (17) oraz (18) do zwiazku (15) otrzymuje sig:

C(t)= Je(liam (1-a)sdt +I (e (1 — )Bsm(zt]dt

()

Stad oraz z rownania (17) otrzymujemy

_ 1—a)usin 2—: —2—”0 oS 2lt
(1-a)
q(t)=i+(l—a)0 @ @ p o +F€_(l_a)”[,

# (1-af i +2%
w

2

(15)

(16)

)

(18)

(19)

(20)
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Natomiast z rownan (13) i (20) ptynie wniosek, iz catke réwnania ré6zniczkowego
(11) okresla zwigzek:

_ (1-a)u sin(zﬁt) - 2”cos(z”tj a
k()= 2 +(1-a)p ©J O \NO ) petem| 2]

2
g (-afu+ 2%

@

Stata catkowania F' w rownaniu (21) nalezy dobraé tak, by spelniony byt waru-
nek kz(0) = kpg > 0, gdzie kg, jest zasobem kapitatu na jednostke efektywnej pracy
w momencie ¢ = 0. Dlatego tez:

Fokioy 27(1- )@ __
(1 - a)2 o+ 4z
1)

s 22)
7

Roéwnania (21)—(22) wyznaczaja Sciezke wzrostu kapitatu na jednostke efektywne;j
pracy w modelu Solowa z sinusoidalnymi stopami inwestycji.

Wstawiajac $ciezke czasowg technicznego uzbrojenia pracy z rownania (21) do
funkcji produkcji w postaci intensywnej (9) mamy:

_ (1 - a),u sin(zﬂtj - 2ﬁcos(Zﬁtj o
y.(t)=| Z+(1-a) O O \NO J gl (23)

2
# (I—a)fu+

Az
2

@

Roéwnanie (23) okresla za$ $ciezke czasowa produktu na jednostke efektywnej pracy
w rozwazanym tu modelu wzrostu gospodarczego.

Wprowadzmy teraz dwa nastepujace pojecia. Przez cykliczng §ciezke czasowa
(lub Sciezke wzrostu) pewnej zmiennej makroekonomicznej rozumiana bedzie taka
sciezka wzrostu zmiennej x, ktora ksztattuje si¢ przy amplitudzie € i okresie @ wahan
stop inwestycji wigkszych od zera. Cykliczna $Sciezka czasowa zmiennej x oznaczana
bedzie dalej przez x(¢). Natomiast przez gtadka (acykliczng) $ciezke wzrostu rozumiana
bedzie Sciezka wzrostu przy amplitudzie € = 0. Gladka $ciezke wzrostu zmiennej x
oznaczali bedziemy dalej przez x(z).

Gtladka $ciezke wzrostu kapitatu na jednostke efektywnej pracy — zgodnie z zalez-
no$ciami (21)—(22) — opisuje rownanie:

L
kE(t)=(S+Fe“WJ”, (24)
U
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gdzie stalg catkowania F opisuje:
F=kio-2 25)
Y2

Natomiast z rownan (22) i (23) ptynie wniosek, ze gtadka Sciezka wzrostu produktu
na jednostke efektywnej pracy dana jest wzorem:

V()= (S +F e“‘”‘"}la, (26)
)7

przy czym stalg F okresla zalezno$¢ (25).

kE ([)_ /;E (t)
0

czasowej kapitatu na jednostke efektywnej pracy kz od jej gladkiej $ciezki wzrostu kg,
_ yE(t)_yE(t)

Oznaczmy tez przez K(t): wzgledne odchylenie cyklicznej $ciezki

za$ przez 7(t) 77(1‘) — wzgledne odchylenie y; od yr. Wowczas, po uwzgled-
E
nieniu zaleznosci (5-8), mamy:
cl)= k) KO Kl @7)
) k@) K()

oraz:

_ o) M) _Y()
(t)== 1= —1==~—1. (28)
yele) 30 oY)
Z réwnan (27) 1 (28) ptynie wniosek, Ze $ciezki x 1 y mozna nazywaé wzglgdnymi
odchyleniami (odpowiednio) kapitatowych i produkcyjnych cyklicznych §ciezek wzro-

stu od ich gtadkich $ciezek wzrostu. Wstawiajac zas rownania (21) i (24) do zwigzku
(27) oraz (23) i (26) do (28) mamy:

1
_ (1-a)u sin(zﬁtJ - 2”C()s(Zﬁt] E
Zt(-a) ©J 0 O ), pelem

2
g (-afuw+ %
x(t)= — @ -1 (29)
i + Fe_(l_a)/ﬂ

7]
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_ (1-a)u sin(zﬁtJ - 2ﬁcos[Z”tj o
S t(l-a) ©J) O O ), pelam

2
# (-afu+ 7
7(t)= — @ -1. (30)
2y Fel-a)u
U

4. KALIBRACJA PARAMETROW MODELU I SYMULACJE NUMERYCZNE

Uchylajac zatozenie o statosci stop inwestycji w czasie dopuszcza si¢ po pierw-
sze, odchylenie od $redniego poziomu stopy inwestycji (zarowno in plus jak i in
minus w zaleznosci od koniunktury gospodarczej). Po drugie zaktada si¢, zgodnie
z teorig cykli koniunkturalnych, ze owe odchylenia majg charakter cykliczny. Zatem
uwzgledniajac powyzsze zatozenia oraz przyjmujac, ze Srednia stopa inwestycji wynosi
np. 20% (s = 0,2), odchylenia stopy inwestycji od jej $redniego poziomu wynosza
+5 pkt. procentowych (6 = 0,05) i okres wahan stop inwestycji na poziomie 10 lat
(w = 10) trajektoria stopy inwestycji bedzie ksztattowala sie jak na rysunku 1.

0,3

0,25

s(t) 0,2

0,15

0,1

Rysunek 1. Sinusoidalna funkcja inwestycji

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przyjecie powyzszych zatozen pozwolito na przeprowadzenie symulacji numerycz-
nych modelu teoretycznego (z punktu trzeciego), ktore prowadzone byly w dwoch
etapach. W pierwszym etapie dokonano kalibracji warto$ci parametrow otrzymanego
modelu wzrostu gospodarczego, ktora rozpoczeto od wyznaczenia wartosci elastycz-
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nos$ci produkcji wzgledem kapitatu a, gdzie a € (0;1). Bazujac na danych panelowych
dla krajow grupy UE15 w latach 2000-2013 oszacowano parametr o na poziomie
0,349. Wybor grupy krajow UE15 wynikal z faktu posiadania kompletnych danych
statystycznych oraz z przeswiadczenia, iz ws$rod krajow Unii Europejskiej sa to
gospodarki o ugruntowanych systemach rynkowych’. Za$ parametr a oszacowano
z wykorzystanie dwoch metod: modelu SUR (ang. seemingly unrelated regression) oraz
GLS (ang. generalised least squares). Przy czym w estymacjach SUR z grupy kra-
jow UE15 wyeliminowano Luksemburg, co wynikato z ograniczen metodologicznych
modelu SUR (por. np. Madalla, 2006, s. 650). Uzyskane warto$ci parametrow a byty
na zblizonym poziomie zatem do dalszych analiz numerycznych przyjeto a = 0,349.
Ponadto oszacowana warto$¢ a jest zblizona do szacunkow wynikajacych z dekom-
pozycji modelu Solowa a = 1/3 (Solow, 1957). W drugim etapie dokonano symulacji
numerycznych otrzymanego modelu. Do analiz numerycznych przyjeto trzy warianty
srednich stop inwestycji 15%, 20% oraz 25% ze stalymi odchyleniami na poziomie
+5 pkt. procentowych (6 = 0,05), parametr u = 0,075 oraz kg, = 1'°. Przyjecie ww.
poziomow parametréw modelu wynikato z analizy danych empirycznych w krajach
UE 15 za lata 2000-2013 oraz wiedzy o dlugookresowych charakterystykach gospoda-
rek. Ponadto zatozono dwa okresy cykli stop inwestycji 4 oraz 10 lat. Przyjete okresy
cyklicznych zmian stop inwestycji wynikaja bezposrednio z teorii wahan koniunktu-
ralnych 1 dotyczg cykli krétkich Kitchina oraz cykli $rednich Juglara. Analiz doko-
nano w 100 letnim horyzoncie czasowym, a ich wyniki zestawiono w tabeli 1 oraz
zobrazowano na rysunkach 2—-7. Ze wzgledu na trudno$¢ uchwycenia 100 letniej per-
spektywy czasowej w tabeli przedstawiono jedynie wartosci minimalne, maksymalne
oraz $rednie odchylen cyklicznych §ciezek wzrostu kapitatu kappa (x(¢)) oraz produktu
gamma (y(7)) od ich gtadkich odpowiednikow.

Analizujac trajektorie kx(¢) oraz yg(f), przedstawione na rysunkach 2—3, mozna
zaobserwowac, iz cykliczne $ciezki wynikajace z prezentowanego modelu istotnie
odchylajg si¢ zaréwno in plus jak i in minus od gtadkich trajektorii. Przy czym, odchy-
lenia kapitatu na jednostke efektywnej pracy byly wyzsze niz odchylenia produktu na
jednostke efektywnej pracy. Wynika to zarowno z porownania rysunkoéw 2 i 3 oraz
analizy danych zestawionych w tabeli 1.

% Rzecz jasna, tego typu symulacje mozna prowadzi¢ zaréwno dla poszczegodlnych gospodarek lub
innych grup krajow (wykorzystujac dane panelowe) np. dla gospodarek OECD.

. k(e
10 ko znormalizowano dla t = 0 do jednosci, aby tatwo wyznaczy¢ relacje lim kbi((;)
[
E
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trajektorie yz(t)
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Rysunek 2. Symulacje $ciezek wzrostu produktu yg(¢f) przy @ = 10 i § = 0,20

Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie danych na stronie
http://w3.unece.org/pxweb/database/STAT/20-ME/3-MELF/?lang=1.

trajektorie kg(t)
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Rysunek 3. Symulacje $ciezek wzrostu kapitatu kg(f) przy o = 10 i § = 0,20
Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie danych na stronie
http://w3.unece.org/pxweb/database/STAT/20-ME/3-MELF/?lang=1.

Z przeprowadzonych symulacji wynika, iz przyrosty kapitatu na jednostke efek-
tywnej pracy sa wyzsze niz przyrosty produktu na jednostke efektywnej pracy to
produktywnos$¢ kapitatu na jednostke efektywnej pracy maleje w czasie. Poniewaz
produktywno$¢ kapitalu oznacza stosunek produktu do kapitalu dany wzorem:

Yt t
K(1) k(1)
ktorej trajektori¢ przedstawiono na rysunku 4.

to mozna wyznaczy¢ warto$¢ produktywnosci kapitatu w czasie,
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Rysunek 4. Czasowa $ciezka produktywnosci kapitatu p(¢) przy @ = 10 i § = 0,20

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W modelu Solowa z sinusoidalnymi inwestycjami produktywnos¢ kapitatu na jed-
nostke efektywnej pracy jest funkcjg malejacg z widocznymi cyklicznymi odchyle-
niami zar6wno in plus jak i in minus. Wyznaczona $ciezka produktywnosci kapitatu jest
zgodna z zatozeniem modelu Solowa o malejacej produktywnos$ci krancowej kapitatu.

Kolejnym etapem symulacji byto wyznaczenie wzglednych odchylen kapitatu x(7)
oraz produktu y(¢) na jednostke efektywnej pracy, ktdrych wyniki zestawiono w tabeli 1
oraz przedstawiono na rysunkach 5-7.

Tabela 1.
Wyniki symulacji numerycznych wzglednych odchylen «(¢) oraz y(¢) dla grupy krajow UE 15

" 5 K(1) (1)

min max Srednie min max Srednie

0,15 -0,0316 0,0292 -0,0002 -0,0112 0,0101 -0,0001

4 0,20 -0,0316 0,0276 -0,0002 -0,0112 0,0096 -0,0001

0,25 -0,0316 0,0262 -0,0002 -0,0112 0,0091 -0,0001

0,15 -0,0780 0,0657 -0,0004 -0,0279 0,0225 -0,0003

10 0,20 -0,0780 0,0587 -0,0005 -0,0279 0,0201 -0,0003

0,25 -0,0780 0,0530 -0,0006 -0,0279 0,0182 -0,0003

Zrodto: obliczenia wiasne na podstawie danych na stronie http://w3.unece.org/pxweb/database/STAT/20-ME/3-
MELF/?lang=1.

Z danych zawartych w tabeli 1 oraz z rysunkoéw 5 i 7 wyciggna¢ mozna naste-
pujace wnioski:
— Zakladajac 4 letnie okresy cyklicznosci inwestycji zauwazono, ze zaréowno dla kapi-
tatu jak i produktu najwyzsze (najnizsze) wartosci odchylen cyklicznych $ciezek od
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ich gladkich odpowiednikow uzyskano dla najnizszej (najwyzszej) $redniej stopy
inwestycji. Przy czym maksymalne warto$ci odchylen kapitalu byly kilkukrotnie
wyzsze niz odchylenia produktu. Maksymalna warto§¢ odchylenia przy $redniej
stopie inwestycji na poziomie 15% wyniosta 0,03 w przypadku kapitatu oraz 0,01
w przypadku produktu. Przyjmujac Srednig wartos$¢ stop inwestycji na poziomie 25%
okazuje si¢, ze maksymalne odchylenia kapitatu wyniosty 0,026 za$ produktu 0,009.
W wariancie, w ktorym okres wahan inwestycji wynosi 10 lat okazuje sie, ze ana-
logicznie jak w przypadku gdy w = 4, maksymalne warto$ci odchylen zar6wno
kapitatu jak i produktu byly najwyzsze (najnizsze) przy najnizszych (najwyzszych)
srednich stopach inwestycji. Z tg roznica, ze w okresach 10 letnich cykli inwestycji
otrzymane odchylenia byly na ponad dwukrotnie wyzszym poziomie niz w symu-
lacjach 4 letnich cykli inwestycji (por. tab. 1).

0,08

0,06

0,04

0,02

(), k()

---- kappa
-0,02

gamma
0,04

-0,06

-0,08

0,1
t[1]

Rysunek 5. Trajektorie x(f) oraz y(f) przy o = 10 i § = 0,15

Zroédlo: opracowanie wilasne.

Trajektorie x(¢) oraz y(¢) przebiegaja wyraznie cyklicznie z naprzemiennymi odchy-
leniami in plus oraz in minus zgodnie z zalozonymi okresami wahan 4 i1 10 lat. Za$
srednie wartosci tych odchylen zblizone sa do zera (tab. 1).

Z symulacji numerycznych wynika ogdlny wniosek, ze niskie stopy inwestycji gene-
ruja najwyzsze odchylenia cyklicznych $ciezek od ich gladkich odpowiednikow.
Im wyzsze $rednie stopy inwestycji tym odchylenia x(f) oraz y(¢) sa nizsze (patrz
rys. 6-7).

Najnizsze odchylenia cyklicznych §ciezek kapitatu x(¢), biorac pod uwage analizo-
wane w pracy warianty, zaobserwowano przy $rednich stopach inwestycji na pozio-
mie 25% oraz 4 letnich cyklach inwestycji. Najwyzsze odchylenia kappa uzyskano
przy 15% s$rednich stopach inwestycji oraz 10 letnich cyklach inwestycji.
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K(t)

-0,08

t

————— 5=0,15 5=0,2 5=0,25
Rysunek 6. Odchylenia cyklicznych $ciezek kapitatu (kappa) a stopa inwestycji przy o = 10

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Rysunek 7. Odchylenia cyklicznych $ciezek produktu (gamma) a stopa inwestycji przy o = 4

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

— Najnizsze odchylenia cyklicznych $ciezek produktu y(¢) od ich gladkich odpowiedni-
kow, w rozwazanych wariantach, odnotowano przy 25% $rednich stopach inwestycji
oraz 4 letnich cyklach inwestycji. Najwyzsze odchylenia y(¢) cechowaty gospodarki
w scenariuszu, w ktorych zalozono $rednig stope inwestycji na poziomie 15% oraz
10 letnie cykle inwestycji.

— Ponadto mozna zauwazy¢, iz amplitudy wahan «(¢) oraz y(f) sa najwyzsze w poczat-
kowym okresie symulacji i cechujg si¢ tendencja malejaca do potowy okresu symula-
cji a nastepnie stabilizuja si¢. Takie tendencje odchylen x(f) oraz y(f) moga wynikac
z trajektorii kapitatu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy (rys. 2 i 3) ktore
podlegaja prawu malejacej produktywnosci krancowe.
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5. PODSUMOWANIE

Prowadzone w artykule rozwazania mozna podsumowac nastgpujaco:
Zaprezentowana w pracy modyfikacja modelu z sinusoidalnymi inwestycjami bazuje
na neoklasycznym modelu Solowa-Swana (1956). Modyfikacja ta uchyla (zdaniem
autorow) dosc¢ restrykcyjne zatozenie o stalosci stop inwestycji w czasie. Autorzy
przyjmuja zatozenie, ze inwestycje odchylaja si¢ od swojego $redniego poziomu,
czyli podlegaja cyklicznym wahaniom. Dlatego do opisu inwestycji wprowadzaja
funkcj¢ zalezng sinusoidalnie od czasu.

Bazujac na wprowadzonych modyfikacjach wyprowadzono réwnania wyznaczajace
sciezke wzrostu kapitalu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy w modelu
Solowa z sinusoidalnymi stopami inwestycji. Pewnym ograniczeniem prezentowa-
nej modyfikacji modelu wzrostu jest przyjecie statej amplitudy oraz okresu wahan
cyklicznych. Przyjecie stalych parametrow sinusoidy pozwolito na domknigcie pre-
zentowanego modelu.

Wyprowadzono ponadto rownania na wzgledne odchylenia cyklicznych $ciezek
wzrostu kapitatu oraz produktu od ich gladkich $ciezek wzrostu. Pozwolito to na
weryfikacje oraz ocen¢ wptywu otrzymanych $ciezek wzrostu kapitatu i produktu
w modelu Solowa-Swana z sinusoidalnymi inwestycjami w stosunku do tych $ciezek
w modelu Solowa ze statymi w czasie stopami inwestycji.

Bazujac na danych empirycznych dla grupy krajow UE1S5, dokonano kalibracji war-
tosci parametréw modelu oraz analiz numerycznych. Wynika z nich, ze wprowadze-
nie stop inwestycji zaleznych sinusoidalnie od czasu istotnie wptywa na cykliczno$¢
odchylen kapitatu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy.

Dla ustalonych wartosci parametréow modelu przyjgcie sinusoidalnej funkcji stop
inwestycji silniej wptywa na $ciezke wzrostu kapitatu niz produktu na jednostke
efektywnej pracy, co wnika z kilkukrotnie wyzszych wartosci wzglednych odchylen
k(?) niz (7).

Najnizsze wartosci odchylen kappa oraz gamma zaobserwowano, gdy zatozono
wysokie (w analizowanych wariantach) stopy inwestycji oraz 4 letnie okresy cykli
inwestycji. Najwyzsze odchylenia «(f) oraz y(f) charakterystyczne byty przy niskich
stopach inwestycji oraz 10-letnim okresie wahan inwestycji.

Z przeprowadzonych symulacji numerycznych wynika, iz na wielkos¢ odchylen
k(f) oraz y(f) istotny wpltyw ma zaréwno $redni poziom stoép inwestycji jak i okres
wahan inwestycji.
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NEOKLASYCZNY MODEL WZROSTU GOSPODARCZEGO
Z SINUSOIDALNYMI INWESTYCJAMI

Streszczenie

Celem prezentowanego opracowania jest proba rozszerzenia neoklasycznego modelu wzrostu gospo-
darczego Solowa przez uwzglednienie fluktuacji inwestycji. Autorzy uchylajac zatozenie o statosci stop
inwestycji wprowadzaja funkcje inwestycji zalezna sinusoidalnie od czasu. Przyjecie sinusoidalnej funkcji
inwestycji thumaczy¢ mozna tym, iz inwestycje (podobnie jak produkcja) w duzej mierze zalezne sa
od koniunktury gospodarczej, ktéra podlega okresowym fluktuacjom. W rozwazaniach teoretycznych
autorzy wprowadzaja ponadto pojecia cyklicznej oraz gladkiej $ciezki czasowej technicznego uzbrojenia
pracy oraz wydajnosci pracy i za pomoca tych narzgdzi identyfikuja, poprzez obliczenie wzglgdnych
odchylen tych $ciezek, wptyw inwestycji zaleznych sinusoidalnie od czasu.

W analizie empirycznej autorzy dokonali kalibracji parametréw otrzymanego modelu. Bazujac
na danych panelowych dla krajow grupy UE15 w latach 2000-2013 najpierw oszacowano parametr
(elastycznos¢ produkceji wzgledem kapitatu) na poziomie 0,349, ktoérego wartos¢ przyjeto do dalszych
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analiz numerycznych. W drugim etapie dokonano symulacji numerycznych skalibrowanych odchy-
len cyklicznej $ciezki czasowej technicznego uzbrojenia pracy (wydajnosci pracy) od gladkiej $ciezki
wzrostu technicznego uzbrojenia pracy (wydajnosci pracy). Przy analizach numerycznych rozwazano
wplyw réznych stop inwestycji (15%, 20%, 25%) oraz okresow wahan cyklicznych (4 Iub 10 lat)
na ksztattowanie si¢ owych odchylen. Analiz numerycznych dla gospodarek grupy UE15 dokonano
w 100 letnim horyzoncie czasowym.

Stowa kluczowe: cykliczne inwestycje, model wzrostu Solowa, $ciezka wzrostu produktu oraz
kapitatu na pracujacego

THE NEOCLASSICAL GROWTH MODEL WITH SINUSOIDAL INVESTMENTS
Abstract

The aim of the present study is an attempt to extend the neoclassical model of economic growth of
Solow by repealing the assumption of fixed investment and introducing an investment function depen-
dent sinusoidally on the time. The adoption of the sinusoidal function of investment is substantiated by
the fact that investments (like manufacturing) are largely depended on the economic situation, which
is subject to periodic fluctuations. The authors introduce the theoretical considerations on the notion
of cyclical and smooth path of temporal capital-labour ratio and labour productivity. When using these
tools the authors identified, by calculating the relative deviations of the mentioned path, the impact of
investment function dependent sinusoidally on the time.

In the empirical analysis the authors conducted the calibration of parameters used by the research
model. Based on panel data for the EU15 between the years 2000-2013 the o parameter (production
flexibility in relation to capital) was estimated first at 0,349. That value was adopted to further numerical
analysis. In the second stage the simulations of numerical, calibrated deviations of temporal cyclical
path of capital-labour ratio (labor productivity) from the smooth path of capital-labour ratio (labor
productivity) was performed. When conducting numerical analysis the impact of different investment
rates (15%, 20%, 25%) and periods of cyclical fluctuations (4 or 10 years) have been considered in
relation to the formation of these deviations. Numerical analysis for the economies of the EU15 group
was made for one hundred time series.

Keywords: cyclical investments, Solow growth model, the path of product growth and the capital-
-labour ratio
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OCENA JAKOSCI APLIKACYJNEJ ODPORNEGO ALGORYTMU
ANALIZY SKUPIEN TCLUST NA PRZYKLADZIE ZBIORU DANYCH
DOTYCZACYCH JAKOSCI POWIETRZA W KRAKOWIE*?

1. WPROWADZENIE

Metody wielowymiarowej analizy skupisk naleza do procedur statystycznych naj-
czgsciej wykorzystywanych w praktyce gospodarczej. Mamy tutaj na uwadze m.in.
eksploracyjng analiz¢ danych — poszukiwanie modelu generujgcego dane ekonomiczne,
wyodrgbnianie typow klientéw centrum handlowego badz ostatnio, w kontekscie badan
prowadzonych w oparciu o tzw. wielkie zbiory danych — redukcje wymiaru zagadnie-
nia statystycznego za pomoca tzw. mikroskupisk i danych funkcjonalnych (por. np.
Jajuga, 1993; Krzysko i inni, 2008; Walesiak, Gatnar, 2009; Kosiorowski i inni, 2015).
Analiza skupien pozwala ogarna¢ wielkie ilosci danych bedacych w dyspozycji eko-
nomisty i spojrze¢ na dane z wlasciwej perspektywy. Warto zwroci¢ uwage, ze jakosé
grupowania z wykorzystaniem tzw. klasycznych metod analizy skupien w krytycznym
stopniu zalezy od spetnienia zatozen lezacych u podtoza metod statystycznych stoso-
wanych w ich obrebie (np. gdy zakltadamy, ze dane generuje mieszanina rozkladow
normalnych). W praktyce badan ekonomicznych bardzo cz¢sto mamy do czynienia
z odstepstwem od przyjmowanych zatozen.

Podejscie odporne w modelowaniu statystycznym i analizie danych ma na celu
zaproponowanie procedur statystycznych dajacych wiarygodne oszacowania, stanowig-
cych uzyteczne testy nie tylko w sytuacji, gdy dane generowane sa przez zakladany
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przez procedurg statystyczng rozktad, ale takze w sytuacji, gdy rozktad generujacy
dane nieco odbiega od zakladanego rozkladu (znajduje si¢ w pewnym sasiedztwie
zaktadanego modelu). Proponowana procedura statystyczna powinna posiada¢ dobre
wlasnosci zaréwno, gdy w probie nie ma elementéw odbiegajacych od zasadniczej
czgsci chmury danych (tzw. obserwacji odstajacych, ang. outliers), ale takze w sytu-
acji, gdy takie elementy wystepuja (por. Maronna i inni, 2006). W ostatnich latach
w literaturze proponuje si¢ takze odporne metody analizy skupien (por. np. Rocke,
Wodurf, 2002; Kosiorowski, 2008). W zwigzku z szeregiem trudno$ci koncepcyjnych
zwigzanych z samym rozumieniem odpornosci metody analizy skupien — tematyka
obfituje w szereg nierozwigzanych jak dotad otwartych probleméw (np. jak rozumie¢,
ze procedura tamie si¢, w oparciu o ktorag miarg jakosci grupowania danych definiowaé
miar¢ wplywu jednostek odstajacych na wynik grupowania, czy odpornos¢ procedury
wigza¢ z liczbg badz ksztattem skupien powstajacych w wyniku jej dziatania itd.)

W niniejszym artykule skupiono si¢ na niehierarchicznym odpornym algorytmie
grupowania o nazwie TCLUST, ktory jest jednym z najlepszych zaproponowanych
jak dotad w literaturze. Jego odpornos¢ rozumiemy w ramach jednolitego podejscia
zaproponowanego w Genton, Lucas (2003).

2. ALGORYTM TCLUST

Odporny algorytm TCLUST majacy swoja darmowa implementacj¢ w postaci
pakietu srodowiska R (R Development Core Team 2010) o tej samej nazwie dobrze
radzi sobie z niedoskonalo$ciami danych ekonomicznych. Twoércami algorytmu
TCLUST sa H. Fritz, L. A. Garcia-Escudero, A. Mayo-Iscar (por. Fritz i inni, 2011;
Fritz i inni, 2012). Pakiet tclust dostepny jest na stronie http://CRAN.R-project.org/
package=tclust.

Zalozenia modelu s3 nastepujace. Rozwazamy probe losowa {xi,...,x,} < R?,
gdzie x; (i = 1,...,n) sg zmiennymi losowymi o p-wymiarowym rozktadzie normal-
nym z funkcja gestosci ¢(-,u,2), wektorem wartosci oczekiwanych p = [,ul,...,ﬂp]T ,
i macierzg kowariancji . Szukamy podzialu {Ry,R,...,R;} zbioru indeksow {1,...,n},
gdzie #R, = [ na |, $rodkéw (centroidow) my,...,m;, symetrycznych dodatnich pot-
okreslonych macierzy rozproszenia §i,...,S; oraz wag p,...,p;, gdzie p; € [0,1]

k
i 2 p;= 1 maksymalizujgcych funkcje celu:
Jj-1
k

> Ylog(pp(xm,.S)). (M

J=1ieR;

Rozwazamy ,,niejednorodny” problem grupowania obserwacji, tzn. dopuszczamy sku-
pienia o eliptycznym ksztalcie oraz dopuszczamy istnienie matej o cze$ci obserwacji,
ktére mogltyby wptyna¢ negatywnie na jakos$¢ podziatu danych na skupienia.



Ocena jakosci aplikacyjnej odpornego algorytmu analizy skupien TCLUST... 69

Algorytm TCLUST taczy w sobie mozliwosci metody grupowania k-§rednich
z mozliwos$cia odpornego oszacowania macierzy kowariancji, jaka daje algorytm
wyznaczania estymatora minimalnego wyznacznika macierzy kowariancji (ang. fast-
-MCD algorithm, por. Rousseeuw, Van Driessen, 1999). Nowe $rodki oraz nowe macie-
rze rozproszenia sg wyznaczane poprzez wyliczenie empirycznego wektora srednich
1 empirycznej macierzy kowariancji obserwacji przypisanych do kazdego skupienia.
Niestety, takie potaczenie obu algorytmow nie zapewnia rozsadnych wynikow podziatu
danych. Spowodowane jest to tym, ze duze skupienia majg tendencj¢ do ,,pochtaniania”
najmniejszych. Aby wyeliminowa¢ dziatanie niepozadane algorytmu analizy skupien,
naklada si¢ pewne ograniczenia kontrolujace rozproszenie w skupieniu. Zauwazmy
réwniez, ze problem bezposredniej maksymalizacji funkcji danej wzorem (1), bez nato-
zenia ograniczen na macierze rozproszenia, nie jest dobrze okreslony. Przyktadowo,
gdy dla macierzy rozproszenia §; zachodzi det(S;) — 0, wowczas funkcja celu jest
nieograniczona. W zwigzku z tym, aby problem maksymalizacji funkcji celu danej
wzorem (1) byt dobrze okreslony, w pracy Garcia-Escudero i inni (2008) zostal nato-
zony warunek na iloraz warto$ci wlasnych macierzy rozproszenia:

max A
J J

# <c, )

min;, 4,

gdzie A;; s warto$ciami wlasnymi (/ = 1,...,p) macierzy rozproszenia S; (j = 1,...,k),
a c > 1 jest stala, ktora kontroluje sil¢ ograniczenia (2). Zauwazmy, ze im wicksza
zostanie wybrana stala c, tym ,,luzniejsze” jest ograniczenie macierzy rozproszenia, co
pozwala na wigksza réznorodnos¢ wérdd skupien. Przeciwnie, dzieki matej warto$ci
stalej ¢ (blisko jeden) otrzymamy bardziej jednorodnie ,,rozproszone” skupienia. Dla
¢ = 1, otrzymujemy wazong metode przycietych k-srednich oraz skupienia o kulistym
ksztalcie.

Algorytm TCLUST, maksymalizujacy funkcj¢ celu (1) przy warunku (2), opiera
si¢ glownie na stosowaniu pewnych krokow szacowania (E-krok, ang. estimation)
1 maksymalizacji (M-krok, ang. maximization). Algorytm mozna podzieli¢ na dwa
etapy: inicjalizacji oraz zageszczania (ang. concentration step). Na etapie inicjali-
zacji losowo wybieramy k poczatkowych srodkéw mjo, k poczatkowych macierzy
rozproszenia Sjo oraz k poczatkowych wag pjo. W rezultacie otrzymujemy wektor
= p°...p°m .. om0, .80, .S;0). Jesli macierze S nie spetniaja ograniczenia
na iloraz warto$ci wlasnych, mozemy po prostu wzia¢ wszystkie Sjo rOwne macierzy
jednostkowej i/lub zmodyfikowaé otrzymane macierze rozproszenia tak, aby spetniaty
ograniczenia natozone na iloraz warto$ci wlasnych.

Etap zaggszczania sktada sie z przypisywania obserwacji do skupien, a nastgpnie
aktualizacji parametrow. Nastgpujace kroki wykonujemy naprzemiennie, az nie nastg-
pig zadne zmiany (czyli 0/ = 0/*") lub jezeli zostanie wykonana z gory zadana liczba
krokéw. W E-kroku, w danej iteracji przypisanie do skupien odbywa si¢ poprzez
pomiar odlegtosci obserwacji x; od kazdego srodka m;. Poniewaz dopuszczamy rézne
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wagi i macierze rozproszenia, funkcje mierzace odlegto$¢ od srodkow definiujemy
jako:

Dj(xiﬂel) = pA[j¢(xismj'sS;)a 3)

gdzie 0' = (pl,...pdmi...om,.. .S, ...S,)) to zbior parametrow w biezacej itera-
cji algorytmu, tj. zbior srodkow myl,...,m;, symetrycznych dodatnich potokreslonych
macierzy rozproszenia S\’,...,S;/ oraz wag p/,...,pi, gdzie p/ € [0,1] i ijl =1.
Funkcje D; nazywamy funkcjami dyskryminujgcymi (ang. discriminant functions).
Najmniejsze Dj(x;,0)) oznacza, ze obserwacja x; jest najbardziej odlegta od srodka m;.
Ponadto bedziemy rozwazaé¢ miarg ,,odstawania obserwacji” (ang. outlyingness
measure) jako D(x;,0) = max{D;(x;,0"),..., Di(x;,0")}. Na podstawie warto$ci miary
odstawania dla poszczegolnych obserwacji, wybieramy zbior H sktadajacy sie¢ z indek-
s6w 1—a czesci obserwacji o najwiekszych warto$ciach D(x;,¢). Nastepnie dzielimy H
na podzbiory Hy,....H, gdzie H; = {i € H: D{(x;,0) = D(x;0")}. Moze si¢ zdarzy¢, ze
otrzymamy puste skupienie albo obserwacje, ktéra moze naleze¢ do wigcej niz jednego
skupienia. Wtedy przyjmujemy zasadg, ze takg obserwacje przypisujemy do skupienia
o najnizszym indeksie. Warto podkresli¢, ze dla k = 1 odlegtos¢ dana wzorem (3) jest
odlegto$ciag Mahalanobisa wykorzystywana w algorytmie fast-MCD. Natomiast dla
p;=..=pgorazS; = ... S, = &°I jest to odleglo$¢ stosowana w metodzie k-§rednich.

W M-kroku aktualizujemy parametry korzystajac z informacji przypisania obser-
wacji do skupien. W tym kroku bardzo wazne jest natozenie ograniczenia na iloraz
warto$ci wlasnych macierzy rozproszenia i jego kontrola. Sposob naktadania ograni-
czen jest jednym z najwazniejszych etapow w algorytmie. Jednakze jest to ,,waskie
gardto” obliczeniowe algorytmu, poniewaz zlozony problem optymalizacji musi by¢
rozwiazywany w kazdej iteracji zaggszczania. Aktualizacja parametrow przebiega
w nastgpujacy sposob. Wagi sg aktualizowane przez pjl” =n; / [n(1 — a)], gdzie
n; = #H;. Natomiast srodki dane sg jako empiryczne wektory $rednich

l+1 z X,. (4)

] IEH

Aktualizacja estymatorow rozproszenia nie jest taka prosta, poniewaz przy obli-
czaniu estymatorow macierzy kowariancji

7= () () ©)

N icH,

moze si¢ zdarzy¢, ze macierze Ty,...,7) nie spetniajg ograniczenia (2) nalozonego
na iloraz warto$ci wlasnych. W takim przypadku, rozwazamy rozktad macierzy
T=U; TD,UJ, gdzie U, jest ortogonalng macierza, a D; = diag(d;;,dp,...,d;,) macierza
dlagonalnq ZdeﬁHIUme odcigte warto$ci wlasne Jako
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d, dlad,e[m,cm]
dj=1m dad,<m (6)
cm dlad, >cm

gdzie m > 0. Macierze rozproszenia aktualizujemy w nastepujacy sposob:
* . * . m,, my,, My, . .

Sjl.”‘= U!-TDJ U,, gdzie D! =diag(d;",d;;)",....,d "), amy jest wartoscig m (m > 0)

minimalizujacg wyrazenie

m > Zn Z(log(d ‘;m] (7)

i

Zauwazmy, ze w kazdym kroku zaggszczania nastgpuje wzrost wartosci funkcji celu.
Po przeprowadzeniu wszystkich krokow algorytmu warto$¢ funkcji celu (1) jest wyli-
czana. Natomiast wynikiem koncowym algorytmu jest zbidr parametréw, ktdre pro-
wadzg do jak najwigkszej wartosci funkcji celu.

3. WYBOR LICZBY PARAMETROW POCZATKOWYCH

Prawdopodobnie jednym z najbardziej ztozonych probleméw przy stosowaniu ana-
lizy skupien jest wybor liczby skupien. Wybdr liczby skupien k oraz wybor poziomu
przycinania a s3 to powigzane problemy, ktore powinny by¢ rozwigzywane jednocze-
$nie. Wazne jest, aby zauwazy¢, ze dany poziom przycinania pociagga za sobg okreslong
liczbe skupien i vice versa. Ta zalezno$¢ zwigzana jest migdzy innymi z tym, ze cate
skupienia mogg zosta¢ catkowicie przycigte przy zbytnim zwigkszeniu o. Z drugiej
strony, gdy wybrany poziom a jest zbyt niski, to grupy obserwacji odstajagcych moga
tworzy¢ nowe falszywe skupienia. W rezultacie wydaje sie, ze liczba skupien wyste-
pujaca w zbiorze danych jest wyzsza. Ponadto réwnoczesny wybor k i a zalezy od
rodzaju skupien, ktorych szukamy jak i dopuszczalnych roéznic pomigdzy rozmia-
rami skupien. W pracy Garcia-Escudero i inni (2011) zostato zaproponowane pewne
narzgdzie graficzne pomagajace dokona¢ wiasciwego wyboru liczby skupien k oraz
poziomu przycinania o.

Zat6zmy najpierw, ze stata c zostata wczesniej ustalona przez badacza, ktéry sto-
suje metody odpornej analizy skupien. Tradycyjna metoda wyboru liczby skupien,
gdy a = 0, jest uwazne kontrolowanie wartosci maksymalnej funkcji celu. Jednakze
zwigkszanie liczby skupien k zawsze spowoduje wzrost maksymalnej wartos$ci funk-
cji (1), co moze prowadzi¢ do ,,przeszacowania” liczby skupien. Do podejmowania
rozsadnych wybordéw parametrow o i k, w pracy Fritz i inni (2012) proponuje si¢
monitorowanie funkcji najwiekszej wiarygodnosci (o,k) — L(0.k), gdzie L(a.k) jest
maksymalng warto$¢ osiagnieta przez funkcje (1) dla kazdej kombinacji z danego
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zbioru wartosci dla k i a. W praktyce proponuje si¢, aby wybrac liczbg skupien jako
najmniejszg wartos¢ k taka, ze

L(ak+1) — L(o,k) (8)

jest (prawie) 0 z wyjatkiem niewielkich wartosci a. Gdy liczba skupien jest ustalona,
jako poziom przycinania wybieramy pierwsze o takie, ze (8) jest bliskie 0 dla kaz-
dego a > ay.

W pakiecie tclust jest dostgpna funkcja ctlcurves, ktora przybliza funkcje naj-
wigkszej wiarygodnosci poprzez wykonanie funkcji tclust dla sekwencji wartosci k
i a. Opisana powyzej procedura, dokonywania rozsgdnych wyboroéw parametrow k
1 o, wymaga aktywnego udziatu badacza. Wielko$¢ ograniczenia na iloraz warto$ci
wlasnych musi by¢ z gory okreslona. W konsekwencji decyzja badacza, dotyczaca
wielko$ci natozonych ograniczen, determinuje wlasciwe ustalenie parametréw k i a. Na
przyktad, niektore specyficzne zastosowania analizy skupien wymagaja niemal kuli-
stych skupien, ktore moga by¢ uzyskane przez ustalenie statej ¢ blisko 1. Domyslnie
jest ustawiona warto$¢ ¢ = 50, jednakze mozna w razie potrzeby zmieni¢ wartosé
stalej c.

Otrzymane w ten sposob ,,rozsagdne” wartosci k i a oraz zwigzane z nimi skupienia
nalezy doktadnie zbada¢. Ponadto algorytm TCLUST wysyta ostrzezenie, gdy uzy-
skane skupienia zostaly ,,sztucznie ograniczone” algorytmem. Oznacza to, ze wartosci
wlasne macierzy rozproszenia spetniajg warunek

max 4,
Jid -
—— =, ()]
minA
il J
poniewaz algorytm wymusit takie ograniczenie. W tej sytuacji, jesli nie s wymagane
zadne szczegblne ograniczenia, stata ¢ moze by¢ stopniowo zwigckszana do czasu, az
ostrzezenie zniknie.

Ponadto w pakiecie tclust dostgpne jest dodatkowe narzedzie graficzne, ktdre moze
by¢ stosowane w celu oceny jako$ci podziatu danych i podjetych decyzji przycinania.
Oceny tej dokonuje si¢ przez zastosowanie funkcji dyskryminujacych.

Niech R = {Ry,Ry,....R}, 0 = (py,....p0M1,. ... 0. ..,S1,...,5;) beda wartosciami
otrzymanymi z algorytmu poprzez maksymalizacj¢ funkeji (1). Dj(x;,0) jest miarg
stopnia przynalezno$ci obserwacji x; do j-tego skupienia. Warto$ci funkcji dyskrymi-
nujacych, mierzacych odlegtosci obserwacji x; od poszczegdlnych srodkow skupien,
mozna posortowaé rosnaco

D(x0) < ... < Dgy(x,0), (10)
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gdzie Dy(x;,0) = D(x;,0). Jako$¢ decyzji przyporzadkowania nieprzycigtych obserwa-
cji x; mozna oceni¢ poprzez poréwnanie jej stopnia przynaleznosci do najblizszego
skupienia z drugim z mozliwych najlepszych dopasowan, tj.

DF(i) =10gLM . (11)
D(k)(xi5 0)

Ponadto jezeli x(j),...,x(,) beda obserwacjami w probie posortowanymi wzgledem
ich wartosci Dy (,0) (Dg(x1),0) < ... < Diy(X(n)?)) 0 X(1y,.-.,X (ner)) 53 1O przycigte
obserwacje, ktore nie sa przypisane do zadnego skupienia. Niemniej jednak, mozliwe
jest obliczenie stopnia przynaleznosci przycigtej obserwacji x; do jej najblizszego sku-
pienia. Tym samym jakos$¢ decyzji przycinania owej obserwacji mozna ocenic¢ przez
porownanie D (x;,0) z Do (X[ q1+1,0)s -

D(k) (x;,0)

DF(i)=log )
Dy, (x(an ,0)

(12)

W rezultacie czynniki dyskryminujace DF(7) < 0 sga uzyskiwane dla kazdej obserwacji
w zbiorze danych, przycietej czy tez nie. Do oceny uzyskanych czynnikéw dyskry-
minujacych stuzy funkcja DiscrFact. Wynikiem funkcji DiscrFact sg trzy wykresy.
Wykres ,,Klasyfikacja” (ang. classification) ilustruje przypisanie obserwacji do skupien
oraz podjete decyzje przycinania. Wykres zarysu (ang. silhouette plot, por. Rousseeuw,
1987) przedstawia warto$ci czynnikow dyskryminujacych dla poszczegoélnych sku-
pien. Czynniki dyskryminujace okreslaja dobro¢ podjetej decyzji grupowania. Obiekty
na wykresie zarysu z wieloma duzymi warto$ciami DF(i) (tj. blisko 0) wskazuja na
istnienie niezbyt ,,dobrze dobranych” skupien. Najbardziej ,,watpliwe” przypisania
o czynniku DF(7) wigkszym niz ustalona warto$¢ progowa (log(prog)) sa wyswietlane
przez funkcje DiscrFact. Przyktadowo, wybor prog = 0,1 oznacza, ze decyzja dla danej
obserwacji x; jest uwazana za watpliwa, jezeli wielko$¢ czynnika dyskryminujacego
drugiej najlepszej z mozliwych decyzji (D y_py(x;0) lub D(k)(xrmﬂﬂﬁ)) jest wicksza niz
jedna dziesigta wielko$ci czynnika dyskryminujacego rzeczywiscie podjetej decyzji
(D (x;0)). Natomiast im mniejsze wartosci czynnikow dyskryminujgcych tym lepiej
dopasowane skupienia. Watpliwe decyzje sa zaznaczone na wykresie ,,Obserwacje
o watpliwej przynaleznos$ci” (ang. doubtful assignments).
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4. ZASTOSOWANIE ALGORYTMU TCLUST
DLA ZBIORU DANYCH DOTYCZACYCH JAKOSCI POWIETRZA

Aby zobrazowac wady i zalety algorytmu TCLUST wybrano dane dotyczace jako-
$ci powietrza ze stacji Aleja Krasinskiego w Krakowie za okres od 1 do 31 pazdziernika
2015 r. Wyniki pomiarow siedmiu substancji sa prezentowane co godzing na stronie
http://monitoring.krakow.pios.gov.pl/.

W zwigzku z probg pogrupowania otrzymanych danych ze wzgledu na wielkos¢
poziomu niektérych substancji w powietrzu w zalezno$ci od pory dnia zastosowano
algorytm TCLUST. W celu ustalenia optymalnej liczby skupien zastosowano funkcjg
ctlcurves dostepna w pakiecie tclust dla sekwencji parametréw: k od 1 do 5 oraz
o od 0 do 0,2.

CTL-Curves
c=50

Wartosci funkcji celu
24000 -22000 -20000
1 1 1

TR
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\
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\\ \
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Rysunek 1. Klasyfikacja funkcji najwigkszej wiarygodnosci
dla parametrow k = 1,...,5, a = 0,0,05,...,0,2

Zroédlo: opracowanie wlasne za pomoca programu R.

Na rysunku 1 wida¢ wyrazng roéznice pomigdzy wartosciami funkcji celu obli-
czonymi dla jednego skupienia oraz dwodch skupien. Réwniez widoczny wzrost jest
warto$ci funkcji celu przechodzac od dwdch skupien do trzech, jak réwniez od trzech
do czterech. Jednakze trudno okresli¢ czy rozwazaé cztery skupienia, czy konieczne
jest rozwazanie pieciu skupien. Podobnie, roznica w wartosciach funkcji celu dla
roznych poziomoéw przycinania, przechodzac od trzech do czterech skupien wydaje
si¢ praktycznie stata dla uwzglednionych wartos$ci przycinania.
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Klasyfikacja Obserwacje o watpliwej
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Rysunek 2. Wykres zarysu dla parametrow k = 4, a = 0,1, ¢ = 50

Zrodlo: opracowanie wlasne za pomoca programu R.

Rysunek 2 przedstawia wykres zarysu. Na wykresie ,,Klasyfikacja” mozna zaobser-
wowac, ze watpliwe obserwacje wystepuja gtownie na styku dwoch skupien. Wykres
zarysu przedstawia wartosci czynnikow dyskryminujgcych dla poszczegélnych sku-
pien. Dla rozwazanych parametrow k = 4, o = 0,1 oraz ¢ = 50 warto$ci czynnikow
dyskryminujacych tylko w dwoch skupieniach sg oddalone od zera, co $wiadczy o nie-
najlepszym wyborze parametrow. Dodatkowo otrzymaliSmy informacje, iz algorytm
wymusil ograniczenie na iloraz warto$ci wlasnych macierzy rozproszenia.

Klasyfikacja Obserwacje o watpliwej
k=3, a=0.1 Wykres zarysu przynaleznosci
o Srednie wartosci czynnikéw
dyskryminujacych:
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Rysunek 3. Wykres zarysu dla parametrow k = 3, o = 0,1, ¢ = 500

Zrodto: opracowanie wlasne za pomoca programu R.
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Na rysunku 3 zostal przedstawiony wykres zarysu dla parametrow k = 3, a = 0,1,
¢ = 500. Na wykresie ,,Obserwacje o watpliwej przynaleznosci” niewiele decyzji
zostalo zaznaczonych jako decyzje watpliwe. Natomiast na wykresie zarysu wartosci
czynnikow dyskryminujgcych sa oddalone od zera, co §wiadczy o dobrym doborze
parametréw. Warto podkresli¢, ze mimo sugestii, iz dla zestawu parametrow k = 4
i a = 0,1 warto$¢ funkcji celu bedzie znaczaco wyzsza, to jednak zestaw parametrow
k =3, a = 0,1 wskazuje na lepsze decyzje grupowania.

W pakiecie tclust istnieje rowniez mozliwo$¢ nalozenia innych ograniczen na
macierze rozproszenia. Oprocz ograniczenia na iloraz wartosci wlasnych, ktore to
decyduje o ksztalcie skupien, mozna zazada¢, aby wszystkie macierze rozproszenia
byly takie same albo natozy¢ ograniczenie na wyznaczniki macierzy rozproszenia.
Tego typu ograniczenia wplywaja na objetos¢ skupien, a nie na ich ksztalt.
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Rysunek 4. Wyniki grupowania przy réoznych ograniczeniach na macierze rozproszenia
dla parametrow k = 3, o = 0,1, ¢ = 500

Zrodlo: opracowanie wlasne za pomoca programu R.

Po wstegpnej analizie zbioru danych dotyczacych jako$ci powietrza, trudno znalezé
zalezno$¢ pomiedzy porg dnia a przypisaniem do skupien. Otrzymany podziat wymaga
dalszej i bardziej szczegdtowej analizy dotyczacej jakosci powietrza. W zwigzku z tym
w kolejnym etapie ograniczyli$my si¢ tylko do dwutlenku azotu.
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Rysunek 5. Klasyfikacja funkcji najwickszej wiarygodnosci

dla parametrow k = 1,...,5, a

=0,0,05,...,

0,2

Zrédlo: opracowanie wlasne za pomoca programu R.

Na rysunku 5 wida¢ wyrazny wzrost wartosci funkcji celu przechodzac od jednego
skupienia do dwoch, jak réwniez od dwoch do trzech. W zwiazku z tym zastosowano
algorytm TCLUST dla parametrow k = 3 1 a = 0,05.
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Rysunek 6. Wykres zarysu dla parametrow k = 3, a = 0,05, ¢ = 500

Zrédto: opracowanie wlasne za pomoca programu R.

Rysunek 6 przedstawia wykres zarysu. Na wykresie ,,Klasyfikacja” mozna zaob-
serwowac, ze watpliwe obserwacje wystepuja gtownie na styku skupien. Ponadto na
rysunku 6 mozna zaobserwowac, ze miedzy godzing 6 a 19 wystepuje najwicksze
natg¢zenie emisji dwutlenku azotu. Na szczegolng uwage zastuguja rowniez obserwacje
odstajace, ktore powinny zosta¢ poddane dalszej szczegdlowej analizie. W tabeli 1
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podano $rodki poszczegdlnych skupien. Mozna zaobserwowaé, ze kolo potudnia
wystepuje najwyzsze stezenie dwutlenku azotu i utrzymuje si¢ do péznych godzin
wieczornych. Natomiast tuz nad ranem jest najnizsze.

Tabela 1.
Srodki poszczegélnych skupien dla parametrow k = 3, a = 0,05, ¢ = 500

Srodki skupien Cl 2 c3
Czas 11,91 21,84 3,04
NO, 66,17 51,77 30,99

Zrodto: opracowanie wlasne za pomoca programu R.

5. PODSUMOWANIE

Jak juz wczesniej wspomniano, w analizie skupien bardzo istotna jest rola bada-
cza. W pierwszym kroku nalezy wybra¢ odpowiedni algorytm analizy skupief. Tutaj
istotne jest jaka informacj¢ o zbiorze danych posiada badacz. Pakiet tclust stuzy do
analizy bardzo duzych zbiorow danych o ro6znej wymiarowosci. Algorytm TCLUST
prezentuje podej$cie odporne w modelowaniu statystycznym. Ponadto zaklada sig
migdzy innymi, ze dane generowane sg przez rozklad normalny lub zbiér danych jest
mieszaning rozkladéw normalnych. W zwigzku z tym badacz powinien mie¢ pewna
informacje na wejsciu dotyczaca danych. Bardzo dobrze sprawdza si¢ w sytuacji,
gdy szukamy niejednorodnych skupien o eliptycznych ksztattach. Dzigki mozliwosci
naktadania pewnych ograniczen na macierze rozproszenia, mozna wptywac na ksztatt,
jak rowniez na objeto$¢ otrzymanych skupien. Zauwazmy, ze | na | obserwacji nie
jest brane pod uwage przy obliczaniu funkcji celu (1). W rezultacie algorytm dobrze
si¢ sprawdza w sytuacji, gdy rozktad generujacy dane nieco odbiega od zaktadanego
rozktadu, jak réwniez mozna unikna¢ szkodliwego wptywu odstajacych obserwacji.
Kolejnym krokiem jest dobor parametrow wejsciowych: liczba skupien, poziom przy-
cinania, warto§¢ ograniczenia na iloraz wartosci wlasnych. W pakiecie tclust zapro-
ponowano kilka rozwigzan pomocnych przy wyborze parametrow wejsciowych. Jest
to funkcja ctlcurves, ktéra stuzy do wyboru liczby skupien oraz poziomu przycinania,
oraz funkcja DicsrFact, ktora stuzy do weryfikacji podjetych decyzji grupowania.
Ponadto algorytm informuje badacza czy natozone ograniczenie na iloraz wartosci
wlasnych macierzy rozproszenia zostato ,,wymuszone”. Ostatnim i najtrudniejszym
etapem grupowania jest interpretacja wynikow. Przykladowo, po wstgpnej analizie
zbioru danych dotyczacych jakosci powietrza, trudno znalez¢ zalezno$¢ pomigdzy
porg dnia a przypisaniem do skupien. Otrzymany podzial wymagat dalszej i bardziej
szczegotowej analizy danego zbioru danych. Jednakze po ograniczeniu si¢ do danych
pomiarowych dotyczacych zanieczyszczen powietrza dwutlenkiem azotu udato si¢
znalez¢ zalezno$¢ pomiedzy pora dnia a wielkoscig stezenia NO, w Krakowie.
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OCENA JAKOSCI APLIKACYINEJ ODPORNEGO ALGORYTMU ANALIZY SKUPIEN
TCLUST NA PRZYKELADZIE ZBIORU DANYCH DOTYCZACYCH JAKOSCI POWIETRZA
W KRAKOWIE

Streszczenie

Pozyskiwanie i gromadzenie danych to obecnie bardzo dynamiczne procesy. Przy ogromnych ilo-
$ciach danych proces przetwarzania danych w celu uzyskania na ich podstawie uzytecznych informacji
i wnioskow nie jest zadaniem trywialnym. W tym pomocna jest analiza skupien, a wynik grupowania
pozwala ogarna¢ dostgpna informacje i spojrzeé na nig z innej perspektywy. W zadnym razie nie jestesmy
w stanie pokazac¢ catego spektrum zagadnien zwigzanych analiza skupien, dlatego tez ograniczymy si¢
do omowienia algorytmu TCULST, ktérego tworcami sa H. Fritz, L. A. Garcia-Escudero, A. Mayo-
Iscar (por. Fritz i in., 2011, 2012). W pracy zostana przedstawione wady i zalety odpornego algorytmu
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analizy skupien oraz omowione podstawowe funkcje dostgpne w pakiecie tclust. Nastgpnie zostanie
dokonana ocena jakosci aplikacyjnej algorytmu TCLUST na przyktadzie zbioru danych dotyczacych
jakosci powietrza w Krakowie.

Stowa kluczowe: odporna analiza skupien, algorytm tclust, badanie jakosci powietrza

EVALUATION OF THE QUALITY OF ROBUST CLUSTERING ALGORITHM TCLUST
ON THE EXAMPLE OF DATASET OF AIR POLLUTANTS EMISSION IN KRAKOW

Abstract

Acquisition and data collection is currently a very dynamic processes. In order to obtain from
data useful information, when huge quantities of data, the processing of the data is not a trivial task.
Cluster analysis is very helpful in this and the result of grouping the result of grouping allows us to
comprehend the available information and look at it from a different perspective. In any case, we are
not able to show the entire spectrum of issues related to data analysis. Therefore we limit our discussion
to the analysis of clusters, then we describe the TCLUST algorithm. The authors of the algorithm are
H. Fritz, L. A. Garcia-Escudero, A. Mayo-Iscar (see Fritz et al. 2011, 2012). In the paper we present
the pros and cons robust clustering algorithm, and we discuss the available functions in the package
tclust. Then on the example of dataset of air pollutants emission in Krakow we try to evaluate the
quality of robust clustering algorithm.

Keywords: robust cluster analysis, tclust algorithm, air quality testing



DOI: 10.5604/01.3001.0014.1152 PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LXIII — ZESZYT 1 - 2016

MIROSEAW KRZYSKO'3?, AGNIESZKA MAJKA?, WALDEMAR WOLYNSKI?

OCENA ZROZNICOWANIA POZIOMU ZYCIA
MIESZKANCOW WOJEWODZTW W LATACH 2003-2013
ZA POMOCA SKEADOWYCH GEOWNYCH DLA WIELOWYMIAROWYCH
DANYCH FUNKCJONALNYCH ORAZ ANALIZY SKUPIEN

1. WSTEP

Badanie poziomu Zycia i jego zréznicowania nabiera szczeg6lnego znaczenia
w kontek$cie analizy stopnia przemian gospodarczych, poréwnania rozwoju wybra-
nych obszaréw czy wskazania dysproporcji zycia spoleczenstwa zamieszkujacego dany
region. Dzigki takim ocenom mozna wskaza¢ dystans dzielacy poszczegdlne regiony,
wyodregbni¢ grupy o zblizonym poziomie zycia, uchwyci¢ podobienstwa i réznice
wystepujace pomigdzy poziomem zycia w poszczegolnych jednostkach administra-
cyjnych czy okresli¢ zagrozenia danego regionu.

Wstepujac do Unii Europejskiej (UE) Polska wiaczyta si¢ w realizacje polityki
spojnosci majacej na celu promowanie harmonijnego rozwoju catego terytorium UE
poprzez dziatania prowadzace do zmniejszenia zr6znicowania w rozwoju jej regio-
néw, a tym samym do wzmocnienia spdjnosci gospodarczej, spolecznej i terytorialnej
Wspolnoty. Efektem tej polityki powinno by¢ wyrownywanie dysproporcji w pozio-
mie zycia mieszkancéw poszczegolnych regiondow UE. W ramach polityki spdjnosci
w latach 2007-2013 Polska otrzymata tacznie 67 mld euro, czyli 20% catego budzetu
UE przeznaczonego na ten cel.

Biorac pod uwage, ze wszystko co dzieje si¢ w spoteczenstwie i w gospodarce
zmienia si¢ w miar¢ uplywu czasu, zasadne wydaje si¢ spojrzenie na zmiany, jakie
nastapily w zréznicowaniu poziomu zycia mieszkancow poszczegdlnych regionow
Polski. Celem artykutu jest ocena zréznicowania poziomu zycia mieszkancéw woje-
wodztw w latach 2003-2013.

I Pafnstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa im. Prezydenta Stanistawa Wojciechowskiego, Wydziat
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Nowoscig tej pracy jest fakt rozpatrywania lat 2003—2013 Iacznie, a nie oddziel-
nie kazdego roku. Mozna to bylo osiagnac¢ po przeksztalceniu danych oryginalnych
w postaci szeregéw czasowych dla kazdej cechy oddzielnie na wektorowe funkcje cia-
gle okres§lone na ustalonym przedziale czasowym zwane wielowymiarowymi danymi
funkcjonalnymi (patrz Jacques, Preda, 2014 oraz Gorecki i inni, 2014). Do oceny
przestrzennego zréznicowania poziomu zycia zastosowano analize sktadowych glow-
nych dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych (patrz sekcja 3) oraz dendry-
towa metode¢ analizy skupien (patrz sekcja 4). Metody te pozwolily na wyodrebnienie
grup wojewodztw o zblizonym poziomie wartosci rozpatrywanych cech dla catego
rozpatrywanego okresu tgcznie. Wszystkie obliczenia wykonane zostaly przy uzyciu
programu R.

2. DOBOR ZMIENNYCH ORAZ ICH UNITARYZACJA

Na podstawie przestanek merytorycznych ustalono zestaw zmiennych diagnostycz-
nych dotyczacych wielu aspektow zycia, takich jak: wynagrodzenia, rynek pracy,
opieka zdrowotna i spoteczna, komunikacja i infrastruktura gospodarcza, sytuacja
mieszkaniowa, o$wiata i kultura, srodowisko, bezpieczenstwo. Przy doborze zmien-
nych kierowano si¢ koniecznos$cig w miar¢ wszechstronnego opisu poziomu Zzycia,
dostepnoscig 1 kompletnoscig danych statystycznych. Wybrane zmienne miaty cha-
rakter wskaznikowy. Na liscie zmiennych diagnostycznych znalazty sie:

wynagrodzenia i rynek pracy:

X| — przeci¢tne miesi¢czne wynagrodzenie brutto w zt (w podmiotach gospodarczych
o liczbie pracujacych powyzej 9 0sob),

X, — przecigtny miesieczny dochod rozporzadzalny na 1 osobe,

X3 — stopa bezrobocia rejestrowanego w % (d),

x4 — liczba pracujacych na 1000 mieszkancow,

x5 — odsetek pracujacych w rolnictwie (d),

X¢ — odsetek pracujacych w ustugach,

X7 — bezrobotni z wyksztatlceniem wyzszym w ogdlnej liczbie ludnosci w wieku pro-
dukcyjnym (d),

Xg — bezrobotni pozostajacy bez pracy powyzej 24 miesigcy w ogolnej liczbie bezro-
botnych (d),

X9 — ludno$¢ w wieku produkcyjnym na 1 tys. osob w wieku nieprodukcyjnym,

X190 — ludno$¢ w wieku poprodukcyjnym na 1 tys. osob w wieku produkcyjnym (d);

opieka zdrowotna i spoleczna:

x1; — wydatki budzetowe w dziale ochrona zdrowia na 1 mieszkanca w zt,
X, — liczba lekarzy na 1 tys. mieszkancow,

X3 — liczba mieszkancow przypadajacych na 1 apteke ogdlnodostepng (d),
x14 — placowki stacjonarnej opieki spotecznej na 1 tys. ludnosci;
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infrastruktura gospodarcza:

X5 — rozdzielcza sie¢ wodociggowa w km na 100 km?,

X16 — rozdzielcza sie¢ kanalizacyjna w km na 100 km?,

X7 — rozdzielcza sie¢ gazowa w km na 100 km?,

X3 — gesto$é drég (drogi o twardej nawierzchni w km na 100 km?),
X19 — liczba ludnosci przypadajaca na 1 placowke pocztowa (d);

zasoby mieszkaniowe:

Xo0 — wydatki budzetowe w dziale gospodarka mieszkaniowa na 1 mieszkanca w zi,
X, — przecietna powierzchnia mieszkan w przeliczeniu na 1 osobe,

X,, — liczba mieszkan na 1 tys. ludnosci,

X,3 — odsetek mieszkan wyposazonych w wodociag,

Xo4 — odsetek mieszkan wyposazonych w tazienke,

X5 — odsetek mieszkan wyposazonych w gaz sieciowy;

oswiata, kultura i rekreacja:

X, — odsetek dzieci w wieku 3—6 lat objetych wychowaniem przedszkolnym,

X,7 — studenci szkét wyzszych na 10 tys. ludnoscei,

X,3 — liczba uczniow szkot podstawowych przypadajacych na 1 komputer z dostepem
do Internetu (d),

X9 — liczba ucznidw szkot ponadgimnazjalnych przypadajacych na 1 komputer z doste-
pem do Internetu (d),

x39 — wydatki budzetowe w dziale kultura i sport na 1 mieszkanca w zi,

x3; — liczba klubow sportowych na 1 tys. ludnosci,

X3, — ksiggozbior bibliotek na 1 tys. ludnosci,

X33 — domy 1 o$rodki kultury, kluby i $§wietlice na 10 tys. mieszkancow;

bezpieczenstwo i Srodowisko:

X34 — przestepstwa stwierdzone w zakonczonych postepowaniach przygotowawczych
w przeliczeniu na 10 tys. mieszkancow (d),

X35 — naklady na $rodki trwate stuzace ochronie §rodowiska na 1 mieszkanca,

X35 — odpady wytworzone na 1 km? (poza odpadami komunalnymi) (d),

X37 — lesistos¢ w %.

Literg (d) oznaczono destymulanty. Pozostate cechy sa stymulantami.

W celu ujednolicenia warto$ci rozpatrywanych cech, ktore sa wyrazone w rd6znych
jednostkach pomiarowych i majg rézne przedzialy zmiennosci, przeprowadzono ich
unitaryzacj¢ zerowang (por. np. Walesiak, 2014).

Niech Xj;; bedzie wartoscig cechy X zaobserwowang w i-tym wojewodztwie oraz
Jj-tym roku, gdzie k=1,...,37,i=1,...,16,j = 1,...,11.

Wowczas zunitaryzowana warto$¢ z;; wartosci Xj; ma postac:
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Xpij — minixklj _

————, gdy cecha X, jest stymulanta,
2 = "

kij max.x,..— X, ..

k k .

#, gdy cecha X, jest destymulanta,

j

gdzie
Fij = Maxx; — minx;

jest rozstepem k-tej cechy w j-tym roku.
Rownowaznie, zunitaryzowane wartosci z;; mozna zapisa¢ w postaci:

Zkij = bijkl] + a,g-,

gdzie
min . x .
k
by=t ay=——7"1, (1)
ry’ e Iy
w przypadku stymulant oraz
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w przypadku destymulant.

Niech Xy, s,fj oraz r; beda odpowiednio: ‘wartoéciq srednia, .warianc'jq oraz
rozstgpem cechy X; w j-tym roku. Wowczas zunitaryzowane warto$ci tych wielkosci
sg réwne:
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Jesli sy; jest kowariancjg migdzy cechami X oraz X; w j-tym roku, gdzie k # /, to
kowariancja danych zunitaryzowanych jest rowna:

Eklj = b/gbljsklja

gdzie by; oraz by dane s wzorem (1) dla stymulant oraz wzorem (2) dla destymulant.

Widzimy, Zze po unitaryzacji zerowanej rozstgp wszystkich cech we wszystkich
latach jest staly i rowny 1, natomiast wariancje i kowariancje w danym roku sg pro-
porcjonalne do wariancji i kowariancji cech bez unitaryzacji zerowanej w tym roku.

3. WIELOWYMIAROWE FUNKCJONALNE SKEADOWE GLOWNE

W rozdziale tym omoéwiona zastanie analiza sktadowych gléwnych dla wielowy-
miarowych danych funkcjonalnych (MFPCA) (por. Jacques, Preda, 2014; Gorecki
i inni, 2014). Klasycznymi pozycjami z zakresu metod statystycznych dla jednowy-
miarowych danych funkcjonalnych sag monografie Ramsaya, Silvermana (2005) oraz
Horvatha, Kokoszki (2012).

Zaldézmy, ze obserwujemy p-wymiarowy proces stochastyczny X(7) =
= (X1(9), X5(0),....X,(1))" z ciagtym parametrem ¢ € [. Dalej zatozmy, ze E(X(t)) = 0
1X(t) e LY (1), gdzie Ly(I) jest przestrzenig Hilberta funkcji catkowalnych z kwa-
dratem na przedziale / z iloczynem skalarnym postaci:

Ponadto zalézmy, ze k-ta sktadowa procesu X(r) moze by¢ reprezentowana przez
skonczong liczbe ortonormalnych funkcji bazowych {¢,}

By
X, ()= Do, (t),te Lk=12,..p,
b=0

gdzie ¢y, s3 zmiennymi losowymi takimi, ze E(cy,) = 0, Var(cy,) < o, k= 1,2,...,p,

b= O,...,Bk.
Niech
c= (Cl()’""CIB]’""CpO""’Cpo)',
e () 0 ... 0
0 (1) ... 0
(1) = #a(1) : 3)
0 0 (1)
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Uzywajac notacji macierzowej proces X(¢) ma nastepujaca reprezentacje
X(@) = ®(f)c, t € 1, E(c) =0, Var(e) = Z,.
Poszukujemy zmiennej losowej
U=<u(1),X(t)>= [u(1)X(t)dr

majgcej maksymalng wariancj¢ dla wszystkich u(¢) € L} (1) takich, ze < u(?),
u(f)>=1. Mozemy zatozy¢, ze wektor funkcji wagowych u(¢) oraz proces X(¢) naleza do
tej samej przestrzeni, tzn. funkcja u(¢#) moze by¢ przedstawiona w nastepujacej postaci:

u(t) = O(f)u,
gdzie u € R¥*7, K = B + ... + B,. Wtedy

<u(t), X(t) > =< ®O)u, ®(t)c>=u' < ®O), ®() >c=u'c
oraz

E(< u(h), X(t) >) = u'E(c) = u'0 = 0,

Var(< u(t), X(¥) >) = u'E(cc\u = u'X.u.
Niech

Ay= sup Var(<u(r),X(1)>)=Var(<u (1)X(t)>)=uZ u,
u(r) e LE(I)

gdzie < u(9), u(t) > =u'1u; = 1.

Zmienng losowa U; = < uy(t), X(f) > = u'ic nazywaé bedziemy pierwsza
funkcjonalng sktadowa gléwna, a funkcje wektorowa u;(f) pierwszym wektorem
funkcji wagowych. Nastgpnie szukamy drugiej funkcjonalnej sktadowej glownej
U, = < uy(t), X(¢) > = u'yc, maksymalizujacej Var(< u(?), X(¢) >) = u'X u takiej, ze
< uy(1), uy(t) > = u'hu, = 1 oraz nieskorelowanej z pierwsza funkcjonalng sktadowa
gtéwng U, tzn. spetniajgca warunek < u (?), uy(¥) > = u'\u, = 0.

Ogolnie k-ta funkcjonalna sktadowa glowna U, = < uy(¢), X(¢) > = u'yc spehnia
warunki:

Ay=sup Var(<u(1),X(1)>)= Var(<u (1)X(1)>)=u,Z u,
u(r) € L5(I)

< u}q(t)i uKz(t) > = 5K1K2; KI’KZ = 15"'5k'

Pare (4;, u(¢)) bedziemy nazywac k-tym uktadem gtownym procesu X(¥).
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Rozwazmy teraz zagadnienie sktadowych gtownych dla wektora losowego c. k-ta
skladowa gtéwna U} = < uy, ¢ > tego wektora spetnia warunki:

7,= sup Var(<ue>)= sup uVar(c)u= sup uX u=u2 u,,
uc RK+P uc RE+P uc RK+P
K2: 5

u,u

l,q K1k
gdzie xy,k, = 1,....k, K= By + ... + B,,. Par¢ (y, uj) nazywac bedziemy k-tym uktadem
glownym wektora c.

Wyznaczenie k-tego uktadu gtownego wektora ¢ jest rtOwnowazne z wyznaczeniem
warto$ci wlasnych oraz odpowiadajgcych im wektoréw wlasnych macierzy kowarian-
cji X, spetniajacych warunek uy uy, = Oy k-

Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie k-ty uklad giowny (A;,u,(t)) procesu stochastycznego X(t) jest zwigzany
z k-tym uktadem gtownym (y;, wy) wektora losowego ¢ nastepujgcymi zaleznosciami:

Ak = Vi wilt) = ®(Duy, t € 1,

gdziek=1,..,K+p,K=B +B,+ ...+ B,

Analiza sktadowych gtownych dla wektora losowego ¢ bazuje na macierzy Z,.
W praktyce macierz ta nie jest znana. Mozemy ja oszacowaé na podstawie »n nieza-
leznych realizacji x(¢), x5(?),..., x,(f) procesu losowego X(7).

W typowych sytuacjach dane pochodza z obserwacji zmiennych w dyskretnych
momentach czasowych. Proces transformacji takich danych dyskretnych do danych
funkcjonalnych wykonujemy osobno dla kazdej zmiennej X;,X5,...,.X,,.

Niech x;; oznacza obserwowang warto$¢ zmiennej Xj, k= 1,2,...,p w j-tym momen-
cie czasowym ¢, gdzie j = 1,2,...,J. Zatem dane skladajq si¢ z pJ par (%, x;). Te dane
dyskretne wygladzamy za pomocg funkcji ciggtych xi(¢), gdzie ¢t € I (por. Ramsay,
Silverman, 2005). Niech / bgdzie zbiorem zwartym takim, ze £, € I, dlaj = 1,....J.
Zatozmy, ze funkcja x;(f) ma nastepujaca reprezentacje

Bk
x (1)= Depe, (1), te Lk=1,..p, 4)
b=0
gdzie {p,} sa ortonormalnymi funkcjami bazowymi, a ¢y, Ci»-..s Cip, S@

wspotczynnikami.

Niech x; = (Xg1, Xp25---5 Xi)'s €& = (Chos Ch15---» Cipy)" OTaz @(7) bedzie macierzy
wymiaru J X (B + 1) zawierajacg wartoSci ¢4(Z;), b =0,1,....B,j = 1,2,....J, k=1,....p.
Wspotczynnik ¢, we wzorze (4) jest oszacowany metodg najmniejszych kwadratow
tak, aby minimalizowal funkcje:
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S(er) = (xr — PDe)’ (xf — Py, k= 1,....p.

Roézniczkujac S(c,) wzgledem wektora ¢, otrzymujemy estymator najmniejszych kwa-
dratow postaci:

&= (0 ()@, (1)) O (1)x,, k= 1,...p.

Stopien gtadkosci funkcji xi(¢) zalezy od wartosci B;, (mala wartos¢ B, oznacza
wigksze wygtadzenie krzywej). Optymalng warto$¢ B, mozemy ustali¢ przy pomocy
bayesowskiego kryterium informacyjnego BIC (por. Schwarz, 1978; Shmueli, 2010).

Zaldzmy, ze dysponujemy n niezaleznymi parami warto$ci (4,xx;), k = 1,...,p,
i=1,...,n,j=1,..J. Dane te wygladzamy za pomocga funkcji ciagtych postaci:

k

sz ) Z ,b€0b =1,...p,i=1,...nte l

Sposroéd wszystkich wartosci By, Bja,..., By, wybieramy jedng wspdolng warto$¢ By,
jako modg¢ z wartosci By, Bja,..., By, oraz zaktadamy, ze funkcje x;,(f) maja postaé

x,(1)= 2 Cu®,(t), k=1,..pi=1..ntel

Dane postaci {x;(?),..., x;,(f)} nosza nazwe danych funkcjonalnych (por. Ramsay,
Silverman, 2005).

Ogodlnie zat6zmy, ze n niezaleznych realizacji x(¢), x5(?),.. ., x,(f) moze by¢ przed-
stawionych w postaci x(f) = ®(¢)¢; gdzie ®(¢) dane jest wzorem (3) oraz ze wektory
¢; = (C10s+++5> C1Byse+Cpo-+ > épo)’ sg scentrowane, i = 1,2,...,n

Oznaczmy C = (é,,é5,...,¢,). Wtedy

Niech 7’1 , 2. 7, beda niezerowymi warto$ciami wlasnymi macierzy E
a iy,iy,. .., 0dp0w1ada]qcym1 im wektorami wlasnymi, gdzie s = rank(E -

Ponadto -ty uktad gtowny procesu losowego X(¢) wyznaczony na podstaw1e proby
ma nastepujaca postac:

(jk = Pt (1) = (D(f)ilk), k=1,..5s.

Wspotrzedne rzutu i-tej realizacji x;(f) procesu X(¢) na kierunek wyznaczony przez
k-ta funkcjonalna sktadowa gtowna sa rowne:
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U, =<, (t)x;(t)>=<®(t)u, ®(t)¢,>=u, < O(1),0(t)> ¢, =i,¢,,

dlai=1,2,...,n, k=1,2,...,5. Ogoélnie wspotrzedne rzutu i-tej realizacji x;(f) procesu
X(¢) na plaszczyzne wyznaczong przez dwie pierwsze funkcjonalne sktadowe gtowne
sg rowne:

(&, ¢,8y¢,), i = 1.2,...m.

4. DENDRYTOWA ANALIZA SKUPIEN

Omowimy teraz krotko metode analizy skupien bazujaca na dendrycie. Z punktu
widzenia teorii grafow dendryt jest synonimem drzewa. Dendryt lub drzewo jest gra-
fem spinajacym (kazde dwa wierzchotki taczy jakas droga), ktéry nie zawiera cykli.
Minimalny dendryt, to taki dendryt, w ktorym suma wag przy krawedziach jest mini-
malna. Najcz¢sciej wagami sg odlegtosci. Konstrukcja dendrytu podana zostata przez
grupe matematykow wroctawskich w pracy Florek i inni (1951a). Metoda ta znana
pod nazwa taksonomia wroctawska zostata spopularyzowana w pracach Florek inni
(1951b) oraz Perkal (1953). Istnieja dwie niezwykle proste procedury postgpowania
pozwalajace skonstruowac¢ minimalny dendryt. Pierwsza z nich jest algorytm Kruskala:
1. Wybieramy krawe¢dZ o najmniejszej dlugosci.

2. Z pozostatych krawedzi wybieramy t¢ o najmniejszej dtugosci, ktéra nie prowadzi
do cyklu (z potaczen o jednakowych dlugosciach wybieramy dowolne).
3. Powtarzamy poprzedni krok do zakonczenia budowy minimalnego dendrytu.

Algorytm Prima rozpoczyna od drzewa skladajacego si¢ z jednego wierzchotka,
ciggle dodajac najkrotsza krawedz drzewa.

Najkrétszy dendryt mozna wykorzysta¢ w analizie skupien. Idea polega na usu-
nigciu z minimalnego dendrytu wszystkich krawedzi, ktorych dtugosé jest wigksza
od wspdlnej wartosci krytycznej d. Wyliczamy warto$¢ $rednig X oraz odchylenie
standardowe s z dtugosci wszystkich krawedzi najkrotszego dendrytu i przyjmujemy
d = x + 5. Wierzcholki, ktore pozostaja polaczone w minimalnym dendrycie tworza
skupienie. Zaprezentowana tutaj metoda jest szerzej omowiona w sekcji 10.3 pod-
recznika Dziechciarza (2003).

5. WYNIKI BADAN EMPIRYCZNYCH

Analizg objeto 16 wojewodztw Polski (n = 16). Na prezentowanych dalej wykre-
sach poszczegdlne wojewddztwa sg oznaczone numerami przedstawionymi w tabeli 1.
Analizowane dane obejmuja okres 11 lat, od 2003 do 2013 roku (J = 11). Kazde
wojewodztwo scharakteryzowano za pomocg 37 cech, zgrupowanych w 6 podzbiorach
obrazujacych réznorodne aspekty zycia mieszkancow danego regionu, jak:
— wynagrodzenia i rynek pracy;
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— opieka zdrowotna i spoteczna;
— infrastruktura gospodarcza;

— zasoby mieszkaniowe;

— o$wiata, kultura i rekreacja oraz
— bezpieczenstwo 1 srodowisko.

Tabela 1.

Numeryczne oznaczenia wojewodztw

Nr Wojewodztwo Nr Wojewodztwo
1 dolnoslaskie 9 podkarpackie
2 kujawsko-pomorskie 10 podlaskie
3 lubelskie 11 pomorskie
4 lubuskie 12 slaskie
5 todzkie 13 Swietokrzyskie
6 malopolskie 14 warminsko-mazurskie
7 mazowieckie 15 wielkopolskie
8 opolskie 16 zachodniopomorskie

Zrodto: opracowanie wilasne.

Dane pierwotne zostaty poddane unitaryzacji zerowanej (patrz sekcja 2), a nastep-
nie przeksztatlcone do wielowymiarowych danych funkcjonalnych. Postuzono si¢
funkcjami bazowymi Fouriera. Przedzial czasowy I = [0,11] zostat podzielony na
momenty czasowe nastepujaco: ¢, = 0,5 (2003), t, = 1,5 (2004),..., t;; = 10,5 (2013).
Nastepnie dla wszystkich 37 cech tacznie oraz oddzielnie dla kazdej z 6 grup cech
zostaty skonstruowane funkcjonalne skladowe gtéwne. Kazde z 16 wojewddztw
zostalo przedstawione jako punkt w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych skta-
dowych gtownych. Kolejno dla wszystkich grup cech zostaly zbudowane dendryty
(por. Florek i inni, 1951) na podstawie tablicy wzajemnych odlegtosci euklidesowych
migdzy wojewodztwami w przestrzeni wszystkich funkcjonalnych sktadowych gtow-
nych. Odlegtosci te sa rowne odlegtosciom euklidesowym w oryginalnej przestrzeni
danych funkcjonalnych. Dendryty te rozpigto na punktach reprezentujacych poszcze-
gblne wojewddztwa i wykorzystano do analizy skupien. W kazdym z dendrytow
policzono warto$¢ $rednig x dtugosci krawedzi oraz odchylenie standardowe s tych
dhugosci. Krawedzie, ktorych dlugo$¢ byta wigksza od d = X + s zaznaczone sg na
rysunkach linig przerywang. W ten sposob uzyskano podziat wojewddztw na wzglednie
jednorodne skupienia.
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Rysunek 1. Wojewodztwa w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych glownych
— grupowanie na podstawie wszystkich 37 cech

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Analiza przeprowadzona w oparciu o wszystkie 37 cech diagnostycznych pozwo-
lita wyodrebni¢ cztery grupy wojewodztw wzglednie jednorodnych pod wzgledem
poziomu zycia mieszkancow. Dwie z nich to grupy jednoelementowe: woj. Slaskie
i woj. mazowieckie. Kolejng grupg utworzyly wojewodztwa: dolnoslaskie, pomor-
skie, wielkopolskie, zachodniopomorskie, lubuskie, opolskie, matopolskie, kujawsko-
-pomorskie, t6dzkie i warminsko-mazurskie. Grupg czwartg utworzyly cztery woje-
wodztwa §ciany wschodniej, czgsto okreslane mianem ,,wschodniej $ciany ptaczu”:
podkarpackie, podlaskie, §wictokrzyskie i lubelskie. Wojewoddztwa te sa najubozszymi
regionami Polski, a do momentu wejscia w struktury UE Butgarii i Rumunii, byly tez
uznawane za najubozsze w catej Wspdlnocie. Niepokojacym wydaje sie takze fakt, iz
w $wietle badan prowadzonych przez OECD we wspotpracy z Ministerstwem Rozwoju
Regionalnego a takze danych z ostatniego Spisu Powszechnego, rdznice w rozwoju
gospodarczym i spolecznym polskich regiondw poglebiajg si¢. Z raportu ,,Przeglad
Regionalny Polski 2012” opracowanego przez Ministerstwo Rozwoju Regionalnego
wynika, iz mimo dhugoletnich dziatan oraz liczonej w miliardach euro pomocy z Unii
Europejskiej przepas¢ miedzy Polska wschodnig a resztg kraju niebezpiecznie rosnie.
,»Najwolniej dystans do $redniej unijnej nadrabialy wojewodztwa o najnizszym pozio-
mie PKB per capita (wojewodztwa Polski Wschodniej i woj. zachodniopomorskie).
Pie¢ wojewodztw Polski Wschodniej nadal znajdowato si¢ w grupie 20 europejskich
regiondw NUTS 2 o najnizszym poziomie PKB per capita, z poziomem tego wskaznika
w relacji do $redniej unijnej od 42% (lubelskie) do 47% (Swigtokrzyskie)”.

Wykorzystujac podzbiory cech diagnostycznych wyodrebniono grupy woje-
wodztw wzglednie jednorodnych pod wzgledem poszczegdlnych aspektow ksztal-
tujgcych ogdlny poziom zycia mieszkancow. Uzyskane wyniki zaprezentowano na
rysunkach 2-7.
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Rysunek 2. Wojewodztwa w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych glownych
— grupowanie na podstawie cech opisujacych ,,wynagrodzenie i rynek pracy”

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Cechy charakteryzujagce wynagrodzenia i rynek pracy podzielily wojewodztwa
Polski na trzy grupy. Jedna z nich tworzg wojewodztwa: lubelskie, Swigtokrzyskie, pod-
karpackie i podlaskie. Wojewodztwa te, bedace typowo rolniczym regionem naszego
kraju, charakteryzuje relatywnie wysoki odsetek zatrudnionych w rolnictwie, mata
konkurencyjnos¢ gospodarki, niski poziom bezposrednich inwestycji zagranicznych
w skali kraju — co niewatpliwie wplywa na bardzo niski poziom dochodéw ludnosci
oraz relatywnie wysokie bezrobocie. Drugg grupe, wzglednie jednorodng pod wzgle-
dem poziomu wynagrodzen i sytuacji na rynku pracy, utworzyto 11 wojewodztw.
Trzecig grupa stanowi wojewodztwo mazowieckie, w ktérym przecig¢tne miesigczne
wynagrodzenia brutto w analizowanych 11 latach wahaly si¢ pomiedzy 129,8%
(w roku 2003) a 123,1% (w roku 2013) $redniej krajowej. Woj. mazowieckie jest
jednym z dwoch wojewddztw Polski, w ktorych przecietne miesieczne wynagrodzenia
przekraczaja $rednig krajowa, przy czym dystans wynagrodzen w drugim, tj. w woj.
slaskim do $redniej krajowej jest zdecydowanie mniejszy. W mazowieckim obserwuje
si¢ tez relatywnie niski poziom bezrobocia.

Pod wzgledem ,,opieki zdrowotnej i spotecznej” wojewodztwo mazowieckie — po
raz kolejny — nie weszto w sktad zadnej z grup wzglednie jednorodnych utworzonych
z pozostatych wojewodztw. Wiele ,,przewag” wojewddztwa mazowieckiego wynika
niewatpliwie z faktu, iz jest to region ze stolicg kraju, mamy tu zlokalizowang duza
baze akademicka z najwieksza uczelnig medyczng w Polsce, duza liczbe szpitali i leka-
rzy (przyktadowo w roku 2010 na terenie tego wojewodztwa dziatalo 14% ogodtu
szpitali publicznych i 12% og6tu szpitali niepublicznych, pracowato tu blisko 30 tys.
(4. 17%) sposréd 172 tys. pracujacych lekarzy w Polsce).
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Rysunek 3. Wojewodztwa w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych glownych
— grupowanie na podstawie cech opisujacych ,,opiek¢ zdrowotna i spoteczng”

Zrodto: opracowanie wilasne.

Grupy wzglednie jednorodne pod wzgledem poziomu opieki zdrowotnej i spotecz-
nej utworzyty wojewodztwa: todzkie z dolno$laskim i lubelskim, opolskie z warmin-
sko-mazurskim i grupe trzecia — dziesie¢ pozostatych wojewodztw.
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Rysunek 4. Wojewodztwa w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych gtownych
— grupowanie na podstawie cech opisujacych ,,infrastrukture gospodarcza”

Zrodto: opracowanie wilasne.

Az 13. sposrod szesnastu wojewddztw utworzylo grupe wzglednie jednorodna
pod wzgledem wyposazenia i stanu infrastruktury gospodarczej. Poza wspomniang
grupa znalazly sie¢ — postrzegane jako najzasobniejsze pod wzgledem infrastruktury
technicznej — wojewodztwa $laskie i matopolskie (usytuowane wzdtuz migdzynarodo-
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wych szlakéw komunikacyjnych i transportowych, z najwigkszym w kraju zaggszcze-
niem sieci drogowej i kolejowej oraz wodno-kanalizacyjnej) oraz podkarpackie, ktore
cechuje staba dostepnos¢ komunikacyjna, wynikajaca z niedostatecznej i niskiej jakosci
sieci drogowej 1 kolejowej, niskie tempo rozwoju infrastruktury teleinformatyczne;j
(zwtaszcza szerokopasmowego dostgpu do Internetu) oraz wymagajacy rozbudowy
1 modernizacji stan infrastruktury komunalnej i energetyczne;.
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Rysunek 5. Wojewodztwa w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych glownych
— grupowanie na podstawie cech opisujacych ,,zasoby mieszkaniowe”

Zrodto: opracowanie wilasne.

Analiza przeprowadzona w oparciu o cechy obrazujace stan zasobow mieszkanio-
wych w latach 2003-2013 pozwolita na wyodrebnienie czterech grup wojewodztw
o0 zblizonym poziomie rozpatrywanych cech. Jedna z tych grup, tworzy (po raz kolejny
,,Jednoosobowo”) wojewodztwo mazowieckie, w ktorym notuje si¢ najwigkszg liczbe
mieszkan na 1 tys. mieszkancow i najwigkszg powierzchni¢ uzytkowa mieszkania
w przeliczeniu na 1 osobe.

W wyniku analizy przeprowadzonej w oparciu o cechy opisujgce wyposazenie
i stan ,,08wiaty, kultury i rekreacji” w poszczegolnych wojewddztwach wyodrebniono
grupe wzglednie jednorodnag w sktad, ktorej weszlo az 14 wojewodztw Polski. Poza nig
znalazly si¢ jedynie wojewodztwa $laskie i podkarpackie. ,,Oddalenie” wojewddztwa
podkarpackiego od pozostatych wynika z faktu, iz mamy tu do czynienia z relatywnie
najwicksza liczba klubow sportowych w przeliczeniu na 10 tys. mieszkancow ale tez
z jednym z najnizszych — w skali kraju — odsetkiem dzieci objetych wychowaniem
przedszkolnym. W §lagskim, z kolei, mamy najstabsze wyposazenie szko6t w komputery
z dostepem do Internetu oraz relatywnie mata liczbe klubéw sportowych oraz domoéw,
klubow i o$rodkow kultury w przeliczeniu na liczb¢ mieszkancow.
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Rysunek 6. Wojewodztwa w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych glownych
— grupowanie na podstawie cech opisujacych ,,0$wiatg, kulturg i rekreacjg”

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

r’®/
—_ < 7 —’/F’
= -
~ et
5
3 5 4 B
o
I I I @ I
1 0 1 2
U, (437%)

Rysunek 7. Wojewodztwa w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych gtownych
— grupowanie na podstawie cech opisujacych ,bezpieczenstwo i srodowisko”

Zrodto: opracowanie wilasne.

Grupowanie w oparciu o cechy opisujace ,,bezpieczenstwo i sSrodowisko” doprowa-
dzito do wyodrebnienia dwoch grup wzglednie jednorodnych, z ktérych jedna liczyta
jedenascie, a druga dwa wojewddztwa. Poziom rozpatrywanych cech w pozostalych
wojewoddztwach: $laskim, dolnoslaskim i lubuskim, wytaczyt je poza grupy wzgled-
nie jednorodne. W kazdym z tych trzech wojewodztw notuje si¢ relatywnie wysoka
przestepczosé, w §laskim i dolnoslaskim — najwyzsze w skali kraju ilosci wytwa-
rzanych odpadéw na 1 km? (lubuskie pod tym wzgledem plasuje sie na ostatnich
pozycjach w rankingu wojewddztw). ,,Odmiennos¢” lubuskiego jest takze wynikiem
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duzego zalesienia tego wojewodztwa — udzial lasow w catkowitej powierzchni jest tu
najwyzszy w Polsce i przekracza 50% (podczas, gdy w kolejnym pod tym wzgledem,
woj. podkarpackim wynosi ok. 38%).

Podsumowujac, warto zauwazy¢, ze pozycje wojewodztwa §laskiego, w ktoérym
poziom zycia mieszkancow w latach 2003-2013 byt relatywnie najwyzszy (rys. 1)
determinowaty przede wszystkim: wyposazenie w infrastrukture gospodarcza, wysoki
poziom wynagrodzen, dobra sytuacja na rynku pracy oraz posiadane zasoby mieszka-
niowe. O potozeniu woj. mazowieckiego zdecydowaly najwyzszy w Polsce poziom
wynagrodzen, dobra sytuacja na rynku pracy, sytuacja w zakresie opieki zdrowotne;j
1 spotecznej oraz oswiaty, kultury i rekreacji. Z kolei o potozeniu czwartej, wyodrgb-
nionej w oparciu o 37 cech diagnostycznych, grupy wojewodztw o relatywnie najniz-
szym poziomie zycia mieszkancow, tj. grupy woj. ciany wschodniej, zdecydowaty:
najnizsze z obserwowanych w kraju wynagrodzenia, trudna sytuacja na lokalnych
rynkach pracy oraz slabe zasoby mieszkaniowe.
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OCENA ZROZNICOWANIA POZIOMU ZYCIA MIESZKANCOW WOJEWODZTW
W LATACH 2003-2013 ZA POMOCA SKEADOWYCH GLOWNYCH
DLA WIELOWYMIAROWYCH DANYCH FUNKCJONALNYCH ORAZ ANALIZY SKUPIEN

Streszczenie

W artykule przedstawiono ocen¢ zréznicowania poziomu zycia mieszkancow wojewodztw w latach
2003-2013. Do oceny zastosowano analiz¢ sktadowych gléwnych dla wielowymiarowych danych funk-
cjonalnych oraz dendrytowa analiz¢ skupien. Metody te pozwolity na wyodrgbnienie wzglednie jed-
norodnych grup wojewodztw o zblizonym poziomie rozpatrywanych cech dla catego rozpatrywanego
okresu tacznie.

Stowa kluczowe: wielowymiarowe dane funkcjonalne, funkcjonalna analiza danych, analiza skta-
dowych glownych

ESTIMATION OF DIVERSITY OF LIVING STANDARDS IN POLISH VOIVODSHIPS
IN 2003-2013 USING PRINCIPAL COMPONENTS
FOR MULTIDIMENSIONAL FUNCTIONAL DATA AND CLUSTER ANALYSIS

Abstract

The paper presents an estimation of life standard diversity for residents of Polish voivodships in
2003-2013. The principal component analysis was applied for multidimensional functional data and
the dendrite method was used for cluster analysis. These methods made it possible to isolate relatively
homogeneous groups of voivodships that had similar values of characteristics under consideration, for
the whole period at issue.

Keywords: multivariate functional data, functional data analysis, principal components analysis
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SPRAWOZDANIE Z XXXIV MIEDZYNARODOWEJ KONFERENCIJI
NAUKOWEJ WIELOWYMIAROWA ANALIZA STATYSTYCZNA (WAS 2015)

W dniach od 16 do 18 listopada 2015 r. w Centrum Szkoleniowo-Konferencyjnym
Uniwersytetu Lodzkiego odbyta si¢ XXXIV migdzynarodowa konferencja naukowa
Wielowymiarowa Analiza Statystyczna WAS 2015 (The 34" International Annual
Conference on Multivariate Statistical Analysis MSA 2015). Konferencja zorganizo-
wana zostala przez Instytut Statystyki i Demografii UL, Katedre Metod Statystycznych
UL, Polskie Towarzystwo Statystyczne (PTS) oraz Komitet Statystyki i Ekonometrii
Polskiej Akademii Nauk. Funkcje Przewodniczacego Komitetu Organizacyjnego pet-
nit prof. dr hab. Czestaw Domanski, a obowiazki sekretarzy naukowych konferencji
sprawowaly mgr Anna Jurek oraz mgr Elzbieta Zalewska.

XXXIV Konferencja Wiclowymiarowa Analiza Statystyczna WAS 2015 objeta
zostata honorowym patronatem Prezydenta Miasta L.odzi — Hanny Zdanowskiej. Jej
organizacja zostala dofinansowana przez Narodowy Bank Polski w ramach projektu
edukacyjnego wpisujacego si¢ w priorytetowe obszary edukacji ekonomicznej NBP,
Polska Akademi¢ Nauk oraz Urzad Miasta Lodzi — w ramach otwartego konkursu ofert
w formie wsparcia realizacji zadania publicznego w zakresie przeprowadzenia dziatan
zmierzajacych do przeksztatcenia Lodzi w centrum wydarzen naukowych i edukacji
wyzszej o znaczeniu migdzynarodowym oraz propagujacych osiggniecia naukowe
Lodzi. Partnerem konferencji byta takze firma StatSoft Polska Sp. z o.o.

Gléwnymi celami XXXIV edycji Konferencji Wielowymiarowa Analiza
Statystyczna byly: prezentacja najnowszych osiggni¢¢ z zakresu wielowymiarowej
analizy statystycznej oraz wymiana doswiadczen, b¢dacych wynikiem jej stosowania.
Szeroki zakres tematow statystyki matematycznej, metod statystyki wielowymiarowej
oraz ich innowacyjnych aplikacji bedacych przedmiotem publikacji mozna ujaé naste-
pujaco: rozktady wielowymiarowe, testy statystyczne, metody nieparametryczne, ana-

I Uniwersytet L.odzki, Wydzial Ekonomiczno-Socjologiczny, Katedra Metod Statystycznych,
ul. POW 3/5, 90-255 Lédz, Polska.
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ul. POW 3/5, 90-255 L6dz, Polska, autor prowadzacy korespondencj¢ — e-mail: zalewska.e@uni.lodz.pl.
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liza czynnikowa, analiza skupien, analiza dyskryminacyjna, analiza wariancji i regresji,
metody bayesowskie, analizy Monte Carlo, data mining, procedury odporne, analiza
danych cenzurowanych, rozpoznawanie obrazow, analizy stochastyczne oraz zasto-
sowanie metod statystycznych w naukach ekonomicznych, marketingu, finansach,
ubezpieczeniach, rynku kapitatowym, zarzadzaniu ryzykiem oraz zastosowaniu m.in.
w medycynie 1 opiece zdrowotne;j.

W Konferencji wziety udziat 93 osoby z réznych osrodkéw akademickich
w Polsce — Biatystok, Gdansk, Katowice, Krakow, Poznan, Szczecin, Torun, Warszawa,
Wroctaw, przedstawiciele Gtownego Urzedu Statystycznego, Urzedu Statystycznego
w Lodzi, Narodowego Banku Polskiego, firmy Bosch i Siemens, a takze goscie z zagra-
nicy oraz studenci UL. Po otwarciu konferencji przez Przewodniczacego Komitetu
Organizacyjnego — Czeslawa Domanskiego, Rektora Uniwersytetu L.odzkiego —
Wtlodzimierza Nykiela oraz Dziekana Wydziatu Ekonomiczno-Socjologicznego UL
— Pawla Starosty uczestnicy konferencji wystuchali pierwszego wyktadu zaproszo-
nego: Proces Statystyczny jako Spoteczny Proces Kwantyfikacji wygtoszonego przez
Wilodzimierza Okras¢ z Uniwersytetu Kardynata Stefana Wyszynskiego w Warszawie.
Drugi wyktad zaproszony przedstawili Krzysztof Najman, Kamila Migdal-Najman
oraz Mirostaw Szreder z Uniwersytetu Gdanskiego, na ktérym zaprezentowano temat:
,,Big Data — nowe mozliwosci, nowe ograniczenia”. Tradycja konferencji MSA jest
sesja historyczna poswigcona wybitnym przedstawicielom polskiej mysli statystyczne;.
Wspomnienie o Wiodzimierzu Krysickim wygtosit Tadeusz Gerstenkorn z Uniwersytetu
Lodzkiego. Kolejny referat pt.: Watki statystyczne w pracach Jana Diugosza zapre-
zentowal Tadeusz Kowaleski — Uniwersytet L.odzki. Jan Kordos (Wyzsza Szkota
Menedzerska w Warszawie) zaprezentowal dorobek naukowy Profesora Tadeusza
Walczaka w referacie — Moja wspolpraca z Profesorem Tadeuszem Walczakiem. Ostatni
referat w tej sesji przedstawit Czestaw Domanski, zaprezentowat posta¢ Stanistawa
Staszica jako sympatyka Lodzi. Podczas konferencji odbylo si¢ posiedzenie cztonkoéw
Rady Gtownej Polskiego Towarzystwa Statystycznego (PTS), ktoremu przewodniczyt
prof. dr hab. Czestaw Domanski — prezes PTS.

Oprocz 2 wyktadow zaproszonych oraz 4 referatow w sesji jubileuszowo-historycz-
nej uczestnicy konferencji wygtosili 59 referatow (w tym 11 referatow wygtoszonych
w jezyku angielskim) — ponizej przedstawiono ich tytuty (w kolejnosci alfabetycznej
wedlug nazwisk autoréw):

Balcerzak Adam, Pietrzak Michal — Jakos¢ instytucji a poziom lgcznej produktywnosci
czynnikow produkcji w Unii Europejskiej

Baszczynska Aleksandra — Redukcja efektu brzegowego w estymacji jgdrowej dystry-
buanty zmiennej losowej

Bak Tomasz — Adaptacyjne losowanie przestrzenne oparte na krigingu

Biatek Jacek — Aproksymacja indeksu Fishera za pomocq indeksu Lloyda—Moultona:
badanie symulacyjne i empiryczne
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Budnikas Germanas — Discovery of aggression property from person behavior in social
media

Budny Katarzyna — Estymacja funkcji momentow wektora losowego opartych na defi-
nicji potegi wektora

Ceranka Bronistaw, Graczyk Matgorzata — O pewnych wilasnosci uktadow doswiad-
czalnych

Cheba Katarzyna — Zastosowanie rachunku wektorowego do badania jednorodnosci
czasowej rozwoju obiektow spoteczno-gospodarczych

Dehnel Grazyna, Klimanek Tomasz — Niepetnosprawnos¢ w Narodowych Spisach
Powszechnych 2002 i 2011 — porownanie zakresu informacyjnego

Domanski Czestaw — Znaczenie modeli i statystyk w procesie wnioskowania statystycz-
nego

Dudek Andrzej — Comparison of selected classical and modern algorithms of cluster
analysis

Dziechciarz Jozef — Metody statystyki w identyfikacji brakujgcych kompetencji migkkich

Faldzinski Marcin — The Multidimensional Value-at-Risk backtesting

Gotata Elzbieta — Dylematy szacunku liczby ludnosci — implikacje dla rynku prac

Gruchociak Hanna — Proba analizy porownawczej szeregow czasowych na przykladzie
chodu pieszych

Grzenda Wioletta — Estymacja bayesowska modeli predykcyjnych i jej wphyw na doktad-
nos¢ regresji i klasyfikacji

Jewczak Maciej — Skfonnos¢ do ptacenia za wybrane swiadczenia zdrowotne — roznice
i podobienstwa metod grupowania

Jedrzejczak Alina, Kubacki Jan — Estimation of income for small areas using Rao-Yu
model

Konczak Grzegorz, Rajda-Tasior Angelina — O monitorowaniu ztozonych wielowymia-
rowych procesow

Korzeniewski Jerzy — Selekcja zmiennych w analizie skupien danych binarnych

Kozera Agnieszka, Gtowicka-Woloszyn Romana — Zjawisko autokorelacji przestrzennej
w ocenie samodzielnosci finansowej gmin wojewodztwa wielkopolskiego

Krezotek Dominik — Miara ryzyka GlueVaR a postawy wobec ryzyka — zastosowanie
na rynku metali niezelaznych

Krzysko Mirostaw, Gorecki Tomasz, Wotynski Waldemar — Analiza korelacji dla wie-
lowymiarowych danych funkcjonalnych

Kubus Mariusz — Lokalnie regularyzowana regresja liniowa w wycenie nieruchomosci

Kurzawa Izabela, Stanistawska Joanna — Zastosowanie regresji kwantylowej do badania
zroznicowania najpilniejszych wydatkow gospodarstw domowych w Polsce w relacji
miasto-wies

Lucinska Anna — Metody wyznaczania hedonicznego indeksu cen malarstwa na polskim
rynku aukcyjnym

Luczak Aleksandra — Rozmyta i rozszerzona interwatowa metoda TOPSIS. Analiza
porownawcza
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Lukaszonek Wojciech — Wielowymiarowa i zdynamizowana klasyfikacja wojewodztw na
podstawie charakterystyk szkolnictwa wyzszego obserwowanych w latach 2002-2013

Manikowski Arkadiusz — Podejscie wielomodelowe w prognozowaniu zapotrzebowania
na pienigdz

Markowicz Iwona, Bieszk-Stolorz Beata — Tablice trwania w bezrobociu

Mikulec Artur — Charakterystyka populacji przedsiebiorstw zlikwidowanych w woje-
wodztwie todzkim

Misztal Matgorzata — O zastosowaniu wybranych technik ordynacyjnych do analizy
wynikow wyborow parlamentarnych

Parys Dariusz — The modification of Hochberg-Hommel type step-up procedure

Pekasiewicz Dorota — Semiparametryczna estymacja bootstrapowa kwantyli rozktadow
zmiennych losowych

Pietrzyk Radostaw, Rokita Pawet — Residual Wealth at Risk — the concept and main
properties

Piontek Krzysztof — Analiza mocy wybranych testow wstecznych VaR bazujgcych na
szeregach przekroczen — podejscie symulacyjne

Podogrodzka Maltgorzata — Przestrzenna konwergencja feminizacji starosci demogra-
ficznej w Polsce

Ptak-Chmielewska Aneta — Application of methods of multivariate statistical analysis
in banking

Roszka Wojciech — Statystyczna integracja badan czesciowych — techniki i porownanie
metod

Roszko-Wojtowicz Elzbieta, Biatek Jacek — Statystyczna analiza czynnikéw determinu-
Jjgcych innowacyjnos¢ krajow UE

Rozmus Dorota — Porownanie stabilnosci czynnikowej metody odleglosci probabilistycz-
nej oraz podejscia zagregowanego w taksonomii

Sitek Grzegorz — Estymacja parametrow mieszanin regresji

Skrodzka Iwona — Gospodarka oparta na wiedzy w krajach Unii Europejskiej — analiza
przestrzenna

Sokotowski Andrzej, Markowska Malgorzata — Ilterative method for linear ordering
of multidimentional objects

Stapor Katarzyna, Smolarczyk Tomasz, Fabian Piotr — Heteroscedastic discriminant
analysis combined with feature selection for credit scoring

Szczepocki Piotr — O numerycznych aproksymacjach funkcji przejscia dla procesow
dyfuzji

Sztemberg-Lewandowska Mirostawa — Osiggniecia uczniow na II-1V etapie edukacji
z wykorzystaniem funkcjonalnej analizy glownych skiadowych

Szymanska Anna — Zastosowanie modelu Biilmanna-Strauba do estymacji stawek sktadki
netto zaleznych od wieku ubezpieczonych w ubezpieczeniu odpowiedzialnosci cywil-
nej posiadaczy pojazdow mechanicznych

Szymczak Michal — An influence of observable data on estimates of the modified Weibull
distribution parameters
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Trzpiot Grazyna — Globalne starzenie si¢ — natura ryzyka diugowiecznosci

Trzpiot Grazyna, Orwat-Acedanska Agnieszka, Ojrzyniska Anna — Przestrzenna regresja
kwantylowa w analizie umieralnosci

Walesiak Marek — Wybor formuly normalizacji wartosci zmiennych w analizie skupien

Wietczak Michal — Wykorzystanie skoringu marketingowego w zapobieganiu migracji
klientow bankow

Wiktorowicz Justyna — Wielowymiarowa analiza aktywnosci ekonomicznej pokole-
nia 50+ — szanse i bariery

Wilak Kamil — Warstwy i jednostki losowania pierwszego stopnia w Badaniu Aktywnosci
Ekonomicznej Ludnosci

Wywiat Janusz — Evaluation of necessary sample size asserting normality distribution
of sample mean

Zaborski Artur — Prezentacja zmian zachodzqcych w preferencjach z wykorzystaniem
skalowania dynamicznego

Zielinski Wojciech — Przedzial ufnosci dla wskaznika struktury w dwuwarstwowej popu-
lacji skonczonej

Zadto Tomasz — On prediction of future small areas’ characteristics

Kolejna, XXXV miedzynarodowa konferencja naukowa Wielowymiarowa Analiza
Statystyczna, WAS 2016 (The 35" International Annual Conference on Multivariate
Statistical Analysis, MSA 2016) odbedzie si¢ w Lodzi w dniach od 7 do 9 listo-
pada 2016 r. Przewodnictwo Komitetu Organizacyjnego przysztorocznej edycji
objal prof. dr hab. Czestaw Domanski, a sekretarzami naukowymi zostali: mgr Piotr
Szczepocki oraz dr hab. inz. Jacek Bialek.






	STRONA REDAKCYJNA
	SPIS TREŚCI
	CONTENTS
	OD REDAKCJI
	MAREK WALESIAK WYBÓR GRUP METOD NORMALIZACJI WARTOŚCI ZMIENNYCH W SKALOWANIU WIELOWYMIAROWYM
	MACIEJ MALACZEWSKI KAPITAŁ FIZYCZNY, PRODUKCJA ENERGII A CZAS WYCZERPANIA SIĘ ZASOBÓW NATURALNYCH
	PAULINA MALACZEWSKA MECHANIZMY KSZTAŁTOWANIA SIĘ SZAREJ STREFY GOSPODARKI. MODEL TEORETYCZNY
	PAWEŁ DYKAS, TOMASZ MISIAK NEOKLASYCZNY MODEL WZROSTU GOSPODARCZEGO Z SINUSOIDALNYMI INWESTYCJAMI
	EWA SZLACHTOWSKA, DANIEL KOSIOROWSKI, DOMINIK MIELCZAREK OCENA JAKOŚCI APLIKACYJNEJ ODPORNEGO ALGORYTMU ANALIZY SKUPIEŃ TCLUST NA PRZYKŁADZIE ZBIORU DANYCH DOTYCZĄCYCH JAKOŚCI POWIETRZA W KRAKOWIE
	MIROSŁAW KRZYŚKO, AGNIESZKA MAJKA, WALDEMAR WOŁYŃSKI OCENA ZRÓŻNICOWANIA POZIOMU ŻYCIA MIESZKAŃCÓW WOJEWÓDZTW W LATACH 2003–2013 ZA POMOCĄ SKŁADOWYCH GŁÓWNYCH DLA WIELOWYMIAROWYCH DANYCH FUNKCJONALNYCH ORAZ ANALIZY SKUPIEŃ
	ANNA JUREK, ELŻBIETA ZALEWSKA SPRAWOZDANIE Z XXXIV MIĘDZYNARODOWEJ KONFERENCJI NAUKOWEJ WIELOWYMIAROWA ANALIZA STATYSTYCZNA (WAS 2015)



