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NEOKLASYCZNY MODEL WZROSTU GOSPODARCZEGO
Z SINUSOIDALNYMI INWESTYCJAMI?

1. WPROWADZENIE

Celem prezentowanego artykutu jest proba rozszerzenia neoklasycznego modelu
wzrostu gospodarczego Solowa poprzez uwzglednienie fluktuacji inwestycji. Autorzy
uchylajac zatozenie o stalo$ci stop inwestycji wprowadzaja funkcj¢ inwestycji zalezng
sinusoidalnie od czasu. Przyjecie sinusoidalnej funkcji inwestycji thumaczy¢ mozna
tym, iz inwestycje (podobnie jak produkcja) w duzej mierze zalezne sg od koniunk-
tury gospodarczej, ktora podlega okresowym fluktuacjom. W rozwazaniach teoretycz-
nych autorzy wprowadzaja ponadto pojgcia cyklicznej oraz gladkiej Sciezki czasowej
kapitatu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy oraz wyznaczaja ich wzgledne
odchylenia. Za pomoca tych narzedzi identyfikuja wplyw inwestycji zaleznych sinuso-
idalnie od czasu na $ciezki wzrostu kapitatu oraz produktu w analizowanym modelu.

W czesci empirycznej dokonano kalibracji parametréow otrzymanego modelu
oraz symulacji numerycznej. Bazujac na danych panelowych dla krajéw grupy UEILS5
w latach 2000-2013 w pierwszej kolejno$ci oszacowano parametr a (elastycznosé
produkcji wzgledem kapitatu) na poziomie 0,349, ktérego wartos$¢ przyjeto do dalszych
analiz numerycznych. W drugim etapie dokonano symulacji numerycznych skalibro-
wanych odchylen cyklicznych od gtadkich $ciezek czasowych kapitatu oraz produktu
na jednostke efektywnej pracy. W analizach numerycznych rozwazano wplyw rdznych
stop inwestycji (15%, 20%, 25%) oraz okresow wahan cyklicznych (4 lub 10 lat) na
ksztaltowanie si¢ owych odchylef. Analiz numerycznych dla gospodarek grupy UELS
dokonano w 100 letnim horyzoncie czasowym.

Struktura artykutu przedstawia si¢ nastgpujaco. W czeséci drugiej zawarto prze-
glad literatury dotyczacy inwestycji oraz réznych rozwini¢¢ neoklasycznego modelu
wzrostu Solowa. W czgsci trzeciej przedstawiono gtowne zatozenia oraz wyznaczono
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$ciezki wzrostu zaré6wno kapitatu jak i produktu na jednostke efektywnej pracy a takze
wyznaczono wzgledne odchylenia cyklicznych od gladkich $ciezek wzrostu w anali-
zowanym modelu z sinusoidalnymi inwestycjami. W czwartej czesci artykulu zawarto
kalibracj¢ parametréow otrzymanego modelu oraz przeprowadzono symulacje nume-
ryczne w zaproponowanych wariantach. W ostatniej czeSci artykutu znajduje si¢ pod-
sumowanie prowadzonych rozwazan oraz wazniejsze wnioski.

2. PRZEGLAD LITERATURY

Wazrost gospodarczy jest procesem dtugookresowym, prowadzacym do powiek-
szania potencjatu produkcyjnego a szeroko rozumiane inwestycje stanowia jeden
z kluczowych czynnikow tego procesu. Przyczynia si¢ on rowniez do zaspokojenia
potrzeb spoleczenstwa. W literaturze przedmiotu rozrdznia si¢ podzial modeli wzro-
stu gospodarczego migdzy innymi na modele keynesowskie, neoklasyczne, modele
wzrostu endogenicznego oraz modele realnego cyklu koniunkturalnego (por. Tokarski,
2005). Mozna réwniez, ze wzgledu na sposéb ustalania dlugookresowej stopy wzro-
stu, wyrdzni¢ modele wzrostu: egzogenicznego, endogenicznego oraz heterodoksyjne
(Malaga, 2015). Jednak zdaniem Malagi wspotczesna teoria wzrostu gospodarczego
w niewielkim stopniu korzysta z dorobku keynesowskiej teorii wzrostu a u jej pod-
staw nadal pozostajg modele neoklasyczne (Malaga, 2009). Koncepcja zaproponowana
przez Solowa (1956) data niejako przyczynek do rozwoju neoklasycznych modeli
wzrostu gospodarczego. Solow zaktadat m.in. state przychody ze skali produkcji oraz
malejaca krancowa produktywnos¢ kapitatu (Solow, 1956). Model Solowa nazywany
rowniez modelem Solowa-Swana posiada wiele zalet jak i wad. Do podstawowych
zalet najczesciej zalicza si¢: tatwos¢ wykorzystania matematycznych funkcji produke;ji,
mozliwo$¢ badania udziatu czynnikow produkcji we wzroscie — zwlaszcza postepu
technicznego oraz produktywnosci pracy, a takze jego uzytecznos$¢ do analiz procesow
konwergencji realnej. Gtéwne stabo$ci modelu to przede wszystkim egzogeniczne
traktowanie catosci postepu technicznego, pominigcie takich czynnikéw jak kapitat
ludzki oraz kwestii rosnacych korzysci skali co moze powodowac, ze w przypadku
niektorych inwestycji bodzce do inwestowania nie wygasaja (szerzej na temat wad
oraz krytyki modelu Solowa patrz np. Milo i inni, 2006 lub McCombie, 2000, 2001).

Mimo wielu stow krytyki w literaturze mozna znalez¢ wiele opracowan doty-
czacych samego modelu Solowa (1956) jak i jego uogdlnien. Mankiw i inni (1992)
uogo6lnili model Solowa. Zasadnicza réznica miedzy oryginalnym modelem Solowa,
a jego rozszerzeniem zaproponowanym przez Mankiwa, Romera, Weila polega na
tym, iz autorzy uwzgledniajg dodatkowy zasob kapitatu, a mianowicie kapital ludzki
(Mankiw i inni, 1992; Romer, 2000). W roku 1996 Nonneman oraz Vanhoudt dokonali
kolejnego uogdlnienia modelu Solowa. W swojej pracy autorzy rozwazajag dowolna,
skonczong liczbe dobr kapitalowych, bedacych czynnikami produkcji (Nonneman,
Vanhoudt, 1996). Kolejne rozszerzenia znalez¢é mozna w artykule Dykasa, Sulimy
i Tokarskiego, autorzy dowodzg istnienie stabilnego punktu stacjonarnego, w ktérym
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model ten znajduje si¢ w stanie dlugookresowej rownowagi (Dykas i inni, 2008).
Ponadto w opracowaniu Dykasa, Edigariana oraz Tokarskiego szczegodlny przypa-
dek funkcji produkcji, jaka jest funkcja produkcji Cobba-Douglasa, zastapiony zostat
uogolniong, neoklasyczna funkcja produkcji (Dykas i inni, 2011).

Inne rozszerzenie modelu Solowa mozna znalez¢é w pracy Mroczek 1 inni (2014).
Autorzy rozpatrujag model wzrostu gospodarczego uwzgledniajgc efekt grawitacyjny,
bedacy nawigzaniem do prawa grawitacji Newtona. Zakladaja, ze regiony wzajemnie
oddziatujg na siebie gospodarczo oraz, iz ten efekt jest proporcjonalny do potencjatu
(np. PKB per capita, kapitalu rzeczowego per capita itp.) danego regionu i odwrot-
nie proporcjonalny do kwadratu odleglosci migdzy nimi (rozumianej jako fizyczna
odlegtos¢ migdzy stolicami regiondow). W opracowaniu wykazano rowniez, ze model
ten ma stabilny (w sensie Lapunowa) punkt stacjonarny jest on zatem punktem dhu-
gookresowej rownowagi modelu (Mroczek i inni, 2014).

Wigkszos$¢ dotychczasowych uogdlnien modelu Solowa skoncentrowanych bylo
na wprowadzeniu roznych rodzajow kapitatu badz analizie istnienia i jednoznacznosci
standw stacjonarnych. W niniejszym artykule zaproponowano inny kierunek uogol-
nienia modelu Solowa, bedacy proba uwzglednienia fluktuacji inwestycji. W teorii
ekonomii zauwazy¢ mozna bowiem utrzymujacy si¢ stan dychotomii miedzy teorig
wzrostu gospodarczego oraz teorig fluktuacji gospodarczych, co stanowi jeden z klu-
czowych dylematow wzrostu i rozwoju (Malaga, 2015). Z analizy danych takich
wielkosci agregatowych jak PKB, konsumpcji, zatrudniania oraz inwestycji wynika, iz
ich trajektorie wzrostu nie sg obrazem rownomiernych $ciezek wzrostu lecz charakte-
ryzujg si¢ okresowymi wahaniami. Przy czym okazuje sie, iz to wlasnie inwestycje sg
bardzo wrazliwe na zmiany sytuacji koniunkturalnej. Rzecz jasna: przyczyny owych
wahan, amplitudy wahan, przebieg cykli, sprzgzenia zwrotne, efekty mnoznikowe oraz
akceleracji sa przedmiotem badan szeroko rozumianej teorii wahan koniunkturalnych,
ktorej poglebiona analiza jest zdecydowanie bogatsza niz przyjete w niniejszym arty-
kule zalozenie o cyklicznych wahaniach stop inwestycji. (por. np. Maussner, 1994;
Romer, 2000). Jednak kwestie te, ze wzgledu na zakres ww. zagadnien oraz przyjety
cel artykutu nie bedg szerzej analizowane.

3. MODEL

W rozwazanym modelu przyjmuje si¢ nastg¢pujace zatozenia:
1) Proces produkcyjny opisuje funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1928)* dana wzorem
(por. tez Zéttowska, 1997 lub Tokarski, 2009; 2011)*:

4 Warto wspomnie¢, iz analizowana funkcja produkeji zostata sformutowana przez Knuta Wicksella
(Wicksell, 1893), a empirycznie przetestowana przez Paula H. Douglasa oraz Charlesa W. Cobba (Cobb,
Douglas, 1928).

> O wszystkich wystepujacych dalej zmiennych makroekonomicznych zaktada sie, iz s3 roznicz-
kowalnymi funkcjami czasu t > 0. Zapis x(f) oznaczal b¢dzie dalej warto§¢ zmiennej x w momencie #,
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2)

3)

4)

Y(e)= (K@) (@)™, (1

gdzie a € (0;1). Y oznacza strumien produktu, K, £ — naklady kapitatu i tzw. jed-
nostki efektywnej pracy, za$ o — elastycznos¢ wytworzonego w gospodarce produktu
wzgledem naktadow kapitahu®.
Przyrost zasobu kapitatu, podobnie jak w modelu Solowa-Swana (1956), opisuje
réwnanie rozniczkowe postaci:

K(t)=s()r (1) oK (¢), )

gdzie 6 € (0;1). s(f) € (0;1) oznacza stopg inwestycji w momencie ¢, 0 za$§ — stopg
deprecjacji kapitatu. O ile jednak w modelu Solowa zaklada si¢, ze s i J sg stale
w czasie, o tyle w prezentowanym modelu wzrostu gospodarczego przyjmuje sie,
iz stopa inwestycji podlega cyklicznym, sinusoidalnym fluktuacjom opisanym przez
rownanie (3).

Stope inwestycji w kazdym momencie ¢ okresla sinusoida o statej amplitudzie i okre-
sie wahan dana wzorem:

s(t)=5+ Hsin(mt), A3)
@
gdzie s, (s = ) € (0;1) oraz 6, w > 0. s w rownaniu (3) oznacza przeci¢tng stope
inwestycji w cyklu inwestycyjnym, € — amplitude wahan cyklicznych stopy inwe-
stycji, natomiast @ — okres owych wahan.

Jednostki efektywnej pracy E rosng wedlug stopy wzrostu g + n, gdzie g > 0 jest
stopg egzogenicznego postgpu technicznego w sensie Harroda, zas n > 0 stopa
wzrostu liczby pracujacych. Dlatego tez’:

E(t)= E ™ = E(¢)/E(t)=g +n, 4)
gdzie £, > 0 oznacza liczbe jednostek efektywnej pracy (rozumianej jako zasob

wiedzy naukowo-technicznej wazony liczbg pracujacych) w momencie ¢ = 0.
Niech y; = Y/E oraz kr = K/E oznaczaja (odpowiednio) strumien produktu i zasdb

kapitatu na jednostke efektywnej pracy, zas y = Y/L oraz k = K/L — wydajno$¢ pracy
i techniczne uzbrojenie pracy. Wowczas:

y(t)z AoegtyE([)v (5)

za$ x(f) = dx / dt — pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli (ekonomicznie rzecz biorac) przyrost wartosci
owej zmiennej w momencie Z.

6 A zatem 1 — « jest wowczas udzialem nakladow efektywnej pracy E w produkcie Y.
7 Poniewaz jednostki efektywnej pracy £ w modelu Solowa s3 iloczynem egzogenicznej techno-

logii 4 i liczby pracujacych L, zatem zalezno$¢ (4) mozna zapisa¢ rowniez nastepujaco: E(f) = Ayes’ Lye™,
gdzie 4y > 0 1 Ly > 0 oznacza (odpowiednio) zasob technologii i liczb¢ pracujacych w momencie ¢ = 0.
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k()= Aye'k, 2), (6)

Y(1)=Loe" (1) (7)
1

K(t)= Loe"k(r). ®)

Dzielgc funkcje produkeji (1) przez jednostki efektywnej pracy £ > 0 dochodzi
si¢ do funkcji produkcji w postaci intensywnej okreslonej przez rownanie:

v ()= (K(t)/ E@)" =k (1))" ©9)

Funkcja (9) opisuje relacje pomiedzy naktadami kapitalu na jednostke efektywnej
pracy kg a wielko$cig produkcji na jednostke owej pracy, czyli yg.

Poniewaz kapital na jednostke efektywnej pracy mozna zapisa¢ nastgpujaco:
kp = K/E, zatem (po zr6zniczkowaniu powyzszej zaleznosci wzglgdem czasu f) mamy:

()~ KOE)-KWi0) K0 _EQ), ()

(E@)Y E(r) E()”

co wraz ze zwigzkami (2—4) daje:

/eE(o:(s+esm(ftjjh<t>—%o>, (10)

przy czym u = 6 + g + n > 0 oznacza stop¢ ubytku kapitatu na jednostke efektywnej
pracy. Réwnanie rézniczkowe (10) jest odpowiednikiem réwnania Solowa w rozwa-
zanym w pracy modelu wzrostu gospodarczego.

Po wstawieniu funkcji produkcji w postaci intensywnej (9) do zaleznosci (10)
dochodzi si¢ do nastgpujacego rownania rézniczkowego Bernoulliego:

()= (erHsin(z”tD(kE(t))a k1), (an
@
Roéwnanie rozniczkowe (11) posiada catke trywialng kz(r) = 0 dla kazdego ¢ > 0
oraz pewng rodzine catek nietrywialnych, ktora niebawem znajdziemy?®.
Z rownania (11) wynika, ze dla kz > 0 zachodzi zwiazek:

(@(r))%(z):s+esin(2”zj—ﬂ<kE(t»la. (12)

@

8 Calka trywialna (jako nieciekawa zaréwno z matematycznego, jak i ekonomicznego punktu widze-
nia) bedzie dalej pomijana. Nietrywialna za$ catka owego réwnania wyznaczata bedzie §ciezke czasowa
(lub $ciezke wzrostu) kapitatu na jednostke efektywnej pracy.
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Niech dane bedzie podstawienie Bernoulliego postaci:

q(t)= (ke (),

co powoduje, ze:

40 _ (R () “ e (2).

l-a

(13)

(14

Wstawiajac zwiazki (13)—(14) do réwnania rézniczkowego (12) sprowadza si¢ je do
roOwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego (wzgledem ¢) danego wzorem:

l-a

M =5+ Hsin(zﬂtj —,uq(t),
@
ktore mozna przeksztatci¢ do zaleznosci:

ile)= (1_a)s+(1_a)esm(2”t]_(1_a)ﬂq(t).

@

Zapiszmy rownanie jednorodne powstate z rownania (15) jako:

4(t)=—~(1-a)uqlt),
Rozdzielajgc zmienne otrzymujemy
In(g(z)) = (1-a)ut + C, Ce R,
co daje:

q(t)z C.e -

a stad po uzmiennieniu statej oraz zrézniczkowaniu wzgledem czasu ¢ mamy:

i(0)= Clol ¥ — o)1~

Wstawiajac zaleznosci (17) oraz (18) do zwiazku (15) otrzymuje sig:

C(t)= Je(liam (1-a)sdt +I (e (1 — )Bsm(zt]dt

()

Stad oraz z rownania (17) otrzymujemy

_ 1—a)usin 2—: —2—”0 oS 2lt
(1-a)
q(t)=i+(l—a)0 @ @ p o +F€_(l_a)”[,

# (1-af i +2%
w

2

(15)

(16)

)

(18)

(19)

(20)
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Natomiast z rownan (13) i (20) ptynie wniosek, iz catke réwnania ré6zniczkowego
(11) okresla zwigzek:

_ (1-a)u sin(zﬁt) - 2”cos(z”tj a
k()= 2 +(1-a)p ©J O \NO ) petem| 2]

2
g (-afu+ 2%

@

Stata catkowania F' w rownaniu (21) nalezy dobraé tak, by spelniony byt waru-
nek kz(0) = kpg > 0, gdzie kg, jest zasobem kapitatu na jednostke efektywnej pracy
w momencie ¢ = 0. Dlatego tez:

Fokioy 27(1- )@ __
(1 - a)2 o+ 4z
1)

s 22)
7

Roéwnania (21)—(22) wyznaczaja Sciezke wzrostu kapitatu na jednostke efektywne;j
pracy w modelu Solowa z sinusoidalnymi stopami inwestycji.

Wstawiajac $ciezke czasowg technicznego uzbrojenia pracy z rownania (21) do
funkcji produkcji w postaci intensywnej (9) mamy:

_ (1 - a),u sin(zﬂtj - 2ﬁcos(Zﬁtj o
y.(t)=| Z+(1-a) O O \NO J gl (23)

2
# (I—a)fu+

Az
2

@

Roéwnanie (23) okresla za$ $ciezke czasowa produktu na jednostke efektywnej pracy
w rozwazanym tu modelu wzrostu gospodarczego.

Wprowadzmy teraz dwa nastepujace pojecia. Przez cykliczng §ciezke czasowa
(lub Sciezke wzrostu) pewnej zmiennej makroekonomicznej rozumiana bedzie taka
sciezka wzrostu zmiennej x, ktora ksztattuje si¢ przy amplitudzie € i okresie @ wahan
stop inwestycji wigkszych od zera. Cykliczna $Sciezka czasowa zmiennej x oznaczana
bedzie dalej przez x(¢). Natomiast przez gtadka (acykliczng) $ciezke wzrostu rozumiana
bedzie Sciezka wzrostu przy amplitudzie € = 0. Gladka $ciezke wzrostu zmiennej x
oznaczali bedziemy dalej przez x(z).

Gtladka $ciezke wzrostu kapitatu na jednostke efektywnej pracy — zgodnie z zalez-
no$ciami (21)—(22) — opisuje rownanie:

L
kE(t)=(S+Fe“WJ”, (24)
U
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gdzie stalg catkowania F opisuje:
F=kio-2 25)
Y2

Natomiast z rownan (22) i (23) ptynie wniosek, ze gtadka Sciezka wzrostu produktu
na jednostke efektywnej pracy dana jest wzorem:

V()= (S +F e“‘”‘"}la, (26)
)7

przy czym stalg F okresla zalezno$¢ (25).

kE ([)_ /;E (t)
0

czasowej kapitatu na jednostke efektywnej pracy kz od jej gladkiej $ciezki wzrostu kg,
_ yE(t)_yE(t)

Oznaczmy tez przez K(t): wzgledne odchylenie cyklicznej $ciezki

za$ przez 7(t) 77(1‘) — wzgledne odchylenie y; od yr. Wowczas, po uwzgled-
E
nieniu zaleznosci (5-8), mamy:
cl)= k) KO Kl @7)
) k@) K()

oraz:

_ o) M) _Y()
(t)== 1= —1==~—1. (28)
yele) 30 oY)
Z réwnan (27) 1 (28) ptynie wniosek, Ze $ciezki x 1 y mozna nazywaé wzglgdnymi
odchyleniami (odpowiednio) kapitatowych i produkcyjnych cyklicznych §ciezek wzro-

stu od ich gtadkich $ciezek wzrostu. Wstawiajac zas rownania (21) i (24) do zwigzku
(27) oraz (23) i (26) do (28) mamy:

1
_ (1-a)u sin(zﬁtJ - 2”C()s(Zﬁt] E
Zt(-a) ©J 0 O ), pelem

2
g (-afuw+ %
x(t)= — @ -1 (29)
i + Fe_(l_a)/ﬂ

7]
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_ (1-a)u sin(zﬁtJ - 2ﬁcos[Z”tj o
S t(l-a) ©J) O O ), pelam

2
# (-afu+ 7
7(t)= — @ -1. (30)
2y Fel-a)u
U

4. KALIBRACJA PARAMETROW MODELU I SYMULACJE NUMERYCZNE

Uchylajac zatozenie o statosci stop inwestycji w czasie dopuszcza si¢ po pierw-
sze, odchylenie od $redniego poziomu stopy inwestycji (zarowno in plus jak i in
minus w zaleznosci od koniunktury gospodarczej). Po drugie zaktada si¢, zgodnie
z teorig cykli koniunkturalnych, ze owe odchylenia majg charakter cykliczny. Zatem
uwzgledniajac powyzsze zatozenia oraz przyjmujac, ze Srednia stopa inwestycji wynosi
np. 20% (s = 0,2), odchylenia stopy inwestycji od jej $redniego poziomu wynosza
+5 pkt. procentowych (6 = 0,05) i okres wahan stop inwestycji na poziomie 10 lat
(w = 10) trajektoria stopy inwestycji bedzie ksztattowala sie jak na rysunku 1.

0,3

0,25

s(t) 0,2

0,15

0,1

Rysunek 1. Sinusoidalna funkcja inwestycji

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przyjecie powyzszych zatozen pozwolito na przeprowadzenie symulacji numerycz-
nych modelu teoretycznego (z punktu trzeciego), ktore prowadzone byly w dwoch
etapach. W pierwszym etapie dokonano kalibracji warto$ci parametrow otrzymanego
modelu wzrostu gospodarczego, ktora rozpoczeto od wyznaczenia wartosci elastycz-
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nos$ci produkcji wzgledem kapitatu a, gdzie a € (0;1). Bazujac na danych panelowych
dla krajow grupy UE15 w latach 2000-2013 oszacowano parametr o na poziomie
0,349. Wybor grupy krajow UE15 wynikal z faktu posiadania kompletnych danych
statystycznych oraz z przeswiadczenia, iz ws$rod krajow Unii Europejskiej sa to
gospodarki o ugruntowanych systemach rynkowych’. Za$ parametr a oszacowano
z wykorzystanie dwoch metod: modelu SUR (ang. seemingly unrelated regression) oraz
GLS (ang. generalised least squares). Przy czym w estymacjach SUR z grupy kra-
jow UE15 wyeliminowano Luksemburg, co wynikato z ograniczen metodologicznych
modelu SUR (por. np. Madalla, 2006, s. 650). Uzyskane warto$ci parametrow a byty
na zblizonym poziomie zatem do dalszych analiz numerycznych przyjeto a = 0,349.
Ponadto oszacowana warto$¢ a jest zblizona do szacunkow wynikajacych z dekom-
pozycji modelu Solowa a = 1/3 (Solow, 1957). W drugim etapie dokonano symulacji
numerycznych otrzymanego modelu. Do analiz numerycznych przyjeto trzy warianty
srednich stop inwestycji 15%, 20% oraz 25% ze stalymi odchyleniami na poziomie
+5 pkt. procentowych (6 = 0,05), parametr u = 0,075 oraz kg, = 1'°. Przyjecie ww.
poziomow parametréw modelu wynikato z analizy danych empirycznych w krajach
UE 15 za lata 2000-2013 oraz wiedzy o dlugookresowych charakterystykach gospoda-
rek. Ponadto zatozono dwa okresy cykli stop inwestycji 4 oraz 10 lat. Przyjete okresy
cyklicznych zmian stop inwestycji wynikaja bezposrednio z teorii wahan koniunktu-
ralnych 1 dotyczg cykli krétkich Kitchina oraz cykli $rednich Juglara. Analiz doko-
nano w 100 letnim horyzoncie czasowym, a ich wyniki zestawiono w tabeli 1 oraz
zobrazowano na rysunkach 2—-7. Ze wzgledu na trudno$¢ uchwycenia 100 letniej per-
spektywy czasowej w tabeli przedstawiono jedynie wartosci minimalne, maksymalne
oraz $rednie odchylen cyklicznych §ciezek wzrostu kapitatu kappa (x(¢)) oraz produktu
gamma (y(7)) od ich gtadkich odpowiednikow.

Analizujac trajektorie kx(¢) oraz yg(f), przedstawione na rysunkach 2—3, mozna
zaobserwowac, iz cykliczne $ciezki wynikajace z prezentowanego modelu istotnie
odchylajg si¢ zaréwno in plus jak i in minus od gtadkich trajektorii. Przy czym, odchy-
lenia kapitatu na jednostke efektywnej pracy byly wyzsze niz odchylenia produktu na
jednostke efektywnej pracy. Wynika to zarowno z porownania rysunkoéw 2 i 3 oraz
analizy danych zestawionych w tabeli 1.

% Rzecz jasna, tego typu symulacje mozna prowadzi¢ zaréwno dla poszczegodlnych gospodarek lub
innych grup krajow (wykorzystujac dane panelowe) np. dla gospodarek OECD.

. k(e
10 ko znormalizowano dla t = 0 do jednosci, aby tatwo wyznaczy¢ relacje lim kbi((;)
[
E



Neoklasyczny model wzrostu gospodarczego z sinusoidalnymi inwestycjami 59

trajektorie yz(t)
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1
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Rysunek 2. Symulacje $ciezek wzrostu produktu yg(¢f) przy @ = 10 i § = 0,20

Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie danych na stronie
http://w3.unece.org/pxweb/database/STAT/20-ME/3-MELF/?lang=1.

trajektorie kg(t)
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Rysunek 3. Symulacje $ciezek wzrostu kapitatu kg(f) przy o = 10 i § = 0,20
Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie danych na stronie
http://w3.unece.org/pxweb/database/STAT/20-ME/3-MELF/?lang=1.

Z przeprowadzonych symulacji wynika, iz przyrosty kapitatu na jednostke efek-
tywnej pracy sa wyzsze niz przyrosty produktu na jednostke efektywnej pracy to
produktywnos$¢ kapitatu na jednostke efektywnej pracy maleje w czasie. Poniewaz
produktywno$¢ kapitalu oznacza stosunek produktu do kapitalu dany wzorem:

Yt t
K(1) k(1)
ktorej trajektori¢ przedstawiono na rysunku 4.

to mozna wyznaczy¢ warto$¢ produktywnosci kapitatu w czasie,
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Rysunek 4. Czasowa $ciezka produktywnosci kapitatu p(¢) przy @ = 10 i § = 0,20

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W modelu Solowa z sinusoidalnymi inwestycjami produktywnos¢ kapitatu na jed-
nostke efektywnej pracy jest funkcjg malejacg z widocznymi cyklicznymi odchyle-
niami zar6wno in plus jak i in minus. Wyznaczona $ciezka produktywnosci kapitatu jest
zgodna z zatozeniem modelu Solowa o malejacej produktywnos$ci krancowej kapitatu.

Kolejnym etapem symulacji byto wyznaczenie wzglednych odchylen kapitatu x(7)
oraz produktu y(¢) na jednostke efektywnej pracy, ktdrych wyniki zestawiono w tabeli 1
oraz przedstawiono na rysunkach 5-7.

Tabela 1.
Wyniki symulacji numerycznych wzglednych odchylen «(¢) oraz y(¢) dla grupy krajow UE 15

" 5 K(1) (1)

min max Srednie min max Srednie

0,15 -0,0316 0,0292 -0,0002 -0,0112 0,0101 -0,0001

4 0,20 -0,0316 0,0276 -0,0002 -0,0112 0,0096 -0,0001

0,25 -0,0316 0,0262 -0,0002 -0,0112 0,0091 -0,0001

0,15 -0,0780 0,0657 -0,0004 -0,0279 0,0225 -0,0003

10 0,20 -0,0780 0,0587 -0,0005 -0,0279 0,0201 -0,0003

0,25 -0,0780 0,0530 -0,0006 -0,0279 0,0182 -0,0003

Zrodto: obliczenia wiasne na podstawie danych na stronie http://w3.unece.org/pxweb/database/STAT/20-ME/3-
MELF/?lang=1.

Z danych zawartych w tabeli 1 oraz z rysunkoéw 5 i 7 wyciggna¢ mozna naste-
pujace wnioski:
— Zakladajac 4 letnie okresy cyklicznosci inwestycji zauwazono, ze zaréowno dla kapi-
tatu jak i produktu najwyzsze (najnizsze) wartosci odchylen cyklicznych $ciezek od
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ich gladkich odpowiednikow uzyskano dla najnizszej (najwyzszej) $redniej stopy
inwestycji. Przy czym maksymalne warto$ci odchylen kapitalu byly kilkukrotnie
wyzsze niz odchylenia produktu. Maksymalna warto§¢ odchylenia przy $redniej
stopie inwestycji na poziomie 15% wyniosta 0,03 w przypadku kapitatu oraz 0,01
w przypadku produktu. Przyjmujac Srednig wartos$¢ stop inwestycji na poziomie 25%
okazuje si¢, ze maksymalne odchylenia kapitatu wyniosty 0,026 za$ produktu 0,009.
W wariancie, w ktorym okres wahan inwestycji wynosi 10 lat okazuje sie, ze ana-
logicznie jak w przypadku gdy w = 4, maksymalne warto$ci odchylen zar6wno
kapitatu jak i produktu byly najwyzsze (najnizsze) przy najnizszych (najwyzszych)
srednich stopach inwestycji. Z tg roznica, ze w okresach 10 letnich cykli inwestycji
otrzymane odchylenia byly na ponad dwukrotnie wyzszym poziomie niz w symu-
lacjach 4 letnich cykli inwestycji (por. tab. 1).

0,08

0,06

0,04

0,02

(), k()

---- kappa
-0,02

gamma
0,04

-0,06

-0,08

0,1
t[1]

Rysunek 5. Trajektorie x(f) oraz y(f) przy o = 10 i § = 0,15

Zroédlo: opracowanie wilasne.

Trajektorie x(¢) oraz y(¢) przebiegaja wyraznie cyklicznie z naprzemiennymi odchy-
leniami in plus oraz in minus zgodnie z zalozonymi okresami wahan 4 i1 10 lat. Za$
srednie wartosci tych odchylen zblizone sa do zera (tab. 1).

Z symulacji numerycznych wynika ogdlny wniosek, ze niskie stopy inwestycji gene-
ruja najwyzsze odchylenia cyklicznych $ciezek od ich gladkich odpowiednikow.
Im wyzsze $rednie stopy inwestycji tym odchylenia x(f) oraz y(¢) sa nizsze (patrz
rys. 6-7).

Najnizsze odchylenia cyklicznych §ciezek kapitatu x(¢), biorac pod uwage analizo-
wane w pracy warianty, zaobserwowano przy $rednich stopach inwestycji na pozio-
mie 25% oraz 4 letnich cyklach inwestycji. Najwyzsze odchylenia kappa uzyskano
przy 15% s$rednich stopach inwestycji oraz 10 letnich cyklach inwestycji.
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K(t)

-0,08

t

————— 5=0,15 5=0,2 5=0,25
Rysunek 6. Odchylenia cyklicznych $ciezek kapitatu (kappa) a stopa inwestycji przy o = 10

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Rysunek 7. Odchylenia cyklicznych $ciezek produktu (gamma) a stopa inwestycji przy o = 4

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

— Najnizsze odchylenia cyklicznych $ciezek produktu y(¢) od ich gladkich odpowiedni-
kow, w rozwazanych wariantach, odnotowano przy 25% $rednich stopach inwestycji
oraz 4 letnich cyklach inwestycji. Najwyzsze odchylenia y(¢) cechowaty gospodarki
w scenariuszu, w ktorych zalozono $rednig stope inwestycji na poziomie 15% oraz
10 letnie cykle inwestycji.

— Ponadto mozna zauwazy¢, iz amplitudy wahan «(¢) oraz y(f) sa najwyzsze w poczat-
kowym okresie symulacji i cechujg si¢ tendencja malejaca do potowy okresu symula-
cji a nastepnie stabilizuja si¢. Takie tendencje odchylen x(f) oraz y(f) moga wynikac
z trajektorii kapitatu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy (rys. 2 i 3) ktore
podlegaja prawu malejacej produktywnosci krancowe.
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5. PODSUMOWANIE

Prowadzone w artykule rozwazania mozna podsumowac nastgpujaco:
Zaprezentowana w pracy modyfikacja modelu z sinusoidalnymi inwestycjami bazuje
na neoklasycznym modelu Solowa-Swana (1956). Modyfikacja ta uchyla (zdaniem
autorow) dosc¢ restrykcyjne zatozenie o stalosci stop inwestycji w czasie. Autorzy
przyjmuja zatozenie, ze inwestycje odchylaja si¢ od swojego $redniego poziomu,
czyli podlegaja cyklicznym wahaniom. Dlatego do opisu inwestycji wprowadzaja
funkcj¢ zalezng sinusoidalnie od czasu.

Bazujac na wprowadzonych modyfikacjach wyprowadzono réwnania wyznaczajace
sciezke wzrostu kapitalu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy w modelu
Solowa z sinusoidalnymi stopami inwestycji. Pewnym ograniczeniem prezentowa-
nej modyfikacji modelu wzrostu jest przyjecie statej amplitudy oraz okresu wahan
cyklicznych. Przyjecie stalych parametrow sinusoidy pozwolito na domknigcie pre-
zentowanego modelu.

Wyprowadzono ponadto rownania na wzgledne odchylenia cyklicznych $ciezek
wzrostu kapitatu oraz produktu od ich gladkich $ciezek wzrostu. Pozwolito to na
weryfikacje oraz ocen¢ wptywu otrzymanych $ciezek wzrostu kapitatu i produktu
w modelu Solowa-Swana z sinusoidalnymi inwestycjami w stosunku do tych $ciezek
w modelu Solowa ze statymi w czasie stopami inwestycji.

Bazujac na danych empirycznych dla grupy krajow UE1S5, dokonano kalibracji war-
tosci parametréw modelu oraz analiz numerycznych. Wynika z nich, ze wprowadze-
nie stop inwestycji zaleznych sinusoidalnie od czasu istotnie wptywa na cykliczno$¢
odchylen kapitatu oraz produktu na jednostke efektywnej pracy.

Dla ustalonych wartosci parametréow modelu przyjgcie sinusoidalnej funkcji stop
inwestycji silniej wptywa na $ciezke wzrostu kapitatu niz produktu na jednostke
efektywnej pracy, co wnika z kilkukrotnie wyzszych wartosci wzglednych odchylen
k(?) niz (7).

Najnizsze wartosci odchylen kappa oraz gamma zaobserwowano, gdy zatozono
wysokie (w analizowanych wariantach) stopy inwestycji oraz 4 letnie okresy cykli
inwestycji. Najwyzsze odchylenia «(f) oraz y(f) charakterystyczne byty przy niskich
stopach inwestycji oraz 10-letnim okresie wahan inwestycji.

Z przeprowadzonych symulacji numerycznych wynika, iz na wielkos¢ odchylen
k(f) oraz y(f) istotny wpltyw ma zaréwno $redni poziom stoép inwestycji jak i okres
wahan inwestycji.
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NEOKLASYCZNY MODEL WZROSTU GOSPODARCZEGO
Z SINUSOIDALNYMI INWESTYCJAMI

Streszczenie

Celem prezentowanego opracowania jest proba rozszerzenia neoklasycznego modelu wzrostu gospo-
darczego Solowa przez uwzglednienie fluktuacji inwestycji. Autorzy uchylajac zatozenie o statosci stop
inwestycji wprowadzaja funkcje inwestycji zalezna sinusoidalnie od czasu. Przyjecie sinusoidalnej funkcji
inwestycji thumaczy¢ mozna tym, iz inwestycje (podobnie jak produkcja) w duzej mierze zalezne sa
od koniunktury gospodarczej, ktéra podlega okresowym fluktuacjom. W rozwazaniach teoretycznych
autorzy wprowadzaja ponadto pojecia cyklicznej oraz gladkiej $ciezki czasowej technicznego uzbrojenia
pracy oraz wydajnosci pracy i za pomoca tych narzgdzi identyfikuja, poprzez obliczenie wzglgdnych
odchylen tych $ciezek, wptyw inwestycji zaleznych sinusoidalnie od czasu.

W analizie empirycznej autorzy dokonali kalibracji parametréw otrzymanego modelu. Bazujac
na danych panelowych dla krajow grupy UE15 w latach 2000-2013 najpierw oszacowano parametr
(elastycznos¢ produkceji wzgledem kapitatu) na poziomie 0,349, ktoérego wartos¢ przyjeto do dalszych
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analiz numerycznych. W drugim etapie dokonano symulacji numerycznych skalibrowanych odchy-
len cyklicznej $ciezki czasowej technicznego uzbrojenia pracy (wydajnosci pracy) od gladkiej $ciezki
wzrostu technicznego uzbrojenia pracy (wydajnosci pracy). Przy analizach numerycznych rozwazano
wplyw réznych stop inwestycji (15%, 20%, 25%) oraz okresow wahan cyklicznych (4 Iub 10 lat)
na ksztattowanie si¢ owych odchylen. Analiz numerycznych dla gospodarek grupy UE15 dokonano
w 100 letnim horyzoncie czasowym.

Stowa kluczowe: cykliczne inwestycje, model wzrostu Solowa, $ciezka wzrostu produktu oraz
kapitatu na pracujacego

THE NEOCLASSICAL GROWTH MODEL WITH SINUSOIDAL INVESTMENTS
Abstract

The aim of the present study is an attempt to extend the neoclassical model of economic growth of
Solow by repealing the assumption of fixed investment and introducing an investment function depen-
dent sinusoidally on the time. The adoption of the sinusoidal function of investment is substantiated by
the fact that investments (like manufacturing) are largely depended on the economic situation, which
is subject to periodic fluctuations. The authors introduce the theoretical considerations on the notion
of cyclical and smooth path of temporal capital-labour ratio and labour productivity. When using these
tools the authors identified, by calculating the relative deviations of the mentioned path, the impact of
investment function dependent sinusoidally on the time.

In the empirical analysis the authors conducted the calibration of parameters used by the research
model. Based on panel data for the EU15 between the years 2000-2013 the o parameter (production
flexibility in relation to capital) was estimated first at 0,349. That value was adopted to further numerical
analysis. In the second stage the simulations of numerical, calibrated deviations of temporal cyclical
path of capital-labour ratio (labor productivity) from the smooth path of capital-labour ratio (labor
productivity) was performed. When conducting numerical analysis the impact of different investment
rates (15%, 20%, 25%) and periods of cyclical fluctuations (4 or 10 years) have been considered in
relation to the formation of these deviations. Numerical analysis for the economies of the EU15 group
was made for one hundred time series.

Keywords: cyclical investments, Solow growth model, the path of product growth and the capital-
-labour ratio








