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EMIL PANEK!

LSILNY” EFEKT MAGISTRALI
W MODELU NIESTACJONARNEJ GOSPODARKI GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

1. WSTEP

Ponad p6t wieku temu P. A. Samuelson sformutowat hipoteze o zbieznosci (w dtu-
gich okresach czasu) optymalnych Sciezek wzrostu gospodarczego do pewnej ,,wzor-
cowej” Sciezki (magistrali) charakteryzujacej gospodarke w tzw. rownowadze dyna-
micznej (rownowadze von Neumanna), na ktorej gospodarka osigga maksymalne,
rownomierne tempo wzrostu’. Badania w tym kierunku podjeli ekonomiéci mate-
matyczni na caltym $wiecie, a ich efektem jest dzisiaj teoria magistral, z bogata lista
twierdzen (o magistralach: produkcyjnych, konsumpcyjnych, kapitalowych) w roz-
nych modelach dynamiki ekonomicznej — gtownie typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa.
Modele te odznaczaja si¢ swoistg elegancja matematyczng. Z drugiej strony, cecha
charakterystyczng wigkszosci z nich, ktéorg mozna jednoczesnie uzna¢ za pewna sta-
bos$¢, jest ich stacjonarno$c.

Artykul nawigzuje bezposrednio do pracy Panek (2013a), w ktorej udowodniono
tzw. ,,stabe” oraz ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a ze zmienng technologia, zbiezng do pewnej technologii granicznej. W teorii
magistral — w literaturze poswigconej efektowi magistrali w modelach stacjonarnych
gospodarek typu input-output z niezmienng (stalg w czasie) technologia — znana jest
trzecia tzw. ,,silna” wersja twierdzen o magistrali. Wersje takiego twierdzenia w przy-
padku stacjonarnej gospodarki Gale’a przedstawiono w artykutach Panek (2013b,
2015). Implementujgc zastosowang tam technike dowodzenia ponizej prezentujemy
dowdd ,,silnego” twierdzenia o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a ze
zmienng technologia, zmierzajaca z czasem do pewnej technologii granicznej. Pod
tym wzgledem artykut rézni si¢ od innych znanych autorowi prac z teorii magistral’.

! Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra

Ekonomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
2 Por. Samuelson (1960), McKenzie (1998).
3 Zob. m.in. Jensen (2012), Khan, Piazza (2011), Majumdar (2009), McKenzie (2005, 1976), Makarov,
Rubinov (1977), Nikaido (1968, rozdz. 4), a takze obszerng bibliografi¢ w pracy Panek (2011).
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2. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Model niestacjonarnej gospodarki Gale’a z graniczng technologia, ktorym zaj-
mujemy si¢ dalej, zostat szczegdtowo przedstawiony w pracy Panek (2013a). Przez
t oznaczamy skokowa zmienng czasu, ¢t = 0,1,.... W gospodarce mamy n towaréw
(zuzywanych i/lub wytwarzanych). Przez x(t) = (x1 (1), x, (1), ...,xn(t)) = 0 ozna-
czamy wektor towaréw zuzywanych w okresie ¢ (wektor naktadéw lub wektor zuzycia
produkcyjnego), przez y(t) = (y1(£), v, (o), ...,yn(t)) = 0 wektor towaréw wytwa-
rzanych w gospodarce w tym okresie (wektor wynikow lub wektor produkcji). Jezeli
w gospodarce z wektora naktadéw x(f) mozna wytworzy¢ wektor produkcji y(¢) to
o parze (x(t),y(t)) méwimy, ze w okresie ¢ opisuje technologicznie dopuszczalny
proces produkcji. Przez Z(t) € R3™ oznaczamy zbi6ér wszystkich technologicznie
dopuszczalnych proceséw produkcji* w okresie #, ¢ = 0,1,... . Zapis (x,y) € Z(t) (lub
(x(t),y(t)) € Z(t)) oznacza, ze w okresie ¢t w gospodarce z (wektora) naktadéw x
mozliwe jest wytworzenie (wektora) produkcji y. Zbidr Z(f) nazywamy przestrzenig
produkcyjng gospodarki w okresie ¢. Przestrzenie produkcyjne Z(t),t = 0,1, ..., spet-
niajg nastepujgce warunki’:

(Gl) V(xlryl). (xz;yz) € Z(t) VAIIAZ = 0 (/11(751'}’1) + Az(leyz) € Z(t))

(warunek proporcjonalnosci naktadow 1 wynikow oraz addytywnos$ci procesow pro-
dukcyjnych).

G V(x,y)EZW) (x=0=>y=0)
(warunek ,,braku rogu obfitosci”).

(G) V(x,y) €Z(t)Vx' ZxVO0=y Sy ((x,y) € Z(®)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadow i/lub wynikéw).

(G4) Przestrzenie produkcyjne Z(¢) sa zbiorami domknietymi w R3™.

(G5 Z(t) € Z(t+ 1) € -+ € Z i Zjest takim najmniejszym zbiorem domknietym
w R2" zawierajacym wszystkie przestrzenie produkcyjne Z(7), ze jezeli (x, y) € Z oraz
x =0, to y = 0 (tj. zachodzi warunek (G2)).

Przestrzenie produkcyjne Z(f) spelniajagce warunki (G1)—(G4) nazywamy
gale’owskimi. Zbiér Z nazywamy graniczng przestrzenig produkcyjng. Zapis (x, y) € Z

4 Dopuszczalnych w $wietle technologii jaka dysponuje gospodarka w okresie .

5 Przestrzenie produkcyjne Z(f) spehiajace warunki (G1)—(G4) s stozkami domknietymi w R*”
z wierzchotkami w 0. Z ich interpretacja ekonomiczng mozna zapozna¢ si¢ w pracach Panek (2003,
rozdz. 5, 2013a).
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oznacza, ze graniczna technologia (ktérej ucielesnieniem jest graniczna przestrzen
produkcyjna Z) umozliwia wytworzenie wektora produkcji y z wektora naktadow x.
Gospodarke z przestrzeniami produkcyjnymi spelniajgcymi warunki (G1)—(G5) nazy-
wamy niestacjonarng gospodarkag Gale’a z graniczng technologig.

o Twierdzenie 1
Graniczna przestrzen produkcyjna Z (spetniajaca warunek (G5)) jest gale’owska,
tj. spetnia warunki (G1)—(G4).

Dowdd. Pokazemy, ze graniczna przestrzen produkcyjna spetnia warunki (G1), (G3).
Wezmy dowolne dwa procesy (x', y"), (x%, %) € Z oraz dowolne liczby 1!, 1% > 0. Zgodnie
z definicja zbioru Z istniejg ciagi procesow (x1(£), (1)), (x2(6),y%(1)) € Z(¢),
t =0,1,..., zbiezne (odpowiednio) do (x', y"), (x2, y?). Jednocze$nie (X(t),y(t)) =
=2, (x2(0), 71 () + A,(x2(1), y2(©)) € Z(t), czyli lim,(x(2),y(1)) = A, (x", y*) +
+ A,(x?,v?) € Z. Tym samym spelniony jest warunek (G1).

Podobnie, jezeli (x, y) € Z, to istnieje ciag procesow (x(t),y(t)) € Z(t),
t=0,1,..., zbiezny do (x, y). Niech x' 2 x,0=y' =y, %(t) = x(t) + x' — x oraz
y(t) = max{0,y(t) + y' — y} = (max{0,y,(t) + y; — y1}, ..., max{0, ¥, (t) + y — ¥ }).
Wowezas %(t) 2 x(t), 0 = (6) = y(0), (%(t), §(1)) € Z(t) oraz lim(X(t),7(t)) =
= (x',y") € Z (gdyz przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknigtym w R2™)
i speliony jest warunek (G3).

Warunki (G2), (G4) sa spetnione na mocy zatozenia. |

3. ROWNOWAGA VON NEUMANNA W GOSPODARCE GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Ustalmy okres czasu ¢ i wezmy dowolny proces (x, y) € Z(f) \ {0}. Wtedy, w mysl
(G2) x # 0, zatem istnieje nieujemna liczba a(x,y) = max{a| ax = y}, ktorg nazy-
wamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x, y). Analogicznie defi-
niujemy wskaznik technologicznej efektywnosci nietrywialnego (niezerowego) procesu
(x,y) e Z\ {0}.

o Twierdzenie 2
Przy zatozeniach (G1)—(GS5):
(i) funkcja o (+) jest ciagha i dodatnio jednorodna na (odpowiednio) Z(¢) \ {0} oraz
Z\ {0},
(i) istnieja takie procesy (%(t), y(t)) € Z(t), (x,y) € Z oraz takie liczby o, oy, Z€

Qp e = MAX(xy)ezr) A(X,Y) = a(f(t),j_/(t)), t=0,1, ...,
(xy)#0

Ay = maX(x,y)GZ a(xl Y) = a(f' 37)7
(x,y)#0
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(111) aM'o S aM,l S A S aM,
(iv) lim; ay e = ay.

Dowod (i), (ii), (iii) zob. Panek (2003, tw. 5.2) oraz Panek (2013a, tw. 2). W celu
udowodnienia (iv) zauwazmy, ze cigg {aM,t}:O:O jest monotonicznie rosngcy i ograni-

czony, wigc istnieje limy ay , = @ < ay,. Zatézmy, Ze @ < a,,. WoOwczas
Vt (ape < Qppgr o S @ < ayy). (1)

W mysl (GS) 3{(x(0), y(©)}_ vt (x(6), y(1)) € Z(6) A (lim(x(6), ¥(1)) = (%,7)).
Funkcja a(+) jest ciagta, wigc

Ve > 0 3t, (t >t > ay = a(x(t),y(t)) > ay — e) .
Biorac € = ay; — @ > 0 dostajemy:
Ay = a(x(t),y(t)) >a dat=>t,,
co przeczy (1). |

Liczby @y, o) nazywamy optymalnymi wskaznikami technologicznej efek-
tywnosci produkcji (odpowiednio) w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢
oraz w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologig. Podobnie pro-
cesy (x(t),¥(t)), (%, %) nazywamy optymalnymi procesami produkeji (odpowiednio)
w gospodarce w okresie ¢ oraz w gospodarce z graniczng technologia. Procesy te sa
okreslone z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez dowolng liczbe dodatnig).

Dodatkowo zakladamy, Zze graniczna przestrzen produkcyjna spetnia nastgpujacy
warunek, znany w teorii magistral jako tzw. warunek regularnosci:

(G6) A(x, V) € Z(a(x,y) = ay Ay >0).

Gospodarke spelniajacg ten warunek nazywamy granicznie regularng. Proces
(%,y) € Z nazywamy granicznym optymalnym procesem produkcji. Nietrudno zauwa-
zy¢, ze wobec (G3) w granicznie regularnej gospodarce Gale’a

A(x,y) € Z(a(x,y) = ayx =y > 0). 2

Mowiac o granicznym optymalnym procesie produkcji wszedzie dalej mamy

y apx X

Iyl lMemxll x|

na mysli proces (X,y) € Z majacy wlasnos¢ (2). O wektorze § =
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moéwimy, ze charakteryzuje strukture produkcji (oraz nakladéw) w granicznie opty-
malnym procesie (%,¥) € Z (tutaj i dalej: IlxIl = XiZ11x;]). Potprosta

N = {A5] 1 > 0}

nazywamy magistralg produkcyjng lub promieniem von Neumanna w niestacjonarnej
gospodarce zbieznej do technologii graniczne;.

Niech p = (py, p2, .., Pn) = 0 oznacza wektor cen towarow w gospodarce.
Woéwezas (p, x) = Y.i=, p; x; przedstawia wartos¢ naktadow, a (p,y) = X1-, p; y; war-
tos¢ produkcji w procesie (x, y). Liczbg

= oy
ply.p) =0

gdzie (p,x) # 0, nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu (x, y)
przy cenach p. Jezeli gospodarka Gale’a jest granicznie regularna, to

=20V (x,y) € Z(B(x,y,P) < an) 3)

(wszedzie tam gdzie (p,x) # 0) oraz

,B(JE,}_/, ﬁ) = max(x,y)ez .B(ny' ﬁ) = a(f')_’) =ay >0
(x,y)#0

(zob. np. Panek, 2003, tw. 5.3). Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna
w gospodarce Gale’a z graniczng technologig. O trojce {ay, (X,¥), P} mowimy, ze

charakteryzuje niestacjonarng gospodarke Gale’a z graniczng technologia w rowno-

wadze von Neumanna®.

Ponizszy warunek zapewnia jednoznaczno$é magistrali produkcyjnej’:

(G7) V(x,y) € Z\{0}(x € N = B(x,y,P) < an).

Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

® W réwnowadze takiej dochodzi do zréwnania efektywnosci ekonomicznej produkcji z jej efek-

tywnoscig technologiczng na najwyzszym poziomie, jaki przy cenach von Neumanna moze osiggnac
niestacjonarna gospodarka z graniczng technologia.

7 Warunek ten mowi, ze efektywno$¢ ekonomiczna jakiegokolwiek procesu poza magistralg jest
nizsza od optymalnej. Mozna go ostabi¢, co prowadzi do zastgpienia promienia von Neumanna — potprostej
w RT, — wiagzka promieni (magistral). Rosnie wowczas ztozono$¢ modelu.
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o Twierdzenie 3
W granicznie regularnej gospodarce Gale’a speniajacej warunek (G7) magistrala
produkcyjna N jest okreslona jednoznacznie.

Dowéd. Zalozmy, ze istniejg dwie magistrale:
N = {A5]2 > 0}, N’ = {A5'|1 > 0}.
Wowcezas NN N' = @ oraz:
A%y €Z (TEN, = =5AF = ay® >0),

So=FAY = ay® > 0).

I(x,y)ez (x EN/,

B(x, y,p)—,——ﬁ(x y', p)— b7 = ay.

x')

'G I

Poniewaz X' € N', wiec X' € N. Wtedy z(G7) wynika, ze B(x’,y',p) < ay. Otrzymana
sprzecznos¢ zamyka dowad. |

4. DYNAMIKA. TRZY TWIERDZENIA O MAGISTRALI

Ustalmy zbior okresow czasu 7= {0, 1, ..., #;}, t; < +oo. Nazywamy go horyzon-
tem (funkcjonowania) gospodarki. Okres koncowy #; wyznacza dtugo$¢ horyzontu 7.
Wezmy cigg procesow (x(t), y(t)) €Z(t),t=0,1, ..., t. Gospodarka jest zamknigta
w tym sensie, ze naktady w (kolejnym) okresie ¢ +1 moga pochodzi¢ w niej tylko
z produkcji wytworzonej w (poprzednim) okresie ¢:

x(t+1)=y(),t=0,1, ..., -1
W swietle (G3) prowadzi to do warunku:
(y@®),yt+1)€Z®), t=0,1, ..., 4 — L 4)
Niech )° bedzie ustalonym poczatkowym wektorem produkcji:
y(0) =y° > 0. 6))
O ciggu wektoréw produkcji {y(t)}?:o spetniajgcym warunki (4), (5) méwimy, ze

opisuje (tworzy) (3°, ¢;) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospo-
darce Gale’a z graniczng technologia. Przy przyjetych zatozeniach, dla dowolnego
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poczatkowego wektora y° > 0 oraz dowolnej dtugosci horyzontu T istnieja (3°, #;) —
dopuszczalne procesy wzrostu.

Postawmy nastepujace zadanie maksymalizacji wartosci produkcji mierzonej
w cenach von Neumanna, wytworzonej w ostatnim okresie ¢, horyzontu T%:

max (p, y(t1))
p.w. (4), (5) (6)
(wektor 1 ustalony).

Zadanie to ma rozwigzanie, ktore oznaczamy przez {y*(t)}ilzg i nazywamy (y°, t;,P)
— optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng
technologia’.

We wszystkich twierdzeniach o magistrali prezentowanych dalej wazny jest naste-
pujacy warunek mowigcy o mozliwosci dojécia gospodarki do magistrali'”:

(G8) Istnigje taki (y°, & + 1) — dopuszczalny proces wzrostu {y(t)}itl, { < t;, ze
a(ﬁ ®,y(&+ 1)) = ay.

0 Twierdzenie 4 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologia spetnia warunki
(G1)-(G8), to Ve > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow, w ktérych
y* (&)
lly*(@®ll

struktura produkcji s*(t) = w (y°t,;,p) — optymalnym procesie wzrostu

{y*(t)}il=0 spetnia warunek
lIs*(©) =35l = e
nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu 7.
Dowéd, Panek (2013a, tw. 4). ]

»Stabe” twierdzenie o magistrali glosi, ze optymalne procesy wzrostu ,,prawie
zawsze”, za wyjatkiem co najwyzej pewnej — niezaleznej od dhugosci horyzontu 7" —

8 Jest to, innymi stowy, zadanie wyboru z wigzki wszystkich (3°, ¢;) — dopuszczalnych procesow
wzrostu takiego procesu, ktory w koncowym okresie #; prowadzi do maksymalnej wartosci produkcji
(mierzonej w cenach von Neumanna).

% Zob. Panek (2003 rozdz. 5, tw. 5.7), ktére wprawdzie odnosi si¢ do stacjonarnej gospodarki
Gale’a ze stalg technologia, Z(f) = Z, t = 0, 1, ..., ale przytoczony tam dowdd w pehi stosuje si¢ takze
do niestacjonarnej gospodarki ze zmienng technologia.

10 W twierdzeniu 5 warunek ten spetnia proces optymalny.
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skonczonej liczby okresow, przebiegaja dowolnie blisko (w sensie odlegtosci katowej)
magistrali, ktora wyznacza graniczna technologia. Na samej magistrali gospodarka
osigga najwyzsze tempo wzrostu.

Szczegblng sytuacje mamy, gdy proces optymalny w pewnym okresie dociera do
magistrali, o czym mowi kolejne twierdzenie.

0 Twierdzenie 5 (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali)

Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)—(G8)
(v°, t;,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:o w pewnym okresie { < t; pro-
wadzi do magistrali N, tj. spelnia warunek a(y* (£),y"(f + 1)) = ay, to

vte{t+1,..,t; — 1}(y*(t) €N).
Dowéd, Panek (2013a, tw. 5). |

Zgodnie z tym twierdzeniem, jezeli proces optymalny w pewnym okresie osigga
magistrale, to pozostaje na niej wszedzie dalej, za wyjatkiem co najwyzej ostatniego
okresu horyzontu 7.

W nastepnym ,,silnym” twierdzeniu o magistrali (twierdzenie 6) pokazujemy, ze
nawet gdy optymalny proces wzrostu nie dociera do magistrali, jego ,,wytracenie”
poza ¢ — otoczenie magistrali moze mie¢ miejsce tylko na poczatku i/lub pod koniec
horyzontu 7, niezaleznie od jego dtugosci (niezaleznie od ¢,). Przy dowodzie wazng
role gra warunek (G9), ktory sformutujemy za chwile, oraz nastepujacy lemat.

0 Lemat 1
Jezeli zachodzg warunki (G1)—(G8), to

Vs €S,,(1)3a(s) € (0,11 VS € (0,ay) 3" >0
(IIs =5l < & = (s,0(s)ays) € V(1) Aa(s, a(s)ays) = ay —6),
gdzie: S,,(1) = fx > 0] llxll = 1} oraz V(1) = {(x,y) € 2| [lx|| = 1}.
Dowod, Panek (2015, lemat 1). |

Lemat glosi, ze jesli struktura naktadow s = ”x—” w procesie (x, y) € Z jest dosta-
X

tecznie bliska struktury produkcji S na magistrali N, to z nakladéw tych mozna
wytworzy¢ produkcje z (technologiczng) efektywnoscig dowolnie bliska optymalnej
efektywnosci ay,.

W celu sformutowania warunku (G9) ustalmy liczbe ¢ > 0 i utwoérzmy zbior

Z(g) = {(x,y) € Z| H”i—”— §H > s}.
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Przy przyjetych zalozeniach Z(¢) jest zbiorem zwartym, a funkcja B(-, p) nieujemna
i ciagta na Z(¢) oraz

Ve >0 Hb(g) = max(x,y)EZ(s) .B(x;y ’ 79) < ayms

(zob. Panek, 2003, lemat 5.2), czyli biorac &(¢) = ay, — b(¢) mamy:

Ve > 036(e) € (0,ay] V(x,y) € Z(s)(ﬁ(x,y , D) < ay — 5(5)). (7

Funkcja b(-) jest nieujemna i nierosngca na obszarze okreslonosci oraz b(e) — ay,
przy ¢ — 0, zatem a,, > d(¢) — 0 przy ¢ — 0. Podobnie jak w artykule Panek (2013b)
zakladamy, ze:

(GY9) Funkcja b(-) maleje (rownowaznie b(-) = a,, — b(*) ros$nie) na obszarze
okresélonosci'l.

0 Twierdzenie 6 (,,Silne” twierdzenie o magistrali)

Wezmy dowolny (y°,¢t;,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}il:0 (rozwiaza-
nie zadania (6). Jezeli zachodza warunki (G1)—(G9), to Ve > 0 istnieje taka liczba
naturalna &, ze

vt, >t +2kvte{{+ki+k+1, ...t —k}(””z*ggn —§|| < s).
Dowdod!2. Wybierzmy dowolna liczbg ¢ > 0. Odpowiada jej liczba () € (0, ay]
spetniajaca warunek (7). Wezmy liczbe & € (0,5 (¢)) oraz liczbe €' € (0, €) z lematu,
spetniajaca warunek U,/ (5) = {s € R"|||s — 3|| < &'} c R}, (taka liczba istnieje,
gdyz § > 0).

Zgodnie ze ,,stabym” twierdzeniem o magistrali, istnieje taka liczba naturalna k,/,
ze jezeli t; > k.1, to

y () = ’
”ny*(t)n | < ®)
||§:Egu W (8) jest
oczywiscie dodatni. Niech t; > ¢ + 2k,, oraz 7, >t bedzie pierwszym (po i), a 7,

ostatnim okresem horyzontu 7, w ktérym zachodzi warunek (8). Zgodnie z lematem

co najmniej raz w horyzoncie 7 = {0, 1, ..., #;}. Wektor s*(t) =

y*(t1) * — . .
(—”y*(m”,G OlMS) € V(1), lub inaczej
v (t), potays) € Z, )
¥ (1)

gdzic 0" = a(s"(ry), s°(z,) = >0, p=lly* @Il > 0,1, > £.

ly*(zOll
I Efektywno$¢ ekonomiczna procesu produkcji maleje w miare jak struktura naktadéw odbiega w nim

od optymalnej. Warunek ten zachodzi np. gdy przestrzen produkcyjna Z jest stozkiem silnie wypuklym.
12 Dowdd wzorowany na dowodzie twierdzenia 3 w pracy Panek (2015).
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W mysl (G8) istnieje taki (y°, £ + 1) — dopuszczalny proces wzrostu {y(¢)}i£d, £ < ty,
ze Yy €N oraz a(y (), y({E+1)) = ay, czyli ayy(@ =¥+ 1). Poniewaz
(O, yE+ 1)) €Z({E+1) S S Z oraz T, = t+1, wicc
GO, any®)€ezZE+ 1) cZ(t)) € Z(x; +1) .. € Z,
czyli
G ays)ezZ(ry) € Z(t;+1)...€ Z,

gdzie § = II;:]E;;II (gdyz y(f) € N). Stad oraz z (9) wynika, ze proces {y(t)}ilzo postaci:

S0 = y*(t), t=0.1,..,17
y - po‘*a;l_ﬁg’ t = T, + 1’ ""tl

jest 30, t,) — dopuszczalny. Z definicji optymalnego procesu {y*(t)}:lzo otrzymujemy:
By (t)) 2 (B,7(8)) = pa*ay; " (p,5) > 0. (10)

Niech k' bedzie liczba okresow migdzy 7; 1 75, w ktdrych

y@©o 5‘
ly* @l

Pokazemy, ze k' = 0. Z (3), (4), (7) otrzymujemy:

> E.

_ S k' .
By (t)) < (an = 8(N) " Payp ™ (ay — 6©) By (@) (1)
Laczac (10), (11) dochodzimy do nieréwnosci
(s = 6(N)" ™ (aw = 85(0))" Py (1)) = poay M5 > 0.

czyli:

ay — 5\ ay  \ pot(p,3)
< Ay ) = (aM - 5(5')) (P, y*(11)) >0

Zwazywszy ze s*(11) = ”z 23” > 0, nierowno$¢ t¢ mozna zapisac inaczej tak:
i
aM—a(e))" S ( a )fl‘fz " (p3)
> 0. 12
( am ~ \am-68(") (p.s™(t1)) (12)

Zgodnie z lematem a = a(s*(11), 0" ayS) = ay — 6, wigc a s*(11) < 0 ays, czyli
(ay — 8)s*(1y) < o*ays. Wtedy o*ay(p,5) = (ay — 6){p,s*(t1)) > 0 lub inacze;j:
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(p,s*(t1)) —  am
Stad oraz z (12) otrzymujemy:
(atM—S(s))k’ - ( an )tl_TZ a5 _ o (13)

am apy—6(") ay

Poniewaz 0 < §(e') < 8(¢) < ay (gdyz €' < € i funkcja J(+) jest rosngca, zob.
(GY) oraz 0 € (0, d(¢)) 1 t; = 1, z (13) dostajemy:

(aM—a(e))k' - ( ay )fl‘fz aw=0@) o

ap apy—8(e") ay

czyli:

(2@

ay

Jedyng nieujemng liczba catkowitg spetniajaca ten warunek jest k' = 0. W charakterze
liczby k, o ktorej mowa w tezie twierdzenia, mozemy przyja¢ k = k,r. [

5. UWAGI KONCOWE

Udowodnione ,,stabe” oraz ,,silne” twierdzenie o magistrali (twierdzenia 4, 6)
pozostaja prawdziwe takze bez zalozenia (G8), gdy warunek poczatkowy (5) zasta-
pimy silniejszym warunkiem:

y(0)=y°>0 (57

oraz zatozymy, ze graniczny optymalny proces produkcji (X,y) € Z spetnia nie tylko
postulat regularnosci, ale jest takze dopuszczalnym procesem w gospodarce Gale’a
we wszystkich okresach czasur =0, 1, ..., czyli

vt > 0((x, ) € Z(t)).

Latwo pokazaé, ze przy takich zalozeniach warunek (G8) jest spetniony dla £ = 1.
W twierdzeniu 2(iii) zachodzi wtedy oczywiscie silniejszy warunek: Vt > O(aM,t = aM).

Wartoscia dodana twierdzenia 6 jest fakt, ze przy jego dowodzie nie wymaga si¢
stacjonarnosci gospodarki. Natomiast staboscig jest przyjeta, trudna do zweryfikowa-
nia, hipoteza o zbieznos$ci technologii produkcji (przy ¢ — +o0) do pewnej technologii
granicznej. Stwarza to interesujace pole dla dalszych badan.
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»SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU NIESTACJONARNEJ GOSPODARKI GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Streszczenie

W nawigzaniu do pracy Panek (2013a) prezentujemy dowod ,,silnego” twierdzenia o magistrali
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a ze zmienng technologia zbiezng do pewnej technologii granicz-
nej. Przy dowodzie twierdzenia istotng role gra zalozenie, Ze technologiczna efektywnos$¢ produkcji
w gospodarce maleje w miare jak struktura produkcji odbiega w niej od struktury optymalne;.

Artykul wpisuje si¢ w nurt nielicznych prac z ekonomii matematycznej zawierajacych dowody
twierdzen o magistrali w dynamicznych modelach niestacjonarnych gospodarek typu Neumanna-Gale’a.

Slowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologia, ceny von Neumanna,
magistrala produkcyjna
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“STRONG” TURNPIKE EFFECT IN THE NON-STATIONARY GALE ECONOMY
WITH LIMIT TECHNOLOGY

Abstract

This article, in reference to Panek (2013a) presents proof of the “strong” turnpike theorem in
the non-stationary Gale economy with changeable technology convergent to some limit technology.
In the proof of the theorem assumption, that production processes efficiency in the economy is the lower
the more the investment/input structure in such processes differs the optimum, play significant roles.

The paper is part of trend of few works of mathematical economics containing proofs of the
turnpike theorems in the non-stationary dynamic Neumann-Gale economic models.

Keywords: non-stationary Gale-type economy with limit technology, von Neumann prices,
production turnpike
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FORMALNE POROWNANIE MODELI COPULA-AR(1)---GARCH(1,1)
DLA SUBINDEKSOW INDEKSU WIG?

1. WPROWADZENIE

W ostatnich kilkunastu latach jednym z popularnych narzedzi modelowania zalez-
nos$ci na rynkach finansowych staty si¢ kopule. Modele oparte na kopulach warunko-
wych sa konkurencyjne w stosunku do wielowymiarowych modeli zmiennosci z klasy
MGARCH (ang. multivariate GARCH) lub MSV (ang. multivariate stochastic vola-
tility). O ile w modelach MGARCH czy MSV przedmiotem bezposredniego opisu
sa macierze warunkowych kowariancji i liniowych korelacji warunkowych, o tyle
kopule pozwalaja na opis nieliniowych i asymetrycznych zaleznosci. Za pomoca kopuli
mozliwa jest w do$¢ prosty sposob konstrukcja rozktadow innych niz eliptyczne oraz
charakteryzujacych si¢ r6znymi zalezno$ciami w ogonach.

Kopula n-wymiarowa jest to funkcja okreslona na kostce [0, 1] o wartosciach
w przedziale [0, 1], bedaca obcigciem do kostki jednostkowej dystrybuanty n-wymia-
rowego rozktadu prawdopodobienstwa o jednostajnych rozktadach brzegowych na
przedziale na [0, 1] (por. Jaworski, 2012; Durante, Sempi, 2016; Doman, 2011).
W ,,aksjomatycznej” definicji kopuli podaje si¢ warunki jakie powinna speti¢ funk-
cja C: [0, 1]" — [0, 1], aby byta kopula. Warunki te mozna znalez¢ m.in. w pracach
Nelsena (1999), Pattona (2001). W 1959 r. Sklar udowodnit, ze dla kazdej n-wymia-
rowej dystrybuanty H istnieje taka kopula C, ze zachodzi nastgpujgca réwno$c
H(xy, ..., x,) = C(F(xy), ..., F,(x,)), gdzie F, ..., F, sa dystrybuantami brzegowymi.
Ponadto, jesli dystrybuanty brzegowe sg ciagle, to kopula C wyznaczona jest jedno-
znacznie. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Sklara rowniez jest prawdziwe, tzn.
jezeli C jest n-wymiarowa kopula, a F, ..., F, sa jednowymiarowymi dystrybuan-
tami, to funkcja H(xy, ..., x,) = C(F(x;), ..., F,(x,)) jest n-wymiarowa dystrybuanta,
a Fy, ..., F, jej dystrybuantami brzegowymi (zob. Nelsen, 1999; Jaworski, 2012).
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Twierdzenie Sklara zostato rowniez sformutowane i udowodnione dla rozktadow
warunkowych 1 warunkowej kopuli (zob. Patton, 2006b). Istotnym elementem umoz-
liwiajacym rozszerzenie tego twierdzenia na rozklady warunkowe jest przyjecie, iz
zbidr informacji, wzglgdem ktorego odbywa si¢ warunkowanie, jest ten sam zarowno
w przypadku rozktadow brzegowych, jak i samej kopuli (zob. Patton, 2006b). Przyktady
kopuli oraz ich wtasnos$ci zostaty przedstawione m.in. w ksigzkach Joego (1997)
i Nelsena (1999), zas w kontekscie zastosowan w modelowaniu danych finansowych
m.in. w pracach Domana (2011), Pattona (2001, 2006b, 2013), Doman, Domana (2014).

Glownym celem artykutu jest formalne poréwnanie wybranych specyfikacji
modelu Copula-AR-GARCH w opisie zmiennosci i zaleznosci subindeksow indeksu
WIG. Wtasciwe modelowanie zmiennosci i zaleznosci cen na rynkach finansowych
jest szczegblnie wazne m.in. w zarzadzaniu ryzykiem, przy wycenie instrumentow
pochodnych, oraz przy budowie optymalnych portfeli lub strategii zabezpieczajacych.
Nieadekwatny model kopuli moze prowadzi¢ do blednych oszacowan ryzyka, a w kon-
sekwencji do duzych strat.

Ze wzgledu na wlasnosci notowan subindeksoéw sektorowych indeksu WIG,
przedmiotem rozwazan bedg dwuwymiarowe modele Copula-AR(1)---GARCH(1,1),
czyli modele kopuli warunkowej, w ktoérych warunkowe wartosci oczekiwane
i wariancje warunkowe jednowymiarowych rozktadow brzegowych (bedacych roz-
ktadami ¢ Studenta) beda opisywane za pomocg struktur, odpowiednio, autoregre-
syjnej rzedu pierwszego (AR(1)) i GARCH(1,1). Wyznaczone zostang prawdopo-
dobienstwa a posteriori jedenastu modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1), réznigcych
si¢ strukturg zaleznosci zadang przez kopulg, 1 na ich podstawie zbudowany zosta-
nie ranking modeli. Dla poréwnania dokonana zostanie rowniez estymacja modeli
Copula-AR-GARCH metoda najwickszej wiarygodnosci, a nastgpnie zbudowany ran-
king modeli na podstawie kryteriow informacyjnych Akaikego oraz Schwarza.

Temat porownania bayesowskich modeli kopula podjeto wezesniej m.in. w pracach
Silvy, Lopesa (2008), Rossiego, Ehlersa, Andradego (2012), Craiu, Sabeti (2012),
jednak ograniczono si¢ jedynie do zastosowania nieformalnych metod. Wykorzystano
bowiem kryteria informacyjne DIC (ang. deviance information criterion), Akaikego
(ang. Akaike information criterion, AIC) oraz Schwarza (ang. Bayesian informa-
tion criterion, BIC). Przeprowadzone badania pokazaty, ze wszystkie wymienione
wyzej kryteria w jednakowy i do$¢ skuteczny sposob pozwalaja na wybor wiasci-
wego modelu, jesli w zbiorze rozwazanych modeli byt ten ,,prawdziwy”, z ktorego
symulowano dane. W niniejszej pracy przedstawione zostang wyniki bayesowskiego,
formalnego (opartego na prawdopodobienstwach a posteriori modeli) porowna-
nia roznych specyfikacji modeli Copula-AR-GARCH z wykorzystaniem danych
rzeczywistych.

W kolejnej czesci artykulu przedstawiony zostanie model Copula-AR(1)-#-
GARCH(1,1), a nastgpniec omdwiona dwustopniowa metoda najwickszej wiary-
godnosci. W czesci czwartej zdefiniowane zostang bayesowskie modele Copula-
AR(1)---GARCH(1,1). Cz¢$¢ piata i szosta posSwigcone sg bayesowskiej metodzie
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porownywania modeli i metodom szacowania wartos$ci brzegowej gestosci macierzy
obserwacji. Wyniki empiryczne zawarto w czgsci siodmej. Cze$¢ ostatnia zawiera
podsumowanie.

2. KLASYCZNE MODELE COPULA-AR(1)--GARCH(1,1)

Niech {x;, = (x1,, xp,), t = -1, 0, 1, ..., T} oznacza szereg czasowy cen akty-
wow finansowych w chwili ¢. Dla logarytmicznych stop zwrotu {y, = (y1, y2.,)"
t=20,1,2, .., T}, obliczonych wedtug formuty y;, = 100In(x;, / x;.1), t = 1, ..., T,
i =1, 2, przyje¢to nastepujacag strukture Copula-AR(1)---GARCH(1,1):

Yii = :Bi,o + iy T Ziys (D

Ziy =€ hi,n (2)

h,=a, o,z + b, i=1,2,0=1,2..,T, (3)

it=1°

gdzie a;0> 0, 0,1, 20, y;; =2 0, {€.. )i ~ iit(0,1,v;) dla kazdego i € {1, 2}.*
W dalszej czesci pracy bedziemy zakltada¢, ze taczny rozklad wektora (g1, £;,)
zadany jest poprzez kopule o gestosci c(u;, u,). Zatem

P.(&,,8,,) = c(F5,(&,;0,1,v), F,(&,,50,,v,)) f5,(&,:0.1,v)) f5,(£,,:0,1,v,),  (4)

gdzie F(+;0,1,v) oznacza dystrybuante jednowymiarowego rozktadu ¢ Studenta o zero-
wej modalnej, jednostkowej precyzji i v stopniach swobody, za$ fg(+;0,1,v) jest gesto-
scig tego rozktadu. Laczny rozktad wektora (y,,, y»,)’, warunkowy wzgledem zbioru
w1 (informacji do momentu #-1 wiacznie) jest nastepujacy:

py(yl,t’y2,t W, )= ps((yl,t - lul,t)/«/hl,t 5(y2,t - /uz,t)/«/hz,z |l//t—1)/\/h1,th2,t >

a zatem

py(yl,t’yZ,t |V/z—1) = C(FSz ((yl,t - :ul,t)/\/ hl,t ;O,I,Vl),FS,((yz’[ - ,uz,t)/\/ hz,r ;0,1,112 )) X
X fSt ((yl,t - lLll,[)/ hl,t ;O’I’Vl)fSt ((yZ,t - fuz,t)/ hz,z ;O,I,Vz)/\, hl,th2,t s

ostatecznie
P, W) = e(Fg (0, = ) 010 Fy (0, = 11,)/ s, 50,0,v,)) % .
X fo sty U Ry v fo (05 1 51 By 5 vy). ©
* Zapis {¢,,}], ~ iit(0,1,v)) oznacza, ze zmienne losowe {&,,, t = 1, 2,.., T} sa niezalezne i maja

rozktad ¢ Studenta z zerowa modalna, jednostkowa precyzja i v; stopniami swobody (£ (gft) =v,/(v,=2)
dla v; > 2).
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Oznaczmy przez y = [y, V2, ..., V7] macierz obserwacji wymiaru 2 X T, przez
1 = (Mg 1) wektor nieznanych parametrow modelu Copula-AR-GARCH, przy
czym 1 jest wektorem parametroéw struktury AR(1)--~-GARCH(1,1) natomiast 1¢ jest
wektorem parametrow kopuli. Gesto$¢ tacznego rozktadu macierzy obserwacji, przy
ustalonych parametrach, jest iloczynem gestosci rozktadow warunkowych (w notacji
pominig¢to warunki poczatkowe):

r
pP(ying:mc) = I_IIC(FSI((yl,t =t )\ 30.Lv), F (1, _lu2,t)/\/a;0’1’v2)) x
t=
i (6)
X r[lfSt Vst sl hy v ).
=

Zalezno$ci miedzy jednowymiarowymi, warunkowymi rozktadami stoép zwrotu
mozna opisywac za pomocg wielu znanych w literaturze kopuli. W badaniu wyko-
rzystano jedenascie postaci funkcji gestosci c(u;, u,). Rozwazono dwie kopule elip-
tyczne: gaussowska i ¢ Studenta; pige¢ kopuli archimedesowych: Franka, Claytona,
Gumbela, Claytona-Gumbela (BB1) i Joego-Claytona (BB7); symetryzowang kopule
Joego-Claytona; dwie kopule przezycia: obrécone (o 180 stopni) kopule Claytona
1 Gumbela. Ponadto, wzi¢to pod uwage kopule odpowiadajaca niezaleznosci rozktadow
warunkowych. Podstawowe charakterystyki tych kopuli zebrano w tabeli 1.

3. ESTYMACJA MODELU COPULA-AR-GARCH.
METODA NAJWIEKSZEJ] WIARYGODNOSCI

Klasyczng, parametryczng metodg estymacji modelu Copula-AR-GARCH jest
metoda najwickszej wiarygodnosci (MNW). Przy spetnieniu okreslonych warunkow
regularno$ci estymator najwickszej wiarygodnosci jest zgodny, asymptotycznie nor-
malny i asymptotycznie efektywny (zob. Joe, 1997). Korzystajac z powyzszych ozna-
czen estymator najwigkszej wiarygodnosci dla modelu Copula-AR(1)--~-GARCH(1,1)
uzyskuje si¢ poprzez maksymalizacj¢ logarytmu naturalnego funkcji wiarygodnosci,
ktory w tym przypadku ma nastgpujaca postaé (dla jasnosci w zapisie uwzgledniono
parametry rozwazanych funkcji):

In(L(ng.nc;¥)) =
T
= g]ln(c(FSl((yl,t _:ul,l)/ hl,t ;Oalsvl)’FSt((th _ﬂz,z)/\j hZ,[ ;0’1’V2);77C977G)) + (7)

T T
+ Z‘iln(fSt(yl,t;:ul,t’l/hl,zvvl;ﬂGl)) + Z%ln(f&(h,z;ﬂz,nl hy 5 v53162))s
t= =

gdzie g = (161> NG2), Przy czym jedng ze sktadowych wektora 7g; jest liczba stopni
swobody, v;.
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W 1996 r. H. Joe i J. J. Xu zaproponowali dwustopniowg metode estymacji para-
metréw kopuli (zob. Joe, Xu, 1996) oznaczang w skrocie IFM (ang. the method of
Inference Functions for Margins) 1 nazywang metoda funkcji wnioskowania dla roz-
ktadow brzegowych (zob. Doman, 2011). Polega ona na estymacji parametrow roz-
ktadow brzegowych w pierwszym kroku, a nastgpnie, przy danych oszacowaniach
tych parametrow, estymacji parametrow struktury zaleznosci. Estymator otrzymany
metoda [FM, przy spetnieniu okreslonych warunkoéw regularnosci, przedstawionych
w pracy Pattona (2006a), jest zgodny i1 asymptotycznie normalny. Ponadto, estymator
ten, jak przedstawiaja badania prowadzone przez Joego (2005) oraz Pattona (2006a) dla
wybranych modeli, wykazuje si¢ takze asymptotyczna efektywnoscia, jednak najcze-
$ciej nieco nizszg w pordwnaniu z jednostopniowa metoda najwigkszej wiarygodnosci
(zob. Patton, 2012).

W naszym przypadku, z uwagi na postac logarytmu funkcji wiarygodnosci, metoda
IFM sprowadza si¢ do wyznaczenia w pierwszym etapie ocen parametrow warunko-
wych rozkladéw brzegowych, tj.

T
Mg = arg malen(f&(yl,t;lul,t’l/hl,t’vl;nG] )

61 t=1

T
N, = arg max zln(fSt(yZ,t; Jn / Ry s vy3M6,))-
G2 t=1
W drugim etapie, w celu wyznaczenia ocen parametréw kopuli, otrzymane wartosci
estymatorow wykorzystywane sg w maksymalizacji pozostatych skladowych loga-
rytmu funkcji wiarygodnosci:

T
Ijc =argmax Ziln(c(FSz ((yl,t - lul,t)/\/ hl,t ;071’v1 )7FS1‘ ((yz,t - /Jz,z)/\/ hz,t ;071’V2 );77C777G ))
e 1=

Prezentowane w czesci siodmej artykutu wyniki empiryczne uzyskano poprzez
zastosowanie wlasnie metody IFM — obliczenia zostaly wykonane w programie R
z wykorzystaniem dostgpnych pakietow oraz wlasnych autorskich procedur oblicze-
niowych.

W celu poréwnania dopasowania modeli do danych zastosowano kryterium infor-
macyjne zaproponowane przez Akaikego (1973), AIC, oraz kryterium Schwarza (1978),
BIC. Wartos$¢ kryterium Akaikego obliczono ze wzoru AIC(k) = -2In(L(7;,7-3y)) +2k,
gdzie L(7;,7;y) jest warto$ciag funkcji wiarygodnosci w jej maksimum, a k jest liczbg
parametrow modelu. Natomiast kryterium Schwarza przyjmuje nastepujaca postac:
BIC(k) = -2In(L(%;,7.;y)) + In(T)k, gdzie T jest liczba obserwacji. W ramach danego
kryterium za model najlepiej dopasowany do danych uznaje si¢ ten, dla ktorego war-
tos¢ kryterium jest najmniejsza. Wybodr najlepszego modelu na podstawie kryteriow
informacyjnych jest metoda nieformalng (ad hoc) i nie daje pelnych podstaw do wnio-
skowania, ze struktura zalezno$ci jest dobrze opisana przez wskazany model. Innym
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Tabela 1.
Wybrane kopule i ich podstawowe charakterystyki
Kopula Gestos¢ kopuli Parametry kopuli
. - o1 - e’ )efg(u]ﬂq)
Franka ¢y (uy,u,) = [—e? —(I—e™Y1_e ) 0e R\ {0}
c((;[(ulﬂu2) =(1+ 9)(”1”2)_9_1(Cgl(ul,uz))29+l:
Claytona 1 0>0
gdzie Cy'(u,,u,) = (max{ufg +u279 -1,0}) ¢
Gu 6-1 1
B [((lnulr’ Ty’ + 01}
Gumbela uluz((*lnul)g +(*1nu2)0) ¢ 0>1
1
gdzie Cg" (uy,uy) = exp(—[(—lnul)‘q + (_lnuz)g]g)
2_ ;1,2 l,z ;171
Claytona- | c£% (u;,uy) = (a,a,)° " (wyuy) "' x| (1+0)a® b0 +6(5-1)a® b0 |
Gumbela 0>0,02>1
BB1 ) 1
(BBL) gdzie a, =u," ~1L,a, =u, * ~l,a=a," +a,°,b=1+a’
e uyuy) = (i) (A -m)(A -3 ) 7 x
Joego- XA A= AT (e =1+ x(y+ 1) A" (1- A%,
Claytona | gdzie o, =1—u,, i, =1—u,, A=1-CJ(u,u,), 1 k>1,7>0
(BB7) g
C;«,}(”p”z): 1_[1_{[1_(1_'41)’(]77 +[1-(1-u)"]7 _1}7]
S pv/el _ 1 JC 1 JC 1 1
ymetry- | ¢, (uy,u,) = ECI(,}/ (uy,uy) + ECK',;/'( —upl—uy),
zowana dzie K'e 1 . 1 k=21,7>0
Joego- gdzie x'= V= T
Claytona log,(2-27) log,(2-2*)
Obrocona
Claytona g upuy) = e (1—u,l—uy) 0>0
Obrocona
Gumbela e (uyuy) =g (1—u, 1 —u,) 021
Ga 1 ( 1 ' -1
cx (uy,1y) = ———==exp| =~V (R *[z) v,
Normalna J1=p? 2
AUSSOW- ¢ 1 e (-1,1
£1g<a) gdzie y = (CI)"(ul),CD"(uZ)) . R ={ 'Lj, @' jest odwrotnoscia dystrybuanty pe LD
P
jednowymiarowego, standardowego rozktadu normalnego.
2
)
, 1 2 2 v
Cro(Uy,uy) = \/ > 2 il
1-p (F(H-ID ﬁ L, 2) 2
¢ Studenta 2 LTy pe (L), v>2
gdzie 1//:(st' (u;:0,L,v), Fy' (u, ;O,I,V)) , F3'(50,L,v) jest odwrotnoscig dystrybuanty
jednowymiarowego rozktadu ¢ Studenta z zerowa modalna, jednostkowa
precyzja i z liczba stopni swobody v.

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Joe (1997), Jondeau, Rockinger (2006), Patton (2006b), Doman (2011).
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Tau Kendalla

Zaleznosci w ogonach

4 x4k
) zl—g(l—Dl(‘g)), gdzie Dk(x)=§fﬁdt funkcja Debye’a =0, 2" =0
ter o
0 1
=7 =0, =270
b0 0+2
1

19—1—% W =2-20, 3t =0

S D A
s =T 010

1 1
W=2-20 A=2%

= —MB(E;/+1]K¢2
Y
1+ =L +2)-p) k=2
v oy

gdzie B(x,y) jest funkcja beta, za$ w(x) funkcja psi (zob. Abramowitz, Stegun,
1968). Wyprowadzenie wzoru dla 7., znajduje si¢ w ksiazce Domana (2011).

1 il
A =2-25 2F=27

1

1
V=27 pt=2-2¢

1
=20 3"=0

1
=0, At =2-2°

T= 2 arcsin(p)
T

V=0, 1"=0

2 .
7 = —arcsin(p)
Via

Y=

:ZFS,[— vl 1_—"’;0,1,v+1}
1+p

A=Y
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sposobem weryfikacji modelu jest wykorzystanie tzw. testow zgodnosci (zob. Doman,
2011; Genest, Rémillard, Beaudoin, 2009; Kojadinovic, Yan, Holmes, 2011). Fang,
Madsen i Liu w pracy z 2014 r. metodami symulacyjnymi poréwnali wnioski plynace
z zastosowania kryterium informacyjnego AIC oraz wielokrotnych testow zgodnosci
(ang. multiplier goodnes-of-fit) dla wybranych pigciu rodzajéw kopuli. Stwierdzili, Zze
stosowanie kryterium AIC przy zatozeniu, ze struktura zaleznosci opisana jest jedng
z typowanych kopuli, daje lepsze wyniki niz wielokrotne testy zgodnos$ci (zob. Fang,
Madsen, Liu, 2014). W przeciwienstwie do przeprowadzenia testow zgodnosci, obli-
czenie wartosci kryterium AIC praktycznie nie wymagato wigkszego wysitku obli-
czeniowego.

Probabilistycznego i w petni formalnego narzgdzia porownywania mocy wyjasnia-
jacej réznych modeli dostarcza bayesowskie wnioskowanie statystyczne (zob. Jeffreys,
1967; Osiewalski, Steel, 1993; Osiewalski, 2001). Dlatego tez ponizej zostana skon-
struowane bayesowskie modele Copula-AR-GARCH oraz przedstawione zasady for-
malnego porownywania modeli.

4. BAYESOWSKIE MODELE COPULA-AR(1)-t-GARCH(1,1)

W bayesowskim modelu statystycznym wszystkie nieznane wielko$ci (w tym
parametry) traktowane sg jako zmienne losowe. Bayesowski model statystyczny zde-
finiowany jest jednoznacznie przez gestos¢ tacznego rozktadu macierzy obserwacji y
oraz wektora parametréw 7 = (16, nc’) € H=Hgx He C R™:

p(v, M =pO|m p(n) = p(Ine, Nc) p(Ne, Ne), ®)

gdzie p(n) jest gestoscia rozktadu a priori wektora 7, p(v|n) jest tzw. gestoscia prob-
kowa macierzy obserwacji (zob. rownanie (6)).

Rozktad a priori na przestrzeni® Hi x He € R™ dobrano tak, aby parametry warun-
kowych (wzgledem catej przesztosci i parametrow) rozktadow brzegowych y, (czyli
sktadowych wektora 7s) byly niezalezne od parametrow kopuli (czyli #):

(e, nc) = png) p(ne)- &)

W dwuwymiarowych modelach Copula-AR(1)--GARCH(1,1) z warun-
kowymi, brzegowymi rozkladami ¢ Studenta dla wektora 75, o sktadowych

Mo = (ﬂl,()’ﬂl,] s A5 Xy V15 V) ) i N, = (ﬂz,ovﬂz,l s Uy 05Uy 157215V )'» przyjeto nastgpu-
jaca gestos¢ rozktadu a priori:

p(n,) = p(ﬂo)p(ﬁog (e,0) (e, 7,)P(V,), (10)

5 Warto$¢ m, czyli liczba parametrow bedacych przedmiotem wnioskowania, zalezy od specyfikacji
modelu.
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gdzie
P(B) = fva(B|Bop.0i D)y By=(BrosPoo) s Boy =(00), o5 =1,

p(p) = %I(—l, 1y (B, =B, 51
p(ai,O) = fExp(ai,O | //i’a) ’ Z’a = 13

1 1
P(%’,la?’i,l):EIB(ai,l,?’i,l)a B =0, 1]2 N{(x, ) x+y <1},

p(v;) o« lef’lvl(z’m)(vi), A= %, i=1,2.

Symbol fy ,(‘|a, A) oznacza ggstos¢ p-wymiarowego rozktadu normalnego o wektorze
warto$ci oczekiwanych a 1 macierzy kowariancji 4, I5(+) jest funkcja charakterystyczna
zbioru B, natomiast fz,,(-|4) oznacza gestos¢ rozkladu wykladniczego ze $rednig 1/4.
Rozktad a priori parametrow struktury AR-GARCH jest wtasciwy (tzn. jest miarg
unormowang) i odzwierciedla raczej niktg wstepng wiedze (przed wgladem w dane)
o wartosciach tych parametrow. Rozktady a priori parametréw kopuli zestawiono
w tabeli 2. Zostaly one dobrane na podstawie symulacji, tak by we wszystkich mode-
lach rozktad a priori wspotczynnika tau Kendalla byt do$¢ rozproszony.

Tabela 2.
Rozktady a priori parametrow kopuli

Kopula Parametry kopuli Rozktad a priori
Franka 0e R\ {0} 6 ~ N(0,100)
Claytona 0>0 0 ~ Exp(1)
Gumbela 021 0~ 1+ Exp(l)
Claytona-Gumbela (BBI1) g ; (1) s ?Nl fxgii}(’ 1
Joego-Claytona (BB7) ’; i (1) x Ny i;}iﬁjgl)’
Obrocona Claytona 6>0 6 ~ Exp(1)
Obrocona Gumbela 021 0~ 1+ Exp(l)
Symetryzowana =1 K~ 1+ Exp(l),
Joego-Claytona y>0 y ~ Exp(1)
Normalna pe (=11 p~ U-11)
¢ Studenta P Ev (>_12’1)’ . Np E;pzjl(/_ll)’)l 1)( ’z’m)

N(a, A) oznacza rozktad normalny o $rednie a i wariancji rownej A, Exp(1) oznacza rozktad wyktadniczy o $redniej
1/2, 1 + Exp(4) — rozktad wyktadniczy przesuniety o 1, czyli funkcja gestosci jest nastepujaca p(6) = ie’i(gu)](l’m)(@),
U(a, b) — rozktad jednostajny na przedziale (a, b), Exp(A)ly — rozktad wyktadniczy ucicty do zbioru B.

Zrodto: opracowanie wilasne.
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5. BAYESOWSKIE POROWNANIE MODELI

W ujeciu bayesowskim podstawowym kryterium poréwnawczym modeli sg ich
prawdopodobienstwa a posteriori, obliczone ze wzoru Bayesa (zob. Osiewalski, Steel,
1993; Zellner, 1971). Model najbardziej prawdopodobny a posteriori moze by¢ trak-
towany jako ,,najlepiej dopasowany” do danych empirycznych. Zat6zmy, ze mamy
zbior [ modeli bayesowskich, {M,, M,, ..., M;}, parami wykluczajacych sig:

M;: piy, n) = pyln) pimy), i =1, ..., L, (11)

gdzie n; € H; oznacza wektor parametréw modelu M,, p;(n;) jest gestoscia rozktadu

a priori parametréw modelu M,, za$ p,(y|#;) jest probkowa gestoscia macierzy obserwa-

cji w tym modelu. Niech ponadto p(M,), p(M,), ..., p(M;) beda prawdopodobienistwami
1

a priori tych modeli oraz Y p(M ;) =1. Wéwczas, ze wzoru na prawdopodobiefistwo

j=1
catkowite, prawdopodobienstwo a posteriori modelu M; wynosi:

pM)p(y|M,) ,i=1,2, ..., 1,

(M |y)=- (12)
;p(Mj)p(ylM,-)
gdzie p(y| M;) jest brzegowa gestoscig macierzy obserwacji w modelu M;:
p(yIM,l)=p,~(y)=g‘p,~(yIﬂ;)p;(ni)dﬂ,v- (13)
Jesli chodzi o wybor prawdopodobienstw a priori p(M;), i = 1, ..., [, w literaturze

proponuje si¢ przyjac iz sa one jednakowe lub dobrac je tak, aby modele prostsze
(o mniejszej liczbie parametréw) byly bardziej prawdopodobne, zgodnie z tzw. zasadg
brzytwy Ockhama (zob. Jeffreys, 1961; Osiewalski, Steel, 1993). Poniewaz réznica
w liczbie parametrow rozwazanych modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) wynosi co
najwyzej dwa, wiec w czgsci empirycznej przyjeto jednakowe prawdopodobienstwa
a priori modeli.

6. METODY SZACOWANIA WARTOSCI BRZEGOWEJ GESTOSCI MACIERZY OBSERWACII

Obliczenie prawdopodobienstw a posteriori modeli wymaga oszacowania wartos$ci
brzegowych gestosci macierzy obserwacji, p;(y), czyli statych normujacych odpowied-
nich rozktadow a posteriori. Zazwyczaj nie mozna tego zrobi¢ analitycznie, gdyz
zwigzane jest to z obliczeniem bardzo skomplikowanych calek. Dlatego tez w lite-
raturze proponuje si¢ rézne metody Monte Carlo, a w szczeg6lnosci te oparte na
tancuchach Markowa (ang. Markov — chain Monte Carlo, MCMC). Najczesciej jest
to losowanie Gibbsa lub algorytm Metropolisa 1 Hastingsa (zob. Newton, Raftery,
1994; Kass, Raftery, 1995; Chib, 1995; Chib, Jeliazkov, 2001; Raftery, 1996; Lenk,
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2009; Pajor, Osiewalski, 2013). W niniejszej pracy wykorzystano algorytm Metropolisa
i Hastingsa. Wstepne stany tancucha generowano z rozkladu ¢ Studenta z trzema stop-
niami swobody, scentrowanego wokot ostatniego stanu tancuch Markowa, 1 macierza
kowariancji ustalong na podstawie wstepnych przebiegdw algorytmu (por. Osiewalski,
Pipien, 2004). Uzyskane w ten sposob wektory pseudolosowe (z rozktadu a posteriori
jako rozktadu stacjonarnego) wykorzystano do obliczenia ocen wartosci brzegowe;j
gesto$ci macierzy obserwacji. Ponizej przedstawiono trzy metody szacowania p/(y).

6.1. SKORYGOWANA SREDNIA HARMONICZNA

Dla dowolnego zbioru 4; ¢ H,, takiego ze 0 < P(A) < o0 oraz 0 < P(A4;}y) < oo,
zachodzi nastepujaca réwno$é (zob. Lenk, 2009; Pajor, Osiewalski, 2013)°:

j A (?71)
Hipi (y | 771)
z ktorej wynika, ze estymatorem wartosci brzegowej gesto$ci macierzy obserwacji

jest tzw. skorygowana $rednia harmoniczna (ang. Corrected Harmonic Mean, por.
Newton, Raftery, 1994):

P,-(y)=P,-(A,-)[ P 1Y) 77,] , (14)

RUDRE
crvE b(4 — 15
Prcmae(0) = B(4 )[K/;p(m ))J (15)

gdzie {7}, jest proba pseudolosows z rozktadu a posteriori w i-tym modelu, zas
P(A4,) jest oszacowaniem prawdopodobienstwa a priori zbioru A;.

Lenk (2009) zaproponowat kilka metod estymacji P{A4;) — w niniejszym arty-
kule wykorzystano metod¢ Monte Carlo z funkcjg waznosci (MCIS). Jako funkcje
waznosci przyjeto gesto§¢ wielowymiarowego rozktadu normalnego, scentrowanego
wokot wektora wartosci oczekiwanych a posteriori, z macierzg kowariancji rowna
w przyblizeniu macierzy kowariancji rozktadu a posteriori (obliczong numerycznie na
podstawie symulacji MCMC). Zbidr 4; rowniez zostal ustalony na podstawie proby
pseudolosowej z rozkladu a posteriori:

Ay = x[min {7, }, max {10 6, 2 pi (v 1) = L),

gdzie L, = min{p,(y |7/"), k =1,..., K}, n*) oznacza j-ta skladowg wektora 7 Jest to
wigc przekroj (iloczyn mnogosciowy) kostki wyznaczonej przez skrajne stany tancucha
Markowa 1 zbioru punktow spetiajacych warunek, ze warto$¢ funkcji wiarygodnosci
jest niemniejsza od najmniejszej z uzyskanych w ramach symulacji MCMC.

6 P(A) — oznacza prawdopodobienstwo a priori zbioru A; (P; nie musi by¢ miarg unormowana,
wystarczy, ze jest miarg o-skonczona, zob. Pajor, Osiewalski, 2013), P{(4;ly) — oznacza prawdopodobien-
stwo a posteriori zbioru A;.
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6.2. ESTYMATOR CHIBA I JELIAZKOVA

Estymator p,(v) zaproponowany w artykule Chiba (1995) oraz Chiba, Jeliazkova
(2001) oparty jest na nastepujacej rownosci:

lnpf(y) = lnpi(y|77i*)+1npi(77:)_lnpi(77i* Iy), (16)

ktora zachodzi dla kazdego n €H, takiego ze pi(n: |y)#0.

Aby wyznaczy¢ In pi(y), wystarczy wigc obliczy¢ wartosci sktadowych prawej
strony powyzszej réwnosci w dowolnie wybranym punkcie 77; € H,;. Jesli znamy stale
normujace rozktadu a priori oraz rozktadu probkowego, to wartosci p,(v |7, ) i p(7")
mozna tatwo wyznaczy¢. Poniewaz stata normujaca rozktadu a posteriori nie jest
znana, wigc nie mozna w prosty sposob obliczyé p(n° | ¥). Chib (1995) zapropono-
wal metode estymacji p(1° | ) w ramach probnika Gibbsa. Metoda ta zostata uogél-
niona przez Chiba, Jeliazkova (2001) na sytuacje, w ktorych stosowany jest algorytmu
Metropolisa 1 Hastingsa (MH).

Algorytm MH jest procedurag umozliwiajaca symulacje tancucha Markowa z nie-
standardowego rozktadu prawdopodobienstwa, w szczegolnosci rozktadu a posteriori,
poprzez losowania ze znanego rozkladu prawdopodobienstwa (zob. Tierney, 1994;
Pajor, 2003). Niech k, : R™ xR™ — R bedzie funkcjg catkowalng wzgledem miary
Lebesgue’a, ponadto
;> 7)) (n,17) 1 # 77,
0 =1
gdzie g(7;,) jest gestoscig (wzglgdem miary Lebesgue’a) pomocniczego, arbitralnie
dobranego jadra Markowa (ang. candidate-generating density) wedhug ktorego gene-

rowane sg tzw. wartos$ci kandydackie (ang. candidate value) dla nastgpnej realizacji
fancucha w i-tym modelu; natomiast «;(7,,7;) jest funkcja akceptacji przy przej-

2.7 1 v)q,(77,,m,)
i i i i i dl i ) ) 7 0
(1, J/)%(U,-»ﬁ,-)} a p.(n 1), (n;,m7) #

1 a,(n,7)=1 dla p.(n, |y)q,(n,,7)=0. Z tego, ze funkcja k,(7,,7,) spetnia warunek
odwracalno$ci dla miary zadanej przez gesto$¢ rozkladu a posteriori wynika naste-
pujaca rownos¢ (zob. Chib, Jeliazkov, 2001):

b

k[(ﬂmﬁ,-) :{

$ciu ze stanu 7; do 77, &, (7,,77;) = min{l,

[ ACARRAGR ARG AYLA

P 1y)=" , (17)
_[ qi(ﬁpm)ai(ﬁnﬂi)dﬂi

ktérg mozna zapisac:
E,  (q.(n,,7)e,(1,,77,))
E gy im (@ (TT571,))

P | y) = ; (18)
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gdzie E, |, (-) oznacza warto$¢ oczekiwang wzglgdem rozkladu a posteriori wektora n;,
natomiast £, , () jest wartoScia oczekiwang wzglgdem rozktadu zadanego przez
gestos¢ rozktadu pomocniczego. Zgodnym estymatorem wartos$ci funkcji gestosci

pi(; | y) moze wige byc¢:

* G Zla 0 n)q,(n )
P |y)y=—= , (19)
Jo 206('71, )

gdzie {n'}¢ =1 Jest probg pseudolosows z rozktadu a posterzorz za$ {n'y 1 Jest proba
pseudolosowg z rozkladu zadanego przez gestos¢ ¢,(77; ,7,). Zgodnie z przedstawio-
nym rozumowaniem 77 moze by¢ dowolnym punktem w przestrzeni parametrow,
W ktorym p,(17; | y) #0, ale w praktyce metoda Chiba i Jeliazkova daje dobre wyniki,
gdy 77, znajduje si¢ w obszarze wysokich warto$ci funkcji gestosci rozktadu a poste-
riori (np. jest to modalna tego rozktadu). Chib, Jeliazkov (2001) przedstawili rowniez
sposob szacowania p, (7, | ¥) w sytuacji gdy algorytm MH stosowany jest z podziatem
wektora 77, na bloki, nie bedzie on jednak stosowany w niniejszym artykule.

6.3. ESTYMATOR LAPLACE’A I METROPOLISA

Estymator Laplace’a 1 Metropolisa oparty jest na metodzie Laplace’a przyblizania
catek (zob. de Bruijn, 1970; Raftery, 1996) oraz symulacjach z rozktadu a posteriori.
Wykorzystujac rozwinigcie funkcji rzeczywistej f{u) w szereg Taylora wokot punktu u”*
(wektora wymiaru m X 1, w ktorym funkcja f ma maksimum) otrzymujemy:

1/2

[’ du~e' " (27)""? det[—{ o (u*)} J ;

ouou'

2
gdzie 66 af (u*) oznacza macierz drugich pochodnych czastkowych funkcji f(macierz
u'

Hessego) w punkcie u". Zastosowanie tego przyblizenia do catki [p.(yIn)p,(n,)dn,

H; , .
oraz wykorzystanie symulacji MCMC prowadzi do nast¢pujacego estymatora warto$ci
brzegowej gestosci macierzy obserwacji:

Diu (V) = Q2m)" " det()" p,(» | 7)) p,(7), (20)

gdzie 77; jest tutaj modalng a posteriori funkcji In[ p, (v | 17,) p,(1,)], wyznaczang nume-
rycznie, na podstawie symulacji z rozktadu a posteriori, macierz ¥ jest rowna odwrot-
no$ci macierzy Hessego, ze znakiem minus, wyrazenia In[p,(y |7,)p;(n,)] w punkcie
1, =1, 1 jest przyblizang numerycznie macierzg kowariancji rozktadu a posteriori
(por. Raftery, 1996), za§ m; jest wymiarem wektora 7;.
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7. WYNIKI EMPIRYCZNE

Przedmiotem modelowania jest zmienno$¢ i struktura zaleznosci dziennych, pro-
centowych logarytmicznych stop zwrotu, wyliczonych na podstawie kursu zamknig-
cia subindeksow indeksu WIG, notowanych na Gieldzie Papierow Warto$ciowych
w Warszawie: WIG-Banki, WIG-Informatyka, WIG-Spozywczy i WIG-Budownictwo.
Warto wspomnie¢, ze wyniki badania zalezno$ci migdzy wybranymi subindeksami
sektorowymi indeksu WIG, z wykorzystaniem dos¢ szerokiej klasy niebayesowskich
modeli kopuli, mozna znalez¢ w ksigzce Domana (2011). Jak zauwazono, tego typu
dane charakteryzujg si¢ dos¢ stabilng sita powigzan, a wigc stosowanie kopuli sta-
tycznych wydaje si¢ dopuszczalne.

Analizowane w niniejszej pracy szeregi zawieraly po 2539 obserwacji pochodza-
cych z okresu od 1 sierpnia 2005 r. do 21 wrzesnia 2015 r. Dwie obserwacje z kaz-
dego szeregu zostaly wykorzystane jako warunki poczatkowe, stad liczba obserwacji
modelowanych wyniosta 7' = 2537 dla kazdego szeregu czasowego. Charakterystyki
probkowe badanych szeregow czasowych zestawiono w tabeli 3. Kurtoza (w grani-
cach 5,90-7,86) wskazuje na leptokurtyczno$¢ rozktadéw empirycznych, zas zardowno
warto$ci wspotczynnika korelacji liniowej, jak i tau Kendalla wskazuja na dodatnie
zaleznosci. Ujemna warto$¢ wspolczynnika sko$nosci sugeruje lewostronng asymetrig
rozktadow, czyli przesunigcie masy prawdopodobienstwa ku lewemu ogonowi. Na
warto$¢ tego wspotczynnika majg jednak wptyw obserwacje znajdujace si¢ daleko
w lewym ogonie.”

Tabela 3.
Charakterystyki probkowe logarytmicznych stop zwrotu subindeksow indeksu WIG

Srednia odchylenie sko$nosc kurtoza ».va.rtos'é wartos¢

standardowe minimalna maksymalna
WIG-Banki 0,0211 1,8112 -0,2266 7,6368 -14,4355 8,8799
WIG-Budownictwo | 0,0090 1,4830 -0,3700 6,4300 -8,3796 8,2028
WIG-Informatyka | 0,0130 1,3492 -0,4285 5,8967 -8,8167 6,2388
WIG-Spozywczy 0,0142 1,5023 -0,4640 7,8587 -11,8438 9,4295

korelacja liniowe (p

od przekqtng) / tau Kendalla (nad przekatng)

WIG- WIG- WIG- WIG-

Banki | Budownictwo | Informatyka | Spozywczy
WIG-Banki 1 0,3890 0,3838 0,2898
WIG-Budownictwo | 0,5938 1 0,3384 0,2854
WIG-Informatyka | 0,6010 0,5480 1 0,2605
WIG-Spozywczy 0,4608 0,4629 0,4346 1

Zroédto: opracowanie wiasne.

7 Oszacowanie prawdopodobienstw a posteriori modeli Copula-AR(1)-GARCH(1,1) ze skosnym

rozktadem ¢ Studenta bedzie przedmiotem odrgbnego opracowania.
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Tabele 4-9 zawieraja oszacowania wartosci brzegowych gesto$ci macierzy obser-
wacji za pomocg trzech metod numerycznych®: Laplace’a i Metroposlisa (LM), Chiba
i Jeliazkova (ChibJ) oraz skorygowanej $redniej harmonicznej (CHM). Zamieszczono
rowniez rankingi modeli uzyskane na podstawie prawdopodobienstw a posteriori
modeli (przy jednakowych rozktadach a priori tych modeli) oraz kryteriow informa-
cyjnych: Akaikego (AIC) i Schwarza (BIC). W wickszos$ci przypadkéw rankingi uzy-
skany na podstawie kryteridow informacyjnych pokryly si¢ z rankingami uzyskanymi
formalnymi metodami bayesowskimi (z wykorzystaniem metod LM, ChibJ i CHM).
Najnizsza warto$¢ wspolczynnika korelacji rang wynosi 0,95 i jest zwigzana z ran-
kingami uzyskanymi z wykorzystaniem metody Chiba i Jeliazkova. Oceny wartosci
brzegowej gesto$ci macierzy obserwacji uzyskane za pomocg tej metody obarczone
s3 do$¢ duzym btedem, o czym $§wiadcza duze wartosci standardowych btedow
numerycznych® (NSE). W niektorych przypadkach na rozbiezno$é rankingéw modeli
mogly wplywac¢ btedy aproksymacji wartosci brzegowej gesto$ci macierzy obserwacji.

Tabela 4.
Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Banki — WIG-Budownictwo
WIG-Banki — WIG-Budownictwo
Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking
LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC
-8593,4 | -8602,1
Frank - 4 ) ; -854 1712 171
ranka 8593, (0.993) | (0.485) 7 7 7 8548,8 | 17123,7|17199,6 | 7 7
-8626,5 | -8618,1
Claytona -8616,8 (0.976) | (0.665) 9 9 9 | -8578,1 | 17182,217258,1| 9 9
Obrocona -8708,7 | -8695,1
Claytona -8699,4 (0.983) | (0.306) 10 10 10 | -8664,5 | 17355,0 | 17430,9| 10 | 10
-8625,5 | -8617,9
1 -861 ? ’ - 17180,1 | 172
Gumbela 8615,8 0.971) | (0.63) 8 8 8 8577,0 | 17180,1 | 17256,0 | 8 8
Obrécona -8572,5 | -8560,4
Gumbela -8563,9 (0.987) | (0.624) 6 6 6 | -8522,7 | 17071,5|17147.4| 6 6
Claytona- -8561,8 | -8551,3
Gumbela BB1 -8551,0 (0.989) | (0,349) 2 1 2 | -8509,5 | 17046,9 | 17128,7 | 2 2
Joego-Claytona -8571,2 | -8560,0
BB7 -8559,8 (0.967) | (0,749) 5 5 5 | -8520,3 | 17068,6 | 17150,3 | 5 5

8 Prezentowane wyniki uzyskano na podstawie 110000 iteracji algorytmu MH, w tym 10000 cykli

spalonych oraz 100000 dodatkowych losowan wykonanych w ramach metody Chiba i Jeliazkova oraz
w ramach MCIS dla korekty Lenka (P;(4,)).

° Obliczajac standardowy blad numeryczny (ang. numerical standard error, NSE, zob. Chib,
Jeliazkov, 2001) uwzgledniono 40 opdznien.
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Tabela 4. (cd.)

WIG-Banki — WIG-Budownictwo

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking

LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

Symetryzowana -8567,7 | -8553.6

Joego-Claytona -8556,8 0.993) | (0,537) 4 4 4 | -8517,6 | 17063,2 171449 | 4 4

-8566,7 | -8552,1
N 1 - 2 ? ’ -8517,1 |1 17136,2
ormalna 8556, 0.971) | (0.334) 3 3 3 8517, 7060,3 | 17136, 3 3

-8562,0 | -8544,2

t Studenta -8548,3 (0,988) | (0,384)

1 2 1 | -8504,9 (17037,8|17119,5| 1 1

. L -9028,0 | -9020,4
Niezaleznos¢ -9020,0 0.999) | (0.817) 11 11 11 | -8973,8 | 17971,6 | 18041,7 | 11 | 11

Inp;(v) — logarytm naturalny wartosci brzegowej gestosci macierzy obserwacji, LM — metoda Laplace’a i Metropolisa,
ChibJ — metoda Chiba i Jeliazkova, CHM — skorygowana s$rednia harmoniczna, NSE — standardowy btad numeryczny
(W nawiasie), max InL — maksimum logarytmu funkcji wiarygodnosci, AIC — kryterium informacyjne Akaikego,
BIC — kryterium informacyjne Schwarza.

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 5.
Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Banki — WIG-Spozywczy

WIG-Banki — WIG-Spozywczy

Kopula Inp,(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking

LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

-8850,2 | -8852,1
Franka -8850,3 0.318) | (0248 8 8 8 | -8804,2 | 17634,3[17710,2| 8 | v8

-8851,4 | -8838,4
1 - 4 ’ . - 1761 17694
Claytona 8839, (0.994) | (0,655) 7 7 7 8796,3 | 17618,6 | 17694,5| 7 7

Obrocona -8945,5 | -8933.5

Claytona -8935,0 0.957) | (0,187) 10 10 10 | -8894,5 [ 17815,0]17890,9 | 10 | 10

88944 | -8880,0

Gumbela -8883,1 (0.987) | (0269 9 9 9 | -8841,4 (17708,7|17784,6| 9 9
Obroécona -8830,8 | -8815,0
Gumbela -8817,8 (0.988) | (0.334) 1 1 1 | -8774,4 | 17574,9 | 17650,8 | 1 1
Claytona- -8836,2 | -8817,1

-8822,2 - 17581,8 | 1
Gumbela BBI 8822, (0.994) | (0,656) 2 2 2 8776,9 | 17581,8 | 17663,5| 2 2

Joego-Claytona 88269 -8840,5 | -8823,7

BB7 (0.989) | (0,549) 5 5 4 | -8781,9 |17591,8|17673,6| 5 5

Symetryzowana -8837,3 | -8820,8

Joego-Claytona -8823,5 0.984) | (0.504) 3 3 3 | -8778,4 [ 17584,8|17666,6 | 3 3
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WIG-Banki — WIG-Spozywczy

Kopula Inp,(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking
LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC
-8846,5 | -8831,7
N 1 -8834 ’ . - 1 1
ormalna 8834,8 (0.984) | (0.465) 6 6 6 8790,9 | 17607,9 | 17683,8| 6 6
-8837,8 | -8825,2
¢t Studenta -8824,5 (0.994) | (0.952) 4 4 5 | -8779,2 | 17586,4 [ 17668,1 | 4 | 4
. L -9097,7 | -9087.,6
Niezalezno$¢ | -9085,3 (0.984) | (0.844) 11 11 11 | -9042,7 | 18109.4 [ 18179,5| 11 | 11
Zrédio: opracowanie wlhasne.
Tabela 6.

Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Informatyka — WIG-Spozywczy

WIG-Informatyka — WIG-Spozywczy

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking
LM | ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL| AIC | BIC |AIC|BIC

Franka -8332,6 (?93722? (33;25 8| 8 | 8 |-82861 |165982|16674,1| 8 | 8
Claytona -8303,3 (3391;‘)‘ (80350:6()) 6| 6| 6 |-82600|165461[166220| 6| 6
8}’;;2‘;? -8399,6 (349155 (?)33955? 10| 10 | 10 | -8356,7 |16739.4|168153| 10| 10
Gumbela -8351,3 (f)396§9§ fgzz)z 9 9 9 | -8307,8 |16641,5|16717.4| 9| 9
gz::;:l':' -8289,4 '(z?;)::; -(?)?;973 1] 1 1 | 82458 |16517,5(16593,4| 1| 1
g:lfltl‘)’;z'BB | | 82914 ;390:9? (?)279(?; 2| 2| 2 | -82448 [16517,5(165993| 2| 2
g’};’%"'a"y“’na -8292,7 '(2?9096:)‘ (?3927()) 4 4| 3 |-82469 |16521,7]166035| 4| 4
?g:;“g;;:jﬁ: 82915 (?)3;)955 '(3?59:5 30 3| 4 |-82457 165194166011 3| 3
Normalna 83118 5392;9? (335120; 70 7| 7 |-82669 |16559,7]166356| 7| 7
¢ Studenta -8296,1 (339159; (izf;? 510 5| 5 |-82505165290|16610,7| 5| 5
Niezaleznosé | -8518,3 (3592995 (?)572106; 1| 11| 11| -84762 | 169764 | 170464 | 11 | 11

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Tabela 7.
Ranking modeli Copula-AR(1)--GARCH(1,1) dla pary WIG-Informatyka — WIG-Budownictwo
WIG-Informatyka — WIG-Budownictwo
Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking
LM ChibJ | CHM [LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC [AIC|BIC
-8145,7 | -8147,8
Franka -8145,7 (0.352) | (0.655) 8 8 8 | -8103,6 [16233,1]16309,0( 8 8
-8136,7 | -8129,6
Claytona -8128,5 (0.985) | (0.479) 7 7 7 | -8090,1 [16206,3]|16282,2| 7 7
Obrocona -8230,3 | -8221,4
Claytona -8220,6 0.98) | (0232) 10 | 10 10 | -8181,1 [16388,116464,0| 10 | 10
-8158,7 | -8150,2
Gumbela -8149,7 (0.988) | (0.318) 9 9 9 | -8109,2 [16244,4116320,3| 9 9
Obrocona -8094,6 | -8093.4
Gumbela -8091,5 (0.328) | (0.528) 5 2 4 | -8053,6 | 16133,216209,1| 5 5
Claytona- -8092,9 | -8084,7
Gumbela BBI 8083,7 0.999) | (0.535) 1 1 1 8043,0 | 16114,1 [ 16195,8| 1 1
Joego-Claytona -8096,4 | -8087.,9
BB7 -8085,4 (0.984) | (0.532) 3 4 3 | -8046,3 [16120,6 162023 | 3 3
Symetryzowana -8094,9 | -8086,5
-8084 2 2 | -8044,2 | 1611 16198,1 2 2
Joego-Claytona 8084,3 (0,989) | (0,688) 3 8044, 6116,3 | 16198,
-8106,6 | -8106,2
N 1 -8104,2 ; ’ - 161 162
ormalna 8104, ©0.275) | (0333) 6 6 6 8066,0 [ 16158,0116233,9| 6 6
-8102,2 [ -8093,8
- ’ ’ 4 -804 16124,0 [ 162 4 4
¢t Studenta 8088,7 0.98) | (0.86) 5 5 8048,0 [ 16124,0 | 16205,8
-8461,1 [ -8453,3
Niezalezno$¢ -8452 ’ 1 11 11 | -84 1 1 11 ] 11
iezalezno$¢ 8452.0 0.984) | (0.42) 8407,3 [ 16838,6 | 16908,6
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 8.
Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Informatyka — WIG-Banki
WIG-Informatyka — WIG-Banki
Kopula Inp,(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking
LM Chib] | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC
-8448,4 | -8461,6
Frank -8448,4 ’ ’ -8404 1 1116911
ranka 8448, (0.954) | (0.463) 7 7 7 8404,6 | 16835,1 | 16911,0| 7 7
-8473,5 | -8463,5
Claytona -8463,1 0.937) | (0.216) 9 9 9 | -8425,6 [16877,2|16953,1| 9 9
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Obrocona -8551,6 | -8539,0
Claytona -8540,6 (0.979) | (0.414) 10 10 10 | -8507,3 | 17040,6 | 17116,5| 10 | 10

-8468,4 | -8453,0

Gumbela 84560 |\ oen loatey | B | 8| 8 | 84202 | 168664 | 169424 | 8 | 8
82:25:& : 84123 (%492;‘1()) (?)44?291; 6| 6| 6 |-83739|16773.9|168498| 6| 6
f;ﬁ',f,tﬁ;j{m -8395.4 ;339657‘)‘ :f?g;; 1 2 2 | -8354,6 [16737,2(16819,0 | 2 | 2
g?o'aaytona -8400,3 '(i‘;l;(;? '(80?69686; 4| 3| 4 |-83632 167544168361 4| 5
Symetryzowana | g 4 | -841341-8398,3 1 g gs60s [16753.0 | 168347 3| 4

Joego-Claytona (0,963) | (0,385)

-8414,0 | -8402.4
N 1 -8403,2 ’ i -8364 1 116831
ormalna 8403, (0.989) | (0.626) 5 5 5 8364,5 | 16755, 6831,0| 5 3

-8395,3 | -8395,0

t Studenta -8396,4 0.623) | (0,460)

2 1 1 | -8353,5 [16734,9 | 16816,7 | 1 1

88721 | -8856,6

Niezalezno$¢ | -8858,6 (0,883) | (0,641)

11 11 11 | -8815,0 [17653,9|17724,0| 11 | 11

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 9.
Ranking modeli Copula-AR(1)-~-GARCH(1,1) dla pary WIG-Spozywczy — WIG-Budownictwo

WIG-Spozywczy — WIG-Budownictwo

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking

LM ChibJ | CHM |LM |Chib]J|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

-8463,1 | -8464,5
Frank -8463,1 ’ . -8416,1 |1 21 16934,1
ranka 8463, (0.108) | (0.745) 8 8 8 8416, 6858,2 | 16934, 8 8

-8438,1 | -8430,9

Claytona -8430,3 (0.999) | (0.679) 6 5 6 | -8384,8 | 16795,7|16871,6| 6 6
Obrocona -8552,5 | -8544.9
Claytona -8542.6 0.98) | (0.919) 10 | 10 10 | -8499,4 |17024,8|17100,7 | 10 | 10

-8501,4 | -8493,2
Gumbela -8491,5 0.979) | (0.555) 9 9 9 | -8447,9 |1 16921,9 169978 9 | 9

Obrocona -8409,4 | -8408,3

8407.2 ’ , -8362,9 | 16751,7 | 1682
Gunbeln 8407.2 | loay | oazny | 1| 1| 1| 83629 167517 16827.6) 1| 1
Claytona- ga1gg | SA204|BAOS T | g3717 | 167715 | 168532 3| 3

Gumbela BB1

(0,178) | (0,277)
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Tabela 9. (cd.)

WIG-Spozywczy — WIG-Budownictwo

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking

LM ChibJ | CHM |LM |Chib]J|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

Joego-Claytona -8433,1 | -8422.,0

BB7 -8421,0 (0.967) | (0.352) 4 4 4 | -8374,6 |16777,2|168589| 4 | 4
Symetryzowana -8425,7 | -8415,0
Joego-Claytona -8414,8 0,989) | (0,376) 2 3 2 | -8367,6 | 16763,1 |16844,9 | 2 2

-8449,3 | -8433,6
Ni 1 -8439,2 ’ . - 1681 1
ormalna 8439, (0.988) | (0.265) 7 7 7 8393,9 | 16813,7 | 16889,6 | 7 7

-8441,6 | -8427,8
¢t Studenta -8427.3 0.967) | (1014) 5 6 5 | -8380,4 |16788,8|16870,6 | 5 5

-8687,8 | -8680,3

Niezalezno$é -8678,8 0.993) | (0.55)

11 11 11 | -8635,0 | 17294,1 | 17364,1 | 11 | 11

Zrodto: opracowanie wilasne.

Dla szeséciu rozwazanych par szeregéw czasowych, formalne podejscie bayesow-
skie do porownywania modeli, a takze kryteria informacyjne pozwolily wyloni¢ trzy
najbardziej prawdopodobne kopule: obrocona Gumbela (najlepsza dla trzech par sze-
regow), ¢ Studenta (najlepsza dla dwoch par), a nastgpnie Claytona-Gumbela (BB,
najlepsza dla jednej pary szeregow). Zaréwno w ujeciu bayesowskim, jak i klasycz-
nym zalozenie niezaleznosci procesow zostato ,,odrzucone przez dane” dla wszystkich
par szeregow. Obrocona kopula Claytona (charakteryzujaca si¢ zerowg zaleznoscia
w dolnym ogonie, A* = 0) we wszystkich przypadkach zajeta przedostanie miejsce
w rankingach, po kopuli odpowiadajacej niezaleznosci procesow. Odlegle miejsce
w rankingach (8 lub 9) zajmuje réwniez model z kopulg Gumbela. Obrocenie kopuli
Gumbela o 180 stopni, a tym samym dopuszczenie dodatnich zaleznosci w dolnym
ogonie, przy braku zalezno$ci w goérnym ogonie (AU = 0), poprawilo moc wyjasnia-
jaca modelu Copula-AR(1)---GARCH(1,1). Na pierwszych trzech miejscach w ran-
kingach najczesciej pojawiat si¢ model z kopulg Claytona-Gumbela (az 6 razy: raz
na miejscu pierwszym, 4 razy na miejscu drugim i 1 raz na miejscu trzecim) oraz
modele ze symetryzowang kopula Joego-Claytona (4 razy: po 2 razy na miejscach
drugim i trzecim).

Charakterystyki rozkladow a posteriori wspoélczynnika tau Kendalla (przedsta-
wione w tabeli 10) wskazuja na dodatnig zalezno§¢ migdzy procesami opisujacymi
stopy zwrotu subindeksow indeksu WIG.
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Tabela 10.

Wartos$ci oczekiwane i odchylenia standardowe (w nawiasach) a posteriori wspotczynnika
tau Kendalla i zalezno$ci ogonowych

WIG-Informatyka —
WIG-Spozywcezy

WIG-Informatyka —
WIG-Budownictwo

WIG-Spozywcezy —
WIG-Budownictwo

Kopula
tau U L tau U L tau U L
Kendalla ; # Kendalla ; # Kendalla ; ;
0,263 0 0 0,336 0 0 0,282 0 0
Franka
(0,012) 0) 0) (0,012) 0) 0) (0,012) 0) 0)
0,213 0 0,279 0,271 0 0,393 0,236 0 0,326
Claytona
(0,011) (0) (0,023) | (0,01) (0) (0,02) | (0,011) (0) (0,022)
Obrocona 0,190 0,228 0 0,256 0,365 0 0,201 0,251 0
Claytona (0,012) | (0,026) 0) (0,011) | (0,022) (0) (0,012) | (0,025) 0)
Gumbela 0,240 0,307 0 0,312 0,389 0 0,254 0,323 0
. (0,013) | (0,015) (0) (0,012) | (0,013) 0) (0,012) | (0,014) (0)
Obrocona 0,240 0 0,306 0,311 0 0,388 0,263 0 0,333
Gumbela (0,012) 0) (0,014) | (0,012) (0) (0,013) | (0,013) 0) (0,014)
Claytona- 0,248 0,137 0,200 0,323 0,234 0,260 0,267 0,135 0,252
Gumbela, BB1 (0,012) | (0,024) | (0,03) | (0,012) | (0,022) | (0,031) | (0,012) | (0,025) | (0,03)
Joego-Claytona, 0,242 0,167 0,235 0,315 0,285 0,322 0,261 0,158 0,288
BB7 (0,012) | (0,03) | (0,026) | (0,012) | (0,026) | (0,025) | (0,012) | (0,032) | (0,025)
Symetryzowana B 0,108 0,283 B 0,239 0,356 B 0,102 0,329
Joego-Claytona (0,031) | (0,023) (0,03) | (0,022) (0,03) | (0,022)
Normalna 0,257 0 0 0,332 0 0 0,276 0 0
0,012) | (0) 0) (0,011) 0) ©) | (0,012) | (0) (0)
¢ Studenta 0,257 0,063 0,063 0,329 0,103 0,103 0,276 0,065 0,065
(0,013) | (0,025) | (0,025) | (0,012) | (0,034) | (0,034) | (0,012) | (0,023) | (0,023)
WIG-Informatyka — WIG-Banki — WIG-Banki —
WIG-Banki WIG-Budownictwo WIG-Spozywezy
Kopula
tau U L tau U L tau U L
Kendalla ; # Kendalla ; # Kendalla ; #
0,382 0 0 0,388 0 0 0,291 0 0
Franka
(0,011) (0) 0) (0,011) (0) (0) (0,012) (0) (0)
Clavtona 0,303 0 0,450 0,309 0 0,460 0,237 0 0,327
Y (0,01) 0) (0,017) | (0,01) 0) (0,017) | (0,011) 0) (0,022)
Obrocona 0,293 0,433 0 0,292 0,431 0 0,209 0,270 0
Claytona (0,01) | (0,018) (0) (0,011) | (0,019) 0) (0,012) | (0,025) (0)
0,354 0,436 0 0,355 0,437 0 0,262 0,332 0
Gumbela
(0,012) | (0,013) 0) (0,011) | (0,012) 0) (0,013) | (0,015) (0)
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Tabela 10. (cd.)

WIG-Informatyka — WIG-Banki — WIG-Banki —
WIG-Banki WIG-Budownictwo WIG-Spozywczy
Kopula

tau U I tau U L tau U L

Kendalla 4 # Kendalla + # Kendalla + #
Obrocona 0,352 0 0,433 0,359 0 0,440 0,268 0 0,339
Gumbela (0,012) 0) (0,013) | (0,011) 0) (0,012) | (0,012) 0) (0,014)
Claytona- 0,365 0,292 | 0,288 0,368 0,288 | 0,305 0,274 0,162 | 0,233

Gumbela, BB1 | (0,012) | (0,022) | (0,033) | (0,011) | (0,021) | (0,031) | (0,012) | (0,024) | (0,032)

Joego-Claytona, | 0,354 | 0,348 | 0367 | 0358 | 0344 | 0383 | 0266 | 0,187 | 0,279

BB7 (0,011) | (0,024) | (0,024) | (0,012) | (0,024) | (0,024) | (0,012) | (0,031) | (0,026)
Symetryzowana - 0,312 | 0,394 - 0,309 | 0,408 - 0,135 | 0,319
Joego-Claytona (0,027) | (0,022) (0,028) | (0,022) (0,031) | (0,023)
Normalna 0,375 0 0 0,379 0 0 0,282 0 0
(0,011) (0) ) (0,01) 0) 0) (0,011) 0) 0)

0,375 0,079 | 0,079 0,377 0,078 | 0,078 0,284 0,048 | 0,048

{ Studenta 0,011) | (0,034) | (0,034) | (0,012) | (0,03) | (0,03) | (0,012) | (0,024) | (0,024)

Wielkosci uzyskane w modelach najbardziej prawdopodobnych a posteriori zaznaczono pogrubiong czcionka.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Wartosci oczekiwane a posteriori wspotczynnika tau Kendalla porownano
z wartosciami probkowymi tego wspotczynnika. Najmniejsza rozbiezno$¢ wystapita
w przypadku kopuli Franka (podobne wyniki uzyskat Doman, 2011). Model z kopula
Franka zajmuje 8 lub 7 miejsce w rankingu (m.in. ze wzglgdu na to, ze kopula ta
nie ma zalezno$ci w ogonach). Zatem wydaje si¢, ze porownanie modeli pod wzgle-
dem dopasowania ,,implikowanych” (wynikajacych z estymacji parametrow kopuli,
zob. Doman, 2011, str. 56 i 68, a w ujeciu bayesowskim wartosci oczekiwanych
a posteriori) wspotczynnikow tau Kendalla z probkowymi nie prowadzi do wylonienia
modelu o najwiekszej ,,mocy wyjasniajacej”. Jesli chodzi o wspotczynniki zaleznos$ci
w ogonach, to w wiekszo$ci przypadkow rozktady a posteriori (tych wspotczynnikdw,
ktore podlegaly estymacji) sa bardzo skupione wokot modalnej, o czym §wiadczg ich
odchylenia standardowe a posteriori.

8. PODSUMOWANIE

W pracy dokonano porownania wybranych modeli Copula-AR-GARCH, wyko-
rzystanych do opisu zmiennosci subindekséw indeksu WIG. W tym celu wykorzy-
stano podej$cie bayesowskie, ktore dostarcza formalnego narzedzia porownywania
modeli w postaci ich prawdopodobienstw a posteriori. Wykorzystujac metody Monte
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Carlo oparte na tancuchach Markowa obliczono prawdopodobienstwa a posteriori
jedenastu modeli, w ktorych jednowymiarowe, warunkowe rozktady sg opisywane za
pomoca specyfikacji AR(1)---GARCH(1,1), natomiast ich struktura powigzan zalezy
od kopuli. Dokonano réwniez nieformalnego poréwnania tych modeli poprzez ich
estymacje metoda najwigkszej wiarygodnosci i wykorzystanie kryteriow informacyj-
nych Akaikego i Schwarza. Uzyskane wyniki wskazaly duza przydatnos¢ tych bar-
dzo prostych i nieformalnych metod porownywania modeli Copula-AR-GARCH. Dla
szesciu par szeregow czasowych rankingi modeli uzyskane metodami formalnymi
(W ujeciu bayesowskim) i metodami ad hoc (poprzez AIC i BIC) sg bardzo zblizone
(a w wielu przypadkach identyczne). Na pierwszych trzech miejscach w rankingach
najczesciej pojawiaty si¢ modele z kopulg Claytona-Gumbela, symetryzowang kopula
Joego-Claytona, obrocong Gumbela oraz ¢ Studenta.

Poréwnanie modeli pod wzgledem zgodno$ci wartosci oczekiwanych a poste-
riori (czy ocen) wspotczynnika tau Kendalla z jego probkowym odpowiednikiem
nie prowadzi do wylonienia modelu posiadajacego najwieksza moc wyjasniajaca.
Najlepiej dopasowany do danych pod tym wzgledem okazal si¢ dwuwymiarowy model
AR(1)---GARCH(1,1) z kopula Franka, zajmujacy odlegte miejsca w rankingu.

Kolejnym waznym krokiem bytoby formalne poréwnanie modeli Copula-AR-
GARCH z modelami klasy MSV (ang. Multivariate Stochastic Volatility), MGARCH
(ang. Multivariate GARCH) lub tych opartych na strukturach hybrydowych. Nie ma
bowiem opracowan poswigconych tej tematyce. Zagadnienia te wykraczaja jednak
poza zakres tematyczny niniejszego artykutu.
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FORMALNE POROWNANIE MODELI COPULA-AR(1)-t-GARCH(1,1)
DLA SUBINDEKSOW INDEKSU WIG

Streszczenie

Kopule staly si¢ jednym z popularnych narzedzi modelowania zalezno$ci migdzy szeregami cza-
sowymi, pochodzacymi z rynkéw finansowych. Gléwnym celem pracy jest formalne, bayesowskie
poréownanie mocy wyjasniajacej dwuwymiarowych modeli Copula-AR-GARCH, r6zniacych sig struktura
zalezno$ci warunkowych, opisang przez poszczegolne kopule. Dla pordwnania dokonano réwniez esty-
macji modeli Copula-AR-GARCH metodg najwigkszej wiarygodnosci, a nastgpnie zbudowano ranking
modeli na podstawie kryteriow informacyjnych Akaikego (AIC) oraz Schwarza (BIC). Modele Copula-
AR-GARCH zostaly wykorzystane do opisu zmiennosci i zaleznosci dziennych stop zwrotu subindeksow
indeksu WIG. Wyniki wskazaty na duza przydatnos¢ bardzo prostych i nieformalnych metod porow-
nywania modeli Copula-AR-GARCH. Dla szesciu par szeregdw czasowych rankingi modeli uzyskane
metodami formalnymi (w ujeciu bayesowskim) i metodami ad hoc (poprzez AIC i BIC) okazaly si¢
bardzo zblizone, a w wielu przypadkach identyczne.

Stowa kluczowe: kopula, model Copula-AR-GARCH, bayesowskie porownanie modeli
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FORMAL COMPARISON OF COPULA-AR(1)-~-GARCH(1,1) MODELS
FOR SUB-INDICES OF THE STOCK INDEX WIG

Abstract

Copulas have become one of most popular tools used in modelling the dependencies among financial
time series. The main aim of the paper is to formally assess the relative explanatory power of compet-
ing bivariate Copula-AR-GARCH models, which differ in assumptions on the conditional dependence
structure represented by particular copulas. For the sake of comparison the Copula-AR-GARCH mod-
els are estimated using the maximum likelihood method, and next they are informally compared and
ranked according to the values of the Akaike (AIC) and of the Schwarz (BIC) information criteria.
We apply these tools to the daily growth rates of four sub-indices of the stock index WIG published
by the Warsaw Stock Exchange. Our results indicate that the informal use of the information criteria
(AIC or BIC) leads to very similar ranks of models as compared to those obtained by the use of the
formal Bayesian model comparison.

Keywords: Copula, Copula-AR-GARCH model, Bayesian model comparison
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PROGNOZOWANIE KOWARIANCII WARUNKOWE]J
Z WYKORZYSTANIEM ODPORNYCH ESTYMATOROW ROZRZUTU
MCD I PCS W ANALIZIE PORTFELOWEJ?

1. WSTEP

Zasadniczy cel statystyki odpornej (ang. robust statistics) sprowadza si¢ do wska-
zania na podstawie proby wzorca w populacji, ktory odzwierciedla wickszo$¢ masy
probabilistycznej. Dysponujac takim wzorcem, definiuje si¢ jednostki odstajace (ang.
outliers) jako odbiegajace* od niego w sensie pewnej miary bliskosci oraz jednostki bli-
skie wigkszosci danych (ang. inliers) jednak sztucznie zawyzajace ,,wielomodalno$¢”
populacji. W statystyce odpornej staramy si¢ wskaza¢ procedury statystyczne posia-
dajace dobre wlasnosci zarowno w sytuacji, gdy dane generuje zakladany model jak
tez, gdy prawdziwy model znajduje si¢ w pewnym sasiedztwie zakladanego modelu.
Na poziomie proby staramy si¢ odkry¢, co wskazuje wickszo$¢ danych. Odporna
procedura decyzyjna, to taka, ktéra pomimo niedoskonatosci danych z proby, nie
prowadzi do szczegdlnych strat decydenta, ktory z niej korzysta. Straty mozna wia-
za¢ z niewlasciwym wskazaniem polozenia centrum populacji, blednym okresleniem
struktury zaleznosci w populacji itd.

W ekonomii decyzje podejmowane sg bardzo czg¢sto na podstawie szacowanych na
podstawie danych empirycznych wielowymiarowych miar rozrzutu. Mamy tutaj m.in.
na uwadze empiryczne finanse, a w ich obrgbie m.in. analize portfelowg (por. Pfaff,
2013). W niniejszej pracy poréwnujemy dwa odporne macierzowe estymatory wielo-
wymiarowego rozrzutu tzn. estymator uzyskany poprzez minimalizacj¢ wyznacznika
macierzy kowariancji (MCD, ang. minimum covariance determinant estimator — por.
Rousseeuw, 1984) z nowa obiecujacg propozycja PCS (ang. projection congruent
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ul. Rakowicka 27, 31-510 Krakéw, Polska, autor prowadzacy korespondencje — e-mail: jaskop@uek.
krakow.pl.

2 Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydziat Zarzadzania, Katedra Statystyki, ul. Rakowicka 27,
31-510 Krakoéw, Polska.

3 Autorzy uprzejmie dzickuja za wsparcie finansowe ze strony UEK w Krakowie w postaci $rodkow
na utrzymanie potencjatu badawczego 2015 i 2016.

4 Jednostki odstajace definiuje si¢ z perspektywy przyjetego modelu. Tym samym okre$lone jednostki
w jednym modelu moga by¢ uznane za odstajace, podczas gdy w innym juz nimi nie beda.
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subset estimator). Estymatory te zestawiamy z klasycznym estymatorem macierzy
kowariancji, starajgc si¢ odpowiedzie¢ na pytanie czy stosowanie bardziej ztozonych
pod wzgledem obliczeniowym estymatoréw odpornych w ekonomii ma praktyczne
uzasadnienie. Nalezy zaznaczy¢, ze stosowanie metod statystyki odpornej w praktyce
1 badaniach ekonomicznych jest stosunkowo rzadkie (por. Pfaff, 2013; Kosiorowski,
Zawadzki, 2014; Kosiorowski, 2015, 2016; Kosiorowska i inni, 2015). Dalsze czesci
pracy przedstawiaja sie nastepujaco: w kolejnym podrozdziale skrétowo przedstawiono
teoretyczne tto zwigzane ze wspolczesnymi badaniami odpornych estymatorow roz-
rzutu, nastepnie omawiamy idee lezace u podtoza estymatorow MCD i PCS. Prace
zamykaja cze$¢ empiryczna dotyczaca konstrukcji portfeli o minimalnej zmiennosci,
portfeli ERC (ang. equal risk contribution) oraz podsumowanie.

2. ODPORNOSC MACIERZOWEGO ESTYMATORA ROZRZUTU

_ Niech X" ={x,,....x,} cR”, oznacza probg n obserwacji, n > p + 1 > 2, niech
0= G(X") bedzie wielowymiarowym estymatorem parametrow 0 € @, wyznaczonym na
podstawie X". W naszym przypadku @ = PDS(p) jest pewna przestrzenia symetrycznych,
dodatnio okreslonych macierzy X o wymiarach p X p. Ponadto niech Y,, bedzie rodzing
wszystkich prob Y” = {y;,...,y,} ztozonych z n wektorow, ktore to proby maja n —m ele-
mentow (0 < m < n) wspolnych z proba X": Y ={Y":#(Y,) =m, #X""Y")=n—m},
gdzie 0 < m < n. Punkt zalamania proby skonczonej (BP, ang. finite sample break-
down point) estymatora 0, to maksymalna frakcja obserwacji odstajacych w probie
X", ktora nie powoduje, ze estymator staje si¢ bezuzyteczny np. wskutek wielkiego
przyrostu jego obcigzenia lub rozrzutu, badz nieograniczono$ci straty zwigzanej
z decyzja podejmowang na podstawie jego warto$ci itd. (por. Maronna i inni, 2006).
Dla p-wymiarowego wektora losowego o charakterystyce potozenia i rozrzutu (p,X),
rozwazmy estymatory ll,,(Y )ix ,(Y ) tych charakterystyk wyznaczone w oparciu
o probe by¢ moze zawierajaca obserwaCJe odstajagce. W ostatnich dekadach poszuki-
wano afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw rozrzutu o wysokim BP (por. Marona
i inni, 20006).

3. AFINICZNIE EKWIWARIANTNE ESTYMATORY WIELOWYMIAROWEGO ROZRZUTU
Z WYSOKIM PUNKTEM ZAL AMANIA

3.1. ESTYMATOR MINIMALNEGO WYZNACZNIKA MACIERZY KOWARIANCJI MCD

MCD zaproponowany w pracy (Rousseeuw, 1984) definiujemy jako rozwigzanie
zagadnienia:

(fi,X) = argmin Iz, (1)

(n.X)e(R”.PDS(p)

przy warunku



Prognozowanie kowariancji warunkowej z wykorzystaniem odpornych estymatorow rozrzutu... 151

h

Z by = Z(Xm W'E(x, —w =1, 2)

=1

gdzie dfm,m oznacza i-tg statystyke porzadkowa dla kwadratu odlegto$ci Mahalonobisa,
a X(; to obserwacja wykorzystana przy obliczaniu d,fm,(i). Ograniczenie (2) mowi, ze
warto$¢ MCD jest rowna probkowej macierzy kowariancji wyznaczonej dla okreslo-
nego h-elementowego podzbioru X”. Zagadnienia zdefiniowanego przez (1) i (2) nie
da si¢ rozwigzaé¢ analitycznie, zaproponowano zatem odpowiednig procedure itera-
cyjna. W danej /-tej iteracji podstawa wyznaczania warto$ci (ﬁ“),f:“)) jest h obser-
wacji z X" o najmniejszych odlegtosciach Mahalonobisa dla wartosci (ﬁ(”l),f:(l’l))
wyznaczonych w poprzednim kroku. Niech A oznacza zbiér indeksow obserwacji
wykorzystywanych przy obliczaniu (ﬁ(’),i(”), w [-tej iteracji obliczamy wektor
srednich oraz macierz kowariancji dla # elementéw zbioru X” o indeksach w zbio-
rze HY: (ﬁ(l),)i(l))z(aveiem,) X ) Rousseeuw, Driessen (1999) wykazali,
ze takie postgpowanie prowadzi do uzyskiwania w kolejnych iteracjach macierzy
kowarlancp o niewigkszych wyznacznikach, niz te uzyskane dla poprzedniej iteracji,
tzn. ‘Z ‘ ‘Zl ) ‘ Powyzsze iteracje wykonuje si¢, az do momentu uzyskania zbiez-
no$ci. Warunkiem koniecznym istnienia minimum globalnego ¥ funkcji kryterium

X, ,CoV,

estymatora MCD dla proby X", w punkcie &) jest ‘Z

=‘Z (&) ‘, nie jest to jednak

warunek wystarczajacy. W zwiazku z tym procedurg rozpoczyna si¢ z roznych punktow
startowych i prowadzi si¢ w kazdym przypadku, az do osiggnigcia zbieznosci. Jako
warto$¢ estymatora MCD przyjmuje si¢ tg sposrod warto$ci koncowych procedury,
dla ktorej wyznacznik macierzy kowariancji jest najmniejszy. Dla estymatora MCD,
w przypadku X" znajdujacego si¢ w potozeniu ogdlnym (ang. general position) w R’
(tzn. przy #X"=n> p+1, zadne z p + 1 punktow nalezacych do X” nie nalezy do
hiperptaszczyzny o wymiarze nizszym niz p), BP przyjmuje maksymalng mozliwa

warto$¢ dla estymatorow afinicznie ekwiwariantnych przy h = L‘DHJ Zaktadajac

wielowymiarowy rozklad normalny N(p,X), w przypadku braku mechanizmu zakto-
cajgcego’, MCD nie jest zgodny (por. Butler i inni, 1993; Croux, Haesbroeck, 1999)
dla wielowymiarowego rozrzutu. W zwiazku z tym w celu osiagnig¢cia asymptotycznej
zgodnosci 1 wobec faktu, ze d;,(x,n,Z) ~ ¥’ (p), stosuje si¢ poprawke (Maronna,

2006) w postaci mnoznika ¢ dla £
o _ med{d;, (x .p.2).....d;, (x, 1.2}

o= ) , 3)
10,5,;7

5 W statystyce odpornej najczesciej zaktada sig, ze dane generuje mieszanka dwoch rozktadow.
W oparciu o probe staramy si¢ odkry¢ wiasnosci jednego z nich, traktujac ten drugi jako tzw. rozktad
zaktdcajacy.
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gdzie med jest empiryczng mediana kwadratow odlegtosci Mahalanobisa przy war-
tosciach (i, estymatora, a Zos,, jest mediang rozktadu chi-kwadrat z p stopniami
swobody, x,,....X,, to elementy proby X" wygenerowanej z p-wymiarowego roz-
ktadu normalnego N(p,X). MCD pomimo zastosowania poprawki (3) jest dla przy-
padku skonczonej proby estymatorem obcigzonym, dlatego tez stosuje si¢ dodatkowa
poprawke na nieobcigzono$¢ (por. Pison, Willems, 2002).

3.2. ESTYMATOR MINIMALNEJ INKONGRUENCIJI PCS

Inaczej niz w przypadku MCD, ktory definiuje si¢ jako rozwigzanie problemu
optymalizacyjnego bezposrednio wzgledem (ﬁ,ﬁ‘.), w celu wyznaczenia warto$ci
estymatora PCS poszukuje si¢ /-elementowego podzbioru proby X”, ktory charakte-
ryzuje si¢ maksymalng warto$cig kryterium inkongruencji zaproponowanego w pracy
(Vakili, Schmitt, 2014). Mierzymy wielko$¢ kongruencji podzbioru proby z innym
jej podzbiorem poprzez wielko$¢ naktadania si¢ projekcji tych podzbioréw wzdtuz
pewnego kierunku projekcji. Aby uniezalezni¢ si¢ od konkretnego kierunku projekcji
dla kazdego podzbioru rozpatruje si¢ pewna liczbe projekcji a nastepnie wyniki sig
usrednia. Dla podzbioru proby X” o 4 elementach, minimalizujacego kryterium inkon-
gruencji wyznaczamy wartos$ci PCS, jako wektor $rednich oraz macierz kowariancji
dla tego podzbioru. Dla proby X" — R” oznaczajac przez A, macierz uformowang
przez p obserwacji, przez a,, hiperptaszczyzny {a,, : A, ,a,, =1} oraz przez a’f,,l. (a,,)
kwadrat odlegto$ci ortogonalnej obserwacji x;, € X" do a,,, (ktorej to odlegtosci odpo-
wiada dhugo$¢ rzutu ortogonalnego wektora x; na kierunek wektora x” ortogonalnego
do hiperptaszczyzny a,,;), ktorej kwadrat wyrazony jest przez:

d?’,i (amk) = (Xi ‘amk - 1)2/” amk ”2’ (4)

gdzie |||| oznacza norm¢ Euklidesows.
Niech H,, oznacza podzbiér indekséw /A obserwacji z X", sposrdd ktorych
p punktow rozpina hiperptaszczyzne o wektorze normalnym a,;: H, < {1,...,n},

#H, =h2 nt 5 *l ,m=1,...,M to subskrypt h-elementowego podzbioru indeksow

n
obserwacji z X", przy czym M = hj’ H,, to podzbidr indeksow 4 obserwacji z X",

o najmniejszych kwadratach odlegtosci od hiperptaszczyzny z wektorem normal-
nym a,;: H,, ={ie {l,....n}:d; (a,) Sdﬁ’(h)(amk)}, gdzie d , jest h-ta statystyka
porzadkowa kwadratu odleglosci od hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,,;, dla
wszystkich obserwacji x;, i = 1,...,n ze zbioru X”". Wskaznik inkongruencji H,, wzdhuz
kierunku a,,;, (ang. H,, incongruence index along a,,;,) definiujemy jako:

2
aveie H, dP,i (amk ) J

2
ave, H,. dP,i (amk )

I(Hm,amk)zlog[ O]
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Wskaznik I(H,, a,,;) zawsze przyjmuje wartosci nieujemne. Jezeli rzuty punktow
o indeksach ze zbioru H,, na kierunek a,,; (przy czym punkt poczatkowy a,, nalezy
do hiperplaszczyzny), w duzej czgéci pokrywaja si¢ z rzutami punktow ze zbioru H,,,;
na ten kierunek, wartosci indeksu bedg niskie. Innymi stowy, wskaznik inkongruen-
cji I(H,,, a,,;) przyjmuje niskie wartosci, gdy 4 punktow o indeksach w zbiorze H,,
skupia si¢ w poblizu hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,; (rozpinanej przez
podzbiodr p punktow, sposrod /2 o indeksach w H,,), czyli ich odlegtos¢ od tej hiper-
ptaszczyzny® jest mniejsza w poréwnaniu z odlegto$ciami pozostatych punktow z X”,
o indeksach nie nalezacych do H,,. Wartos¢ I(H,,, a,,;) wskaznika inkongruencji H,,
wzdtuz kierunku a,,;, mozna takze rozwazac¢ jako miar¢ stopnia, w jakim pokry-
wajg si¢ zbiory H,, (zawierajacy indeksy rozwazanej h-clementowej podpréby X)
oraz H,,; (zawierajacy indeksy /# punktow z catego zbioru X” polozonych najblizej
hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,;), uwzgledniajaca rownoczesnie potozenie
wzgledem rozwazanej hiperptaszczyzny punktow odnoszacych si¢ do zestawianych
podzbioréw. Punkty potozone najblizej hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,,
nie zwigzane ze zbiorem H,, czyli te o indeksach w zbiorze H,,; — H,,, wptywaja
(poprzez swoje odleglosci) na obnizenie w I(H,,, a,,;) warto§ci mianownika utamka
pod logarytmem, nie majac jednoczesnie wpltywu na wartos¢ jego licznika. W przy-
padku, gdy zbiér indeksow H,, odnosi si¢ minimalizujacego kryterium inkongruencji
h-elementowego podzbioru punktow z X", punkty o indeksach w H,, koncentruja si¢
w poblizu hiperptaszczyzn (zwigzanych z wektorami normalnymi a,,;), rozpinanych
przez kombinacje p punktow z tego h-elementowego podzbioru, co znajduje odzwier-
ciedlenie w niskich warto$ciach wskaznika inkongruencji.

Natomiast w sytuacji, gdy indeksy w H,, odnoszg si¢ do /4 obiektow z niespdjne;j
podproby, zawierajacej oprocz obserwacji pochodzacych z gtownego rozktadu, takze
obserwacje odstajace, zbior H,, bedzie miat mniej liczng cze¢$¢ wspolng ze zbiorem H,,
indeksow / punktow, polozonych najblizej hiperptaszczyzny rozpinanej przez kom-
binacje p-elementowe punktow z niespojnego podzbioru. Sytuacja taka prowadzi do
wyzszych warto$ci wskaznika inkongruencji dla takich podzbioréw. W celu usunigcia
wplywu konkretnego kierunku a,,; na warto$¢ indeksu inkongruencji wyznaczanego dla
zbioru H,,, rozwaza si¢ $rednig wzgledem wielu kierunkéw. Wskaznik inkongruencji
dla H,, definiuje si¢ wowczas:

I(H,)= aveamkeB(Hm)I(Hm A, (6)

gdzie B(H,,) jest zbiorem wszystkich kierunkow a,,; ortogonalnych do hiperptaszczyzn
rozpinanych przez rézne kombinacje p punktéw (obserwacji) nalezacych do A-ele-
mentowego podzbioru punktow (obserwacji) o indeksach w H,,. W praktyce w celu
ograniczenia liczby wykonywanych operacji nie rozpatruje si¢ wszystkich #8(H,,) kie-

6 Qdlegtos¢ p punktéw rozpinajacych hiperptaszczyzne jest zerowa, gdyz punkty te przynaleza
do niej.
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runkow a,,, ale ich losowo wybrany K-elemetowy podzbiér B(H ). Dla podzbioru H*
o minimalnej wartosci /(H,,) (ang. projection congruent subset):
H' =argmin I(H,). @)

M
{Honby

obliczamy warto$¢ estymatora PCS wielowymiarowego potozenia i rozrzutu jako
wektor $rednich arytmetycznych oraz macierz kowariancji, wyznaczone na podstawie
obserwacji o indeksach ze zbioru H:

(X)) = (aveieHiX,,covieH, xl.). ®)

Dowadd afinicznej ekwiwariantno$ci estymatora PCS przedstawiono w pracy (Schmitt
i inni, 2014). W tej samej pracy wykazano, ze BP dla PCS, w przypadku, gdy

n>p+1>2 oraz X" znajduje si¢ w potozeniu ogdlnym wynosi BP(X,X") = n-htl
n
i rowny jest maksymalnej mozliwej warto$ci dla estymatorow afinicznie ekwiwariant-

n+p+1

nych, gdy h =[

wego rozrzutu, dla przypadku proby wygenerowanej przez z rozkladu glownego F
z rozktadem G zaklocajacym o udziale ¢ (rozwazamy mieszankg dwoch rozktadow),
dokonano za pomocg symulacji. Dla proby z mieszanki rozktadéow F i G obcigzenie
estymatora PCS, zalezy od wymiaru przestrzeni danych, stopnia zanieczyszczenia &
proby oraz wzajemnego potozenia punktow odstajacych. W pracy (Vakili, Schmitt,
2014) m.in. wskazano sytuacje dla estymatoréw afinicznie ekwiwariantnych wielo-
wymiarowego rozrzutu prowadzace do najwyzszego mozliwego poziomu obcigzenia.

Punktem wyjscia dla procedur wyznaczania warto$ci estymatorow MCD i PCS,
jest okreslenie wstepnych podzbioréw obserwacji, ktore dodatkowo w procedurze
wyznaczania wartosci MCD sg podstawa do wyznaczenia poczgtkowych przyblizen
wartosci estymatora, por. FastMCD (Rousseeuw, Driessen, 1999). W zaproponowanych
przez ich autoréw algorytmach FastMCD oraz FastPCS (por. Vakili, Schmitt, 2014),
jako podproby poczatkowe rozpatruje si¢ p + 1-elementowe podzbiory n-elemento-
wego zbioru X”. W przypadku duzych zbioréw danych analiza wszystkich podzbiorow
jest wysoce czasochtonna, dlatego tez przyjeto dobiera¢ losowo mniejszg ich liczbe.

Wraz ze wzrostem liczno$ci proby, n, wzrasta czas wykonywania obliczen,
w szczegodlnosci w wyniku koniecznosci wyznaczenia w kazdym kroku algorytmu
n odleglosci Mahalanobisa dla elementow X”. W wariancie algorytmu FastMCD
(Rousseeuw, Driessen, 1999) dla przypadku, gdy wielkos¢ proby wynosi n > 600
obserwacji, w celu skrocenia czasu wykonywania obliczen, dokonuje si¢ podzialu
cato$ci proby na co najwyzej 5 mozliwie réwnolicznych, roztacznych podprob, dla
ktorych osobno wykonywane sa wstepne dwa kroki algorytmu. Dla kazdej z 5 podprob
zachowuje si¢ 10 najlepszych rozwigzan, po czym laczy si¢ podproby, a 50 zacho-

J. Oceny stopnia obcigzenia estymatora PCS wielowymiaro-
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wanych rozwiazan shuzy jako rozwigzania poczatkowe. Nastepnie na podstawie roz-
wigzan poczatkowych oraz potaczonej proby dokonuje si¢ po dwa kroki algorytmu
oraz zachowuje si¢ 10 najlepszych rozwigzan i te stanowig rozwigzania poczatkowe
w kolejnym etapie. Dla catosci proby wychodzac od rozwigzan poczatkowych doko-
nuje si¢ krokéw koncentracji, az do osiggnigcia zbieznos$ci. Jako, ze przedstawiona
procedura iteracyjna wyznaczania MCD jest algorytmem o lokalnej zbieznosci do
minimum globalnego, uzyskana warto$¢ estymatora MCD zalezy od przyjetej wartosci
poczatkowej, dobieranej tutaj w sposob losowy. W celu uniezaleznienia wynikow od
losowego doboru punktéw poczatkowych, w modyfikacji estymatora MCD nazwanej
detMCD (deterministic MCD, Hubert 1 inni, 2012) warto$ci poczatkowe wyznacza si¢
w na podstawie wartosci kilku wariantow estymatorow wielowymiarowego rozrzutu
(przyjmujacych dla danego zbioru zawsze te same wartosci).

Algorytm FastPCS przedstawiony w (Vakili, Schmitt, 2014), odréznia od FastMCD
w szczegolnosci kryterium przyjete do oceny jednorodnosci proby. W przypadku FastPCS
jest ono oparte na (ortogonalnej) odlegtosci punktow reprezentujacych obserwacje od
odpowiedniej hiperptaszczyzny, natomiast w FastMCD wykorzystywane sg odlegtosci
Mabhalanobisa. Dodatkowo, inaczej niz w przypadku algorytmu FastMCD, ktory juz
w pierwszym kroku koncentracji przechodzi od p + 1-elementowego pozbioru H'”
do h-elementowego podzbioru H'", w FastPCS zastosowano zabieg stopniowego
zwigkszania liczebno$ci podzbiorow H'. Zabieg ten umozliwia zwigkszenie odpor-
nosci procedury, w przypadku, gdy obserwacje odstajace znajduja si¢ w poblizu ,,gtow-
nej czescei danych”.

Poréwnanie wlasnosci MCD i1 PCS przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1.
Sumaryczne poréwnanie estymatoro6w MCD i PCS
Aspekt Estymator MCD Estymator PCS
Wyrazenie problemu optyma- | Minimalizacja z ograniczeniami Poszukiwanie najbardziej jedno-
lizacyjnego definiujacego war- | funkcji kryterium | X |, zaleznej rodnego podzbioru zbioru X", bez
to$¢ estymatora dla zbioru X" |bezposrednio od parametru X obs. odstajacych, o minimalnym

indeksie inkongruencji, ktory nie
jest wyrazony poprzez bezposrednig
zalezno$¢ od parametru X

Zgodnos$¢ estymatora w przy- |niezgodny asymptotycznie —

padku wielowymiarowego wprowadza si¢ korekte
rozktadu normalnego bez poprzez mnoznik ¢ dla X,
mechanizmu zakldocajacego niezgodny w sensie Fishera —

wprowadza si¢ korekte poprzez
mnoznik" ¢, (por. Butler i inni,
1993; Croux, Haesbroeck, 1999)

D Stosuje sie takze korekty dla rozktadow eliptycznie symetrycznych, innych niz wielowymiarowy
rozktad normalny.
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Tabela 1. (cd.)

Aspekt

Estymator MCD

Estymator PCS

Nazwa algorytmu poszukiwa-
nia wartosci estymatora

FastMCD (Rousseeuw, Driessen,
1999)

FastPCS (Vakili, Schmitt, 2014)

Pakiet R /funkcja/ z imple-
mentacjg procedury wyznacza-
nia wartosci estymatora

robustbase /covMcd/
(Rousseeuw i inni, 2015)
rrcov /CovMcd/ (Todorov,
Filzmoser, 2009)

FastPCS /FastPCS/ (Vakili,
Schmitt, 2014)

Miara odlegtosci dla elemen-
tow zbioru X", wykorzystywa-
na w ramach algorytmu

kwadrat odlegto$¢ Mahalanobisa
d2

MD i

kwadrat odlegto$¢ punktu od hiper-
plaszczyzny d,z,’l.

Podzbiér zbioru X", bedacy
podstawg wyznaczania warto-
Sci estymatora

h-elementowy podzbior, dla ktorego
probkowa macierz kowariancji ma
minimalny wyznacznik: | X |

h-elementowy podzbior dla ktorego
warto$¢ wskaznika inkongruencji
jest minimalna: I(H")

Punkt zalamania proby skon-
czonej dla estymatora

nn 2
gdzie: n — liczebnos$¢ proby,
p — wymiar przestrzeni

n—h+1 <l{n—p+lJ

nn 2
gdzie: n — liczebnos$¢ proby,
p — Wymiar przestrzeni

n—h+1 <1[n—p+1J

Ztozonos$¢ obliczeniowa algo-
rytmu

FastMCD: O(p® + np?)

FastPCS: O(p* + np)

Mozliwos¢ ponownego waze-
nia (reweighting)

system wag jako funkcja kwadra-
tow odlegtoéci Mahalanobisa, przy
warto$ciach oszacowan ,,wyjsciowe-
go” estymatora

system wag jako funkcja kwadra-
tow odlegtoéci Mahalanobisa, przy
wartosciach oszacowan ,,wyjsciowe-
g0” estymatora

Inne

mniejszy wplyw koncentracji obs.

odstajacych, na wynik algorytmu

Zrodto: opracowanie wilasne.

4. PRZYKLAD EMPIRYCZNY ZASTOSOWANIA ODPORNYCH ESTYMATOROW ROZRZUTU
MCD I PCS — ODPORNA ANALIZA PORTFELOWA

W analizie portfelowej powszechnie wykorzystuje si¢ oszacowania parametrow
rozkladu stép zwrotu (por. np. Fiszeder, 2009). W ramach odpornej analizy portfe-
lowej postuluje si¢ zastapienie klasycznych estymatorow parametréw ich odpornymi
odpowiednikami. Za parametry funkcji kryterium, optymalizowanej w ramach analizy
portfelowej podstawiane sa punktowe oszacowania parametrow wartosci oczekiwanych
stop zwrotu oraz ich macierzy kowariancji. Nawet niewielkie odchylenia oszacowan
od nieznanych prawdziwych parametrow moga skutkowaé niewlasciwymi rozwia-
zaniami problemdéw optymalizacyjnych. Poniewaz wplyw na wyniki optymalizacji
(uzyskang strukturg wag portfela) w przypadku oszacowan wektora oczekiwanych stop
zwrotu jest wiekszy niz ma to miejsce w przypadku oszacowan macierzy kowariancji
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(por. Pfaff, 2013, s. 160), w ramach odpornych technik analizy portfelowej, przyjeto
si¢, zeby bezposrednio uwzgledniac btedy oszacowan wektora wartosci oczekiwanych,
przy jednoczesnym traktowaniu parametru kowariancji jako ustalonego na poziomie
oszacowania punktowego. Problem optymalizacyjny w ramach poszukiwania portfela
o minimalnej zmiennosci, nie wykorzystuje w swej konstrukcji parametréw oczekiwa-
nej stopy zwrotu, a jedynie parametry skladowe macierzy kowariancji. Umozliwia to
bezposrednig ocene wptywu przyjetego estymatora macierzy kowariancji na wyniki
analizy portfelowej. W przypadku problemu poszukiwania portfela o minimalne;j
zmienno$ci, warunkowej’ minimalizacji podlega nastepujgca funkcja kryterium:

min__, 0, =0(W)=+vWZw przy warunku I'w = 1 A w > 0, 9)
Przy czym w jest poszukiwanym p-wymiarowym wektorem kolumnowym wag, X jest
macierza kowariancji stop zwrotu sktadowych portfela, 1 jest p-wymiarowym wekto-
rem kolumnowym ztozonym z jedynek.

Innym przyktadem problemu optymalizacyjnego analizy portfelowej, ktory wyko-
rzystuje w funkcji celu wylacznie parametry z macierzy kowariancji jest portfel ERC
(ang. equal risk contribution). W portfelu ERC strukture wag okresla si¢ w taki sposob,

aby krancowy udziat w ryzyku portfela (mierzonego jego zmienno$cia o, = wXw)
dla kazdego instrumentu sktadowego portfela byt rowny. Krancowy wktad i-tej

. : . d
sktadowej portfela w jego taczne ryzyko wyraza si¢ jako o,(w)=w,- c;'(w)
w.

2 i
do(W) " +;Wf'a’"
ow, o(w)
riancji stop zwrotu, natomiast o;; to element na przecigciu i-tego wiersza i j-tej kolumny
tej macierzy. Jako, ze funkcja o(w) wyrazajaca ryzyko portfela op, jest funkcja jednorodng
P P
w stopniu 1, stad na mocy twierdzenia Eulera o, =o(w) = ZGi(W) = ZW,. ~¥,
i=1 i=1 i
czyli taczne ryzyko portfela mozna wyrazi¢ jako sumg iloczynéw pochodnych czast-
Jdo(w)
wi
odpowiada sumie krancowych wktadéw poszczegoélnych instrumentdéw sktadowych
portfela w jego zmienno$¢. W przypadku portfela ERC jednym z mozliwych sposoboéw
wyrazenia zagadnienia optymalizacyjnego z warunkami ograniczajagcymi (zalozenie
braku mozliwo$ci zajmowania pozycji krotkich na aktywach portfela) jest:

, gdzie

oraz o; jest i-tym elementem diagonalnym macierzy kowa-

kowych wzgledem kolejnych zmiennych

i wartos$ci tych zmiennych w;, co

2
4
min__, Z(%—%] przy warunku I'w = 1 A w > 0. (10)

i=1

7 Zalozenie braku dzwigni finansowej oraz braku mozliwosci zajmowania krotkich pozycji na instru-
mentach sktadowych portfela.
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W ramach analizy portfelowej warto uwzgledni¢ wpltyw na rozktad stop zwrotu, ich
realizacji w najblizszej przesztosci. Prowadzi to do dynamicznej analizy portfelo-
wej. Szczegdlnie istotnym elementem dynamicznej analizy portfelowej zakladajacej
codzienny rebalancing®, jest trafne oszacowanie i prognozowanie warunkowej kowa-
riancji (por np. Fleming i inni, 2001; Pooter i inni, 2008). W przypadku wykorzysta-
nia danych dziennych wskazuje si¢ nastepujaca konstrukcje ruchomego estymatora
kowariancji warunkowej wzgledem przesztosci procesu:

S, =exp(-&)S,_, + aexp(-a)r,_r, ,, (11)

gdzie S, to oszacowanie dziennej warunkowej kowariancji w dniu sesyjnym ¢, ¢ to para-
metr zanikania (ang. decay rate), natomiast r, to dzienna stopa zwrotu w dniu sesyj-
nym ¢, rozumiana jako przyrost logarytmoéw cen na zamknigcie w dniach ¢ oraz ¢ — 1.

Analizy (por. Barndorff-Nielsen, Shephard, 2004) pokazuja, ze bardziej efek-
tywne prognozy warunkowej kowariancji stop zwrotu uzyskuje sie, wykorzystujac
w ich konstrukcji macierz zrealizowanych kowariancji wyznaczong z wykorzystaniem
wewnatrzdziennych stop zwrotu:

S, =exp(-a)S,_, +axexp(-a)(V,_, +n,_m,_,), (12)

gdzie V, to macierz zrealizowanej kowariancji (ex post) w dniu sesyjnym ¢, z kolei
1, to tzw. nocna stopa zwrotu (ang. overnight), definiowana jako przyrost pomiedzy
logarytmem ceny na otwarcie w dniu ¢ a logarytmem ceny na zamkni¢cie w dniu 7 — 1,
natomiast pozostate symbole rozumiane sg jak wyzej. Warto§¢ parametru zanikania o
mozna dobra¢ arbitralnie badz tez mozna dokona¢ jego estymacji za pomoca metody
quasi-MNW, przy zatozeniu r, = S, &, {g,} ~ iid(0, L,).

Przyjmujac, ze przedziat [0,1] odpowiada przedziatowi czasowemu dla pierw-
szego rozwazanego dnia sesyjnego, dla #-tego dnia sesyjnego jest to odpowiednio
przedziat [t — 1,f], macierz zrealizowanej kowariancji RCov, , definiuje si¢ z wyko-
rzystaniem wewnatrzdziennych stop zwrotu za podokresy o dhlugosci A, przy czym
A < 1, stad kazdy ¢-ty dzien sesyjny obejmuje |_1/A_| podokreséw oraz zwigzanych
z nimi wewnatrzdziennych stop zwrotu. Oszacowanie kowariancji zrealizowane;j
(ang. realized covariation) wyraza si¢ nastepujaco:

| 1/A]
RCov,,= 2. ran,, (13)

i=(1=1)| /A J+1

gdzie RCov,, to zrealizowana kowariancja w dniu sesyjnym ¢, natomiast 7;, to
wewnatrzdzienna logarytmiczna stopa zwrotu za i-ty okres o dtugosci A, gdzie

8 Wybér optymalnych wag portfela na podstawie parametrow rozkladu warunkowego wzgledem

przesztosci, w kazdym kolejnym dniu sesyjnym.
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i=(—=1-[1/A|+1,....t-[ 1/ A], przebiega indeksy wewnatrzdziennych stop zwrotu
w ramach 7-tego dnia sesyjnego.

Zauwazmy, ze miara RCov, 5 nie jest odporna na wystgpowanie addytywnych sko-
koéw naktadajacych si¢ na proces generujacy ceny rozwazanych aktywow. Zauwazmy
tez, ze logarytmiczne stopy zwrotu za okres A, mozna rozwazac jako dyskretne przy-
rosty w ramach przyjetego p-wymiarowego procesu z czasem ciagtym {p(s)} _ , gene-
rujacego logarytmy cen’:

5207

r,, =pGA) —p((i—DA). (14)

Boudt i inni (2011) zaproponowali odporny na wystepowanie skokow estymator kowa-
riancji zrealizowanej ROWCov (ang. realized outlyingness weighted covariation).
ROWCov wykorzystuje w swej pierwotnej konstrukcji odporny estymator wielowy-
miarowego rozrzutu MCD, niemniej jednak jako jego alternatywe mozna zastosowac
estymator PCS. Warto$¢ oszacowania ROWCov wyznacza si¢ jako sume wazona
wewnatrzdziennych logarytmicznych stop zwrotu, dla ktorych wagi przypisywane sa
z wykorzystaniem odleglosci Mahalanobisa (bedacej miernikiem stopnia odstawania
obserwacji), wykorzystujacej odporne oszacowanie rozrzutu okresowych (wewnatrz-
dziennych) stop zwrotu w ramach tzw. lokalnego okna.

W ramach procedury obliczania ROWCov dokonuje si¢ podziatu okresu badania
na lokalne okna o dlugosci 4 (przy czym A < 1 oraz 4 > A), w ramach ktorych to
przedziatéw czasowych dla przyjetego dla logarytmow cen procesu {p(s)}m Z czasem
ciggtym, w przypadku braku skokow, zaktada si¢ staty poziom kowariancji chwilowej
dla momentu s, tzn. X(s)=X((/-1)4), dla se[(-DA,IA), [ € Z, stad tez dla tego
przedziatu, dla uproszczenia przyjmuje si¢ oznaczenie X, =X((/—1)1). W ramach
lokalnego okna mozna wyr6znié L/i/ AJ podokresow o dtugosci A. Zbidr indeksow stop
zwrotu z okresow o dlugosci A, nalezacych do tego samego okna lokalnego co stopa
zwrotu r; 5 wyraza si¢ jako N, {] = 1)|_/1/AJ+1 lL/i/AJ‘ l—(i/i/A_l} I tak
wartos¢ MCD albo PCS E bedaca oszacowaniem CthlOWG] macierzy kowariancji
w [-tym lokalnym oknie, ktore obejmuje stopg r, 5, czyli l—(z/l/Al wyznacza Si¢

1

w oparciu o standaryzowane ze wzglgdu na dlugos¢ okresu A stopy zwrotu r; , - A 2,
j € N. Przy okreslaniu odleglosci Mahalanobisa wzgledem p-wymiarowego wektora
zer dla stopy zwrotu 7; 5, wykorzystuje si¢ warto$¢ odpornego estymatora rozrzutu,
dla lokalnego okna /= |_1A/ [l do ktorego przynalezy i-ta okresowa stopa zwrotu:
)2, WA= )2 A. Kwadrat odlegtosci Mahalanobisa pomigdzy r; , a wektorem zerowym,

°  Przyktadem moze by¢ tutaj p-wymiarowy proces dyfuzyjny ze skokami o skoficzonej aktywnosci

BSMFAIJ (ang. Brownian Semimartingale with Finite Activity Jumps), bedacy rozszerzeniem procesu
BSM (ang. Brownian Semimartingale) o sktadowa opisujaca dynamik¢ wystepowania skokow. Praca
(Boudt i inni, 2011) zawiera opis procesOw w kontekscie wyznaczania macierzy zrealizowanej kowariancji
oraz (odpornego na wystepowanie skokow) wnioskowania na temat parametréw zwigzanych z procesem
(tzw. kowariancji zintegrowanej ICov dla dnia sesyjnego).
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przy macierzy kowariancji stop zwrotu za okres A, wyrazonej przez ﬁ‘.i,AA, dany jest
nastepujaco:
L X

d’, = % (15)
Tak zdefiniowane kwadraty odlegtosci de petnig role argumentu dla funkcji wag.
Jako funkcje wag w: R, — R, przyjmuje si¢ funkcj¢ ciagla, dla ktorej wartosci w(z)z
sa ograniczone. Przykladem takiej funkcji jest funkcja wagowa Hard Rejection
(HR): w,,(z) =1(z<k), gdzie I jest funkcja wskaznikowa oraz funkcja wagowa Soft

Rejection (SR): wg,(z) = min {1,5}, gdzie 0 < k < oo jest ustalonym parametrem!'?.

z
Po wyborze funkcji wagowej wartos¢ miernika ROWCov, , dla #-tego dnia sesyjnego,

wyznacza si¢ nastgpujaco:
| 1/A]
ROWCov, , =c, z W(diZ,A )ri,Ari’,A > (16)
i=(t=1)| /A ]+1
gdzie r; 5 to wewngtrzdzienna logarytmiczna stopa zwrotu za i-ty okres o dtugosci A,
z kolei w(de) to waga odpowiadajaca i-tej stopie zwrotu, ktorej warto$¢ wyznaczana

p
E[w(z)z]
to poprawka na zgodno$¢ ROWCov jako estymatora zintegrowanej kowariancji [Cov
(por. Boudt i inni, 2011) dla #-tego dnia sesyjnego w przypadku procesu BSMFAJ,
a z jest zmienng losowa o rozktadzie chi-kwadrat z p stopniami swobody.

Nalezy zaznaczy¢, ze ROWCov jest afinicznie ekwiwariantny (por. Boudt
i inni, 2011).

Do odpornej dynamicznej analizy portfelowej wybrano akcje trzech spoétek
notowanych na GPW: KGHM, PEKAO oraz PKOBP, ktore charakteryzowaty si¢
wysoka plynnoscig (mierzong przecigtnym czasem pomie¢dzy kolejnymi transak-
cjami). Jako okres badania przyjeto przedziat od 2.07.2014 do 5.11.2015, co odpo-
wiada ¢ € {0,1,...,7 = 340} (proba objeta 341 dni sesyjne, w zwigzku z brakiem
danych dla nocnej stopy zwrotu dla daty 4.07.2014). Dane dzienne oraz dane trans-
akcyjne dotyczace notowan przywotanych spotek pobrano z repozytorium Domu
Maklerskiego BOS SA.

W badaniach czgsto przyjmuje sie dtugos¢ lokalnego okna odpowiadajaca poje-
dynczemu dniu sesyjnemu, tzn. 4 = 1 oraz dlugosci okresoéw A odpowiadajacych
1-, 5-, 10- lub 15-minutowym okresom. Biorgc pod uwage ptynnos¢ badanych akcji,
zdecydowano sie przyja¢ A = 1/32. Podjeto si¢ budowy portfela o minimalnej zmien-
nos$ci z codziennym rebalancingiem, tzn. w celu okreslenia struktury wag dla kazdego

jest w oparciu o kwadrat odleglosci Mahalanobisa wektora, natomiast ¢, =

10 Przy zatozeniu, ze logarytmy cen instrumentéw generowane sg przez p-wymiarowy proces BSM,
de ma rozktad chi-kwadrat z p stopniami swobody, wtedy za warto$¢ k, przyjmuje si¢ warto$¢ kwantyla
1-4 (czgstym wyborem jest f = 0,001 albo 0,005) wspomnianego rozktadu.
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kolejnego dnia sesyjnego 7= 1,..., T, w minimalizowanej funkcji kryterium za macierz
kowariancji przyjmuje si¢ dla #-tego dnia sesyjnego, prognoze dotyczacg macierzy
kowariancji warunkowej wzgledem przesztosci procesu. Do oszacowania i prognozo-
wania warunkowej wzgledem przesztosci procesu macierzy kowariancji S,, przyjeto
podejécie nieparametryczne wykorzystujace ruchomy estymator zadany wzorem (12),
przyjmujac za V,, oparte na 15-minutowych stopach zwrotu!! (A = 1/32) oszacowania
kowariancji zrealizowanej RCov, 5 oraz ROWCov, 5, bazujagce na MCD i PCS, przyj-
mujac lokalne okno 4 =1 (dla wykorzystywanych miar przyjeto symbole ROWCOVTAC P
oraz ROWCov,’s). Im wyzsza warto§¢ parametru zanikania o tym wyzszy udziat w S,
ostatnich pozioméw miernikow zrealizowanej kowariancji i mniej gtadki przebieg
w czasie warto$ci oszacowan warunkowej macierzy kowariancji. W pracy Pooter i inni
(2008) proponuje si¢ rozwazenie wartosci parametru zanikania o = 0,05; 0,1 oraz 0,2.

Jako rozwiazania problemu optymalizacyjnego uzyskuje si¢ wagi portfela dla kaz-
dego kolejnego #-tego dnia sesyjnego, w zaleznosci od przyjetego zaV, ; miernika
zrealizowanej kowariancji RCov,_ ,, ROWCov!""? oraz ROWCov’’,, ktére ozna-

. . . RC ROWCov, PCS
czane bedg odpowiednio symbolami: wRE, wROVEMMED gy W ROWCRRPES “yyektory

wag pochodzace z sekwencji rozwigzah problemow optymalizacyjnych utworza
odpowiednie szeregi czasowe.

Stope zwrotu portfela w #-tym dniu sesyjnym wyznacza si¢ jako:

R, =w!'R,, (17)
gdzie R,," to dzienna prosta stopa zwrotu w ¢-tym dniu sesyjnym dla portfela o struk-
turze wag w" (dla danego portfela m zastgpuje si¢ odpowiednio RCov, ROWCov-MCD
albo ROWCov-PCS), natomiast R, to wektor dziennych prostych stop zwrotu aktywow
portfela w dniu sesyjnym z.

W celu oceny poziomu zmiennosci portfeli w ramach tzw. backtestingu wyzna-
cza si¢ wartosci odchylenia standardowego stop zwrotu rozwazanych portfeli Rﬁf“,
Ry M oraz REOVCOUTS, w przywolanym wezesniej przedziale czasowym, z pomi-
nigciem pierwszych 30 dni sesyjnych, tzn. analiza objeta dni sesyjne ¢ = 31,...,340.
Ponadto wyznacza si¢ wartosci pozostatych statystyk opisowych dla stop zwrotu roz-
wazanych portfeli.

W celu poréwnania zachowania si¢ portfeli wykorzystujacych w konstrukeji pro-
gnoz odporne oszacowania zrealizowanej kowariancji ROWCov (bazujace na MCD
oraz PCS) z portfelem wykorzystujgcym w tym miejscu oszacowanie RCov, wyznacza
si¢ dla kolejnych dni sesyjnych nadwyzki stop zwrotu dwdch pierwszych portfeli nad

" Empiryczne rozktady rozwazanych wewnatrzdziennych stop zwrotu odzwierciedlaja stylizowane
fakty przedstawione m.in. w pracach Boudt i inni, 2011 i Hautsch, 2011, wskazujace na wystgpowanie
w dynamice wewnatrzdziennych stop zwrotu (w szczegoélnosci tych dla krotkich interwalow czasowych)
tzw. skokow (nie wynikajacych z dziatania gtéwnego mechanizmu por. proces BSMFAJ), ktore maja cha-
rakter stosunkowo rzadko wystepujacych obserwacji odstajacych, skutkujacych sztucznym zwigkszeniem
zmiennosci.
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stopa zwrotu portfela ostatniego (odpowiadaja one stopom zwrotu z inwestycji pole-
gajacej na zaje¢ciu pozycji dlugiej na porownywanym portfelu oraz pozycji krotkiej na
portfelu z wagami wX"). Dodatkowo w celu oceny trafnosci przewidywan dotycza-
cych warunkowej kowariancji oraz jej wplywu na zmienno$¢ portfela), wyznacza sig

dla kazdego #-tego dnia sesyjnego, zmiennos$¢ portfeli wykorzystujac oceng ex post

zrealizowanej kowariancji:
m m m
sdp, ={w,'V,w/". (18)

Dla kazdego #-tego dnia sesyjnego dla kazdego z trzech rozwazanych portfeli
(tzn. o strukturach wag w;", wiOV" NP graz wiOVCPS) - dokonuje sie pomiaru
zmiennoS$ci sd;" z wykorzystaniem macierzy kowariancji zrealizowanej ex post przyj-
mujgc za V, trzy jej warianty RCov, ,, ROWCov,"” oraz ROWCov,.’, niezaleznie od
tego ktora miara zostata wykorzystana przy tworzeniu prognoz macierzy kowariancji
warunkowej, bedacej podstawg wyznaczania wag. We wszystkich powyzej wskaza-
nych poréwnaniach zestawia si¢ dodatkowo wyniki dla portfela z rownymi wagami
dla wszystkich instrumentow: w =[1/3,1/3,1/3]. Dla stop zwrotu portfela z réwnymi
wagami przyjeto symbol R}

PORTFEL O MINIMALNEJ ZMIENNOSCI

Sekwencyjng analiz¢ dla portfela o minimalnej zmienno$ci, wykonano dla trzech
wartosci parametru a = 0,05, 0,1 oraz 0,2, dla ruchomego oszacowania macierzy
kowariancji warunkowej. W kazdej z powyzszych prob, dla wykorzystywanych w kon-
strukcji ROWCov estymatorow odpornych MCD i PCS, przyjmujac, ze parametr
h= L}/ -(#N i)_|, gdzie #N; jest licznos$cia zbioru N; (obejmujacego indeksy okresowych
stop zwrotu w tym samym oknie lokalnym co r;,), rozwazono dwa poziomy y = 0,5
oraz y = 0,75. Jako funkcj¢ wagowa uzywang przy okreslaniu wartosci ROWCov
przyjeto funkcje typu HR (ang. hard rejection), a parametr k ustalono, jako wartos¢
kwantyla 1 — f rozktadu chi-kwadrat z p = 3 stopniami swobody, przyjmujac = 0,001.

Tworzac kod w jezyka R umozliwiajgcy implementacj¢ procedury budowy portfeli
korzystano z funkcji nastgpujacych pakietoéw: xts — Ryan i inni, 2013, highfre-
quency (funkcje rCov, rOWCov) — Boudt i inni, 2014, fPortfolio (funkcja
minvariancePortfolio)— Wuertziinni, 2009. Dla kazdej z trzech rozwazanych
warto$ci parametru zanikania o, wyniki dotyczace portfela minimalnej zmiennosci
uzyskane dla ruchomego oszacowania warunkowej kowariancji byty bardzo zblizone.
Nieznacznie lepsze wyniki uzyskiwano wykorzystujac ROWCov, wyznaczany przy
warto$ci parametru h=LO,75~(#N,)J dla estymatora MCD oraz PCS. W zwigzku
z powyzszymi ustaleniami, zgodnie z arbitralng decyzja, zaprezentowane zostang
wyniki dla konfiguracji o = 0,05 1 h :L0,75-(#N,.)J, odnoszace si¢ do stop zwrotu
portfela wyrazonych w punktach procentowych oraz zmiennosci portfela.
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W celu oceny jakosci konstruowanych sekwencyjnie portfeli, dla ktérych warunko-
wej minimalizacji ze wzgledu na wartosci wag podlega funkcja opisujaca zmiennosé
stop zwrotu portfela, jednym z glownych aspektow jest zbadanie poziomu zmiennosci
stop zwrotu w probie w ramach backtestingu. Dokonuje si¢ tego poprzez wyznacze-
nie odchylenia standardowego dla stop zwrotu portfela zaobserwowanych w probie
obejmujacej zakres czasowy backtestingu.

W backtestingu dla dni sesyjnych ¢ = 31,...,340 odchylenie standardowe stop
zwrotu portfeli, dla ktorych przyjeto szeregi wag wy ", wROWCOWMD | yROWCOPES ora7
w,’, przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2.

Odchylenie standardowe stop zwrotu portfeli minimalnej zmiennosci

m RCov ROWCov-MCD | ROWCov-PCS Eq

odchylenie standardowe 1,3914 1,3893 1,3849 1,4350
dla proby R, ", t = 31,...,340

P>

Zrodto: opracowanie whasne.

Wartosci odchylenia standardowego wyznaczone w probie dla stop zwrotu portfeli
(powstatych poprzez optymalizacje wag w ramach problemu portfela o minimalnej
zmiennosci), byty zblizone niezaleznie od tego czy w konstrukcji prognozy warunko-
wej kowariancji wykorzystano miar¢ RCov (odchylenie standardowe portfela wyniosto
1,3914), czy jej odporne odpowiedniki ROWCov-MCD i ROWCov-PCS (odchylenie
standardowe odpowiednio 1,3893 i 1,3849). Biorac pod uwage wyniki backtestingu,
wplyw wspomnianych odpornych odpowiednikéw na zmniejszenie poziomu zmien-
nosci wartosci portfela mozna uzna¢ za marginalny, jednoczesnie zaobserwowany
poziom zmiennosci portfeli minimalnego ryzyka byt zauwazalnie nizszy od tego dla
portfela z rownymi wagami.

Pozostale statystyki opisowe dla stop zwrotu portfeli z wagami w} <, wROWCo-MP

wROWCPES oraz w (¢ = 31,...,340), przedstawiono w tabeli 3.
Tabela 3.
Statystyki opisowe stop zwrotu portfeli minimalnej zmiennosci
. R,," R,/ R,," R,," R,," R, R,

srednia arytm. | mediana Ql Q3 min max rozstep
RCov -0,0890 -0,0863 -0,8530 0,7852 -6,2455 3,9933 10,2388
ROWCov-MCD -0,0931 -0,0882 -0,8519 0,7462 -6,4611 3,9850 10,4461
ROWCov-PCS -0,0908 -0,0904 -0,8616 0,7601 -6,0896 3,9753 10,0649
eq -0,0660 -0,0248 -0,8601 0,7891 -6,6375 4,7572 11,3947

Zrodto: opracowanie wilasne.
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W rozwazanym przypadku maksymalizacja oczekiwanej stopy zwrotu portfela nie
jest zadana w ramach problemu optymalizacyjnego, co odzwierciedlito si¢ w umiar-
kowanie nizszych poziomach $rednich stop zwrotu portfeli z wagami wrO™ M,

ROWCv-PES oraz wr ($rednia warto$¢ stopy zwrotu portfeli odpowiednio na pozio-
mie -0,0931, -0,0908 oraz -0,0890), wzgledem portfela o rownych wagach w
(Srednia: -0,0660). Warto$¢ minimalna stopy zwrotu R, " dla portfela wyko-
rzystujacego w konstrukcji prognoz ROWCov-PCS, jest wyzsza od odpowiednikéw
w pozostalych portfelach, w tym zauwazalnie wyzsza w relacji do minimum R;'.
Najnizszy rozstep stop zwrotu zaobserwowano dla portfela z prognozami skonstru-
owanymi z wykorzystaniem ROWCov-PCS.

Zmienno$¢ portfela w ujeciu dziennym nie jest bezposrednio obserwowalna, tym
samym poziom zmienno$ci zrealizowanej sd),, indukowany przez wagi portfela oraz
warto$ci oszacowania kowariancji zrealizowanej dla kolejnych dni sesyjnych, umoz-
liwia badanie jego zmian w uj¢ciu dynamicznym. Sumaryczng informacj¢ o zmien-
nosci portfela sd;, mozna uzyska¢ poprzez wyznaczenie dla niej statystyk opisowych
w ramach przyjetego przedzialu czasowego (domyslnie takiego samego jak w ramach
backtestingu).

Statystyki dotyczace miernikOw zrealizowanej zmiennosci portfela sdj,, (mier-
niki te wyznaczono z wykorzystaniem trzech miernikoéw zrealizowanej kowariancji
V, : RCov,,, ROWCov"s”, ROWCov,*), dla ¢ = 31,...,340 zostaly przedstawione
w tabeli 4.

Tabela 4.
Mierniki zrealizowanej zmiennosci portfeli minimalnej zmiennoS$ci
v, »
Miara polsdy, | s, | osdp, | osdn, | osdn, | s,
zreealizowanej Srednia mediana Ql Q3 min max rozstep
kowariancji m arytm.
RCov 1,0382 | 09734 | 0,7714 | 1,1865 | 0,3465 | 3,7506 | 3,4041
ROWCov-MCD | 1,0369 | 0,9717 | 0,7773 1,1946 | 0,3471 | 3,8488 | 3,5017
RCov,,
' ROWCov-PCS 1,0392 | 0,9696 | 0,7755 1,1984 | 0,3468 | 3,6829 | 3,336l
eq 1,0363 | 0,9791 | 0,7752 | 1,2082 | 0,3516 | 3,9078 | 3,5562
RCov 0,9928 | 0,9446 | 0,7390 | 1,1509 | 0,3474 | 3,5836 | 3,2362
. ROWCov-MCD | 0,9921 | 0,9450 | 0,7342 | 1,1550 | 0,3480 | 3,6617 | 3,3137
ROWCov,"”
ROWCov-PCS 0,9936 | 0,9499 | 0,7335 1,1547 | 0,3477 | 3,5285 | 3,1808
eq 0,9899 | 0,9286 | 0,7415 1,1528 | 0,3526 | 3,7292 | 3,3766
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vV, sd”
Miara sy, | osan, | osay, | osdp, | sy, |osa,
zreealizowanej srednia mediana Q1 Q3 min max rozstep
kowariancji m arytm.

RCov 1,0044 | 0,9508 | 0,7558 | 1,1656 | 0,3474 | 3,7602 | 3,4128
ses |ROWCov-MCD | 1,0037 | 09540 | 0,7553 | 1,1631 | 0,3480 | 3,8586 | 3,5106

ROWCov, ,
' ROWCov-PCS 1,0053 | 0,9551 | 0,7489 | 1,1739 | 0,3477 | 3,6924 | 3,3447
eq 1,0024 | 0,9400 | 0,7522 | 1,1805 | 0,3526 | 3,9180 | 3,5654

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Przecigtne poziomy zrealizowanej zmiennosci ex post zbudowanych portfeli (bez

wzgledu na podstawe okreslenia struktury wag: wke, wROWCoMD |y ROWCOPES g7

t

w"), byly wyzsze (1,03—1,04), gdy podstawa wyznaczania miernika zmiennosci port-
fela byta macierz RCov, niz mialo to miejsce w przypadku zastosowania jej odpornych
odpowiednikéw ROWCov-MCD (0,99) oraz ROWCov-PCS (1,00-1,01).

Rdznice w przecigtnych poziomach zmiennosci zrealizowanej ex post —niezaleznie
od rozwazanej miary, sg dla portfeli o roznych strukturach wag bardzo niewielkie.
Niekorzystnym wydaje si¢ by¢ fakt, iz przecigtny poziom zrealizowanej zmienno$ci
portfeli ex post, ktore w problemie optymalizacyjnym zaktadaly minimalizacj¢ ryzyka
portfela (mierzonego w oparciu o prognozy warunkowej wzgledem przesztosci kowa-
riancji stop zwrotu) nie byt znaczacy nizszy niz ten dla portfeli o rownych wagach.
Tylko w przypadku stosowania ROWCov-MCD, najnizszym $rednim jej poziomem
charakteryzowal si¢ portfel o strukturze wag w°V" M dla ktorego prognozy warun-
kowej kowariancji wykorzystywaty w swej konstrukcji t¢ samg miare zrealizowanej
kowariancji. Takze w tym przypadku roéznica w rozwazanym poziomie zmiennosci
wzgledem pozostalych portfeli byla znikoma.

Statystyki dotyczgce nadwyzki stopy zwrotu R, " zestawianego portfela nad stopg
zwrotu portfela o strukturze wag WfC"V, t =31,...,340, przedstawiono w tabeli 5.

Tabela 5.
Statystyki nadwyzek stop zwrotu ,,odpornych” portfeli minimalnej zmiennos$ci
R, = Ry | Srednia mediana odeh. Ql Q3 min max
m arytm. stand.
ROWCov-MCD -0,0040 | 0,0017 | 0,0602 | -0,0209 | 0,0213 | -0,6301 | 0,2122
ROWCov-PCS -0,0017 | 0,0002 | 0,0440 | -0,0203 | 0,0208 | -0,2654 | 0,1559
eq 0,0230 | 0,0029 | 0,2491 | -0,0608 | 0,0764 | -0,9943 | 1,1772

Zrodto: opracowanie whasne.

Statystyki dotyczace ksztattowania si¢ wskaznika Giniego mierzacego koncentracje
(nierownomiernos$¢) rozkladu wag portfela, w przedziale czasowym ¢ = 31,...,340,
przedstawiono w tabeli 6.
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Tabela 6.
Wskazniki koncentracji rozktadu wag portfeli minimalnej zmiennosci
Struktura | Gini — wagi |Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi |Gini — wagi
wag portfela |$rednia arytm.| mediana |odch. stand. Ql Q3 min max
wRee 0,1056 0,0820 0,0670 0,0561 0,1398 0,0049 0,2709
WROWCMED 0 1039 0,0826 0,0701 0,0516 0,1657 0,0047 0,2608
yyRowcores 0,1081 0,0913 0,0705 0,0504 0,1564 0,0015 0,2638
w;! 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Przecietny poziom koncentracji (nierownomierno$ci) wag byt dla portfeli o strukturze

WREoY, WROWCOMED |4y ROWCO-PES 7blizony i niewielki, zawierat si¢ w przedziale 0,10-0,11

(mediany: 0,08-0,09). W przypadku portfela z rownymi wagami w?, w zwigzku
z definicja wskaznika Giniego, poziom nierownosci jest niezmiennie zerowy.
Statystyki dotyczace ksztattowania si¢ poziomu koncentracji mierzonej wskaz-

nikiem Giniego, dotyczacej krancowego wktadu poszczegdlnych aktywow w taczne
ryzyko portfela, wyrazane przez sdj,, =/w!"'V,w"" (za macierz zrealizowanej kowa-
riancji ex post V, przyjeto RCov, 5 — ze wzgledu na podobiefistwo wynikéw pomija si¢
prezentacje wynikow dla V, rownego ROWCov,s”, oraz ROWCov,’s), w przedziale
czasowym ¢ = 31,...,340, przedstawiono w tabeli 7.

Tabela 7.
Wskazniki koncentracji wktadow aktywow w laczne ryzyko portfeli minimalnej

Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini —

Struktura wktad wktad wktad wktad wktad wktad wktad

wag w ryzyko w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko

portfela | $rednia arytm. | mediana | odch. stand. Ql Q3 min max
whe 0,1955 0,1856 0,0971 0,1222 0,2552 0,0176 0,5718
WROWCOMED| 0 1950 0,1903 0,0970 0,1216 0,2583 0,0095 0,5744
yyRowcores 0,1991 0,1953 0,0991 0,1294 0,2650 0,0066 0,5756
wi! 0,1442 0,1313 0,0802 0,0895 0,1883 0,0145 0,5758

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Przecietny poziom koncentracji krancowych wktadow aktywow w ryzyko portfela
(indukowane przez wagi portfela oraz zrealizowang macierz kowariancji RCov, ),
byt zblizony dla portfeli optymalizowanych w kierunku minimalnej zmiennosci (tzn.
o strukturze wag wre, wROWCOVMED |y ROWCowFES) i nalezat do przedziatu 0,19-0,20.
Sredni poziom koncentracji ryzyka tych portfeli byt wyzszy w poréwnaniu do portfela
o rownych wagach w!?, dla ktoérego wyniost 0,14.

W przypadku sekwencyjnej konstrukcji portfeli ERC problem optymalizacyjny
sprowadza si¢ do okreslenia wag, przy odpowiednich ograniczeniach, aby krancowy

udziat kazdej sktadowej portfela w jego ryzyku byt rowny. Ryzyko portfela okreslone
jest przez 0, = 0(W)=+WZEw, przy krancowym wkladzie i-tej sktadowej portfela
do(w)

definiowanej przez o,(w)=w,- , dla kazdego dnia sesyjnego parametr kowa-

riancji zastepuje si¢ prognoza S, dotyczaca warunkowej wzgledem przesztosci macie-
rzy kowariancji. W celu dokonania poréwnania wynikow z tymi prezentowanymi
wczesniej dla portfela o minimalnej wariancji, przyjeto jako podstawe prognoz ten
sam co w poprzednim przypadku model warunkowej kowariancji.

Tworzac kod R przyjetej procedury budowy portfeli ERC poza wcze$niej wymie-
nianymi pakietami wykorzystano funkcj¢ PERC pakietu FRAPO — Pfaff, 2011.

Badajac jakosci tworzonych portfeli ERC, cigzar przenosi si¢ z oceny poziomu ich
ryzyka sd},, na pomiar rdwnomiernosci krancowych wktadow sktadowych portfela
w to ryzyko. Zaréwno ryzyko portfela jak i krancowy wkiad w nie, dla kolejnych dni
sesyjnych wyznacza si¢ z wykorzystaniem wyznaczonej ex post (w oparciu 0 wewnatrz-
dzienne stopy zwrotu aktywow) macierzy zrealizowanej kowariancji (w wariancie
RCov, ROWCov-MCD, ROWCov-PCS).

Pomiaru stopnia koncentracji (nierownosci) krancowych wktadow w ryzyko port-
feli, dla kolejnych dni sesyjnych dokonuje si¢ z wykorzystaniem wskaznika Giniego.
Analizowano tak jak w poprzednim przypadku przedziat czasowy ¢ = 31,...,340.
Dodatkowo policzono podstawowe statystyki opisowe stop zwrotu portfeli w ramach
backtestingu.

W backtestingu dla dni sesyjnych ¢ = 31,...,340 odchylenie standardowe stop zwrotu
RCov ROWCov- MCD ROWCov- PCS

portfeli ERC, dla ktorych przyjeto szeregi wag w, ', W, , W, oraz
w;?, przedstawiono w tabeli 8.
Tabela 8.
Odchylenie standardowe stop zwrotu portfeli ERC
m RCov ROWCov-MCD | ROWCov-PCS eq
odchylenie standardowe
1,4162 1,4171 1,4136 1,4350
dla préby R,", t = 31,...,340

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Warto$¢ odchylenia standardowego wyznaczona dla stop zwrotu portfeli ERC
w przedziale czasowym objetym backtestingiem, ksztattowata si¢ na zblizonym pozio-
mie, powyzej 1,41, ktory byt wyzszy niz w przypadku portfeli minimalnej zmiennosci
—1,38-1,39 (w przypadku portfeli ERC problem optymalizacyjny nie obejmuje mini-
malizacji ich zmiennos$ci), a tym samym nizszy niz w przypadku portfeli o rownych
wagach — 1,44. Statystyki dotyczace ksztattowania si¢ wskaznika Giniego mierzacego
koncentracje (nierownomiernos¢) rozktadu wag portfeli ERC, w przedziale czasowym
t = 31,...,340, przedstawiono w tabeli 9.

Tabela 9.
Wskazniki koncentracji rozktadu wag portfeli ERC
Struktura | Gini — wagi |Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi |Gini — wagi|Gini — wagi | Gini — wagi
wag portfela|$rednia arytm.| mediana |odch. stand. Ql Q3 min max
WFCDV 0,0327 0,0267 0,0212 0,0182 0,0407 0,0017 0,0900
wROWCMERL 0 0307 0,0262 0,0202 0,0164 0,0420 0,0017 0,0826
wyRowcowres 0,0330 0,0299 0,0218 0,0162 0,0432 0,0004 0,0867
wi! 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Przecietny poziom nierdéwnomierno$ci rozktadu wag dla portfeli ERC byt bardzo
niewielki, warto$¢ wskaznika Giniego rowna 0,03. Oznacza to, Ze przecigtnie struktura
portfela ERC byta zblizona do portfela z rownymi wagami. Nawet maksymalna odno-
towana warto$¢ wskaznika Giniego dla wag byta niewielka i wynosita 0,08—0,09.

Gléwnym kryterium oceny jakos$ci zbudowanych portfeli ERC jest stopien rowno-
miernosci krancowych wptywéw sktadowych portfela na jego taczne ryzyko, ktore to
mierniki wyznaczane sg ex post dla kolejnych dni sesyjnych, w oparciu o trzy warianty
kowariancji zrealizowanej: RCov, ROWCov-MCD, ROWCov-PCS. Jego oceny doko-
nuje si¢ w oparciu o szeregi czasowe warto$ci wskaznikéw Giniego. Statystyki doty-
czace ksztattowania si¢ poziomu koncentracji, dotyczacej krancowego wktadu poszcze-

gblnych aktywow w taczne ryzyko portfeli ERC, wyrazane przez sd,, =/w;"'V,w/"
w przedziale czasowym ¢ = 31,...,340 zestawiono w tabeli 10.
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Tabela 10.
Wskazniki koncentracji wktadow aktywow w taczne ryzyko portfeli ERC

Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini —

Struktura wktlad wktad wktad wktad wktad wktad wktad

wag w ryzyko w ryzyko | wryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko

portfela | $rednia arytm. | mediana | odch. stand. Ql Q3 min max
whe 0,1423 0,1319 0,0819 0,0865 0,1843 0,0050 0,5745
W ROWCor-MED 0,1418 0,1310 0,0806 0,0861 0,1875 0,0029 0,5753
yRowconres 0,1428 0,1314 0,0813 0,0881 0,1868 0,0067 0,5757
wi! 0,1442 0,1313 0,0802 0,0895 0,1883 0,0145 0,5758

Zroédlo: opracowanie wilasne.

Dla portfeli ERC przecietny stopien nierdéwnomiernosci wktadow w ryzyko akty-
wOw wyrazajacy si¢ wartoscig wskaznika Giniego 0,14 wydaje si¢ by¢ wysoki, tym
bardziej, ze dla tych portfeli problem optymalizacyjny, wykorzystujacy w swej kon-
strukcji prognozy warunkowej kowariancji, zaktada minimalizacje¢ odstgpstw pomig-
dzy indywidualnymi udziatami w tacznym ryzyku portfela. Wspomniany poziom jest
prawie identyczny z tym dla portfeli o rownych wagach, co ma zwiazek z ogolna
tendencja do rownomiernego rozktadu wag w skonstruowanych portfelach ERC.
Maksymalna warto$¢ wskaznika Giniego dla wkiadow w ryzyko portfeli ERC, byta
bardzo wysoka i wynosita 0,57-0,58, przy géornym kwartylu na poziomie 0,18-0,19.
Co prawda przecietny poziom nierownomiernosci krancowych wkltadow w ryzyko
portfeli ERC byl nizszy niz w przypadku portfeli minimalnej zmienno$ci — przeci¢tna
wartos¢ wskaznika Giniego na poziomie 0,19-0,20. Wyniki dla portfeli ERC wydaja
si¢ by¢ niezadowalajace, bez wzgledu na to, ktére miary zrealizowanej kowarian-
cji wykorzystano w ramach konstrukcji prognoz warunkowej kowariancji, klasyczny
ROWCoyv, czy tez odporne ROWCov-MCD i ROWCov-PCS.

5. PODSUMOWANIE

Biorac pod uwage wyniki przedstawionych analiz empirycznych, wplyw zastoso-
wania odpornych oszacowan zrealizowanej kowariancji zamiast klasycznego oszaco-
wania ROWCov na poprawe wynikow konstruowanych portfeli okazat si¢ by¢ nie-
wielki. Zaréwno w przypadku portfeli, dla ktorych celem jest uzyskanie minimalnej
zmiennosci stop zwrotu portfela w ramach backtestingu oraz poziomu jego zrealizo-
wanej zmiennosci — ryzyka, jak tez portfeli ERC, w ktorych dazy sie do uzyskania
identycznego wptywu poszczegdlnych aktywow na faczne ryzyko, zastosowanie podej-
scia odpornego nie dato znaczacej poprawy wartosci najwazniejszych kryteriow oceny
w danej kategorii portfeli. W przypadku badan symulacyjnych, gdzie generowano
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szeregi czasowe zawierajace roznego rodzaju obserwacje odstajace obserwowano zysk
zwigzany z zastgpowaniem estymatora klasycznego jego odpornym odpowiednikiem.
W konteks$cie prowadzenia badan na podstawie tzw. wielkich zbiorow danych warto
podkresli¢, ze estymator klasyczny mozna oblicza¢ rekurencyjnie tzn. oszacowanie
z chwili ¢ mozna wykorzysta¢ w chwili ¢ + 1. Jak do tej pory estymatory odporne nie
posiadajg tej waznej cechy wplywajacej na jego ztozonos¢ obliczeniows.
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PROGNOZOWANIE WARUNKOWEJ KOWARIANCII Z WYKORZYSTANIEM
ODPORNYCH ESTYMATOROW ROZRZUTU MCD I PCS W ANALIZIE PORTFELOWEJ

Streszczenie

W artykule porownujemy dwa macierzowe estymatory wielowymiarowego rozrzutu — estymator
minimalnego wyznacznika macierzy kowariancji MCD z nowa propozycja estymatora minimalizujacego
kryterium inkongruencji PCS w kontekscie ich zastosowan w finansach. Przedstawiamy zasadnicze idee
lezace u podloza rozpatrywanych estymatorow. Analizujemy je za pomoca symulacji oraz za pomoca
przyktadéow empirycznych dotyczacych konstruowania portfeli inwestycyjnych.

Stowa kluczowe: odporny estymator rozrzutu, MCD, PCS, odporna analiza portfelowa, zrealizowana
kowariancja, portfel o minimalnym ryzyku, portfel ERC

CONDITIONAL COVARIANCE PREDICTION IN PORTFOLIO ANALYSIS
USING MCD AND PCS ROBUST MULTIVARIATE SCATTER ESTIMATORS

Abstract

In this paper we compare two matrix estimators of multivariate scatter — the minimal covariance
determinant estimator MCD with a new proposal an estimator minimizing an incongruence criterion
PCS in a context of their applications in economics. We analyze the estimators using simulation studies
and using empirical examples related to issues of portfolio building.

In a decision process we often make use of multivariate scatter estimators. Incorrect value of
these estimates may result in financial losses. In this paper we compare two robust multivariate scatter
estimators — MCD (minimum covariance determinant) and recently proposed PCS (projection congruent
subset), which are affine equivariant and have high breakdown points. In the empirical analysis we
make use of them in the procedure of weights setting for minimum variance and equal risk contribution
(ERC) portfolios.

Keywords: robust estimator of multivariate scatter, MCD, PCS, robust portfolio analysis, realized
covariance, minimum risk portfolio, equal risk contribution portfolio
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O APROKSYMACJACH FUNKCII PRZEJSCIA
DLA JEDNOWYMIAROWYCH PROCESOW DYFUZII

1. WPROWADZENIE

Jednowymiarowe procesy dyfuzji sa powszechnie stosowane do opisu zjawisk
ekonomicznych. Szczeg6lng role odgrywaja w modelowaniu stop procentowych.
W zagadnieniu tym czgsto wykorzystuje sie jednowymiarowe procesy dyfuzji np.
proces Coxa—Ingersolla—Rossa. Kluczowa rolg w estymacji parametrow procesow
dyfuzji stanowig funkcje przejscia. Rozwdj teorii finanséw prowadzi do uzycia co
raz bardziej wyrafinowanych procesow dyfuzji, dla ktorych funkcja przej$cia w postaci
jawnego wzoru jest nieznana.

Celem niniejszego opracowania jest doglebna analiza metod estymacji parame-
trow jednowymiarowych procesow dyfuzji opartych o aproksymacje funkcji przejscia.
W tym celu przeprowadzony zostat eksperyment symulacyjny sktadajacy si¢ z dwoch
czesci. W pierwszym kroku zbadana jest doktadnos¢ aproksymacji funkcji gestosci,
a w drugim precyzja oszacowan parametréw. W eksperymencie wykorzystano trzy
znane 1 powszechnie wykorzystywane jednowymiarowe procesy dyfuzji. Uzyskane
wyniki pozwalaja oceni¢, ktoéra z metod aproksymacji najlepiej przybliza funkcje
przejscia oraz umozliwia najbardziej doktadne oszacowania parametrow. Cho¢ obec-
nie rozwaza si¢ takze modele z zaburzeniami niegaussowskimi, to jednowymiarowe
procesy dyfuzji sg ciagle stosowane w praktyce i moga stanowi¢ odniesienie dla
bardziej zaawansowanych modeli.

Uktad opracowania jest nastepujacy. W czesci drugiej przedstawione zostaty pod-
stawowe zalozenia teoretyczne zagadnienia estymacji jednowymiarowych procesow
dyfuzji. Czgs¢ trzecia zawiera przeglad najwazniejszych metod estymacji opartych
o aproksymacje funkcji przejécia. Czg$¢ czwarta to eksperyment symulacyjny. Ostatnia
cze$¢ to podsumowanie i wnioski.

I Uniwersytet Lodzki, Wydziat Ekonomiczno-Socjologiczny, Katedra Metod Statystycznych,
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2. PODSTAWOWE ZALOZENIA TEORETYCZNE

Niech X;? bedzie jednowymiarowym procesem dyfuzji, czyli procesem stochastycz-
nym spetniajacym wilasno$¢ Markowa o ciagtych trajektoriach. Zaktadamy, ze proces
ten spetnia nastgpujace jednorodne stochastyczne rownanie rézniczkowe

dXt = :u(XtJ H)dt + O-(th Q)tha (1)

gdzie 6 € ® c R™ jest wektorem parametrow. O funkcjach w:RX0 ->R
i 0:R X0 — (0,00) zaktadamy, ze sg znane i dla dowolnego 6 € O istnieje jedno-
znaczne rozwigzanie réwnania (1).

Zagadnienie estymacji parametrow procesu dyfuzji X; polega na znalezieniu warto-
$ci wektora parametrow 6 na podstawie proby liczacej n + 1 obserwacji X;, X,..., X,
pobranej w momentach czasu 1, t,,..., ¢,. Przyjmujemy, Ze przyrosty czasu sg stale
tj. Aj =ty —t;=A,dlai=0,..., n — 1. Zalozenie to upraszcza rozwazania, ale jest
do$¢ czgsto stosowane przez wielu autorow (por. Pedersen, 1995a; Ait-Sahalia, 2002;
Jensen, Poulsen, 2002; Kostrzewski, 2006). Proces dyfuzji X, okresla jednoznacz-
nie rodzina warunkowych rozktadéw prawdopodobienstwa przejscia procesu X, ze
stanu x w momencie #; do zbioru B € B(R) w momencie ¢;,;, dlai =0,..., n — 1.
Sa to rozktady absolutnie ciagle o funkcji gestosci pg(- |x; A), zwanych funkcjami
(gesto$ciami) przejscia.

Dla proby X, Xi,..., X, otrzymujemy zatem n funkcji przej$cia, na podstawie
ktorych mozna wyznaczy¢ funkcje wiarygodnos$ci proby

n—1

1) = | [0 (i X5 00p (X, @

=0

Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa warunku poczatkowego py(Xj),
z wyjatkiem przypadku, gdy proces X; jest stacjonarny, jest nieznana. Jednakze wraz
ze wzrostem liczebno$ci proby maleje udziat py(X,) w funkcji wiarygodnosci proby,
przyjmuje si¢ zatem, ze py(Xy) = 1 1 w konsekwencji pomija w zapisie.

Estymator metody najwigkszej wiarygodnosci wyznacza si¢ maksymalizujac
funkcje wiarygodnos$ci proby (2). Otrzymane w ten sposodb estymatory sg zgodne
i asymptotycznie normalne (dowdd dla proceséw Markowa mozna znalezé w pracy
Billingsleya (1961, za Kostrzewski, 2008).

W wigkszosci zagadnien posta¢ funkcji gestosci przejscia jest nieznana, np. dla
klasy modeli CKLS (Chan i inni, 1992) posta¢ gestosci jest znana tylko dla dwoch
szczegblnych przypadkow (modelu Coxa-Ingersolla-Rossa i Ornsteina-Uhlenbecka).
Podobnie nie mozna wyznaczy¢ funkcji przejscia dla klasy nieliniowych modeli wpro-
wadzonych przez Ait-Sahali¢ (1999). W przypadku gdy funkcja gestosci jest nieznana,

2 X, jest skrocong notacja. Pelny zapis to (Xe) te[0,00-
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nie mozna rowniez poda¢ postaci funkcji wiarygodnosci z proby i wyznaczy¢ estyma-
torow parametrow metoda najwickszej wiarygodnosci. Powstalo wiele metod estymacji
parametrow w przypadku, gdy funkcja gestosci jest nieznana. Mozna je podzieli¢ na
dwie kategorie. Do pierwszej zalicza si¢ metody maksymalizacji aproksymacji funk-
cji wiarygodno$ci proby m.in. dyskretyzacje rownania rozniczkowego (Ozaki, 1992;
Elerian, 1998; Shoji, Ozaki, 1998), symulacje funkcji przejscia (Pedersen, 1995a;
Durham, Gallant, 2002), numeryczne rozwigzanie rownania Fockera-Plancka (Jensen,
Poulsen, 2002), aproksymacje szeregami funkcyjnymi (Ait-Sahalia, 2002, 2008). Do
drugiej kategorii naleza modyfikacje uogolnionej metody momentoéw zaproponowane;j
przez Hansena (1982). Sa to: efektywna metoda momentow (Gallant, Tauchen, 1996),
estymacja posrednia (Gourieroux i inni, 1993) czy metoda momentow spektralnych
(Chacko, Vieira, 2003). Rownolegle rozwijane jest rowniez podejscie bayesowskie
(Elerian i inni, 2001; DiPietro, 2001 za Kostrzewski, 2004, 2006). W literaturze
przedmiotu mozna znalez¢ takze artykuly prezentujace przeglad stosowanych metod
(Christensen i inni, 2001 oraz Jensen, Poulsen, 2002). Monografia Kostrzewskiego
(2006) szczegotowo omawia metody estymacji parametrow procesow dyfuzji za
pomoca aproksymacji funkcji przejscia w kontekscie podej$cia bayesowskiego. Praca
ta zawiera rowniez badania empiryczne przeprowadzone na szeregu stop procentowych
banku centralnego USA oraz na szeregu dziennych wartosci indeksu WIG20.

3. PRZEGLAD METOD ESTYMACIJI

Najstarsza metoda aproksymacji funkcji przejscia jest dyskretyzacja rownania
rozniczkowego (1). Transformacja ta przeksztatca rownanie rézniczkowe na schemat
roznicowy, dla ktorego mozna otrzymac funkcje wiarygodnosci i w ten sposob wnio-
skowac o parametrach prawdziwego (ciagltego) procesu. Najprostsza dyskretyzacja jest
tak zwany schemat Eulera (lub Eulera-Maruyama) polegajacy na przejsciu na pierwsze
roznice. Wowczas rownanie (1) zastepuje rownanie

Xegn —Xe = .U(Xt: 0)A + O'(Xt, 9)(Wt+A - Wt)- 3)

Z whasnosci procesu Wienera wynika, ze (W,,.5 — W,)~N(0,v/A), zatem przyrosty
(Xt4+a — X;) saniezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym z warto$cia
oczekiwang u(X;, 6)A i wariancja o2(X,, 8)A. Stad wynika, ze gesto$é przejscia aprok-
symacji schematu Eulera dana zatem jest wzorem

Euler . _ 1 _ (y—x—u(X,0)A)?
P (ylx' A) - o(x,0)V2mA exp{ 202(X,0)A } (4)

Mozna zatem wyznaczy¢ funkcje wiarygodnosci aproksymacji, a nastgpnie estymator
metody najwigkszej wiarygodnosci wektora parametréw 6. Intuicyjnie, taka metoda
powinna dawa¢ dobre wyniki dla dostatecznie matych A, poniewaz roznice beda
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dobrym przyblizeniem ilorazu réznicowego (por. rysunek 1). Procedura ta prowadzi
jednak do estymatorow obcigzonych i niezgodnych (Florens-Zmirou, 1989; Broze
i inni, 1998).

(a) (b)

03 04 05 08 o7 0.70 075 080 085
Rysunek 1. Gestos¢ przejscia pg(x|x;; A) dla procesu Coxa—Ingersolla-Rossa (24)
oraz jego aproksymacja przy pomocy dyskretyzacji Eulera, dla wartosci poczatkowej x; = 0,8
oraz parametrow: ¢, = 0,03, 6, = 0,5, 6; = 0,15 oraz (a) A= 1 (b) A= 1/12

Zrédto: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

Probowano takze innych metod aproksymacji funkceji przejscia wykorzystujac wyz-
szy stopien zbieznosci (np. schemat Milsteina zaproponowany przez Eleriana, 1998)
lub poprzez linearyzacj¢ funkcji dryfu (Ozaki, 1992; Shoji, Ozaki, 1998). Autorzy tych
metod wykazali wieksza doktadno$¢ proponowanych metod dyskretyzacji w szcze-
gblnosci, gdy dlugoscia okresu probkowania A = ¢;,; — ¢, jest znaczna. Natomiast wia-
snosci tak otrzymanych estymatoréw sa ciagle niezadawalajace. Estymatory pozostaja
obcigzone i niezgodne (Elarian, 1998). Estymator metody lokalnej linearyzacji jest
zgodny tylko w specyficznym sensie: szerokos$¢ przedziatu czasowego [0, 7 jest stata
(T = const.), natomiast wraz ze wzrostem liczby obserwacji maleje okres probkowania
A, = T/n (w zwyklym schemacie pobierania obserwacji jest na odwrot: A jest stale,
a ro$nie szeroko$¢ przedziatu czasowego 7= A - n) (Shoji, Ozaki, 1998).

Pedersen zaproponowat odmienne podejscie wykorzystujace w sposdb posredni
dyskretyzacj¢ — estymacje procesoOw dyfuzji za pomocg symulacji funkcji przejscia.
Idea metody symulacji opiera si¢ na tym, aby sztucznie zagesci¢ podziat przedzialu
czasowego za pomocg nowego okresu probkowania 6 (§ < A) wprowadzajac zmienne
losowe nieobserwowalne, dla ktorych aproksymacja funkcji przejscia schematami dys-
kretyzacji bedzie odpowiednio doktadna. Nastgpnie z tak powstalych aproksymacji
skonstruowa¢ funkcj¢ wiarygodnosci, na podstawie ktorej mozna wyznaczy¢ oszaco-
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wania szukanych parametrow. Metoda byta pdzniej rozwijana przez Eleriana i inni
(2001) oraz Durhama, Gallanta (2002).

Ograniczmy rozwazania do pojedynczego przedziatu czasowego [7;, #11).
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech § = A, gdzie M jest pewng liczba natu-
ralnq. Stata 6 wprowadza podziat odcinka [#, #;;,) na podprzedziaty 1, = 1, < t;; <
<tim . <ty =ty Zmienne losowe X ,..., X; 1 s3 nieobserwowalne®. Jedynie
reahzaCJe zmlennych X, oraz X; ,, mozemy zaobserwowac w dostepnej probie. Przez

)( [x; m; §) oznaczmy funkcje przej$cia zmiennej losowej :m+1 pod warunkiem,

ze zmienna losowa X;, przyjeta warto$¢ x;,, (m = 0, ..., M — 1). Natomiast przez

(gM )(- |x;; A) oznaczmy szukang aproksymacj¢ gestosci przej scia pg (- |x;; A) zmiennej

losowej X;;+; pod warunkiem, ze zmienna losowa X; przyjmie warto$¢ x,;, wyznaczong
metoda symulacji. Pedersen wykazal, ze

0 (elxis ) =
= fRM 1p9 (xlle 1:5) Hz 0 péM)(xi,m+1|xi,m; 5) dfl(xi,o' ---'xi,M—Z) = (5)

= EPe,xi'ti [Pé )(xlxi'M_l; 5)]’

gdzie calka we wzorze (5) jest wzgledem (M-1)-wymiarowej miary Lebesgue’a.
Oznacza to, ze p(M)( |x;; A) mozna traktowac jako wartos¢ oczekiwang po wszystkich
mozliwych trajektoriach procesu z przedziatu czasowego [7; 5/, ; 1), Przy czym miara
probabilistyczna wzgledem, ktorej wyznaczona jest warto$§¢ oczekiwana jest genero-
wana przez prawdopodobienstwo warunkowe, ze proces X; w momencie czasu f; = ¢,
byt w stanie x;. Korzystajac z mocnego prawa wielkich liczb Kolmogorowa warto$¢
oczekiwang mozna przyblizy¢ §rednig arytmetyczng (dla dostatecznie duzego K)

EPGxt[p0 (i - 1'5) KZP(Mk) xX|x;m-1; 6). (6)

Mozna ponadto przyjac, ze gestosci przejscia péM'k)(- |x; m; &) na podprzedziatach sg
gestosciami przejscia schematu Eulera (co jest wiarygodnym zatozeniem pamigtajac,
ze 0 zostato dobrane dostatecznie mate)

(Mk)(x|xlm, 6) d)(x /,t(xlm, )6 a(xlm,e)\/_) 7

gdzie ¢(x; u, o) oznacza gestosé rozktadu normalnego z parametrami 4 i o.

3 W literaturze przedmiotu zmienne te s3 nazywane réwniez zmiennymi posrednimi, brakujacymi,

ukrytymi lub pomocniczymi — zob. Kostrzewski (2006, str. 51).
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Pedersen (1995a) wykazat, ze tak otrzymana aproksymacja jest zbiezna do nie-
znanej funkcji przejécia w przestrzeni funkcji catkowalnych L'(1). Co wiecej, funkcja
wiarygodnosci skonstruowana na podstawie aproksymacji jest zbiezna do prawdziwej
funkcji wiarygodno$ci wedhug prawdopodobienstwa (Pedersen, 1995b).

Wada tej metody jest to, ze wymaga duzej liczby symulacji i odpowiednio ggstego
podpodziatu, tak aby otrzymac doktadne oszacowanie pojedynczej funkcji przejécia
(por. rysunek 2). W celu skonstruowania aproksymacji funkcji wiarygodnos$ci nalezy
dokona¢ n takich oszacowan funkcji przejscia. W przypadku numerycznego poszuki-
wania ekstremum lokalnego tak powstatej aproksymacji funkcji wiarygodnosci nalezy
ta procedure powtarza¢ wielokrotnie, co powoduje duza czasochtonno$¢ tej metody.

Rysunek 2. Gestos¢ przejscia pg(x|x;; A) dla procesu Coxa—Ingersolla—Rossa (24) oraz jego aproksyma-
cja przy pomocy metody symulacyjnej Pedersena (M = 10 i K € {10,100,500}, dla wartosci poczatko-
wej: x; = 0,8 oraz parametrow: 6, = 0,03, 6, = 0,5, ¢; = 0,15, A = 1/12

Zrédto: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

Kolejnym ograniczeniem metody symulacji funkcji przejscia zaproponowanej
przez Pedersena jest, to, ze otrzymanej aproksymacji prawdziwej funkcji wiarygod-
nosci proby nie mozna przedstawic¢ za pomocg wzoru. Utrudnia to zbadanie wtasno$ci
estymatorow powstatych na podstawie takich przyblizen oraz dalsze zastosowanie
w ekonometrii finansowej np. do wyceny instrumentéw pochodnych. Znalezienie
aproksymacji funkcji wiarygodno$ci proby, ktora nie tylko dawataby doktadne osza-
cowanie parametrow, ale jednoczesnie byta wyrazona w postaci jawnych wzorow stato
si¢ przedmiotem zainteresowania francuskiego ekonometryka Yacine’a Ait-Sahaliego.
Udato si¢ to osiggna¢ poprzez rozwijanie ggstosci przejscia w szereg funkcyjny wzgle-
dem uktadu wielomianow Hermite’a (Ait-Sahalia, 2002). Nastepnie Ait-Sahalia uogol-
nit otrzymang metod¢ na wielowymiarowe procesy dyfuzji (Ait-Sahalia, 2008).

Idea metody jest zblizona do centralnego twierdzenia granicznego Lindeberga-
Levy’ego (CTG). Gdy A — 0 (analogicznie dla CTG, gdy n — o) dobrym przybli-
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zeniem gestosci przejsécia jest gesto§¢ rozktadu normalnego, natomiast w przypadku,
gdy A nie jest bliskie zera (analogicznie dla CTG, gdy » nie jest dostatecznie duze)
nalezy wykorzysta¢ rozwinigcia Grama—Charliera typu A, aby zwigkszy¢ doktadnosé¢
aproksymacji.

Zastosowanie rozwini¢cia Grama—Charliera typu A wymaga, aby rozklad wyj-
sciowej zmiennej byt zblizony do rozktadu normalnego w tym sensie, aby ogony
rozktadu byty dostatecznie chude. Ait-Sahlia (2002) zaproponowat przeksztatcenie
procesu dyfuzji X, w proces Z,, tak ze nowy proces Z, ma gestos¢ p, nalezacg do klasy
gestosci, dla ktorych rozwinigcie Grama—Charliera typu A jest zbiezne. Przeksztatcenie
X, — Z, sktada si¢ z dwoch przeksztalcen: X, — Y, 1 Y, — Z,. Co wazne, transformacje
te sg odwracalne, co umozliwia podanie rozwinigcia gestosci py.

Przeksztatcenie X, — Y, to tak zwana transformacja Lampertiego (Ait-Sahalia,
2002)

Y—F(X)—fx du @3
“FO= ) swey )
Drugie przeksztalcenie ¥ — Z, jest postaci

Y-y,

Transformacje te pozwalaja uzyskacé proces Z,, dla ktorego gesto$¢ przejscia p, jest
na tyle zblizona do gestosci rozkltadu N(0,1), ze mozliwe jest jej rozwinigcie w szereg
Grama—Charliera typu A. Wowczas aproksymacje rzedu J gestosci przejscia p, mozna
zapisa¢ w postaci
J
Py1y0.4,0) = 62 ) 1P (2ly0, 4, O)H(2). (10)
j=1

Wspotezynniki ng ) tego rozwinigcia wyznacza si¢ ze wzoru

+00

- 1
1P (ely0 4,6) = 5 f H,(2)pz (210, 4,6) dz. (11)

— 00

Mozna zatem wyznaczy¢ aproksymacje funkcji gestosci py rzedu J wzorem
pr(xlx0,4,0) = 0(x,0)"1A~2p) (AV2(F (x) — F (%)) ly0,A,0).  (12)

Aproksymacja (12) ma zupelie odmienne wlasno$ci niz omawiane wczesniej
aproksymacje uzyskane metoda dyskretyzacji czy symulacji. Zbiezno$¢ aproksymacji
nie uzyskuje si¢ zmniejszajac okres probkowania czy zwigkszajac liczbe symulacji,
tylko poprzez zwigkszanie liczby wyrazen w szeregu (10). Pozostaje jeszcze problem
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wyznaczenia wspotczynnikow ng ) ze wzoru (11). Wspdlczynniki te mozna otrzy-
mac korzystajac z réznych metod m.in. za pomocg catkowania metoda Monte Carlo.
Ait-Sahalia (2002) zaproponowat rozwinigcie ich w szereg Taylora i przedstawil jawne
wzory dla pierwszych szesciu wyrazow tego rozwinigcia dla J = 3.

Ait-Sahalia zbadat takze wilasnosci estymatora najwickszej wiarygodnosci skon-
struowanego na podstawie tak powstatej aproksymacji. Wprowadzmy nastepujace
oznaczenia. Niech 8, oznacza estymator najwickszej wiarygodno$ci wyznaczony na
podstawie prawdziwej (cho¢ najczeséciej nieznanej) funkcji wiarygodnos$ci L, nato-
miast ér(l] ) wyznaczony na podstawie aproksymacji wielomianami Hermite’a rzgdu J.
Dla ustalonej liczebno$ci proby n. Gdy J — oo, ég) — B, (zbieznoé¢ wg prawdopo-
dobienstwa Py ). Jezeli X; jest stacjonarnym procesem dyfuzji, to

n'/(8, — 8,) > N(0,i(8) ™), (13)

gdzie zbieznos¢ jest wedlug rozktadu, a i(8,)~* jest odwrotnoscia informacji Fishera
modelu. Oznacza to, ze estymator najwigkszej wiarygodnosci jest estymatorem efek-
tywnym, poniewaz i(6,) ! jest najmniejsza mozliwa asymptotyczng wariancja po$rod
wszystkich zgodnych i asymptotycznie normalnych estymatorow 6.

Najbardziej bezposrednia metodg aproksymacji funkcji przejécia polega na nume-
rycznym rozwigzaniu rownania Fokkera-Plancka znanym réwniez jako prospektywne
rownanie Kolmogorowa (Kotmogorow, 1931)

Op(x|xo, t) EOZUZ(X)P(XPCOI t) ou(x)p(x|x, t)
ot ) 0x? Ox '

(14

Jest to rownanie rozniczkowe czastkowe drugiego rzedu, ktore taczy gestos¢ przej-
scia z funkcjami dryfu i dyfuzji. Rownanie (14) jest uzupetnione przez odpowiednie
warunki poczatkowo-brzegowe. Oznaczmy przez Dy = (g, E) dziedzine procesu X,.
Zatozmy, ze w momencie ¢; proces przyjmuje wartos¢ x,. Wowczas warunek poczat-
kowy jest postaci

p(xle' t) = 8(3( - xO), (15)

gdzie 0 oznacza delte Diraca (funkcje rozktadu gestosci prawdopodobienstwa ciaglej
zmiennej losowej z prawdopodobienstwem jeden przyjmujacej warto$¢ x,). Warunek
brzegowy powinien zapewnia¢ zachowanie jednostkowej gestosci prawdopodobien-
stwa. W tym celu wystarczy zatozy¢, ze gestos¢ prawdopodobienstwa nie przechodzi
przez brzeg zbioru Dy

. 100%(x)p(x|xo.t
lim X p(x|xo.t)
x—)&*‘z ox

p(x)p(x|xo, t) = 0, (16)
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100%(x)p(x|xo, t)
x-x 2 ox

— u()p(x|xo,t) = 0. (17)

Posta¢ analityczna rozwigzania réwnania Fokkera-Plancka jest znana tylko w nie-
licznych przypadkach. Mozna je jednak probowac rozwigza¢ numerycznie. Pierwszy
takie podejscie w celu wyznaczenia estymatora najwigkszej wiarygodnosci zapropo-
nowat Lo (1988). Jednakze dopiero 10 lat poézniej pojawita pierwsza praca majace na
celu implementacj¢ tej metody. Hurn, Lindsay (1998) wykorzystali metode spektralnej
aproksymacji. Cztery lata pdzniej Jensen, Poulsen (2002) zaproponowali wykorzysta-
nie metody skonczonych réznic. Jest to jedna z najbardziej znanych metod numerycz-
nego rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych.

Metoda skonczonych roéznic polega na dyskretyzacji dziedziny procesu Dy = (5, ?)

G
N

na N jednorodnych przedziatow dlugosci A, = oraz czasu na M jednorodnych

przedziatow dlugosci A= % Wezly siatki podziatu oznaczmy przez x; = x + sA,,
gdzie s jest liczba calkowita spetniajaca nierownosci 0 < s < N, warstwy czasu nato-
miast przez t;q = t; + qA;, gdzie g jest liczbg catkowitg spelniajgcg nierownosci
0<gsM.

Woéwcezas mozemy przyjaé nastepujaca aproksymacje rownania Fokkera-Plancka

1 1 1
(0211 ADPITY + 22 + ra2D)plTHY = 1 (02 s AP =

(18)
= 7’(052—1"‘115—1Ax)195(i)1 +2(2 - TUsz)Ps(q) - T(Usz+1_lv‘s+1Ax)Ps(Z)1=
gdzie r = 2—2. Roéwnania postaci (18) dla s = 0, ..., N tworzg uktad rownan opisu-

jacych ewolucje gestosci przejscia od momentu czasu f;, do 4 44;. Uklad ten trzeba
uzupethi¢ o warunki poczatkowe i brzegowe. Implementacja warunku poczatkowego
w postaci delty Diraca nie jest bezposrednio mozliwe w obrebie metody skonczonych
roznic. Jensen i Poulsen (2002) sugeruja ominigcie tej trudnosci poprzez specyfikacje
warunku poczatkowego w momencie 7;; = ; + A,. Dla dostatecznie matego A, mozna
aproksymowac funkcje przejscia w momencie f;; rozktadem normalnym o wartosci
oczekiwanej x, + p(xo)A; i wariancji o2 (x,)A,.
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Rysunek 3. Gesto$¢ przejscia pg(x|x;; A) dla procesu Coxa—Ingersolla—Rossa oraz jego aproksymacja
przy pomocy numerycznego rozwigzania rownania Fokkera-Plancka (M =20 i N € {10,20,50},
dla warto$ci poczatkowej: x; = 0,8 oraz parametrow: 6; = 0,03, 6, = 0,5, 6; = 0,15, A = 1/12

Zrédto: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

4. EKSPERYMENT SYMULACYJNY
Przedstawione w poprzednim rozdziale metody zostang poréwnane dla trzech pro-

cesow dyfuzji, dla ktorych znana jest posta¢ funkcji przejscia:
1) proces Ornsteina—Uhlenbecka (OU)

dX, = (6, — 0,X,)dt + 0;dW,, (19)
2) geometryczny ruch Browna (BS)
dX; = 0, X.dt + 6,X.dW,, (20)
3) proces Coxa—Ingersolla—Rossa (CIR)
dX, = (0, — 0,X,)dt + 05/X.dW,. (21)

Dla procesu OU funkcja przejscia jest gestos$cig rozktadu normalnego z wartoscia
oczekiwang i wariancjg réwng odpowiednio

03(1 — e~2628)
292 ’

Funkcja przejscia geometrycznego ruchu Browna jest gestoscia rozktadu log-nor-
malnego

6
E[XesalXe = x0] = xpe™ %% + 9_1(1 - e_ezA), D? [XeralXe = xo] =
2
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1 1 (Inx —Inx, — (6, —1 HZZA))Z

x| Xy = x9; ) = — ex
p@( | t 0 ) mezx\/z p 2922A

natomiast proces CIR ma gestos¢ dang wzorem

1
po (x| X, = x¢;A) = ce™#7V (g) 2 I,(2vuv),

20, _ 20,

s 4 =3 628
(1-e=022)0, 03

gdzie ¢ = -1, u=cxye , UV =cCxX,

I, (2\/@) to zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu g.
Eksperyment symulacyjny sktada si¢ z dwoch cze¢sci. Pierwsza ma na celu zbadanie

doktadnosci aproksymac;ji funkcji gestosci dla trzech opisanych powyzej przyktadow.

Druga cze$¢ eksperymentu polega na sprawdzeniu precyzji oszacowan parametrow.

W obu czesciach przyjeto te same wartosci parametréw — dla procesow OU i CIR

przyjeto nastepujace wartosci parametréw: 6; = 0,03, 6, = 0,5, 65 = 0,15, dla procesu

BS natomiast 8; = 0,3, 6, = 0,5. Okres probkowania A = 1/12 ustalono, tak aby symu-

lowa¢ dane miesigczne. Wykorzystano nastgpujace aproksymacje:

1) dyskretyzacja Eulera,

2) metoda symulacyjna zaproponowana przez Pedersena (Pedersen, 1995a). Przyjeto
podziat kazdego przedziatu czasowego na M = 10 podprzedziatéw oraz generowano
K = 100 symulacji.

3) aproksymacja wielomianami Hermite’a (Ait-Sahalia, 2002). Wykorzystano szes$¢
pierwszych wyrazow rozwinigcia.

4) numeryczne rozwigzanie rownania Fokkera-Plancka (Jensen, Poulsen, 2002). Przyjeto
podziat przestrzeni procesu za pomocg A, = 50 i czasu A, = 20.

W pierwszej czgséci eksperymentu dla kazdej z trzech gestosci wylosowano punkt
poczatkowy x; z przedziatu (0,1). Nastepnie wybrano 100 punktow koncowych x;,,
rownomiernie roztozonych. Dla kazdego punktu koncowego wyznaczono wartos¢
funkcji gestosci pg(x;41]x;; A) oraz aproksymacji. Nastgpnie wyznaczono biedy
aproksymacji za pomocg pieciu miar: ME. RMSE, MAE, MPE, MAPE. Eksperyment
powtarzano 1000 razy.

W drugiej czeséci aproksymacje zostaly wykorzystane do wyznaczenia estyma-
torow najwigkszej wiarygodnosci parametrow procesow. W tym celu dla kazdego
z trzech procesow wygenerowano 1000 prob, kazda o liczebnosci 100 obserwacji.
Dla kazdej z prob wyznaczono numerycznie warto§ci parametrow maksymalizujace
funkcje¢ wiarygodnosci lub jej aproksymacje. Maksimum lokalne funkcji wyznaczano
stosujac metode Neldera-Meada zaimplementowang w pakiecie optim* programu R
(wersja 3.2.1).

4 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/stats/html/optim.html (dostep 3.02.2015).
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Otrzymane wyniki dla pierwszej czesci przedstawiaj tabele 1-3. Dla wszyst-
kich trzech proceséw najdoktadniej gesto$¢ przybliza aproksymacja wielomianami
Hermite’a. W szczegolnosci dla geometrycznego ruchu Browna aproksymacja nie-
mal pokrywa gesto$¢ przej$cia. Druga najlepsza metoda to numeryczne rozwigzanie
rownania Fokkera-Plancka. Doktadnos¢ tej metody mozna zwigkszy¢ zageszczajac
podziat przestrzeni procesu i czasu (zwigkszajac A, oraz A,). Rowniez doktadno$c
kolejnej metody — symulacyjnej mozna polepszy¢ zwickszajac stale M 1 K. W obu
przypadkach warto$ci zostaty dobrane tak, aby doktadno$¢ aproksymacji nie powo-
dowata zbyt dlugiego czasu wyznaczania oszacowan parametrow w drugiej czesci
eksperymentu. Najstabiej wypadta metod dyskretyzacji Eulera.

Tabela 1.

Bledy aproksymacji pg(x;,q1|x;; A) wyznaczone na podstawie eksperymentu symulacyjnego
(gestos¢ przejscia procesu Ornsteina—Uhlenbecka)

Miary bledu aproksymacji
Rodzaj aproksymacji
ME RMSE MAE MPE MAPE
Dyskretyzacja Eulera 0,010618 | 0,1042 0,087999 | -2,74592 3,935113
Symulacyjna -0,05877 0,356205 0,327252 3,929742 | 8,839776
Wielomianami Hermite’a 0,000089 | 0,001225 0,000966 | -0,013324 | 0,049384
Numeryczne rozwigzanie rownania 0,001412 | 0,006866 | 0,005379 | -0,2818 0,454452
Fokkera-Plancka
Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
Tabela 2.

Btedy aproksymacji pg(x;41|x;; A) wyznaczone na podstawie eksperymentu symulacyjnego

(gestos¢ przejscia — geometryczny ruch Browna)

Miary btedu aproksymacji
Rodzaj aproksymacji

ME RMSE MAE MPE MAPE
Dyskretyzacja Eulera 0,00358 1,02752 0,84338 4,77626 18,9660
Symulacyjna -0,00099 0,45374 0,36733 1,00085 7,72357
Wielomianami Hermite’a 1-10° 7-107 6107 -6-107 1,17-1077
Numeryczne rozwigzanie rownania 043144 | 0,70313 | 047536 | -16,03251 | 16,09903
Fokkera-Plancka

Zrodho: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
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Tabela 3.

Bledy aproksymacji pg(x;41]%;; A) wyznaczone na podstawie eksperymentu symulacyjnego
(gestos¢ przejscia procesu Coxa—Ingersolla—Rossa)

Miary bledu aproksymacji

Rodzaj aproksymacji

ME RMSE MAE MPE MAPE
Dyskretyzacja Eulera 0,04483 0,60013 0,48855 -3,16941 6,90287
Symulacyjna 0,00252 0,45221 0,37261 0,31589 7,32948
Wielomianami Hermite’a 0,00019 0,00306 0,00248 -0,01746 0,10831

Numeryczne rozwigzanie rownania

FokkeraPlancka 0,00332 0,02636 0,02094 | -0,08590 | 0,34552

Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

Otrzymane wyniki dla drugiej czesci eksperymentu przedstawiajg tabele 4—6. Dla
procesow OU i CIR najtrudniejszy do oszacowania okazat si¢ parametr 6,, natomiast
najdoktadniejsze oszacowania uzyskano dla parametru 5. Dla procesu BS bardziej
doktadno$¢ oszacowan dla obu parametrow jest zblizona. Dla procesow OU i CIR
zarowno aproksymacja wielomianami Hermite’a jak oraz numeryczne rozwigzanie
rownania Fokkera-Plancka daja oszacowania bliskie tym uzyskanym na podstawie
znanej funkcji wiarygodnosci. Nieco gorzej wypada metoda symulacji. Szczeg6lnie
oszacowanie parametru ¢, jest zawyzone. Wynik dyskretyzacji Eulera najbardziej
roznig si¢ od tych uzyskanych na podstawie znanej funkcji wiarygodnosci. Dla pro-
cesu BS najdoktadniej wyniki znanej funkcji wiarygodnosci odtwarza aproksymacja
wielomianami Hermite’a. Dobre oszacowanie uzyskata takze dyskretyzacja Eulera.
Metody numerycznego rozwigzywania rownan Fokkera-Plancka i symulacji zawyzaty
oszacowanie parametru 6,, przy czym metoda Pedersena zawyza rowniez oszacowanie
parametru 6. Najkrotszy czas uzyskania oszacowan parametréw daje metoda dyskre-
tyzacji Eulera, natomiast najdluzszy metoda numerycznego rozwigzywania rownan
Fokkera-Plancka. W przypadku tej metody szybkos$¢ zalezy od przyjetego podzialu
przestrzeni procesu i czasu. Mozna zwigkszy¢ szybkos¢ metody kosztem doktadno-
$ci oszacowan. Podobnie jest w przypadku metody symulacji, gdzie takze istnieje
odwrotna zalezno$¢ pomigdzy szybkos$¢ a doktadnoscia.
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Tabela 4.

Srednie wartosci oceny parametréow oraz blad $redniokwadratowy dla procesu Ornsteina—Uhlenbecka
na podstawie eksperymentu symulacyjnego

Przecigtna warto$¢ oceny parametru (btad $redniokwadratowy) Przecietny czas
Metoda estymacji «undach
0, 0, 0, (w sekundach)
Maksymalizacja znanej 0,06735 0,57669 0,15103 0.01194
funkcji wiarygodnosci (0,01738) (0,41303) (0,00007) ’
Dyskretyzacja Eulera 8721?32) (8’;(9);22 0,144358 0,05150
©, 29242) (0,00007)
0,06857 0,63117 0,17413
lacyi , ) ) 5
Symulacyjna (0,01873) (0,62038) (0,00076) 6,30063
Wielomianami 0,06747 0,57719 0,15104 323769
Hermite’a (0,01749) (0,41508) (0,00007) ?
N
ro‘;if;;’:;?: roéwnania 0,06721 0,57625 015011 56,49738
Fokkera-Plancka (0,01736) (0,41233) (0,00006)
Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
Tabela 5.

Srednie wartosci oceny parametrow oraz blad $redniokwadratowy dla geometrycznego ruchu Browna
na podstawie eksperymentu symulacyjnego

Metoda estymacji

Przecigtna warto$¢ oceny parametru
(btad sredniokwadratowy)

Przecigtny czas

(w sekundach)
0, 0,
Maksymalizacja znanej funkcji 0,29237 0,49465 0.00556
wiarygodnosci (0,03196) (0,00135) ’
0,29736 0,50964
Dyskret; ja Eul ’ > 4
yskretyzacja Eulera (0.03356) (0.00177) 0,00943
0,33739 0,57921
lacyi ’ > 10,99244
Symulacyjna (0,15509) (0,01704) 0.99
. . . o 0,29237 0,49465
Wielomianami Hermite’a (0.03196) (0.00134) 1,36206
Numeryczne rozwigzanie rownania 0,28944 0,57889 25.46038
Fokkera-Plancka (0,10349) (0,05158) ’

Zrodho: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
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Tabela 6.

Srednie wartosci oceny parametrow oraz blad $redniokwadratowy dla procesu Coxa—Ingersolla—Rossa
na podstawie eksperymentu symulacyjnego

Przecigtna warto$¢ oceny parametru (btad $redniokwadratowy) Przecietny czas
Metoda estymacji wundach
0, 0, 0, (w sekundach)
Maksymalizacja znanej 0,06003 0,44306 0,15084 0.09637
funkcji wiarygodnosci (0,00229) (0,74968) (0,00011) ’
0,05703 0,42124
Dyskretyzacja Eulera ’ ’ 0,14525 0,05896
(0,00183) (0,60006) (0,00014)
. 0,06801 0,51327 0,17007
Symulacyjna (0,00507) (1,76721) (0,00106) 43,88161
Wielomianami 0,05995 0,44248 0,15083 8.34884
Hermite’a (0,00227) (0,74244) (0,00011) ’
N
rol;rvr:azacrfir::eréwnania 0,06015 044464 0,15006 101,0399
Fokkera-Plancka (0,00228) (0,74993) (0,00011)

Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

5. PODSUMOWANIE

W artykule zostaty przedstawione i poréwnane wybrane metody aproksyma-
cji funkcji wiarygodnosci dla jednowymiarowych jednorodnych proceséw dyfuzji.
Najdoktadniejsze aproksymacje funkcji wiarygodnos$ci daja metody rozwijania gesto-
Sci przej$cia za pomocg szeregdw Hermite’a oraz numeryczne rozwigzanie réwnan
Fokkera-Plancka. Metoda zaproponowana przez Ait-Sahalie¢ w eksperymencie symu-
lacyjnym nie tylko miata najmniejszy btad przy aproksymacji funkcji gestosci, ale
takze najlepiej przyblizata wartosci estymatoréw wyznaczone na podstawie prawdzi-
wej funkcji wiarygodnos$ci. Zaleta tej metody sa dobrze poznane wlasnosci tej aprok-
symacji oraz krotki czas potrzebny do uzyskania estymatoréw parametrow. Jedyng
wada metody jest to, ze wymaga transformacji Lampertiego badanego procesu, ktéra
nie zawsze mozna wyznaczy¢ analitycznie. W takim przypadku alternatywa moze by¢
metoda numerycznego rozwigzywania rownania Fokkera-Plancka. Metoda ta wymaga
wigkszej ilosci obliczen i przez to jest bardziej czasochtonna, ale przy odpowiednio
gestym podziale przestrzeni procesu daje tylko nieznacznie stabsza aproksymacje
funkcji gestosci. Kolejna metodg jest metoda symulacyjna Pedersena. Cho¢ teore-
tycznie zbiega do funkcji wiarygodnosci, to w praktyce trudno uzyskaé¢ odpowiednia
precyzje aproksymacji. Wymaga bardzo duzej liczby symulacji, aby osiggnaé poziom
doktadnosci nieco lepszy od najstabszej metody aproksymacji — dyskretyzacji Eulera.



188 Piotr Szczepocki

Korzystanie z tej ostatniej metody jest uzasadnione tylko, w przypadku, gdy okres
probkowania danych jest stosunkowo niewielki. Wowczas, przy bardzo tatwej imple-
mentacji 1 duzej szybkosci daj dobre oszacowania parametréw. Jednak wraz ze wzro-
stem odstgpu czasu pomigdzy obserwacjami maleje doktadno$¢ aproksymaciji i ro$nie
obcigzenie uzyskanych estymatorow.
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O APROKSYMACJACH FUNKCIJI PRZEJSCIA
DLA JEDNOWYMIAROWYCH PROCESOW DYFUZJI

Streszczenie

Metody estymacji parametrow stochastycznych rownan rézniczkowych dla cigglych proceséw dyfuzji
obserwowanych w dyskretnych odstgpach czasu mozna podzieli¢ na dwie kategorie: metody oparte na
maksymalizacji funkcji wiarygodno$ci i wykorzystujace uogoélniong metode momentéw. Zazwyczaj nie
znamy jednak gestosci przejscia potrzebnej do konstrukeji funkeji wiarygodnosci, ani odpowiedniej ilosci
momentoéw teoretycznych, aby skonstruowaé odpowiednig liczb¢ warunkow. Dlatego powstalo wiele
metod, ktore probuja przyblizy¢ nieznang funkcje przejscia. Celem artykutu jest porownanie wiasnosci
wybranych metod aproksymacji jednowymiarowych jednorodnych proceséw dyfuzji.

Stowa klucze: stochastyczne rownania rdzniczkowe, procesy dyfuzji, estymacja metoda najwigkszej
wiarygodnosci

ON APPROXIMATION OF TRANSITION DENSITY
FOR ONE-DIMENSIONAL DIFFUSION PROCESSES

Abstract

Estimation methods for stochastic differentia equations driver by discretely sampled continuous
diffusion processes may be split into two categories: maximum likelihood methods and methods based
on the general method of moments. Usually, one does not know neither likelihood function nor the-
oretical moments of diffusion process and cannot construct estimators. Therefore many methods was
developed to approximating unknown transition density. The aim of article is to compare properties of
selected approaches, indicate their merits and limitations.

Keywords: stochastic differential equations, diffusion processes, maximum likelihood estimation
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MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI
W TABLICY DWUDZIELCZEJ WIEKSZEJ NIZ 2 x2

1. WPROWADZENIE

Moc testéw niezaleznosci to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej H,
gdy nie jest ona prawdziwa. W kazdym popularnym podreczniku ze statystyki znajduja
si¢ informacje o m.in. takich testach jak: niezaleznosci, t Studenta, Kotmogorowa
czy Behrensa-Fishera. Nie sposob nie zgodzi¢ si¢ zatem z teza, ze testy niezalezno-
$ci — obok wspomnianych wczesniej testOw — sg zapewne najczesciej stosowanymi
narzedziami statystycznym. Dane do testow niezalezno$ci aranzuje si¢ w postaci tablic
dwudzielczych (TD).

W pracy porownano rodzing szesciu tzw. ,,statystyk chi-kwadrat” — w sktad ktorej
wchodzi powszechnie znana i czesto stosowana statystyka y> Pearsona — ze statystyka
modutowa zaproponowang w Sulewski (2013). Pearson w statystyce x> uzyt kwadratu
dlatego, aby mdc skorzystac z rozktadu chi-kwadrat jako miary rozbieznosci. Kwadrat
uzyty w liczniku statystyki y?> powoduje réwniez, ze duze rozbieznoéci miedzy liczeb-
nosciag empiryczng a oczekiwang sg jeszcze wigksze, a mate rozbieznos$ci jeszcze
mniejsze. Innym celem jego zastosowania bylo uniknigcie wzajemnego niwelowania
si¢ rozbieznosci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchylen mozna uzy¢ takze
ich wartosci bezwzglednej, stad narodzit si¢ pomyst na statystyke modutows.

W Sulewski (2014) pokazano, ze tzw. ,,statystyki chi-kwadrat”: x> Pearsona, G ilo-
razu wiarygodnosci, N Neymana, KL Kullbacka-Leiblera, F7T" Freemana-Tukeya oraz
CR Cressiego-Reada, maja rozktad chi-kwadrat dla probek liczacych przynajmniej
kilkaset elementow. Korzystanie ze ,,statystyk chi-kwadrat” — szczeg6lnie dla matych
probek — wigze si¢ ze stosowaniem roznego rodzaju ograniczen. Np. ze statystyki
¥> Pearsona w tablicach dwudzielczych wiekszych niz 2 x2 mozna korzystaé, gdy
wszystkie liczebnosci oczekiwane sg nie mniejsze od loraz gdy nie wigcej niz 20%
tych wartos$ci jest mniejsze niz 5 (Yates i inni, 1999; Shier, 2004). Zdaniem Cochran’a
(1952) statystyke y> Pearsona dla tablic wiekszych niz 2 x2 mozna stosowaé, gdy
przynajmniej jedna z liczebno$ci oczekiwanych jest wigksza niz 5. W celu zniesie-
nia powyzszych ograniczen w niniejszej pracy zaproponowano wyznaczanie wartosci
krytycznych na drodze symulacji komputerowych metoda Monte Carlo. Wyznaczanie

I Akademia Pomorska w Shupsku, Instytut Matematyki, ul. Arciszewskiego 22, 76-200 Shupsk,
Polska, e-mail: piotr.sulewski@apsl.edu.pl.
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warto$ci krytycznych na podstawie np. 100.000 wartosci statystyki testowej — w dobie
wydajnych komputeréw z procesorami wielordzeniowymi — nie stanowi problemu, bo
trwa kilkadziesigt sekund.

Wymienione powyzej testy porownano ze wzgledu na ich moc — czyli zdolnosci
TD wxk do odrzucenia Hy, mowiacej o tym, ze nie ma zwigzku migdzy cechami X
i Y. Do wyznaczenia mocy testow tablice dwudzielcze wx k generowano za pomoca
metody stlupkowej oraz zaproponowano miare nieprawdziwosci Hy przyjmujaca rdzne
wartosci dla danego schematu wyznaczania prawdopodobienstw p; (ij = 1,2), dla
ktérych Hy jest niestuszna.

Niniejsza praca jest kontynuacjg rozwazan podjetych w Sulewski (2016), gdzie
omawiang tematyke zastosowano dla TD 2 x 2. Pierwszym celem pracy jest przed-
stawienie teorii dotyczacej testow niezaleznosci dla TD wx k, drugim celem — wpro-
wadzenie miary nieprawdziwo$ci Hy oraz porownanie jako$ci testow za pomoca ich
mocy. Praca sktada si¢ z dwoch czegsci. W czgscei | realizowany jest cel pierwszy,
zdefiniowano w niej TD w X k oraz siedem testow niezalezno$ci, opisano sposéb
generowania TD i wyznaczania wartos$ci krytycznych. W czgsci Il realizowany jest
cel drugi, zdefiniowano w niej miar¢ nieprawdziwosci Hy oraz wyznaczono moc ana-
lizowanych testow niezaleznosci w celu wylonienia najlepszego testu.

2. TABLICA DWUDZIELCZA wxk

Tabela 1 przedstaw1a tablice dwudzielczg w X k, ktora sklada si¢ z wartosc1 n;

(i=1,2,. ...k) rozkladu tacznego cech X'i Y takich, ze Z Z n, n
Tabela 1.
Tablica dwudzielcza w X k liczebno$ci
Cecha Y
Cecha X Razem
Y Y, Y,

Xi ny ny; Mk ny.

X5 Ny Ny )3 n.

X nyp ny; My npp

Razem n. n. Ny n

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Liczebnos$ci oczekiwane i-tego wiersza i j-tej kolumny wyznacza si¢ ze wzoru

n

..‘n.. .
Sl el (i=12,w

;] =12,...

5.

(1
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Tablice dwudzielczg wx k moZna takze przedstawié wykorzystujqc prawdopodo-
bienstwa p;; (i = 1,2,...,w; j ..,k) takie, ze Z Z/ 1 py 1 W odniesieniu do
tabeli 1 wartosci te Wyznaczane sq ze wzoru p; = n; / n (i = 1,2,..,w; j = 1,2,...,k).

Generacj¢ TD wx k niezbedna do przeprowadzema symulacp 1 wyznaczenia mocy
testow przeprowadzono metoda stupkowa. W tym celu przedziat (o,1) podzielono
na w - k podprzedzialow o szerokoSciach rownych wartosci prawdopodobienstw p;;
w taki sposéb, ze pierwszy podprzedzial ma szerokos$¢ py;, drugi — pjs, ..., k-ty
Pk ostatni — p,,,. Wielkosci p;; spetniajg oczywiscie warunek normalizacji
Z,- 12 ,p; =11 dobrano je w taki sposob, aby uzyska¢ zadang wartos¢ miary
nieprach21wosc1 H,.

Kazda z n wygenerowanych liczb losowych rownomiernych ,,wpada” do jed-
nego z podprzedzialow i tym samym zostaje o jedna zwigkszona liczba obiektow
W odpow1adajqcej temu podprzedziatowi komorce TD. Wielkosci n;; spetniajgce row-

nos¢ » " Z .11, = n sa liczebnoscig obicktow w poszczegolnych komoérkach TD.
Rysunek 1 przedstaw1a schemat wypeliania komérek TD 4 x2 dla liczebnos$ci proby
n= 2000 i miary nieprawdziwosci H, rownej 0, czyli p;= 0,125 dla kazdego i = 1,2,...,4;

j = 1,2. Tabela 2 prezentuje odpowiadajaca temu schematowi tablice dwudzielcza.

n = 2000 liczb losowych rownomlernych

A%/N

[ I I I I I I I |
0 0,125 0,25 0,325 0,5 0,625 0,75 0,875 1

N =264 n;,=245 ny =245 ny =231 ny =274 n; =253 ny =252 ny, =236

Rysunek 1. Schemat wypetniania komérek TD 4 x2

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 2.
Tablica dwudzielcza w X k otrzymana metoda stupkowa
Cecha Y
Cecha X Razem
Y, Y,
X 264 245 509
X 245 231 476
X3 274 253 527
X, 252 236 488
Razem 1035 965 2000

Zrodto: opracowanie wilasne.
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3. TESTY NIEZALEZNOSCI W TABLICY DWUDZIELCZEJ wx k

Do badania niezaleznosci cech X i Y w TD w X k skorzystano ze statystyki modu-
towej bedacej modyfikacja statystyki y> Pearsona (Sulewski, 2013):

uhiﬁbiﬂ e

i=1 j=1 i

oraz z rodziny statystyk, ktore dla TD wXxk maja asymptotyczny rozktad chi-kwadrat
z (w-1)(k-1) stopniami swobody i dlatego sa okreslane mianem ,,statystyk chi-kwadrat”
(Cressie, Read, 1984). Sg to:

1) Powszechnie znana i czesto stosowana statystyka y> Pearsona (Pearson, 1900)

= 3)
2) Statystyka G? ilorazu wiarygodnosci (Sokal, Rohlf, 2012)
) _en n;
G :222”,; In| 2~ |; 4)

3) Statystyka N Neymana (Neyman, 1949)

w k . ..
N=3 D>~ (5)

4) Statystyka KL Kullbacka-Leiblera (Kullback, 1959)

w k e..
KL=2)Ye, 1{—]]; (6)

i=1 j=1 n;
5) Statystyka FT Freemana-Tukeya (Freeman, Tukey, 1950)

FT =433, - e, ) 9

i=1 j=1

6) Statystyka CR Cressiego-Reada (Cressie, Read, 1984)

CR:%ZW:Zk:nij ("—f] ~1/. 8)
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Charakterystyke statystyk ,,chi-kwadrat” dla tablic dwudzielczych, trdjdzielczych
i czterodzielczych wraz z implementacja komputerowa mozna znalez¢ w pracy
Sulewskiego (2014).

W Sulewski, Motyka (2015a), korzystajac z metody Monte Carlo, poréwnano
jako$¢ ,,statystyk chi-kwadrat” wyrazong w funkcji mocy przy zatozeniu, ze statystyki
te — jaka twierdzg ich autorzy — podlegaja rozktadowi chi-kwadrat. Badania wykazaty,
ze jako$¢ testu x> Pearsona oraz CR Cressiego-Reada jest pordwnywalna i znacznie
lepsza od pozostatych.

Liczebnosci n; (i = 1,2,...,w; j = 1,2,....,k) w TD wXk sg zmiennymi losowymi.
Godnym uwagi jest, ze zmienne losowe bgdace odwrotnoscig lub ilorazem zmien-
nych losowych nie posiadajg warto$ci oczekiwanej i w konsekwencji takze niektorych
momentdw wyzszych rzedow. Rozklad chi-kwadrat — jak powszechnie wiadomo —
posiada wszystkie momenty.

Ponadto pozadanym jest, aby poszczegolne sktadniki statystyki testowej — gdy H
o niezalezno$ci cech X 1 Y jest stuszna — byty tego samego znaku i jak najblizsze 0.
Sktadniki statystyk (4), (6) i (8) sa réznego znaku i wzajemnie si¢ rekompensuja 1 tylko
dla bardzo duzych préb podlegajg rozktadowi chi-kwadrat (Sulewski, 2014). Aby to
pokaza¢ metoda shupkowa opisang powyzej wygenerowano tablice dwudzielcza 3 X3
o liczebnosci proby n = 150, gdy hipoteza Hy o niezaleznosci cech X i Y jest stuszna,
czyli p;; = 1/9(i,j = 1,2,3). Tabela 3 przedstawia wartosci poszczegolnych sktadnikow
,statystyk chi-kwadrat” (wartosci ujemne pogrubiono).

Tabela 3.
Wartosci sktadnikow ,,statystyk chi-kwadrat”

Sktadnik Ve G? N KL FT CR

i=1, j=1 0,029 1,362 0,028 -1,305 0,007 0,829
i=1, j=2 0,003 0,429 0,003 -0,424 0,001 0,259
i=1, j=3 0,060 -1,698 0,065 1,823 0,016 -0,995
i=2, j=1 0,381 -4,933 0,444 5,755 0,103 -2,813
i=2, j=2 0,616 -6,652 0,741 8,003 0,169 -3,755
i=2, j=3 2,547 14,901 1,816 -10,620 0,534 10,030
i=3, j=1 0,250 4,240 0,222 -3,769 0,059 2,647
i=3, j=2 0,638 7,481 0,538 -6,312 0,146 4,753
i=3, j=3 2,202 -8,301 3,699 13,945 0,702 -4,210
Razem 6,726 6,829 7,556 7,095 1,735 6,744

Zrodto: opracowanie wilasne.
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4. WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH

W okresie ostatnich kilkudziesigciu lat zaproponowano rozne testy niezaleznosci
dla tablic dwudzielczych oraz okreslono warunki ich stosowalnosci szczegolnie dla
matych prob, ktore najczesciej sa przedmiotem badan statystycznych. W dobie coraz to
szybszych komputeréw z procesorami wielordzeniowymi oraz rozbudowang pamigcia
operacyjng, mozna za pomoca stosownego oprogramowania znie$¢ te ograniczenia
i droga symulacyjna wyznaczy¢ wartosci krytyczne.

Przy wyznaczaniu warto$ci krytycznych, gdy miedzy cechami nie ma zwigzku,
zawartos¢ tablic dwudzielczych wXx k o liczebno$ci proby n generowano za pomoca
metody stupkowej przyjmujac p; = 1w - k) (i = 1,2,...,w; j = 1,2,...,k). Dla kazdej
TD wxk obliczono » = 10° warto$ci kazdej analizowanej statystyki testowej @, ktore
nastepnie uporzadkowano w kolejnosci rosngcej. Wartos¢ krytyczng na poziomie istot-
nosci o = 0,1 wyznaczono ze wzoru:

CVy = @ (90000)- ©)

Tak duza liczba powtdrzen » przy wyznaczaniu wartosci statystyki testowej zapew-
nia uzyskanie doktadnego wyniku.

5. MOC TESTU

Moc testu to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej Hy, gdy nie jest
ona prawdziwa. Moc testu zalezy od liczebnos$ci proby — im liczniejsza proba, tym
wigksza moc. Moc testu zalezy takze od poziomu istotnosci testu — im nizszy poziom
istotnosci, tym mniejsza moc testu. Moc testu zalezy rowniez od sily zwigzku miedzy
cechami — im wigksza sita zwigzku, tym wigksza moc testu. Wiecej informacji o mocy
testu znalez¢ mozna m.in. w Sulewski (2015b).

W celu wyznaczenia mocy testu — czyli zdolnosci TD do odrzucenia hipotezy
mowigcej o tym, ze nie ma zwigzku miedzy cechami X i ¥ — gdy w istocie zwigzek
jest, niezbedna jest generacja tablic dwudzielczych. Dane podlegajace opracowaniu
muszg by¢ danymi pochodzacymi z generatora liczb losowych, a nie danymi wzig-
tymi z praktyki. Uwzgledniajac narzucong site¢ zwigzku miedzy cechami wyrazong za
pomoca miary nieprawdziwosci Hy danej wzorem

w k
mnka :Zz‘pu_p[o.poj’ (10)
i=1 j=1
do wypetnienia TD w X k skorzystano z metody ,,shupkowej” wykorzystujacej praw-
dopodobienstwa p;; (i = 1,2,...,w; j = 1,2,.. k).
Znajac warto$¢ statystyki testowej @ dla réznych liczebnosci proby n wyznaczono
moc testu za pomocg wzoru m = u/r, gdzie u okresla liczbe tych spoérod » = 10°
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wszystkich mozliwych przypadkow, kiedy to warto$¢ statystyki testowej @ jest nie
mniejsza od wartosci krytycznej cv,.

Hipoteza zerowa Hy — mowigca o tym, ze migdzy cechami X'i ¥ w TD wxk nie
ma zwigzku — jest stuszna, gdy p; = p;. - p,ydlai=1,2,...,w;j = 1,2,... k. Zatem miara
(10) przyjmuje wartos¢ 0, gdy hipoteza Hy jest stuszna. Im wigksze wartosci mn, tym
wicksza jest mozliwos¢ falszywosci H,,.

Do wyznaczenia mocy testu dla TD w Xk skorzystano z réznych schematoéw
wyznaczania prawdopodobienstw Dij (i=12,...,w;j=12,....k), dla ktérych hipoteza
zerowa Hj jest niestuszna. Prawdopodobienstwa te — jak rowniez przedziaty zmienno-
$ci miary mn dla omawianych schematow — przedstawiono w tabelach 5, 7, 9, 11, 13.
Wynika z nich, ze miara nieprawdziwosci hipotezy H, zmienia si¢ w réznych prze-
dziatach. Minimalna liczebno$¢ proby dla danej TD i dla danego schematu zostata tak
dobrana, aby liczebnosci oczekiwane byly rdézne od zera. Maksymalng warto$¢ proby
ustalono tak, aby uzyska¢ maksymalng moc testu.

Dla statystyki modutowe;j |y| oraz dla ,,statystyki chi-kwadrat” o najwickszej mocy,
uzyskane wyniki porownano za pomoca testu o rdwnosci prawdopodobienstw stawia-
jac hipotezg zerowa, Ze moce testow sg rowne, czyli roznice sg statystycznie nieistotne.

TABLICA DWUDZIELCZA 2x3

Tabela 4.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 2x 3
Schemat A po = 1/6, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y 7 7
X Po — Kk Ap Po Po
X Po Po Pot+ kAp
Schemat B
Y g3 Y3
X Do~k Ap Po—k Ap Do
X Po Po+ kAp Po t kAp
Schemat C
Y, 7 7
X Po— kAp Po— Kk Ap Po
X Po T kAp Pot+ kAp Po
Schemat D
Y n Y3
X Do~k Ap Po Pot kAp
X Po+ kAp Po Po — k Ap p,

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Moc testu m

. .
004 006 008 01 012 014 016 018
Miara nieprawdziwosci mn

Miara nieprawdziwosci mn
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Moctestu m

o om op os om o1 om o1 ol OB 02 02 o} 0% 02 03 02 03 03 03 04

Moctestu m

Miara nieprawdziwo$ci mn

Miara nieprawdziwosci mn

v

vl

Mo testum,

+ +
o 002 004 006 008 01 012 01 01 018 02
Miara nieprawdziwosci mn

Moctestu m

Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m

O o 00 006 00 01 01 O 03 01 02 02 02 0% 02 03 O} O0M 03 03 04
Miara nieprawdziwosci mn

Moctestum

o 008 o1z s oz o 036 s oas oss o
Miara nieprawdziwosci mn

VIII

Rysunek 2. Moc testoéw niezalezno$ci dla TD 2 x 3 oraz liczebnosci proby n

1. Schemat A, n =
II. Schemat A, n =
III. Schemat B, n
IV. Schemat B, n =

Zrédto:

125
150
125
150

V. Schemat C, n = 50

VI. Schemat C, n = 75

VIIL. Schemat D, n = 30
VIII. Schemat D, n = 40

opracowanie wilasne.
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Tabela 5.
Miara nieprawdziwosci Hy dla TD 2x3 i £ =0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C Schemat D
k/45 k=0.,..5
mny 3 = k/45 mny w3 = K2 /4504 k/90 k=6,..9 mny 3 = 2k /45 mny 3 = k/ 15
mny 3 € (050,2) mnyy 3 € 0;0,28) mny 3 € (050,4) mny 3 € (00,6)

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Rysunek 2 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla TD
2 x 3, na poziomie istotnosci a = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 2 wynika, ze ,,statystyki chi-kwadrat” dla TD 2x3 majg podobng moc,
a wystepujace miedzy nimi roéznice sg statystycznie nieistotne. Dla schematu A r6z-
nice miedzy statystyka [x|, a pozostatymi analizowanymi statystykami sg statystycznie
istotne dla mn € (0,133;0,178). Dla schematu B oraz n = 125, n = 150 rdznice te
sg statystycznie istotne odpowiednio dla mn € (0,147;0,280) i mn € (0,111;0,231).
Dla schematu C statystyka || ma istotnie wicksza moc od pozostatych statystyk,
gdy mn € (0,222;0,4). Dla schematu D roznice migdzy statystykami sa statystycznie
nieistotne.

TABLICA DWUDZIELCZA 2 x4

Tabela 6.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 2 x4
Schemat A po = 1/8, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y Y, Y3 Y,
X Po—kAp Po Po Po
X5 Po Po Po Pot kAp
Schemat B
Y, Y, Y3 Y,
X Po—kAp Po—kAp Do Do
X Do Do Dotk Ap Dotk Ap
Schemat C
Y, Y, A Y,
X Do~k Ap Po— k Ap Do Do
X Pot kAp Po+ kAp Po Po
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Tabela 6. (cd.)

Schemat D
Y, Y, Y Yy

X Po— kAp Po— kAp Po t kAp Po t kAp

X Pot kAp Pot kAp Po—kAp Po—kAp
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 7.
Miara nieprawdziwosci Hy dla TD 2x4 1 k= 0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C Schemat D
mny 4 = k /40 mny 4 = k> /400 mny 4 = k /20 mny 4 = 3k /40

mny w4 € <0,0,225>

Mty € 0;0,2025)

mnyyw4 € <0,0,45>

mny w4 € <0,0,675>

Zrodto: opracowanie wilasne.

Rysunek 3 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla
TD 2 x4, na poziomie istotnosci o = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 3 wynika, ze dla schematow A, C, D ,,statystyki chi-kwadrat” dla
TD 2 x4 majg podobng moc, a wystgpujace migdzy nimi réznice sa statystycznie nie-
istotne. Dla schematu A statystyka |y| charakteryzuje si¢ wigksza moca niz pozostale
statystyki, jednak przewaga ta jest statystycznie istotna dla n = 175 1 mn = 0,175.
Podobna sytuacja jest dla schematu B, gdy mn € (0,09;0,203). Dla schematu C r6znica
istotna statystycznie na korzy$¢ statystyki modutowej jest dla n =50 i mn € (0,3,0,45)
oraz n = 100 i mn € (0,3;0,35). Dla schematu D réznice mi¢dzy statystykami sg nie-

istotne statystycznie.
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Moctestu m

Moctestu m

Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m
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Miara nieprawdziwo$ci mn

008 o o1s 02 oz 0 o35 o1 oss
Miara nieprawdziwosci mn

Moctestu m

Miara nieprawdziwosci mn
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Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn
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Miara nieprawdziwosci mn
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Miara nieprawdziwosci mn
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Miara nieprawdziwo$ci mn

VIII

Rysunek 3. Moc testow niezalezno$ci dla TD 2 x4 oraz liczebnosci proby n

1. Schemat A, n = 150
II. Schemat A, n = 175
III. Schemat B, n = 150
IV. Schemat B, n = 200

Zrédto:

V. Schemat C, n = 50
VI. Schemat C, n = 100
VII. Schemat D, n = 30
VIII. Schemat D, n = 50

opracowanie wlasne.
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TABLICA DWUDZIELCZA 3x3

Tabela 8.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 3 x3
Schemat A po =1/9, Ap = py/10, k =0,1,....9
Y, Y, Y,
X Po—kAp Po—kAp/2 Po
X Po—kAp/2 Do Pot kAp/2
X; Po Dot kAp/2 Do Tk Ap
Schemat B
Y Y, r
Xi Po—k Ap Po—k Ap Po
X Po Po Po
X Po T kAp Pot+ kAp Po
Schemat C
Y, Y, Ys
X Po—k Ap Do Pot kAp
X Po Po Po
X3 Po Tk Ap Do Po—kAp
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 9.
Miara nieprawdziwo$ci Hy dla TD 3x3 i k= 0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C

mnsy3 = k2/900

mnsys = 0,02963 - k

mnszy 3 = 2k /45

mns 3 € {0;0,09)

mnzy3 € (0;0,2667)

mny.z3 € (0;0,04)

Zrodto: opracowanie wilasne.

Rysunek 4 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla

TD 3% 3, na poziomie istotnosci a = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 4 wynika, ze dla schematow B, C ,statystyki chi-kwadrat” dla TD 3 x3
maja podobng moc, a wystepujace miedzy nimi roéznice sg statystycznie nieistotne.
Dla schematu A statystyka [x| charakteryzuje si¢ wigksza mocg niz statystyka N,
jednak przewaga ta jest statystycznie istotna dla n = 300 i mn € (0,04;0,09) oraz
n =400 i mn € (0,028;0,09). Statystyka |y| charakteryzuje si¢ takze wiekszg mocg
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od pozostatych statystyk dla schematu B i przewaga ta jest statystycznie istotna dla
mn € (0,148;0,267). Dla schematu C ,statystyki chi-kwadrat” maja wigksza moc od
statystyki modulowej, jednak przewaga ta jest statystycznie istotna tylko dla n = 50
imn=0,311.

Moc testu m
Moc testu m

o 004 o5 006 oo ons 008 006
Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m
Moc testu m

o0 otz ois 018 o0 o o1s o
Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

v

Moctestu m
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

A% VI
Rysunek 4. Moc testow niezalezno$ci dla TD 3 x 3 oraz liczebnosci proby n
1. Schemat A, n = 300 IV. Schemat B, n = 100
II. Schemat A, n = 400 V. Schemat C, n = 50
III. Schemat B, n = 75 VI. Schemat C, n = 75

Zrodto: opracowanie wilasne.
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TABLICA DWUDZIELCZA 3 x4

Tabela 10.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 3 x4
Schemat A po = 1/12, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y, Y, Y, Y,
X Po =k Ap Po—kAp/2 Po—kAp/3 Po
X5 Po—kAp/2 Do Do Do T kAp/2
X; Po potkAp/3 potkAp/2 po+ kAp
Schemat B
Y, Y, Y Y,
X Po =k Ap Po =k Ap Po Po
X5 Po Po Po Po
X Pot kAp Pot kAp Po Po
Schemat C
Y, Y, r Yy
Xi po—kAp Po—kAp/2 PotkAp/2 Pot kAp
Re! Po Pov Po Po
X; P, Tk Ap p,tkAp/2 Po—kAp/2 Po — k Ap
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 11.

Miara nieprawdziwo$ci Hy dla TD 3x4 i k= 0,1,...,.9

Schemat A

Schemat B

Schemat C

mnyyg = K2/ 1250 + k /500

mnsy4 = k /30

mns x4 = k/20

mnszy«4 € <0,0,084>

mnszy4 € <0,0,03>

mnzy 4 € (0;0,45)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rysunek 5 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla
TD 3 x4, na poziomie istotnosci o = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 5 (schemat A) wynika, ze ,,statystyki chi-kwadrat” charakteryzuja si¢
r6zng mocg. Przy n = 400 roznice migdzy statystyka || a statystyka N jako repre-
zentanta ,,statystyk chi-kwadrat” o najwigkszej mocy, sg statystycznie istotne dla
mn € (0,031;0,054), z kolei przy n = 500 — dla mn € (0,042;0,054). Dla schematu B
moc testu dla ,.statystyk chi-kwadrat” jest bardzo podobna. Roznice miedzy staty-
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styka |y| a pozostatymi statystykami sg statystycznie istotne dla mn € (0,2;0,3) z korzy-
scig dla statystyki modutowej. Dla schematu C i préby n = 75 funkcje mocy testow
dla statystyki |y| i N sa bardzo podobne. Dla n = 100 funkcje mocy analizowanych
testow majg podobne przebiegi.

-l —-x2

Moc testu m
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m
Moctestum

Miara nieprawdziwosci mn

Miara nieprawdziwosci mn

Moctestum
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miaranieprawdziwosci mn

A% VI
Rysunek 5. Moc testow niezaleznosci dla TD 3 x4 oraz liczebnosci proby n
I. Schemat A, n = 400 IV. Schemat B, n = 125
II. Schemat A, n = 500 V. Schemat C, n = 75

III. Schemat B, n = 100 VI. Schemat C, n = 100
Zrédto: opracowanie whasne.
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TABLICA DWUDZIELCZA 4 x4

Tabela 12.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 4 x4
Schemat A po = 1/16, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y, Y, Y, Y,
X Po =k Ap Po—kAp/2 Po—kAp/3 Po
X5 Po—kAp/2 po—kAp/3 Do potkAp/3
X; po—kAp/3 Do potkAp/3 pot kAp/2
Xy Do Po Tt kAp/3 Po T kAp/2 Po T kAp
Schemat B
Y e Y3 Y,
X Po—kAp Po—kAp Po Do
X Po—kAp/2 Po—kAp/2 Po Po
X; potkAp/2 potkAp/2 Do Po
Xy Pot kAp Pot kAp Po Po
Schemat C
r g r; Yy
X Po—kAp Po—kAp/2 Po—kAp/3 Do
X, Do —kAp/2 po—kAp/3 Do potkAp/3
X; po—kAp/3 Do potkAp/3 potkAp/2
Xy Do Po Tt kAp/3 Po T hkAp/2 Po T kAp
Zrédlo: opracowanie wiasne.
Tabela 13.
Miara nieprawdziwosci Hy dla TD 4x4 i k= 0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C
0 0,005 0,01 0,016 0,024 0,033
MAy 4 € {0’044 0,056 0,069 0,084 } mnyy 4 = 3k/ 80 mny 4 = 3k /40
mny 4 € 0;0,084) mny 4 € {0;0,338) mny 4 € 0;0,675)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rysunek 6 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla TD
4 x4, na poziomie istotnosci o = 0,1 i liczebnosci proby n.
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Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

~=Ixl —-x2

Moc testu m
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn
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Moctestu m

Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn
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Rysunek 6. Moc testow niezalezno$ci dla TD 4 x4 oraz liczebnosci proby n
1. Schemat A, n = 300 IV. Schemat B, n = 125
II. Schemat A, n = 500 V. Schemat C, n = 60

III. Schemat B, n = 100 VI. Schemat C, n = 80
Zrodto: opracowanie wihasne.

Z rysunku 6 (schemat A) wynika, ze r6znice miedzy statystyka |x| a statystyka N
jako reprezentanta ,statystyk chi-kwadrat” o najwickszej mocy, sa statystycznie
nieistotne z wyjatkiem mn = 0,084. Dla schematu B réznice miedzy statystyka ||
a pozostatymi statystykami sg statystycznie istotne dla mn > 0,188 z korzyscig dla
statystyki modutowej. Dla schematu C analizowane statystyki majg podobng moc
z wyjatkiem statystyki N, ktora dla n = 80 i mn € (0,3;0,525) ma istotnie mniejsza
moc niz pozostate statystyki.
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6. PODSUMOWANIE

Kwadrat uzyty w liczniku statystyki > powoduje, ze duze rozbieznosci migdzy
liczebno$cig empiryczng a teoretyczng sg jeszcze wicksze, a male rozbieznos$ci jeszcze
mniejsze. Innym celem zastosowania kwadratu byto uniknigcie wzajemnego niwelo-
wania si¢ rozbieznosci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchylen mozna uzy¢
takze ich wartosci bezwzglednej, stad pomyst na statystyke modutowa.

Zaproponowana miara mn dla analizowanych schematéow prawdopodobienstw
zmienia si¢ w roznych przedziatach. Minimalna liczebnos$¢ proby dla danej TD i dla
danego schematu zostata tak ustalona, by liczebnosci oczekiwane byly niezerowe.
Maksymalng wartos¢ proby dobrano tak, by uzyska¢ maksymalng moc testu.

Artykul zwraca uwage na fakt, ze testy niezaleznosci wykorzystujace ,,statystyki
chi-kwadrat” tylko dla schematow prawdopodobienstw o najmniejszym zakresie
zmienno$ci miary mn charakteryzuja si¢ r6zng moca dla danej liczebnosci proby n
1 miary mn. Najwigkszag moc wsrdd nich ma statystyka N i ona jest bezposrednio
poréwnywana ze statystykag modutowsg. Jezeli widoczna jest przewaga statystyki
modutowej nad ,,statystykami chi-kwadrat”, to gléwnie dla nie poczatkowych war-
tosci miary mn w ramach danego przedzialu zmiennos$ci tej miary. Dla ostatniego
analizowanego w ramach danej TD schematu nieprawdziwosci H, przedstawiajacego
najwigkszy zakres zmiennos$ci miary mn, test wykorzystujacy statystyke modutowa
ma podobng moc jak pozostate testy niezaleznosci, z wyjatkiem TD 3 x 3, liczebnosci
proby n = 50 1 miary mn = 0,311, kiedy to statystyka |y| ma istotnie mniejsza moc
od pozostalych statystyk.

Reasumujac statystyka modutowa [x| charakteryzuje si¢ wigksza mocg niz ,,staty-
styki chi-kwadrat”, szczegdlnie jest to widoczne dla schematow prawdopodobienstw
o mniejszych zakresach zmiennos$ci miary mn. Dla schematéw C Iub D o najwickszym
zakresie zmienno$ci miary mn statystyka modutowa nie odstepuje pod wzgledem mocy
od pozostalych analizowanych statystyk. Na korzy$¢ statystyki modutowej przemawia
takze fakt, ze mozna z niej skorzysta¢ w sytuacji, gdy jedna komorka lub dwie lezace
na przekatnej sg puste. Statystyk G2, N i KL nie mozna stosowaé w tej sytuacji.
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MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI W TABLICY DWUDZIELCZEJ WIEKSZEJ NIZ 2x2
Streszczenie

W literaturze statystycznej istnieje wiele miar testowych do badania niezaleznosci cech w tablicach
dwudzielczych. Do analiz statystycznych wybrano rodzing szesciu tzw. ,,statystyk chi-kwadrat” — w tym
statystyke x> Pearsona — oraz propozycje autora w postaci statystyki modutowej. W celu uwolnienia si¢
od ograniczen stosowalnosci ,,statystyk chi-kwadrat”, warto$ci krytyczne dla wszystkich analizowanych
statystyk wyznaczono symulacyjnie metodami Monte Carlo. W celu poréwnania testow zaproponowano
miar¢ nieprawdziwosci H,) oraz wyznaczono moc testow, czyli zdolno$¢ tablicy dwudzielczej wxk do
odrzucenia H, mowiacej o tym, ze mi¢gdzy cechami X i Y nie ma zwiazku.

Slowa kluczowe: tablica dwudzielcza, test niezaleznos$ci, wartosci krytyczne, Monte Carlo

POWER ANALYSIS OF INDEPENDENCE TESTING
FOR TWO-WAY CONTINGENCY TABLES BIGGER THAN 2x2

Abstract

In the statistical literature there are many test measures to study the independence features in the
two-way contingency tables. For statistical analysis, the family of six so-called “chi-squared statistic”
was selected — including Pearson’s > statistics — and the proposal of the author in the form of modu-
lar statistics. In order to free themselves from the limitations of the applicability of the “chi-squared
statistic”, critical values for all analyzed statistics were determined by simulation methods of Monte
Carlo. In order to compare the tests, the measure of untruthfulness of H, was proposed and calculated
the power of the tests which is the ability of two-way contingency tables to reject null hypothesis
which says that between features X and Y there is no relation.

Keywords: two-way contingency tables, independence test, critical values, Monte Carlo study
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ZASTOSOWANIE KRZYWYCH ROC W ANALIZIE UBOSTWA
MIEJSKICH I WIEJSKICH GOSPODARSTW DOMOWYCH

1. WPROWADZENIE

W analizie ubostwa sa stosowane czesto modele logitowe i probitowe, ktore pozwa-
lajg okresli¢ czynniki (dotyczace np. cech glowy gospodarstwa domowego) majace
statystycznie istotny wptyw na wzrost lub spadek szans pobytu w sferze ubostwa.
Roéwniez w literaturze polskiej do okreslenia czynnikéw ubostwa znajduja zastoso-
wanie modele logitowe (por. np. Kasprzyk, Fura, 2011; Rusnak, 2012) i probitowe
(np. Panek, Czapinski, 2015).

W niniejszym opracowaniu uwaga zostanie skupiona na modelach logitowych.
Doktadnos¢ ich dopasowania jest przewaznie przeprowadzana z zastosowaniem testu
ilorazu wiarygodnos$ci czy testu Hosmera-Lemeshowa. Dosy¢ rzadko w tym celu sg
wyznaczane krzywe ROC (ang. relative operating characteristics) oraz obliczane pola
pod krzywymi ROC, oznaczane jako AUC (ang. area under curve). Nalezy podkresli¢,
ze w innych dyscyplinach ROC i AUC maja szersze zastosowanie i sa narzedziem
czgsto wykorzystywanym do oceny poprawnosci klasyfikatora, a klasyfikator ten nie
jest ograniczony jedynie do modelu logitowego. Przyktadowo, w medycynie krzywe
ROC sg stosowane do porownania nowej metody diagnostycznej (rola klasyfikatora) do
obowiazujgcego ,,ztotego standardu”. W przypadku oceny wiodknienia watroby ,,ztotym
standardem” jest ocena histopatologiczna preparatu watroby uzyskanego z oligobiopsji,
a metodg porownywang z tym standardem jest sprezysto$¢ migzszu watroby oceniona
na podstawie elastografii. Krzywe ROC i pola AUC wspomagaja tym samym system
decyzyjny w roznych dziedzinach Zycia, a najczesciej sa stosowane w psychologii,
medycynie czy nauczaniu maszynowym. Pionierskg prace dotyczaca zastosowania
krzywych ROC i pdl AUC w analizie ubdstwa opublikowal Wodon (1997). W swojej
pracy poréwnal krzywe ROC i pola AUC wyznaczone dla modeli logitowych uwzgled-
niajacych rozne zestawy wskaznikow stuzacych do identyfikacji ubogich (np. potoze-
nie, wlasno$¢ ziemska, poziom wyksztalcenia gtowy gospodarstwa domowego). Swoja
analizg przeprowadzil na przyktadzie Bangladeszu. W poréwnaniach wykorzystat fakt,
ze potozenie jednej krzywej ROC nad drugg krzywa ROC §wiadczy o tym, ze dany

I Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach, Wydziat Ekonomii, Katedra Metod Statystyczno-
-Matematycznych w Ekonomii, ul. 1 Maja 50, 40-287 Katowice, Polska, e-mail: anna.saczewska-pio-
trowska@ue . katowice.pl.
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wskaznik lepiej identyfikuje ubogich. Krzywe ROC w analizie ubdstwa stosowali
p6zniej m.in. Baulch (2002) oraz Houssou, Zeller (2009).

Niniejsze opracowanie jest probg przeniesienia dotychczasowych rozwazan doty-
czacych zastosowania krzywych ROC w analizie ubostwa na grunt polski. Celem
opracowania jest zastosowanie krzywych ROC i p6l AUC do oceny, ktdry z wyzna-
czonych modeli logitowych ryzyka ubdstwa — dla gospodarstw w miescie i dla
gospodarstw na wsi — ma wieksza moc predykcyjna. Zmiennymi objasniajacymi
w modelach sg cechy gospodarstwa domowego (np. liczba os6b w gospodarstwie,
status gospodarstwa na rynku pracy) oraz jego glowy (np. pte¢ i wyksztatcenie).
Krzywe ROC petig rowniez role pomocniczag w wyznaczaniu punktu odcigcia, czyli
takiego poziomu prawdopodobienstwa, ponizej ktoérego gospodarstwo uznawane
jest za nieubogie (w pakietach statystycznych domys$lny punkt odcigcia to 0,5).
Dzieki wyznaczeniu krzywych ROC i pol AUC dla uproszczonych modeli logito-
wych, okreslono wskazniki najlepiej identyfikujace ubogie gospodarstwa domowe
W miescie i na wsi.

W pracy celowo nie skupiono si¢ na problemach metodologicznych dotyczacych
pomiaru ubdstwa, odsytajac do literatury przedmiotu. Zjawisko ubostwa wystepuje
z 16zng silg 1 r6znym natezeniem na calym $wiecie, przyczynia si¢ do powstawania
lub pogtebiania innych probleméw, np. jest jedna z zasadniczych przyczyn wyklu-
czenia spolecznego, i z tego powodu szczegotowy opis problemoéw metodologicznych
pomiaru ubdstwa jest szeroko opisany w literaturze przedmiotu. W Polsce problemy
zwigzane z pomiarem ubostwa omawia szczegotowo Panek (2011). Nalezy nadmienic,
ze problem pojawia si¢ juz na etapie definiowania tego zjawiska i wigze si¢ z pod-
jeciem decyzji, czy ubdstwo bedzie rozumiane w sposéb absolutny czy relatywny,
w sposob obiektywny czy subiektywny oraz w sposob klasyczny czy wielowymia-
rowy. W ujeciu absolutnym gospodarstwa domowe sa ubogie, gdy ich podstawowe
potrzeby nie sg zaspokajane na minimalnym akceptowalnym poziomie. Koncepcja
ubostwa relatywnego zawiera w sobie odniesienie do sytuacji przecietnej, czyli sytuacji
innych gospodarstw domowych. W ujeciu subiektywnym oceny poziomu zaspokoje-
nia potrzeb dokonuja same badane gospodarstwa domowe, natomiast w przypadku
ujecia obiektywnego ocena poziomu zaspokojenia potrzeb badanych gospodarstw jest
dokonywana niezaleznie od ich osobistych warto$ciowan w tym zakresie. Ubdstwo
rozumiane w sposob klasyczny jest postrzegane w kategoriach pieni¢znych (przez
pryzmat dochodow lub wydatkow), natomiast ubostwo rozumiane w sposob wielowy-
miarowy jest dodatkowo postrzegane przez pryzmat zasobow materialnych (np. dobra
trwalego uzytku, mieszkanie itd.) ocenianych w formie niemonetarnej. W przepro-
wadzonej analizie przyje¢to, ze ubdstwo jest rozumiane obiektywnie przez pryzmat
dochodéw z uwzglednieniem odniesienia do sytuacji innych gospodarstw domowych.
Po dokonaniu wyboru definicji ubostwa, kolejne problemy decyzyjne pojawiaja si¢
w zwigzku z okresleniem wskaznika zamoznosci (przyjeto dochody netto gospodarstw
domowych), granicy ubdstwa (60% mediany rozktadu dochodéw ekwiwalentnych)
oraz skal ekwiwalentnosci (zmodyfikowana skala OECD).
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2. DWUMIANOWY MODEL LOGITOWY

Model logitowy moze by¢ modelem dwumianowym lub wielomianowym.
Dwumianowego modelu logitowego mozna uzy¢ w celu opisania wptywu zmien-
nych Xj, X;,..., X} (jakosciowych lub ilosciowych) na dychotomiczng zmienng Y.
W przypadku modelu wielomianowego zmienna objasniana Y przyjmuje wigcej niz
dwie wartosci. W przeprowadzonej analizie zmienna objasniana przyjmowata dwie
warto$ci, stad wlasciwa postaciag byl model dwumianowy.

Niech Y oznacza zmienng dychotomiczng o wartosciach: 1 — jezeli dany wariant
wystapi, 0 — jezeli dany wariant nie wystgpi. Wowczas (Stanisz, 2007, s. 219-220):

k
exp(ao +Zajxik]

J=1

- : (1)
1+ exp[a0 + Zajxik]

=

Py = PO =112,% 03,) =

gdzie a; (j = 0,1,...,k) sa parametrami. Model (1) jest wigc modelem wigzacym praw-
dopodobienstwo jednego z dwoch mozliwych wynikow zmiennej Y ze zmiennymi
objasniajacymi. Wspolczynniki regresji sa zazwyczaj estymowane metodg najwigkszej
wiarygodnosci (MNW). Wartosci exp(a;) w modelu (1) sa najczgsciej interpretowane
przy pomocy pojecia ilorazu szans (ang. odds ratio). Szansa jest definiowana jako
relacja prawdopodobienstwa wystgpienia zdarzenia do prawdopodobienstwa niewysta-
pienia zdarzenia. Wyrazenie exp(ag) jest rowne szansie dla grupy referencyjne;j, tzn.
grupy, w ktorej wszystkie zmienne objasniajace sg rowne zero. W przypadku zmienne;j
dychotomicznej X; iloraz szans pokazuje, ilu krotnie zmienia si¢ szansa u jednostki, dla
ktorej X; = 1 wzgledem jednostki, dla ktorej X; = 0, przy niezmienionych wartosciach
pozostatych zmiennych objasniajacych. Gdy zmienna X; jest zmienng iloSciowa, to
iloraz szans méwi, jak zmieni si¢ szansa, jezeli zmienna X; wzros$nie o jedng jednostke
przy pozostatych zmiennych ustalonych (Jackowska, 2011).

Estymatory MNW maja asymptotyczny rozktad normalny. Z tego powodu test
istotnosci dla pojedynczego parametru wykorzystuje statystyke z o rozktadzie N(0,1)
(Gruszezynski, 2012). Do testowania statystycznej istotno$ci wszystkich parametrow
przy zmiennych objas$niajacych stosuje si¢ test ilorazu wiarygodnosci (tzw. LR test).
W tescie LR hipoteza zerowa glosi, ze wszystkie parametry przy zmiennych sg rowne
zero, natomiast hipoteza alternatywna, ze przynajmniej jeden z nich jest r6zny od zera.
Statystyka ilorazu wiarygodnosci jest okreslona wzorem (Gruszczynski, 2001, s. 64;
Ksigzek, 2013, s. 60-61):

LR=-2(InL,-InL,,), )

gdzie L), jest maksymalng wiarygodnos$cia oszacowanego modelu (zawierajacego
zmienne objasniajace), Ly jest maksymalng wiarygodno$ciag modelu ograniczonego
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(zawierajacego jedynie wyraz wolny). Statystyka LR ma dla duzych préb rozktad
2% z k stopniami swobody, gdzie k jest liczbg zmiennych obja$niajacych w modelu.

Jako$¢ zbudowanego modelu mozna rowniez oceni¢ korzystajac z testu Hosmera-
Lemeshowa, ktoéry dla réznych podgrup danych uporzadkowanych wedlug wartosci
dopasowanych z modelu logitowego (najczesciej dla grup decylowych) porownuje
obserwowane liczebnosci i oczekiwane liczebno$ci wystgpowania warto§ci wyréznio-
nej (zmienna objasniana przyjmujaca wartos¢ 1). Hipoteza zerowa glosi, ze obserwo-
wane i oczekiwane liczebno$ci sg rowne we wszystkich wyréznionych podgrupach,
natomiast hipoteza alternatywna, ze r6znig si¢ one w przynajmniej jednej podgrupie.
Statystyka testowa ma posta¢ (Wieckowska, 2015, s. 319):

o (0-E) o)

TE|1--%
Ng

gdzie O, to obserwowane liczebnosci, E, to oczekiwane liczebnosci, N, to liczba obser-
wacji w grupie g, G to liczba podgrup. Statystyka ta ma asymptotycznie (dla duzych
licznoéci) rozklad y? z G — 2 stopniami swobody. Nalezy podkresli¢, ze w przypadku
testu Hosmera-Lemeshowa brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej jest pozadany,
poniewaz wskazuje na podobienstwo liczebnosci obserwowanych i oczekiwanych.

Miarg dopasowania modelu jest rowniez miara zaproponowana przez McFaddena
(tzw. pseudo-R?) okre$lona wzorem (McFadden, 1977):

InL
R]%/IcFadden = 1 - IH—ZM (4)
0

Pseudo-R? bazuje na poréwnaniu wartoéci funkcji wiarygodnosci w oszacowanym
modelu i modelu bez zmiennych objasniajacych. Miara ta przyjmuje wartosci z zakresu
[0,1), nalezy jednak podkre$li¢, Ze w modelach logitowych niska wartoéé pseudo-R?,
zwlaszcza przy duzych zbiorach danych, nie §wiadczy o zlym dopasowaniu modelu
(Gruszezynski, 2001, s. 56). Jak podkresla McFadden (1977) wartosci z zakresu 0,2—0,4
$wiadczg o bardzo dobrym dopasowaniu modelu do danych.

3. CZULOSC, SPECYFICZNOSC, KRZYWE ROC I POLE AUC

Czgsto najwazniejszg miarg dopasowania w modelach logitowych jest ich zdolno$¢
predyktywna. Nalezy podkresli¢, ze termin ,,prognoza” w odniesieniu do danych prze-
krojowych dotyczy pewnej jednostki obserwacji, a nie jednostki czasu. Mikroprognozy
mogg dotyczy¢ jednostek znajdujacych si¢ w probie, a takze jednostek spoza proby.

2 Miernik ten moze przyja¢ wartos¢ maksymalng 1 tylko w przypadku, gdy wektor warto$ci zmien-
nych objasniajacych jest rozny dla kazdej badanej jednostki (Hosmer, Lemeshow, 2000, s. 166).
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Model logitowy pozwala ustali¢ mikroprognozy: prognoze p; prawdopodobienstwa p;
oraz prognozg ¥; wartosci y; (1 lub 0), tzn. mikroprognoz¢ zmiennej Y dla i-tej jednostki
obserwacji (Gruszczynski, 2001, s. 78).

Prognozg p; wyznacza si¢ jednoznacznie, pod warunkiem dysponowania danymi
liczbowymi o zmiennych objasniajacych. Warto$ci teoretyczne zmiennej objasnianej y;
mozna wyznaczy¢ wedlug standardowej zasady prognozy:

A ({1ma@>05,

A 5
' 0dla p,<0,5. ©®)
W prébach niezbilansowanych (liczba wartosci y; = 1 znacznie ro6zni si¢ od liczby

warto$ci y; = 0) do prognozowania wartos$ci teoretycznych powinno si¢ przyja¢ zasade
(Gruszczynski, 2001, s. 80):

6
Odla p, <p*. ©)

R ldla p, > p*,
Yi=
gdzie p* jest nowa wartoscig odcinajaca (ang. cut-off point), wyznaczong dla danej
proby oraz dla danego badania. Dla wybranego punktu odcigcia mozna zbudowaé
tablice trafnosci prognoz (tabela 1).

Tabela 1.
Tablica trafnosci prognoz
Obserwowane wartosci Przewidywane warto$ci zmiennej objasnianej
zmiennej objasnianej 5, =0 p=1 Razem
1 1
»i=0 Moo Ny no.
yi=1 o ny ny.
Razem N N n

Zrodho: opracowanie whasne na podstawie Sompolska-Rzechuta i inni (2014).

Na podstawie tabeli 1 mozna obliczy¢ nast¢pujace mierniki (Gruszczynski, 2001,

s. 83—84; Davis, Goadrich, 2006; Dudek, Dybciak, 2006; Jackowska, Wycinka, 2009;

Haranczyk, 2010):

1. Skuteczno$¢ reguly decyzyjnej (ang. accuracy), zwana réwniez zliczeniowym R,
okreslajaca udzial poprawnie prognozowanych przez model przypadkow w tacznej
liczbie przypadkow:

Acc="Tw T )
n
gdzie nyg, jest liczba obserwacji, dla ktorych y; = y; = 0, natomiast n;; jest liczba
obserwacji, dla ktérych y; = y; = 1, n to liczba obserwacji.
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2. Czulo$¢ (ang. sensitivity, recall) bedaca proporcja obserwacji trafnie przewidywa-

nych przez model ,,jedynek” w ogolnej liczbie zaobserwowanych ,,jedynek”:
SE =111, ®)
n,

gdzie n,. jest liczba obserwacji, dla ktérych y; = 1, niezaleznie od tego, czy y; = 1
czy y; = 0.

3. Specyficznos¢ (ang. specifity) okreslajaca udziat tratnie przewidzianych przez model
»Zer” W grupie zaobserwowanych ,,zer”:

sp="m, ©)

n,

gdzie ny. jest liczba obserwacji, dla ktorych y; = 0 niezaleznie od tego, czy ¥, = 1
czy y; = 0.

4. Warto$¢ predykcyjna dodatniego wyniku (ang. positive predictive value, precision)
okreslajaca udziat trafnie przewidzianych przez model ,,jedynek” w ogdlnej grupie
przewidzianych ,jedynek’:

ppy =11, (10)
n,,
5. Warto$¢ predykcyjna ujemnego wyniku (ang. negative predictive value) bedaca
proporcja obserwacji trafnie przewidywanych przez model ,,zer” w ogodlnej liczbie
przewidzianych ,,zer”:

Npy =", (11)
Ny

Czulos¢ 1 specyficzno$¢ sg najczesciej wykorzystywanymi miarami i sa podstawg

w konstrukeji krzywych ROC. Jezeli mamy do czynienia z wieloma obserwacjami, to
wtedy mamy réwniez wiele tablic trafnosci do przeanalizowania. Aby wybra¢ tablice
z najlepszym podziatem, warto wykorzysta¢ krzywe ROC nie tylko po to, aby znalez¢
optymalny punkt, ale rowniez oceni¢ jakos¢ skonstruowanego modelu. Konstrukcja
krzywej ROC wyglada nastepujaco: dla kazdego z punktow odcigcia nalezy obli-
czy¢ czulo$¢ 1 specyficznos¢, a nastgpnie zaznaczy¢ otrzymane wyniki na wykresie.
Tradycyjnie zaznacza si¢ je w uktadzie wspotrzednych, gdzie na osi odcietych jest
. 1-specyficznos$¢”, a na osi rzednych ,,czutos¢”. Uzyskane punkty nalezy ze soba pota-
czy¢. Im wiecej roznych wartosci badanego wskaznika, tym gtadsza uzyskana krzywa.
Jesli przyjmujemy réwne koszty blednych klasyfikacji, to optymalnym punktem odcie-
cia jest punkt krzywej ROC znajdujacy si¢ najblizej punktu o wspotrzednych (0,1)
(Haranczyk, 2010). Drugim, czesto stosowanym w praktyce prostym kryterium wyboru
punktu odcigcia jest przyjecie udziatu jedynek w probie (Jackowska, Wycinka, 2009).
W celu oceny jakosci modelu na podstawie krzywej ROC mozna wyliczy¢ pole
pod wykresem krzywej AUC i traktowac je jako miar¢ dobroci i trafnosci danego
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modelu. Jako$¢ klasyfikacyjna modelu jest dobra, gdy krzywa znajduje si¢ powyzej
przekatnej y = x, czyli gdy AUC jest wigksze od 0,5. W tym celu testuje si¢ hipoteze
zerowa mowiaca o tym, ze pole pod wykresem krzywej ROC jest rowne 0,5 (czyli
warto$ci minimalnej). Statystyka testowa ma posta¢ (Wigeckowska, 2015, s. 319):

AUC-05
Waratcy

gdzie Var(AUC) jest estymatorem wariancji pola 4UC. Statystyka Z ma asymptotycz-
nie (dla duzych liczno$ci) rozktad normalny. Nieodrzucenie hipotezy zerowej oznacza,
ze model nie ma Zzadnej mocy predykcyjnej (Kopczewska i inni, 2009, s. 532-533).

W przypadku p6l AUC przyjmuje si¢ ogdlna zasade dotyczaca oceny jakosci kla-
syfikacyjnej modeli (Hosmer, Lemeshow, 2000, s. 162; Kumari, Rajnish, 2015):
AUC = 0,5 klasyfikacja nie jest dobra (jest porownywalna z rzutem monetg),

0,5 < AUC < 0,6 staba klasyfikacja,
0,6 < AUC < 0,7 akceptowalna klasyfikacja,
0,7 £ AUC < 0,8 dobra klasyfikacja,
0,8 < AUC < 0,9 bardzo dobra klasyfikacja,
AUC = 0,9 wysmienita/wybitna klasyfikacja.

Powyzsze rozwazania dotyczace czutosci i specyficznosci oraz krzywych ROC
mozna odnie$¢ do ubostwa (Wodon, 1997). Czuto$¢ SE jest frakcjg gospodarstw domo-
wych poza sferg ubdstwa, ktore zostaty prawidtowo zaklasyfikowane przez model.
Oznaczajac przez P, P~ oraz P* liczbe gospodarstw ubogich, liczbe gospodarstw ubo-
gich zaklasyfikowanych jako nieubogie oraz liczbg gospodarstw ubogich prawidtowo
zaklasyfikowanych jako ubogie, SE = P/ (P~ + P") = P* / P. Specyficzno$¢ SP
jest frakcja gospodarstw domowych zaobserwowanych jako nieubogie i prawidlowo
zaklasyfikowanych jako nieubogie. Oznaczajac gospodarstwo nieubogie NP, mamy
SP = NP~/ (NP~ + NP") = NP~/ NP. Nieprawidtowe klasyfikacje oznaczymy przez
1 — SP (frakcja gospodarstw zaobserwowanych jako nieubogie i zaklasyfikowanych
jako ubogie) i 1 — SE (udzial gospodarstw zaobserwowanych jako ubogie i zaklasyfi-
kowanych jako nieubogie). W dalszej czgsci bedziemy mowi¢ odpowiednio o btedach
SP i SE (tabela 2).

zZ= (12)

Tabela 2.
Czulos¢, specyficznosc¢, bledy SP i SE
Przewidziane wartosci
Obserwowane wartosci
Nieubogie gospodarstwo Ubogie gospodarstwo
Nieubogie gospodarstwo SP = NP~/ NP 1 - SP= NP/ NP
Ubogie gospodarstwo 1-SE=P /P SE=P"/P

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie Wodon (1997).
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W przypadku wzrostu wartosci punktu odciecia, mniej gospodarstw domowych
bedzie uwazanych za ubogie, specyficzno$¢ SP bedzie rosla, a wartos¢ btedu SP bedzie
malata. Z drugiej strony czuto$¢ SE bedzie malata, a wartos¢ bledu SE bedzie rosta.
Spadek wartosci punktu odcigcia wigze si¢ z tym, ze wiecej gospodarstw domowych
bedzie przewidywanych jako ubogie, SE wzro$nie, a warto$¢ bledu SE zmaleje, ale
warto$¢ bledu SP wzrosnie. Krzywe ROC przedstawiajg btedy SP i SE uzyskane
w kontinuum punktéw odciecia. Przyktadowa krzywa ROC zostata przedstawiona na
rysunku 1.
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Rysunek 1. Przyktadowa krzywa ROC

Zrodto: opracowanie wilasne.

W poczatku wykresu (0,0), odpowiadajagcym punktowi odcigcia p* = 1, SE wynosi
zero, a SP przyjmuje warto$¢ rowna jeden. Przy p* = 1 zadne gospodarstwo domowe
nie jest klasyfikowane jako ubogie, a prawdopodobienstwo, ze gospodarstwo nieubo-
gie bedzie zaklasyfikowane jako ubogie wynosi zero. Stad warto$¢ bledu SP musi
by¢ rowna zero. Ponadto, przy p* = 1 prawdopodobienstwo, ze biedne gospodarstwo
domowe zostanie zaklasyfikowane jako nieubogie wynosi jeden. Wartos¢ btedu SE
jest wtedy rowna jeden. W odroznieniu od zaprezentowanej sytuacji, w gornym pra-
wym rogu wykresu (punkt (1,1)), czutos¢ SE jest rowna jeden, a specyficznos¢ SP
zero. Odpowiada to punktowi odcigcia p* = 0, wartosci bledu SP wynoszacemu zero
1 wartosci bledu SE wynoszacemu jeden. Pomiedzy tymi dwiema skrajnymi warto-
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sciami krzywa ROC przedstawia wartosci tych dwoch rodzajow btedow dla réznych
warto$ci p*.

Im lepiej zastosowany model przewiduje prawdziwe statusy gospodarstw domo-
wych (ubogie lub nieubogie gospodarstwo domowe), tym bardziej krzywa ROC jest
bardziej wygieta w strong lewego gornego rogu wykresu. Jesli model przewiduje
idealnie status przynaleznos$ci do sfery ubdstwa, jego krzywa ROC przechodzi przez
punkt (0,1), a pole pod krzywa AUC jest rowne jeden.

Do przewidywania statusow przynaleznosci do sfery ubostwa mozna stosowaé
modele z r6znymi zmiennymi objasniajagcymi. Dla kazdego modelu mozna wyznaczy¢
krzywa ROC. W przypadku, gdy jeden model ma krzywa ROC lezaca ponad krzywa
wyznaczong dla innego modelu, to oznacza, ze pierwszy model dominuje (majoryzuje)
drugi model. W takiej sytuacji, niezaleznie od wyboru punktu odcigcia, pierwszy model
ma mniejsze wartosci bledow SP i SE niz drugi model. Sytuacja wyglada inaczej, gdy
krzywe przecinajg si¢. Zatézmy, ze dwie krzywe ROC przecinaja si¢ i przyktadowo
krzywa modelu 1 lezy powyzej krzywej modelu 2 tylko w dolnej czes$ci wykresu. Dolna
cze$¢ wykresu odpowiada wysokim warto$ciom punktu odcigcia, niskim wartosciom
btedow SP i wysokim warto$ciom btedow SE. Jezeli decydenci sg bardziej wyrozumiali
na ryzyko identyfikowania jako nieubogich tych gospodarstw domowych, ktére sa
w rzeczywistosci ubogie, wybiorg model 1. Jezeli natomiast dla decydentéw mniejsze
znaczenie ma ryzyko zaklasyfikowania jako biednego gospodarstwa domowego beda-
cego w rzeczywistosci poza sferg ubostwa, wybiora wtedy model 2. W przedstawione;j
sytuacji zaden z modeli nie dominuje innego we wszystkich punktach odcigcia.

4. WIELOWYMIAROWE WSKAZNIKI

Analize determinant ubéstwa dochodowego przeprowadzono dla 2015 r. z wyko-
rzystaniem danych projektu ,,Diagnoza spoteczna”. W badaniu wzigto udziat prawie
11 tys. gospodarstw domowych. Jako granice ubostwa przyjeto 60% mediany rozktadu
dochodéw ekwiwalentnych, przy czym zastosowano zmodyfikowang skale OECD,
zgodnie z ktora przypisuje si¢ pierwszej dorostej osobie w gospodarstwie wartos¢ 1,
kazdej nastepnej dorostej osobie w gospodarstwie wartos¢ 0,5, natomiast warto$¢ 0,3
dziecku (kazda osoba ponizej 14 lat). Zmienng zalezng w modelu logitowym byta
zmienna zero-jedynkowa:

v 1, gdy gospodarstwo domowe jest ubogie, (13)
] o, gdy gospodarstwo domowe nie jest ubogie.

Zmienne niezalezne byly zmiennymi jako$ciowymi, ktore przedstawiono w postaci
uktadéw zmiennych zero-jedynkowych w taki sposob, ze zmienna majaca m kategorii
jest reprezentowana przez m — 1 zmiennych zero-jedynkowych (w ten sposob uniknigto
liniowej zalezno$ci pomigdzy zmiennymi objasniajacymi). W modelu uwzglednione
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zostaly zmienne dotyczace ptci, wieku i wyksztatcenia gtowy gospodarstwa domo-
wego, liczby os6b w gospodarstwie, grupy spoteczno-ekonomicznej, statusu gospo-
darstwa na rynku pracy oraz obecnosci w gospodarstwie 0sob z niepetnosprawnoscia.
Mamy tu do czynienia z wielowymiarowymi wskaznikami (ang. targeting indicator,
co dostownie oznacza wskaznik celowniczy) pomagajacymi zidentyfikowaé gospodar-
stwa ubogie (wskazniki te odnoszg si¢ do réznych cech gospodarstwa i jego glowy).

Wszystkie obliczenia i wykresy wykonano w programie R (R Development Core
Team, 2015) z wykorzystaniem pakietow gmodels (Warnes i inni, 2015), Imtest
(Hothorn i inni, 2015), OptimalCutpoints (Lopez-Raton, Rodriguez-Alvarez,
2015), ResourceSelection (Lele i inni, 2015) i verification (NCAR —
Research Applications Laboratory, 2015). Wymienione pakiety zostaly uzyte do obliczen
po6l AUC i graficznej prezentacji krzywych ROC (verification), budowy tablic
trafnosci (gmode1s), przeprowadzenia testow LR (1mtest) i Hosmera-Lemeshowa
(ResourceSelection) oraz wyboru punktow odcigcia (OptimalCutpoints).

W pierwszym kroku oszacowano interesujace z punktu widzenia niniejszego opra-
cowania modele logitowe ryzyka ubdstwa odrebnie dla miejskich (model 1) i wiejskich
(model 2) gospodarstw domowych. Wyniki estymacji przedstawiono w tabelach 3 i 4.

Tabela 3.

Wyniki estymacji modelu logitowego ryzyka ubodstwa dla gospodarstw domowych w miescie (model 1)

Zmienne Wspolezynnik Iloraz szans
Stata -1,992"* X
Ple¢ glowy gospodarstwa domowego:
mezczyzna -0,406""" 0,666
kobieta ref.

Wiek glowy gospodarstwa domowego:

34 lata i mniej ref.

3544 lata 0,668 1,950
45-59 lat 0,483" 1,620
60 i wiecej lat -0,443" 0,642
Wyksztalcenie glowy gospodarstwa domowego:

gimnazjum i nizsze ref.

zawodowe -0,354™ 0,702
$rednie -0,829™ 0,436
wyzsze 22,4517 0,086
Liczba 0sob w gospodarstwie domowym:

1 ref.

2 -0,395™ 0,674
3 -0,409" 0,664
4 -0,238 0,788
5 -0,001 0,999
6 1 wigcej 0,017 1,017
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Zmienne Wspotezynnik Iloraz szans

Grupa spoteczno-ekonomiczna:

pracownicy ref.

rolnicy 0,710 2,034
pracujacy na whasny rachunek -1,038™ 0,354
emeryci 0,498 1,645
renci$ci 1,199 3,316
utrzymujacy si¢ z niezarobkowych zrodet 22717 9,693
Status gospodarstwa na rynku pracy:

przynajmniej jedna osoba bezrobotna 1,720 5,586
brak osob bezrobotnych ref.

Osoby z niepetnosprawno$cia w gospodarstwie:

przynajmniej jedna osoba z niepetnosprawnoscia 0,446 1,562
brak os6b z niepetnosprawnoscia ref.

Y

Ref. — kategoria stanowigca punkt odniesienia, . p < 0,1; * p < 0,05; ™ p < 0,01; ™™ p < 0,001.

Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie Rada Monitoringu Spotecznego (2015).

Tabela 4.

Wyniki estymacji modelu logitowego ryzyka ubostwa dla gospodarstw domowych na wsi (model 2)

Zmienne Wspodtczynnik Iloraz szans
Stata -0,847" X
Ple¢ glowy gospodarstwa domowego:
mezczyzna -0,373"* 0,688
kobieta ref.

Wiek glowy gospodarstwa domowego:

34 lata i mniej ref.

35-44 lata 0,808 2,244
45-59 lat 0,258 1,295
60 i wigcej lat -0,130 0,878
Wyksztalcenie glowy gospodarstwa domowego:

gimnazjum i nizsze ref.

zawodowe -0,443™ 0,642
$rednie -0,900™" 0,407
Wyzsze 22,336 0,097
Liczba 0s6b w gospodarstwie domowym:

1 ref.

2 -0,529"** 0,589
3 0,745™" 0,475
4 -0,655"" 0,519
5 0,856 0,425
6 i wigcej 0,610 0,543
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Tabela 4. (cd.)

Zmienne

Wspolezynnik

Iloraz szans

Grupa spoleczno-ekonomiczna:

pracownicy ref.

rolnicy 0,912" 2,489
pracujacy na wilasny rachunek -0,590" 0,554
emeryci 0,363 1,438
rencisci 1,368 3,927
utrzymujacy si¢ z niezarobkowych zrodet 1,656 5,241
Status gospodarstwa na rynku pracy:

przynajmniej jedna osoba bezrobotna 1,429" 4,173
brak osob bezrobotnych ref.

Osoby z niepetnosprawnosciag w gospodarstwie:

przynajmniej jedna osoba z niepelnosprawnoscia 0,189" 1,208
brak osob z niepetnosprawnoscia ref.

Ref. — kategoria stanowigca punkt odniesienia, . p < 0,1; * p < 0,05; ™ p < 0,01; ™™ p < 0,001.

Zrodho: opracowanie whasne na podstawie Rada Monitoringu Spotecznego (2015).

W modelu 1 nieistotne statystycznie zmienne to: liczba 0sob w gospodarstwie domo-
wym 4 1 wiecej (w porownaniu do gospodarstw 1-osobowych) oraz przynaleznos¢ do
gospodarstw domowych rolnikéw (w poréwnaniu do gospodarstw domowych pracow-
nikéw), natomiast w modelu 2 nieistotne sg wiek glowy gospodarstwa 45-59 lat oraz
wiek 60 i wigcej lat (w poréwnaniu do gospodarstw z glowa 34 lata i mniej).

Wszystkie oszacowane modele poddano weryfikacji, ktorej wyniki zawarto

w tabeli 5.
Tabela 5.
Zestawienie wynikow weryfikacji oszacowanych modeli logitowych

Wyszczegodlnienie Model 1 Model 2
Rycradden 0,242 0,150
LR test:
liczba stopni swobody 19 19
Ve 974,240 762,529
warto$¢ p 0,000 0,000
Test Hosmera-Lemeshowa:
liczba stopni swobody 8 8
Ve 14,779 13,864
warto$¢ p 0,064 0,085

Zrodho: opracowanie whasne na podstawie Rada Monitoringu Spotecznego (2015).
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Pseudo-R? informuje, ze model 1 jest bardzo dobrze dopasowany do danych (mier-
nik przyjmuje wartosci z przedziatu 0,2—0,4). Na podstawie testu Hosmera-Lemeshowa
mozna stwierdzi¢, ze liczebno$ci obserwowane i teoretyczne nie roznig si¢ istotnie
w grupach decylowych w przypadku obydwu oszacowanych modeli. W przypadku
obydwu modeli test ilorazu wiarygodnosci wskazuje, ze przynajmniej jeden z para-
metrow istotnie rézni si¢ od zera. Na podstawie przeprowadzonej oceny dopasowa-
nia mozna stwierdzi¢, ze lepiej dopasowany do danych empirycznych jest model 1
(warto$¢ pseudo-R? miesci sie w odpowiednim przedziale, brak podstaw do odrzuce-
nia hipotezy o réznicy liczebnosci obserwowanych i teoretycznych oraz odrzucenie
hipotezy gloszacej, ze wszystkie parametry w tym modelu przyjmujg warto$¢ zero).

Analizujac ilorazy szans w tabelach 3 i 4 mozna stwierdzi¢, ze szansa pobytu
gospodarstwa domowego w sferze ubdstwa byta:

— nizsza o ponad 30% w gospodarstwach domowych me¢zczyzn w poréwnaniu z gospo-
darstwami kobiet,

— wyzsza w gospodarstwach domowych, ktorych glowa ma 3544 lata lat niz w gospo-
darstwach, ktorych gtowa ma do 34 lat; nalezy zaznaczy¢, ze w miastach szanse
ubostwa sg istotnie mniejsze w gospodarstwach, ktorych glowa ma 60 i wigcej lat
w poréwnaniu do gospodarstw najmtodszych,

— nizsza w gospodarstwach, ktorych gtowa ma wyksztalcenie co najmniej zawodowe
w poréwnaniu do wyksztalcenia co najwyzej gimnazjalnego, przy czym szanse
pobytu w sferze ubostwa byty zdecydowanie najmniejsze w przypadku wyksztalcenia
wyzszego (ponad 90% mniejsze szanse bycia ubogim niz w przypadku wyksztalcenia
gimnazjalnego i nizszego),

— nizsza w gospodarstwach 2- i 3-osobowych w porownaniu do gospodarstw 1-0so-
bowych,

— zdecydowanie nizsza w gospodarstwach pracujacych na wiasny rachunek oraz duzo
wyzsza w gospodarstwach utrzymujacych si¢ z niezarobkowych zrodet (w miescie
ponad 9-krotnie, na wsi 5-krotnie) niz w gospodarstwach pracownikow,

— wyzsza kilkukrotnie (w miescie ponad S5-krotnie, na wsi ok. 4-krotnie) w gospo-
darstwach z przynajmniej jedng osobg bezrobotng niz w gospodarstwach bez oséb
bezrobotnych,

— wyzsza (w miescie o ponad 50%, na wsi o ok. 20%) w gospodarstwach z przynaj-
mniej jedng osoba z niepelnosprawnoscia w porownaniu do gospodarstw bez 0sob
z niepetnosprawnoscig.

Dla oszacowanych modeli wyznaczono krzywe ROC (rysunki 2 i 3).
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Rysunek 2. Krzywa ROC dla modelu 1

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie Rada Monitoringu Spotecznego (2015).
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Mozna zauwazy¢, ze obie krzywe ROC leza powyzej przekatnej, prostej
Czutos$¢ = 1-Specyficznosé, a tym samym pola AUC sg wigksze niz 0,5. Bardziej
wygieta w kierunku punktu (0,1) jest krzywa wyznaczona dla modelu 1. W kolejnym
kroku obliczono pola AUC i przeprowadzono test, ktory pozwolit oceni¢, czy pola
AUC sg istotnie wigksze niz 0,5 (tabela 6).

Tabela 6.
Pola AUC dla oszacowanych modeli
Wyszczegodlnienie Model 1 Model 2
AUC 0,834 0,763
wartos¢ p 0,000 0,000

Zrédho: opracowanie whasne na podstawie Rada Monitoringu Spotecznego (2015).

Przeprowadzone testy potwierdzaja, ze AUC sg istotnie wigksze niz 0,5, co ozna-
cza, ze jakos$¢ klasyfikacyjna modeli jest dobra i moga one stuzy¢ do budowy pro-
gnoz. Jako$¢ klasyfikacyjna modelu 1 jest bardzo dobra (0,8 < AUC < 0,9), natomiast
modelu 2 jest dobra (0,7 £ AUC < 0,8). Wartosci pol AUC potwierdzaja wczesniej
wyciagniete wnioski (na podstawie pseudo-R? oraz testow LR i Hosmera-Lemeshowa)
o lepszym dopasowaniu modelu 1.

Oszacowane modele cechujg si¢ dobrg Iub bardzo dobra jakoscig klasyfikacyjna,
co oznacza, ze mogg stuzy¢ do przeprowadzania prognoz. Podstawa przeprowadzenia
prognoz jest wyznaczenie odpowiednich punktéw odciecia. Badana proba nie byla
zbilansowana — zdecydowanie wigcej gospodarstw (zarowno w miescie jak i na wsi)
byto poza sferg ubostwa niz w sferze ubostwa. Jako punkty odcigcia wybrano punkty
krzywych ROC potozone® najblizej punktu (0,1), czyli w przypadku modelu 1 byta
to wartos¢ 0,093, natomiast w przypadku modelu 2 — warto$¢ 0,225. Dla wyzna-
czonych punktéw odciecia obliczono liczbg poprawnie prognozowanych przypadkow
(tabele 7 i 8).

3 Jako punkty odcigcia wyznaczono dodatkowo czestosci wystepowania ubogich gospodarstw domo-

wych — w przypadku gospodarstw miejskich punkt 0,1, natomiast w przypadku gospodarstw wiejskich
— punkt 0,235. Uzyskano nastepujace rezultaty: specyficznosé 79,73%, czutos¢ 70,85%, zliczeniowy R?
78,83% w przypadku gospodarstw miejskich, natomiast specyficzno$¢ 70,20%, czulos¢ 69,20%, zlicze-
niowy R? 69,96% w przypadku gospodarstw wiejskich.
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Tabela 7.
Klasyfikacja przypadkéw na podstawie modelu 1 dla punktu odcigcia 0,093
Obserwowane wartosci Przewidywane wartosci zmiennej objasnianej
zmiennej objasnianej P=0 yi=1 Razem
=0 4283 1276 5559
yi=1 160 461 621
Razem 4443 1737 6180
Specyficznosé 77,05%, czutosé 74,24%, zliczeniowy R 76,76%
Zrédlo: opracowanie wilasne na podstawie Rada Monitoringu Spolecznego (2015).
Tabela 8.
Klasyfikacja przypadkéw na podstawie modelu 2 dla punktu odcigcia 0,225
Obserwowane wartosci Przewidywane wartosci zmiennej objasnianej
zmiennej objasnianej P=0 yi=1 Razem
=0 2475 1085 3560
=1 327 767 1094
Razem 2802 1852 4654
specyficzno$é 69,52%, czutosé 70,11%, zliczeniowy R* 69,66%

Zrédlo: opracowanie wilasne na podstawie Rada Monitoringu Spolecznego (2015).

Wykorzystujac dane z tabel 7 1 8, obliczono specyficzno$¢, czutos¢ oraz zlicze-
niowy R?, ktore pozwolity oceni¢ procentowg trafnoéé prognoz. Dla modelu 1 procent
prawidlowych predykcji wyniost 76,76%, przy czym specyficzno$¢ wyniosta 77,05%,
a czuto$¢ 74,24%. Mozna na tej podstawie sadzi¢, ze model ten przewiduje w nieco
lepszym stopniu pobyt poza sfera ubostwa (77,05% nieubogich gospodarstw domo-
wych zostato uznane przez model jako nieubogie) niz pobyt w ubostwie (74,24% ubo-
gich gospodarstw zostalo przewidziane przez model jako ubogie). Odmienna sytuacja
jest w przypadku modelu 2, gdzie czutos$¢ jest wyzsza niz specyficznos¢, przy czym
procent prawidtowych predykcji ogotem oraz procent prawidtowych predykcji pobytu
w ubostwie i poza sferg ubdstwa jest nizszy niz dla modelu 1.

Na podstawie modelu 1 zbudowano przyktadowe prognozy stanu przynalezno$ci
do sfery ubostwa gospodarstw domowych o réznych cechach:

— glowa gospodarstwa to mezczyzna majacy 40 lat z wyksztalceniem wyzszym, 2-0so-
bowe gospodarstwo pracownikow bez 0sob bezrobotnych i bez 0séb z niepetno-
sprawnos$cia:
prognozowane prawdopodobienstwo wynosi p; = 0,01, czyli na podstawie przyjetego
punktu odcigcia p* = 0,093 mozna si¢ spodziewac, ze gospodarstwo bedzie poza
sfera ubostwa y, = 0,
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— glowa gospodarstwa domowego to kobieta w wieku 30 lat z wyksztalceniem s$red-
nim, 3-osobowe gospodarstwo rolnikéw z jedna osobg bezrobotng i z jedna osoba

z niepetnosprawnoscia:

prawdopodobienstwo wynosi p, = 0,412, czyli gospodarstwo bedzie naleze¢ do sfery

ubostwa (7, = 1).

5. JEDNOWYMIAROWE WSKAZNIKI

Modele logitowe ryzyka ubdstwa dla gospodarstw miejskich oraz dla gospodarstw
wiejskich (modele 1 i 2) mozna uproscié¢, ograniczajac si¢ do uwzglednienia podzbio-
row determinant* ubdstwa odnoszacych sie do wieku gtowy gospodarstwa, grupy spo-
teczno-ekonomicznej itd. Wyznaczone podzbiory determinant sa jednowymiarowymi
wskaznikami identyfikujacymi ubogie gospodarstwa domowe (dotycza kazdorazowo
jednej cechy gospodarstwa domowego lub jego glowy). Dla kazdego uproszczonego
modelu opartego na podzbiorze determinant mozna wyznaczy¢ krzywg ROC oraz

obliczy¢ pole pod wykresem krzywej AUC.

W tabeli 9 przedstawiono wyniki obliczen pdl pod wykresami krzywych ROC dla

uproszczonych modeli.

Tabela 9.
Pola pod wykresami krzywymi ROC dla podzbioréw determinant ubdstwa
Gospodarstwa domowe
Podzbiér determinant miasto wies
AUC wplyw AUC wplyw

Wyksztalcenie glowy gospodarstwa 0,688 1 0,628 2
Grupa spoteczno-ekonomiczna 0,668 2 0,653 1
Status gospodarstwa na rynku pracy 0,643 3 0,592 3
Liczba os6b w gospodarstwie 0,574 5 0,567 4
Osoby z niepetnosprawnoscia 0,580 4 0,537 6
Ple¢ glowy gospodarstwa 0,564 7 0,563 5
Wiek glowy gospodarstwa 0,572 6 0,524 7
Wszystkie determinanty 0,834 - 0,763 -

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Rada Monitoringu Spolecznego (2015).

4 Pojedynczy podzbiér determinant tworzy w naszym przypadku zmienna jako$ciowa z wszystkimi
kategoriami. Moze si¢ zdarzy¢, ze wigcej niz jedna zmienna bgdzie si¢ odnosi¢ do jednego wymiaru
i wtedy podzbior determinant bedzie obejmowat wszystkie zmienne wraz z ich kategoriami.
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Wszystkie pola AUC sa statystycznie istotne wigksze od 0,5 (wartos¢ p = 0,000),
niemniej jednak uwzglednienie w modelu wskaznikow odnoszacych si¢ do jednego
wymiaru nie daje zadowalajacych rezultatow klasyfikacyjnych (AUC nie przekra-
cza 0,7, co oznacza co najwyzej akceptowalng klasyfikacje).

Wyznaczone pola AUC wskazuja, ze najwigksze znaczenie w identyfikacji gospo-
darstw ubogich ma wyksztatcenie glowy gospodarstwa domowego (gospodarstwa miej-
skie) i grupa spoteczno-ekonomiczna (gospodarstwa wiejskie). Najgorszymi wskaz-
nikami sa natomiast pte¢ (gospodarstwa w miescie) oraz wiek glowy gospodarstwa
domowego (gospodarstwa na wsi).

Wyznaczenie krzywych ROC dla kazdego uproszczonego modelu pozwoli odpo-
wiedzie¢ na pytanie, czy w grupach gospodarstw miejskich 1 wiejskich istniejg pod-
zbiory wskaznikow dominujace inne podzbiory. Kierujac si¢ jedynie wynikami obli-
czen AUC mozna stwierdzi¢, ze wyksztalcenie gtowy gospodarstwa (gospodarstwa
w miastach) i grupa spoleczno-ekonomiczna (gospodarstwa wiejskie) sg najlepszymi
wskaznikami. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze sg to jedynie miary og6lne. Aby sprawdzi¢,
czy wskazniki te sa najlepsze dla wszystkich mozliwych punktéw odcigcia nalezy
wyznaczy¢ krzywe ROC i porownac je ze sobg. Warto zaznaczy¢, ze w przypadku pici
glowy gospodarstwa domowego, obecnosci 0sob bezrobotnych oraz niepetnospraw-
nych w gospodarstwie, zmienne te przyjmowaly po dwie kategorie, co oznacza, ze
do wyznaczenia krzywej ROC (poza punktami (0,0) i (1,1)) wykorzystuje si¢ tylko
jeden punkt. W przypadku np. wyksztatcenia glowy gospodarstwa wystepujg cztery
kategorie, stad krzywa ROC wyznacza si¢ za pomocg trzech punktéw (poza punktami

(0,0) 1 (1,1)).

a) gospodarstwa w miescie b) gospodarstwa na wsi

— | — wyksztalcenie glowy gospodarstwa -| — wyksztaicenie glowy gospodarstwa
- — plec glowy gospodarstwa - = — plec glowy gospodarstwa
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Rysunek 4. Krzywe ROC dla wyksztalcenia i plci glowy gospodarstwa domowego

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie Rada Monitoringu Spolecznego (2015).
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Na podstawie rysunku 4 mozna stwierdzi¢, ze w grupie gospodarstw miejskich
i wiejskich wyksztatcenie glowy dominuje pte¢ gtowy gospodarstwa domowego.
Whiosek ten mozna sformutowac na podstawie tego, ze wyznaczone krzywe ROC nie
przecinajg si¢, a krzywe dla podzbioru determinant odnoszacych si¢ do wyksztatcenia
glowy lezg nad krzywymi wyznaczonymi dla ptci glowy gospodarstwa. Przyktadowo,
nie mozna wskaza¢ dominujacych wskaznikow w parze wyksztalcenie glowy gospo-
darstwa domowego i1 grupa spoteczno-ekonomiczna, poniewaz wyznaczone krzywe
ROC przecinajg si¢ (rysunek 5). W gospodarstwach domowych w miescie i na wsi
lepszym wskaznikiem dla niskich warto$ci punktow odciecia jest wyksztatcenie glowy
gospodarstwa domowego, natomiast grupa spoleczno-ekonomiczna jest lepszym
wskaznikiem dla wysokich wartosci punktéw odcigcia.

a) gospodarstwa w miescie b) gospodarstwa na wsi

1.0

-1 = wyksztaicenie glowy gaspodarsiwa = -1 — wyksztaicenie glowy gaspodarstwa —
= = grupa spoleczno-ekonomiczna oy = = grupa spoteczno-ekonomiczna #
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Rysunek 5. Krzywe ROC dla wyksztatcenia glowy gospodarstwa domowego
i grupy spoteczno-ekonomiczne;j
Zrédto: opracowanie whasne na podstawie Rada Monitoringu Spolecznego (2015).

Przeprowadzajac poroéwnania krzywych ROC dla wszystkich uproszczonych
modeli w grupach gospodarstw w miescie i na wsi mozna zauwazy¢, ze w przypadku
gospodarstw miejskich grupa spoteczno-ekonomiczna dominuje kilka wskaznikow:
odnoszgcych si¢ do niepetnosprawnosci cztonkoéw gospodarstwa, liczby os6b w gospo-
darstwie domowym oraz plci 1 wieku glowy gospodarstwa domowego. Wyznaczona dla
modelu uwzgledniajacego grupg spoteczno-ekonomiczng ogolna miara AUC pozwolita
na wyciagniecie odmiennego wniosku (najlepszy wskaznik to wyksztatcenie glowy
gospodarstwa), poniewaz miara ta nie bierze pod uwage wielkosci btedow SP i SE
dla wszystkich punktow odcigcia. W grupie gospodarstw wiejskich dwoma dominu-
jacymi wskaznikami sg grupa spoteczno-ekonomiczna i status gospodarstwa na rynku
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pracy. Dominuja one cztery wskazniki odnoszace si¢ do: niepelnosprawnosci, liczby
0s0b oraz wieku i plci glowy gospodarstwa. Do wskazanej przez miarg¢ AUC grupy
spoteczno-ekonomicznej dotaczyt wiee inny wskaznik — status gospodarstwa na rynku
pracy. Model uwzgledniajacy ten wskaznik ma bowiem, niezaleznie od wyboru punktu
odciecia, mniejsze wartosci btedow SE 1 SP w poréwnaniu do modeli uwzgledniajacych
wymienione cztery wskazniki.

6. PODSUMOWANIE

Krzywe ROC i pola AUC sa stosunkowo rzadko stosowane w analizie zjawisk
ekonomicznych. Wykorzystanie krzywych ROC oraz pol AUC ogranicza si¢ zazwy-
czaj do oceny poprawnosci klasyfikatora oraz wyboru optymalnego punktu odcig-
cia. W niniejszym opracowaniu przedstawiono rowniez mozliwosci wykorzystania
krzywych ROC do oceny mocy predykcyjnej wskaznikow pomagajacych namierzy¢
ubogie gospodarstwa domowe. Graficznie, zbior wskaznikéw dominuje inny zbidr
wskaznikow jesli krzywa ROC wyznaczona dla jednego modelu lezy nad krzywa
wyznaczong dla drugiego modelu. Dodatkowo, pola AUC obydwu modeli dostarczaja
przydatnej statystyki podsumowujacej ich moce predykcyjne.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna stwierdzi¢, ze oszacowane modele
logitowe ryzyka ubostwa uwzgledniajgce zmienne odnoszace si¢ do cech gospodarstwa
domowego i jego glowy cechujg si¢ wysokg dobrocig dopasowania, na co wskazuja
zardbwno ,tradycyjne” miary (pseudo-R?, test wiarygodnosci ilorazu, test Hosmera-
Lemeshowa) oraz wyznaczone krzywe ROC i obliczone pola AUC. Dla kazdego
z uproszczonych modeli logitowych odnoszacych si¢ podzbiorow determinant (jedno-
wymiarowe wskazniki) rowniez wyznaczono krzywe ROC oraz obliczono pola AUC,
co pozwolito stwierdzi¢, ze najlepsze rezultaty w identyfikacji ubogich gospodarstw
domowych w miescie i na wsi sg osiggane przy zastosowaniu wskaznika odnoszacego
si¢ do grupy spoteczno-ekonomicznej. W obydwu grupach gospodarstw domowych
wskaznik ten dominowat kilka innych wskaznikow odnoszacych si¢ do obecnosci
0s6b niepetnosprawnych w gospodarstwie, liczby 0s6b w gospodarstwie oraz do pici
i wieku glowy gospodarstwa domowego.

Podjecie decyzji dotyczacej zaklasyfikowania gospodarstwa domowego do jednej
z dwoch grup — gospodarstw ubogich lub nieubogich — jest analogiczne do decyzji
podejmowanej przez bank przy udzielaniu kredytu — klient dobry i zly. W pierw-
szym przypadku zaklasyfikowanie gospodarstwa do grupy ubogich taczy si¢ z wyptata
swiadczen lub udzieleniem pomocy rzeczowej, natomiast w drugim przypadku —
zaklasyfikowanie klienta do grupy dobrych klientow wigze si¢ z wyptata kredytu.
W literaturze dotyczacej ryzyka kredytowego (np. Osiewalski, 2007; Marzec, 2008)
pojawiajg si¢ nowe propozycje wyznaczania prawdopodobienstwa granicznego p* oraz
s stosowane coraz bardziej zaawansowane modele zmiennych jakosciowych, co moze
stanowi¢ wskazowke kierunku dalszych badan nad trafho$cig podejmowania decyzji
dotyczacych wsparcia gospodarstw domowych zyjacych w ubdstwie.
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ZASTOSOWANIE KRZYWYCH ROC W ANALIZIE UBOSTWA
MIEJSKICH I WIEJSKICH GOSPODARSTW DOMOWYCH

Streszczenie

W artykule przeprowadzono analiz¢ determinant ubdstwa miejskich i wiejskich gospodarstw domowych
z wykorzystaniem dwumianowego modelu logitowego. Do oceny mocy predykcyjnej oszacowanych modeli
ryzyka ubdstwa gospodarstw miejskich 1 wiejskich zastosowano krzywe ROC oraz pola pod krzywymi
ROC, oznaczane jako AUC. Wyboru punktow odcigeia (poziom prawdopodobienstwa, ponizej ktorego
gospodarstwo uznawane jest za nieubogie) dokonano na podstawie wyznaczonych krzywych ROC. Dzigki
wyznaczeniu krzywych ROC 1 pél AUC dla uproszczonych modeli logitowych, czyli zawierajacych pod-
zbiory determinant okre§lono wskaznik najlepiej identyfikujacy ubogie gospodarstwa domowe w miescie
i na wsi. Najlepsze rezultaty w identyfikacji ubogich gospodarstw w miescie i na wsi sa osiagane przy
zastosowaniu wskaznika odnoszacego si¢ do grupy spoleczno-ekonomicznej gospodarstwa domowego.

Stowa kluczowe: ubdstwo, model logitowy, identyfikacja ubogich, krzywe ROC, miejskie i wiej-
skie gospodarstwa domowe

APPLICATION OF ROC CURVES IN POVERTY ANALYSIS
OF URBAN AND RURAL HOUSEHOLDS

Abstract

The article analyses poverty determinants of urban and rural households using binomial logit
model. There were used ROC curves and area under ROC curves (AUC) to evaluate the predictive
power of estimated risk models of urban and rural households poverty. Based on ROC curves there
were chosen cut-off points (level of probability below which a household is considered not poor). On
the basis of ROC curves and areas under ROC curves for simplified logit models (containing subsets
of determinants) there was pointed the best poverty indicator. In urban and in rural areas the best
targeting indicator is socio-economic group of household.

Keywords: poverty, logit model, targeting the poor, ROC curves, urban and rural households
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