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PRZEMYSELAW JASKO!, DANIEL KOSIOROWSKI?

PROGNOZOWANIE KOWARIANCII WARUNKOWE]J
Z WYKORZYSTANIEM ODPORNYCH ESTYMATOROW ROZRZUTU
MCD I PCS W ANALIZIE PORTFELOWEJ?

1. WSTEP

Zasadniczy cel statystyki odpornej (ang. robust statistics) sprowadza si¢ do wska-
zania na podstawie proby wzorca w populacji, ktory odzwierciedla wickszo$¢ masy
probabilistycznej. Dysponujac takim wzorcem, definiuje si¢ jednostki odstajace (ang.
outliers) jako odbiegajace* od niego w sensie pewnej miary bliskosci oraz jednostki bli-
skie wigkszosci danych (ang. inliers) jednak sztucznie zawyzajace ,,wielomodalno$¢”
populacji. W statystyce odpornej staramy si¢ wskaza¢ procedury statystyczne posia-
dajace dobre wlasnosci zarowno w sytuacji, gdy dane generuje zakladany model jak
tez, gdy prawdziwy model znajduje si¢ w pewnym sasiedztwie zakladanego modelu.
Na poziomie proby staramy si¢ odkry¢, co wskazuje wickszo$¢ danych. Odporna
procedura decyzyjna, to taka, ktéra pomimo niedoskonatosci danych z proby, nie
prowadzi do szczegdlnych strat decydenta, ktory z niej korzysta. Straty mozna wia-
za¢ z niewlasciwym wskazaniem polozenia centrum populacji, blednym okresleniem
struktury zaleznosci w populacji itd.

W ekonomii decyzje podejmowane sg bardzo czg¢sto na podstawie szacowanych na
podstawie danych empirycznych wielowymiarowych miar rozrzutu. Mamy tutaj m.in.
na uwadze empiryczne finanse, a w ich obrgbie m.in. analize portfelowg (por. Pfaff,
2013). W niniejszej pracy poréwnujemy dwa odporne macierzowe estymatory wielo-
wymiarowego rozrzutu tzn. estymator uzyskany poprzez minimalizacj¢ wyznacznika
macierzy kowariancji (MCD, ang. minimum covariance determinant estimator — por.
Rousseeuw, 1984) z nowa obiecujacg propozycja PCS (ang. projection congruent
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subset estimator). Estymatory te zestawiamy z klasycznym estymatorem macierzy
kowariancji, starajgc si¢ odpowiedzie¢ na pytanie czy stosowanie bardziej ztozonych
pod wzgledem obliczeniowym estymatoréw odpornych w ekonomii ma praktyczne
uzasadnienie. Nalezy zaznaczy¢, ze stosowanie metod statystyki odpornej w praktyce
1 badaniach ekonomicznych jest stosunkowo rzadkie (por. Pfaff, 2013; Kosiorowski,
Zawadzki, 2014; Kosiorowski, 2015, 2016; Kosiorowska i inni, 2015). Dalsze czesci
pracy przedstawiaja sie nastepujaco: w kolejnym podrozdziale skrétowo przedstawiono
teoretyczne tto zwigzane ze wspolczesnymi badaniami odpornych estymatorow roz-
rzutu, nastepnie omawiamy idee lezace u podtoza estymatorow MCD i PCS. Prace
zamykaja cze$¢ empiryczna dotyczaca konstrukcji portfeli o minimalnej zmiennosci,
portfeli ERC (ang. equal risk contribution) oraz podsumowanie.

2. ODPORNOSC MACIERZOWEGO ESTYMATORA ROZRZUTU

_ Niech X" ={x,,....x,} cR”, oznacza probg n obserwacji, n > p + 1 > 2, niech
0= G(X") bedzie wielowymiarowym estymatorem parametrow 0 € @, wyznaczonym na
podstawie X". W naszym przypadku @ = PDS(p) jest pewna przestrzenia symetrycznych,
dodatnio okreslonych macierzy X o wymiarach p X p. Ponadto niech Y,, bedzie rodzing
wszystkich prob Y” = {y;,...,y,} ztozonych z n wektorow, ktore to proby maja n —m ele-
mentow (0 < m < n) wspolnych z proba X": Y ={Y":#(Y,) =m, #X""Y")=n—m},
gdzie 0 < m < n. Punkt zalamania proby skonczonej (BP, ang. finite sample break-
down point) estymatora 0, to maksymalna frakcja obserwacji odstajacych w probie
X", ktora nie powoduje, ze estymator staje si¢ bezuzyteczny np. wskutek wielkiego
przyrostu jego obcigzenia lub rozrzutu, badz nieograniczono$ci straty zwigzanej
z decyzja podejmowang na podstawie jego warto$ci itd. (por. Maronna i inni, 2006).
Dla p-wymiarowego wektora losowego o charakterystyce potozenia i rozrzutu (p,X),
rozwazmy estymatory ll,,(Y )ix ,(Y ) tych charakterystyk wyznaczone w oparciu
o probe by¢ moze zawierajaca obserwaCJe odstajagce. W ostatnich dekadach poszuki-
wano afinicznie ekwiwariantnych estymatoréw rozrzutu o wysokim BP (por. Marona
i inni, 20006).

3. AFINICZNIE EKWIWARIANTNE ESTYMATORY WIELOWYMIAROWEGO ROZRZUTU
Z WYSOKIM PUNKTEM ZAL AMANIA

3.1. ESTYMATOR MINIMALNEGO WYZNACZNIKA MACIERZY KOWARIANCJI MCD

MCD zaproponowany w pracy (Rousseeuw, 1984) definiujemy jako rozwigzanie
zagadnienia:

(fi,X) = argmin Iz, (1)

(n.X)e(R”.PDS(p)

przy warunku
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h

Z by = Z(Xm W'E(x, —w =1, 2)

=1

gdzie dfm,m oznacza i-tg statystyke porzadkowa dla kwadratu odlegto$ci Mahalonobisa,
a X(; to obserwacja wykorzystana przy obliczaniu d,fm,(i). Ograniczenie (2) mowi, ze
warto$¢ MCD jest rowna probkowej macierzy kowariancji wyznaczonej dla okreslo-
nego h-elementowego podzbioru X”. Zagadnienia zdefiniowanego przez (1) i (2) nie
da si¢ rozwigzaé¢ analitycznie, zaproponowano zatem odpowiednig procedure itera-
cyjna. W danej /-tej iteracji podstawa wyznaczania warto$ci (ﬁ“),f:“)) jest h obser-
wacji z X" o najmniejszych odlegtosciach Mahalonobisa dla wartosci (ﬁ(”l),f:(l’l))
wyznaczonych w poprzednim kroku. Niech A oznacza zbiér indeksow obserwacji
wykorzystywanych przy obliczaniu (ﬁ(’),i(”), w [-tej iteracji obliczamy wektor
srednich oraz macierz kowariancji dla # elementéw zbioru X” o indeksach w zbio-
rze HY: (ﬁ(l),)i(l))z(aveiem,) X ) Rousseeuw, Driessen (1999) wykazali,
ze takie postgpowanie prowadzi do uzyskiwania w kolejnych iteracjach macierzy
kowarlancp o niewigkszych wyznacznikach, niz te uzyskane dla poprzedniej iteracji,
tzn. ‘Z ‘ ‘Zl ) ‘ Powyzsze iteracje wykonuje si¢, az do momentu uzyskania zbiez-
no$ci. Warunkiem koniecznym istnienia minimum globalnego ¥ funkcji kryterium

X, ,CoV,

estymatora MCD dla proby X", w punkcie &) jest ‘Z

=‘Z (&) ‘, nie jest to jednak

warunek wystarczajacy. W zwiazku z tym procedurg rozpoczyna si¢ z roznych punktow
startowych i prowadzi si¢ w kazdym przypadku, az do osiggnigcia zbieznosci. Jako
warto$¢ estymatora MCD przyjmuje si¢ tg sposrod warto$ci koncowych procedury,
dla ktorej wyznacznik macierzy kowariancji jest najmniejszy. Dla estymatora MCD,
w przypadku X" znajdujacego si¢ w potozeniu ogdlnym (ang. general position) w R’
(tzn. przy #X"=n> p+1, zadne z p + 1 punktow nalezacych do X” nie nalezy do
hiperptaszczyzny o wymiarze nizszym niz p), BP przyjmuje maksymalng mozliwa

warto$¢ dla estymatorow afinicznie ekwiwariantnych przy h = L‘DHJ Zaktadajac

wielowymiarowy rozklad normalny N(p,X), w przypadku braku mechanizmu zakto-
cajgcego’, MCD nie jest zgodny (por. Butler i inni, 1993; Croux, Haesbroeck, 1999)
dla wielowymiarowego rozrzutu. W zwiazku z tym w celu osiagnig¢cia asymptotycznej
zgodnosci 1 wobec faktu, ze d;,(x,n,Z) ~ ¥’ (p), stosuje si¢ poprawke (Maronna,

2006) w postaci mnoznika ¢ dla £
o _ med{d;, (x .p.2).....d;, (x, 1.2}

o= ) , 3)
10,5,;7

5 W statystyce odpornej najczesciej zaktada sig, ze dane generuje mieszanka dwoch rozktadow.
W oparciu o probe staramy si¢ odkry¢ wiasnosci jednego z nich, traktujac ten drugi jako tzw. rozktad
zaktdcajacy.
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gdzie med jest empiryczng mediana kwadratow odlegtosci Mahalanobisa przy war-
tosciach (i, estymatora, a Zos,, jest mediang rozktadu chi-kwadrat z p stopniami
swobody, x,,....X,, to elementy proby X" wygenerowanej z p-wymiarowego roz-
ktadu normalnego N(p,X). MCD pomimo zastosowania poprawki (3) jest dla przy-
padku skonczonej proby estymatorem obcigzonym, dlatego tez stosuje si¢ dodatkowa
poprawke na nieobcigzono$¢ (por. Pison, Willems, 2002).

3.2. ESTYMATOR MINIMALNEJ INKONGRUENCIJI PCS

Inaczej niz w przypadku MCD, ktory definiuje si¢ jako rozwigzanie problemu
optymalizacyjnego bezposrednio wzgledem (ﬁ,ﬁ‘.), w celu wyznaczenia warto$ci
estymatora PCS poszukuje si¢ /-elementowego podzbioru proby X”, ktory charakte-
ryzuje si¢ maksymalng warto$cig kryterium inkongruencji zaproponowanego w pracy
(Vakili, Schmitt, 2014). Mierzymy wielko$¢ kongruencji podzbioru proby z innym
jej podzbiorem poprzez wielko$¢ naktadania si¢ projekcji tych podzbioréw wzdtuz
pewnego kierunku projekcji. Aby uniezalezni¢ si¢ od konkretnego kierunku projekcji
dla kazdego podzbioru rozpatruje si¢ pewna liczbe projekcji a nastepnie wyniki sig
usrednia. Dla podzbioru proby X” o 4 elementach, minimalizujacego kryterium inkon-
gruencji wyznaczamy wartos$ci PCS, jako wektor $rednich oraz macierz kowariancji
dla tego podzbioru. Dla proby X" — R” oznaczajac przez A, macierz uformowang
przez p obserwacji, przez a,, hiperptaszczyzny {a,, : A, ,a,, =1} oraz przez a’f,,l. (a,,)
kwadrat odlegto$ci ortogonalnej obserwacji x;, € X" do a,,, (ktorej to odlegtosci odpo-
wiada dhugo$¢ rzutu ortogonalnego wektora x; na kierunek wektora x” ortogonalnego
do hiperptaszczyzny a,,;), ktorej kwadrat wyrazony jest przez:

d?’,i (amk) = (Xi ‘amk - 1)2/” amk ”2’ (4)

gdzie |||| oznacza norm¢ Euklidesows.
Niech H,, oznacza podzbiér indekséw /A obserwacji z X", sposrdd ktorych
p punktow rozpina hiperptaszczyzne o wektorze normalnym a,;: H, < {1,...,n},

#H, =h2 nt 5 *l ,m=1,...,M to subskrypt h-elementowego podzbioru indeksow

n
obserwacji z X", przy czym M = hj’ H,, to podzbidr indeksow 4 obserwacji z X",

o najmniejszych kwadratach odlegtosci od hiperptaszczyzny z wektorem normal-
nym a,;: H,, ={ie {l,....n}:d; (a,) Sdﬁ’(h)(amk)}, gdzie d , jest h-ta statystyka
porzadkowa kwadratu odleglosci od hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,,;, dla
wszystkich obserwacji x;, i = 1,...,n ze zbioru X”". Wskaznik inkongruencji H,, wzdhuz
kierunku a,,;, (ang. H,, incongruence index along a,,;,) definiujemy jako:

2
aveie H, dP,i (amk ) J

2
ave, H,. dP,i (amk )

I(Hm,amk)zlog[ O]
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Wskaznik I(H,, a,,;) zawsze przyjmuje wartosci nieujemne. Jezeli rzuty punktow
o indeksach ze zbioru H,, na kierunek a,,; (przy czym punkt poczatkowy a,, nalezy
do hiperplaszczyzny), w duzej czgéci pokrywaja si¢ z rzutami punktow ze zbioru H,,,;
na ten kierunek, wartosci indeksu bedg niskie. Innymi stowy, wskaznik inkongruen-
cji I(H,,, a,,;) przyjmuje niskie wartosci, gdy 4 punktow o indeksach w zbiorze H,,
skupia si¢ w poblizu hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,; (rozpinanej przez
podzbiodr p punktow, sposrod /2 o indeksach w H,,), czyli ich odlegtos¢ od tej hiper-
ptaszczyzny® jest mniejsza w poréwnaniu z odlegto$ciami pozostatych punktow z X”,
o indeksach nie nalezacych do H,,. Wartos¢ I(H,,, a,,;) wskaznika inkongruencji H,,
wzdtuz kierunku a,,;, mozna takze rozwazac¢ jako miar¢ stopnia, w jakim pokry-
wajg si¢ zbiory H,, (zawierajacy indeksy rozwazanej h-clementowej podpréby X)
oraz H,,; (zawierajacy indeksy /# punktow z catego zbioru X” polozonych najblizej
hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,;), uwzgledniajaca rownoczesnie potozenie
wzgledem rozwazanej hiperptaszczyzny punktow odnoszacych si¢ do zestawianych
podzbioréw. Punkty potozone najblizej hiperptaszczyzny z wektorem normalnym a,,,
nie zwigzane ze zbiorem H,, czyli te o indeksach w zbiorze H,,; — H,,, wptywaja
(poprzez swoje odleglosci) na obnizenie w I(H,,, a,,;) warto§ci mianownika utamka
pod logarytmem, nie majac jednoczesnie wpltywu na wartos¢ jego licznika. W przy-
padku, gdy zbiér indeksow H,, odnosi si¢ minimalizujacego kryterium inkongruencji
h-elementowego podzbioru punktow z X", punkty o indeksach w H,, koncentruja si¢
w poblizu hiperptaszczyzn (zwigzanych z wektorami normalnymi a,,;), rozpinanych
przez kombinacje p punktow z tego h-elementowego podzbioru, co znajduje odzwier-
ciedlenie w niskich warto$ciach wskaznika inkongruencji.

Natomiast w sytuacji, gdy indeksy w H,, odnoszg si¢ do /4 obiektow z niespdjne;j
podproby, zawierajacej oprocz obserwacji pochodzacych z gtownego rozktadu, takze
obserwacje odstajace, zbior H,, bedzie miat mniej liczng cze¢$¢ wspolng ze zbiorem H,,
indeksow / punktow, polozonych najblizej hiperptaszczyzny rozpinanej przez kom-
binacje p-elementowe punktow z niespojnego podzbioru. Sytuacja taka prowadzi do
wyzszych warto$ci wskaznika inkongruencji dla takich podzbioréw. W celu usunigcia
wplywu konkretnego kierunku a,,; na warto$¢ indeksu inkongruencji wyznaczanego dla
zbioru H,,, rozwaza si¢ $rednig wzgledem wielu kierunkéw. Wskaznik inkongruencji
dla H,, definiuje si¢ wowczas:

I(H,)= aveamkeB(Hm)I(Hm A, (6)

gdzie B(H,,) jest zbiorem wszystkich kierunkow a,,; ortogonalnych do hiperptaszczyzn
rozpinanych przez rézne kombinacje p punktéw (obserwacji) nalezacych do A-ele-
mentowego podzbioru punktow (obserwacji) o indeksach w H,,. W praktyce w celu
ograniczenia liczby wykonywanych operacji nie rozpatruje si¢ wszystkich #8(H,,) kie-

6 Qdlegtos¢ p punktéw rozpinajacych hiperptaszczyzne jest zerowa, gdyz punkty te przynaleza
do niej.
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runkow a,,, ale ich losowo wybrany K-elemetowy podzbiér B(H ). Dla podzbioru H*
o minimalnej wartosci /(H,,) (ang. projection congruent subset):
H' =argmin I(H,). @)

M
{Honby

obliczamy warto$¢ estymatora PCS wielowymiarowego potozenia i rozrzutu jako
wektor $rednich arytmetycznych oraz macierz kowariancji, wyznaczone na podstawie
obserwacji o indeksach ze zbioru H:

(X)) = (aveieHiX,,covieH, xl.). ®)

Dowadd afinicznej ekwiwariantno$ci estymatora PCS przedstawiono w pracy (Schmitt
i inni, 2014). W tej samej pracy wykazano, ze BP dla PCS, w przypadku, gdy

n>p+1>2 oraz X" znajduje si¢ w potozeniu ogdlnym wynosi BP(X,X") = n-htl
n
i rowny jest maksymalnej mozliwej warto$ci dla estymatorow afinicznie ekwiwariant-

n+p+1

nych, gdy h =[

wego rozrzutu, dla przypadku proby wygenerowanej przez z rozkladu glownego F
z rozktadem G zaklocajacym o udziale ¢ (rozwazamy mieszankg dwoch rozktadow),
dokonano za pomocg symulacji. Dla proby z mieszanki rozktadéow F i G obcigzenie
estymatora PCS, zalezy od wymiaru przestrzeni danych, stopnia zanieczyszczenia &
proby oraz wzajemnego potozenia punktow odstajacych. W pracy (Vakili, Schmitt,
2014) m.in. wskazano sytuacje dla estymatoréw afinicznie ekwiwariantnych wielo-
wymiarowego rozrzutu prowadzace do najwyzszego mozliwego poziomu obcigzenia.

Punktem wyjscia dla procedur wyznaczania warto$ci estymatorow MCD i PCS,
jest okreslenie wstepnych podzbioréw obserwacji, ktore dodatkowo w procedurze
wyznaczania wartosci MCD sg podstawa do wyznaczenia poczgtkowych przyblizen
wartosci estymatora, por. FastMCD (Rousseeuw, Driessen, 1999). W zaproponowanych
przez ich autoréw algorytmach FastMCD oraz FastPCS (por. Vakili, Schmitt, 2014),
jako podproby poczatkowe rozpatruje si¢ p + 1-elementowe podzbiory n-elemento-
wego zbioru X”. W przypadku duzych zbioréw danych analiza wszystkich podzbiorow
jest wysoce czasochtonna, dlatego tez przyjeto dobiera¢ losowo mniejszg ich liczbe.

Wraz ze wzrostem liczno$ci proby, n, wzrasta czas wykonywania obliczen,
w szczegodlnosci w wyniku koniecznosci wyznaczenia w kazdym kroku algorytmu
n odleglosci Mahalanobisa dla elementow X”. W wariancie algorytmu FastMCD
(Rousseeuw, Driessen, 1999) dla przypadku, gdy wielkos¢ proby wynosi n > 600
obserwacji, w celu skrocenia czasu wykonywania obliczen, dokonuje si¢ podzialu
cato$ci proby na co najwyzej 5 mozliwie réwnolicznych, roztacznych podprob, dla
ktorych osobno wykonywane sa wstepne dwa kroki algorytmu. Dla kazdej z 5 podprob
zachowuje si¢ 10 najlepszych rozwigzan, po czym laczy si¢ podproby, a 50 zacho-

J. Oceny stopnia obcigzenia estymatora PCS wielowymiaro-
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wanych rozwiazan shuzy jako rozwigzania poczatkowe. Nastepnie na podstawie roz-
wigzan poczatkowych oraz potaczonej proby dokonuje si¢ po dwa kroki algorytmu
oraz zachowuje si¢ 10 najlepszych rozwigzan i te stanowig rozwigzania poczatkowe
w kolejnym etapie. Dla catosci proby wychodzac od rozwigzan poczatkowych doko-
nuje si¢ krokéw koncentracji, az do osiggnigcia zbieznos$ci. Jako, ze przedstawiona
procedura iteracyjna wyznaczania MCD jest algorytmem o lokalnej zbieznosci do
minimum globalnego, uzyskana warto$¢ estymatora MCD zalezy od przyjetej wartosci
poczatkowej, dobieranej tutaj w sposob losowy. W celu uniezaleznienia wynikow od
losowego doboru punktéw poczatkowych, w modyfikacji estymatora MCD nazwanej
detMCD (deterministic MCD, Hubert 1 inni, 2012) warto$ci poczatkowe wyznacza si¢
w na podstawie wartosci kilku wariantow estymatorow wielowymiarowego rozrzutu
(przyjmujacych dla danego zbioru zawsze te same wartosci).

Algorytm FastPCS przedstawiony w (Vakili, Schmitt, 2014), odréznia od FastMCD
w szczegolnosci kryterium przyjete do oceny jednorodnosci proby. W przypadku FastPCS
jest ono oparte na (ortogonalnej) odlegtosci punktow reprezentujacych obserwacje od
odpowiedniej hiperptaszczyzny, natomiast w FastMCD wykorzystywane sg odlegtosci
Mabhalanobisa. Dodatkowo, inaczej niz w przypadku algorytmu FastMCD, ktory juz
w pierwszym kroku koncentracji przechodzi od p + 1-elementowego pozbioru H'”
do h-elementowego podzbioru H'", w FastPCS zastosowano zabieg stopniowego
zwigkszania liczebno$ci podzbiorow H'. Zabieg ten umozliwia zwigkszenie odpor-
nosci procedury, w przypadku, gdy obserwacje odstajace znajduja si¢ w poblizu ,,gtow-
nej czescei danych”.

Poréwnanie wlasnosci MCD i1 PCS przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1.
Sumaryczne poréwnanie estymatoro6w MCD i PCS
Aspekt Estymator MCD Estymator PCS
Wyrazenie problemu optyma- | Minimalizacja z ograniczeniami Poszukiwanie najbardziej jedno-
lizacyjnego definiujacego war- | funkcji kryterium | X |, zaleznej rodnego podzbioru zbioru X", bez
to$¢ estymatora dla zbioru X" |bezposrednio od parametru X obs. odstajacych, o minimalnym

indeksie inkongruencji, ktory nie
jest wyrazony poprzez bezposrednig
zalezno$¢ od parametru X

Zgodnos$¢ estymatora w przy- |niezgodny asymptotycznie —

padku wielowymiarowego wprowadza si¢ korekte
rozktadu normalnego bez poprzez mnoznik ¢ dla X,
mechanizmu zakldocajacego niezgodny w sensie Fishera —

wprowadza si¢ korekte poprzez
mnoznik" ¢, (por. Butler i inni,
1993; Croux, Haesbroeck, 1999)

D Stosuje sie takze korekty dla rozktadow eliptycznie symetrycznych, innych niz wielowymiarowy
rozktad normalny.
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Tabela 1. (cd.)

Aspekt

Estymator MCD

Estymator PCS

Nazwa algorytmu poszukiwa-
nia wartosci estymatora

FastMCD (Rousseeuw, Driessen,
1999)

FastPCS (Vakili, Schmitt, 2014)

Pakiet R /funkcja/ z imple-
mentacjg procedury wyznacza-
nia wartosci estymatora

robustbase /covMcd/
(Rousseeuw i inni, 2015)
rrcov /CovMcd/ (Todorov,
Filzmoser, 2009)

FastPCS /FastPCS/ (Vakili,
Schmitt, 2014)

Miara odlegtosci dla elemen-
tow zbioru X", wykorzystywa-
na w ramach algorytmu

kwadrat odlegto$¢ Mahalanobisa
d2

MD i

kwadrat odlegto$¢ punktu od hiper-
plaszczyzny d,z,’l.

Podzbiér zbioru X", bedacy
podstawg wyznaczania warto-
Sci estymatora

h-elementowy podzbior, dla ktorego
probkowa macierz kowariancji ma
minimalny wyznacznik: | X |

h-elementowy podzbior dla ktorego
warto$¢ wskaznika inkongruencji
jest minimalna: I(H")

Punkt zalamania proby skon-
czonej dla estymatora

nn 2
gdzie: n — liczebnos$¢ proby,
p — wymiar przestrzeni

n—h+1 <l{n—p+lJ

nn 2
gdzie: n — liczebnos$¢ proby,
p — Wymiar przestrzeni

n—h+1 <1[n—p+1J

Ztozonos$¢ obliczeniowa algo-
rytmu

FastMCD: O(p® + np?)

FastPCS: O(p* + np)

Mozliwos¢ ponownego waze-
nia (reweighting)

system wag jako funkcja kwadra-
tow odlegtoéci Mahalanobisa, przy
warto$ciach oszacowan ,,wyjsciowe-
go” estymatora

system wag jako funkcja kwadra-
tow odlegtoéci Mahalanobisa, przy
wartosciach oszacowan ,,wyjsciowe-
g0” estymatora

Inne

mniejszy wplyw koncentracji obs.

odstajacych, na wynik algorytmu

Zrodto: opracowanie wilasne.

4. PRZYKLAD EMPIRYCZNY ZASTOSOWANIA ODPORNYCH ESTYMATOROW ROZRZUTU
MCD I PCS — ODPORNA ANALIZA PORTFELOWA

W analizie portfelowej powszechnie wykorzystuje si¢ oszacowania parametrow
rozkladu stép zwrotu (por. np. Fiszeder, 2009). W ramach odpornej analizy portfe-
lowej postuluje si¢ zastapienie klasycznych estymatorow parametréw ich odpornymi
odpowiednikami. Za parametry funkcji kryterium, optymalizowanej w ramach analizy
portfelowej podstawiane sa punktowe oszacowania parametrow wartosci oczekiwanych
stop zwrotu oraz ich macierzy kowariancji. Nawet niewielkie odchylenia oszacowan
od nieznanych prawdziwych parametrow moga skutkowaé niewlasciwymi rozwia-
zaniami problemdéw optymalizacyjnych. Poniewaz wplyw na wyniki optymalizacji
(uzyskang strukturg wag portfela) w przypadku oszacowan wektora oczekiwanych stop
zwrotu jest wiekszy niz ma to miejsce w przypadku oszacowan macierzy kowariancji
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(por. Pfaff, 2013, s. 160), w ramach odpornych technik analizy portfelowej, przyjeto
si¢, zeby bezposrednio uwzgledniac btedy oszacowan wektora wartosci oczekiwanych,
przy jednoczesnym traktowaniu parametru kowariancji jako ustalonego na poziomie
oszacowania punktowego. Problem optymalizacyjny w ramach poszukiwania portfela
o minimalnej zmiennosci, nie wykorzystuje w swej konstrukcji parametréw oczekiwa-
nej stopy zwrotu, a jedynie parametry skladowe macierzy kowariancji. Umozliwia to
bezposrednig ocene wptywu przyjetego estymatora macierzy kowariancji na wyniki
analizy portfelowej. W przypadku problemu poszukiwania portfela o minimalne;j
zmienno$ci, warunkowej’ minimalizacji podlega nastepujgca funkcja kryterium:

min__, 0, =0(W)=+vWZw przy warunku I'w = 1 A w > 0, 9)
Przy czym w jest poszukiwanym p-wymiarowym wektorem kolumnowym wag, X jest
macierza kowariancji stop zwrotu sktadowych portfela, 1 jest p-wymiarowym wekto-
rem kolumnowym ztozonym z jedynek.

Innym przyktadem problemu optymalizacyjnego analizy portfelowej, ktory wyko-
rzystuje w funkcji celu wylacznie parametry z macierzy kowariancji jest portfel ERC
(ang. equal risk contribution). W portfelu ERC strukture wag okresla si¢ w taki sposob,

aby krancowy udziat w ryzyku portfela (mierzonego jego zmienno$cia o, = wXw)
dla kazdego instrumentu sktadowego portfela byt rowny. Krancowy wktad i-tej

. : . d
sktadowej portfela w jego taczne ryzyko wyraza si¢ jako o,(w)=w,- c;'(w)
w.

2 i
do(W) " +;Wf'a’"
ow, o(w)
riancji stop zwrotu, natomiast o;; to element na przecigciu i-tego wiersza i j-tej kolumny
tej macierzy. Jako, ze funkcja o(w) wyrazajaca ryzyko portfela op, jest funkcja jednorodng
P P
w stopniu 1, stad na mocy twierdzenia Eulera o, =o(w) = ZGi(W) = ZW,. ~¥,
i=1 i=1 i
czyli taczne ryzyko portfela mozna wyrazi¢ jako sumg iloczynéw pochodnych czast-
Jdo(w)
wi
odpowiada sumie krancowych wktadéw poszczegoélnych instrumentdéw sktadowych
portfela w jego zmienno$¢. W przypadku portfela ERC jednym z mozliwych sposoboéw
wyrazenia zagadnienia optymalizacyjnego z warunkami ograniczajagcymi (zalozenie
braku mozliwo$ci zajmowania pozycji krotkich na aktywach portfela) jest:

, gdzie

oraz o; jest i-tym elementem diagonalnym macierzy kowa-

kowych wzgledem kolejnych zmiennych

i wartos$ci tych zmiennych w;, co

2
4
min__, Z(%—%] przy warunku I'w = 1 A w > 0. (10)

i=1

7 Zalozenie braku dzwigni finansowej oraz braku mozliwosci zajmowania krotkich pozycji na instru-
mentach sktadowych portfela.
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W ramach analizy portfelowej warto uwzgledni¢ wpltyw na rozktad stop zwrotu, ich
realizacji w najblizszej przesztosci. Prowadzi to do dynamicznej analizy portfelo-
wej. Szczegdlnie istotnym elementem dynamicznej analizy portfelowej zakladajacej
codzienny rebalancing®, jest trafne oszacowanie i prognozowanie warunkowej kowa-
riancji (por np. Fleming i inni, 2001; Pooter i inni, 2008). W przypadku wykorzysta-
nia danych dziennych wskazuje si¢ nastepujaca konstrukcje ruchomego estymatora
kowariancji warunkowej wzgledem przesztosci procesu:

S, =exp(-&)S,_, + aexp(-a)r,_r, ,, (11)

gdzie S, to oszacowanie dziennej warunkowej kowariancji w dniu sesyjnym ¢, ¢ to para-
metr zanikania (ang. decay rate), natomiast r, to dzienna stopa zwrotu w dniu sesyj-
nym ¢, rozumiana jako przyrost logarytmoéw cen na zamknigcie w dniach ¢ oraz ¢ — 1.

Analizy (por. Barndorff-Nielsen, Shephard, 2004) pokazuja, ze bardziej efek-
tywne prognozy warunkowej kowariancji stop zwrotu uzyskuje sie, wykorzystujac
w ich konstrukcji macierz zrealizowanych kowariancji wyznaczong z wykorzystaniem
wewnatrzdziennych stop zwrotu:

S, =exp(-a)S,_, +axexp(-a)(V,_, +n,_m,_,), (12)

gdzie V, to macierz zrealizowanej kowariancji (ex post) w dniu sesyjnym ¢, z kolei
1, to tzw. nocna stopa zwrotu (ang. overnight), definiowana jako przyrost pomiedzy
logarytmem ceny na otwarcie w dniu ¢ a logarytmem ceny na zamkni¢cie w dniu 7 — 1,
natomiast pozostate symbole rozumiane sg jak wyzej. Warto§¢ parametru zanikania o
mozna dobra¢ arbitralnie badz tez mozna dokona¢ jego estymacji za pomoca metody
quasi-MNW, przy zatozeniu r, = S, &, {g,} ~ iid(0, L,).

Przyjmujac, ze przedziat [0,1] odpowiada przedziatowi czasowemu dla pierw-
szego rozwazanego dnia sesyjnego, dla #-tego dnia sesyjnego jest to odpowiednio
przedziat [t — 1,f], macierz zrealizowanej kowariancji RCov, , definiuje si¢ z wyko-
rzystaniem wewnatrzdziennych stop zwrotu za podokresy o dhlugosci A, przy czym
A < 1, stad kazdy ¢-ty dzien sesyjny obejmuje |_1/A_| podokreséw oraz zwigzanych
z nimi wewnatrzdziennych stop zwrotu. Oszacowanie kowariancji zrealizowane;j
(ang. realized covariation) wyraza si¢ nastepujaco:

| 1/A]
RCov,,= 2. ran,, (13)

i=(1=1)| /A J+1

gdzie RCov,, to zrealizowana kowariancja w dniu sesyjnym ¢, natomiast 7;, to
wewnatrzdzienna logarytmiczna stopa zwrotu za i-ty okres o dtugosci A, gdzie

8 Wybér optymalnych wag portfela na podstawie parametrow rozkladu warunkowego wzgledem

przesztosci, w kazdym kolejnym dniu sesyjnym.
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i=(—=1-[1/A|+1,....t-[ 1/ A], przebiega indeksy wewnatrzdziennych stop zwrotu
w ramach 7-tego dnia sesyjnego.

Zauwazmy, ze miara RCov, 5 nie jest odporna na wystgpowanie addytywnych sko-
koéw naktadajacych si¢ na proces generujacy ceny rozwazanych aktywow. Zauwazmy
tez, ze logarytmiczne stopy zwrotu za okres A, mozna rozwazac jako dyskretne przy-
rosty w ramach przyjetego p-wymiarowego procesu z czasem ciagtym {p(s)} _ , gene-
rujacego logarytmy cen’:

5207

r,, =pGA) —p((i—DA). (14)

Boudt i inni (2011) zaproponowali odporny na wystepowanie skokow estymator kowa-
riancji zrealizowanej ROWCov (ang. realized outlyingness weighted covariation).
ROWCov wykorzystuje w swej pierwotnej konstrukcji odporny estymator wielowy-
miarowego rozrzutu MCD, niemniej jednak jako jego alternatywe mozna zastosowac
estymator PCS. Warto$¢ oszacowania ROWCov wyznacza si¢ jako sume wazona
wewnatrzdziennych logarytmicznych stop zwrotu, dla ktorych wagi przypisywane sa
z wykorzystaniem odleglosci Mahalanobisa (bedacej miernikiem stopnia odstawania
obserwacji), wykorzystujacej odporne oszacowanie rozrzutu okresowych (wewnatrz-
dziennych) stop zwrotu w ramach tzw. lokalnego okna.

W ramach procedury obliczania ROWCov dokonuje si¢ podziatu okresu badania
na lokalne okna o dlugosci 4 (przy czym A < 1 oraz 4 > A), w ramach ktorych to
przedziatéw czasowych dla przyjetego dla logarytmow cen procesu {p(s)}m Z czasem
ciggtym, w przypadku braku skokow, zaktada si¢ staty poziom kowariancji chwilowej
dla momentu s, tzn. X(s)=X((/-1)4), dla se[(-DA,IA), [ € Z, stad tez dla tego
przedziatu, dla uproszczenia przyjmuje si¢ oznaczenie X, =X((/—1)1). W ramach
lokalnego okna mozna wyr6znié L/i/ AJ podokresow o dtugosci A. Zbidr indeksow stop
zwrotu z okresow o dlugosci A, nalezacych do tego samego okna lokalnego co stopa
zwrotu r; 5 wyraza si¢ jako N, {] = 1)|_/1/AJ+1 lL/i/AJ‘ l—(i/i/A_l} I tak
wartos¢ MCD albo PCS E bedaca oszacowaniem CthlOWG] macierzy kowariancji
w [-tym lokalnym oknie, ktore obejmuje stopg r, 5, czyli l—(z/l/Al wyznacza Si¢

1

w oparciu o standaryzowane ze wzglgdu na dlugos¢ okresu A stopy zwrotu r; , - A 2,
j € N. Przy okreslaniu odleglosci Mahalanobisa wzgledem p-wymiarowego wektora
zer dla stopy zwrotu 7; 5, wykorzystuje si¢ warto$¢ odpornego estymatora rozrzutu,
dla lokalnego okna /= |_1A/ [l do ktorego przynalezy i-ta okresowa stopa zwrotu:
)2, WA= )2 A. Kwadrat odlegtosci Mahalanobisa pomigdzy r; , a wektorem zerowym,

°  Przyktadem moze by¢ tutaj p-wymiarowy proces dyfuzyjny ze skokami o skoficzonej aktywnosci

BSMFAIJ (ang. Brownian Semimartingale with Finite Activity Jumps), bedacy rozszerzeniem procesu
BSM (ang. Brownian Semimartingale) o sktadowa opisujaca dynamik¢ wystepowania skokow. Praca
(Boudt i inni, 2011) zawiera opis procesOw w kontekscie wyznaczania macierzy zrealizowanej kowariancji
oraz (odpornego na wystepowanie skokow) wnioskowania na temat parametréw zwigzanych z procesem
(tzw. kowariancji zintegrowanej ICov dla dnia sesyjnego).
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przy macierzy kowariancji stop zwrotu za okres A, wyrazonej przez ﬁ‘.i,AA, dany jest
nastepujaco:
L X

d’, = % (15)
Tak zdefiniowane kwadraty odlegtosci de petnig role argumentu dla funkcji wag.
Jako funkcje wag w: R, — R, przyjmuje si¢ funkcj¢ ciagla, dla ktorej wartosci w(z)z
sa ograniczone. Przykladem takiej funkcji jest funkcja wagowa Hard Rejection
(HR): w,,(z) =1(z<k), gdzie I jest funkcja wskaznikowa oraz funkcja wagowa Soft

Rejection (SR): wg,(z) = min {1,5}, gdzie 0 < k < oo jest ustalonym parametrem!'?.

z
Po wyborze funkcji wagowej wartos¢ miernika ROWCov, , dla #-tego dnia sesyjnego,

wyznacza si¢ nastgpujaco:
| 1/A]
ROWCov, , =c, z W(diZ,A )ri,Ari’,A > (16)
i=(t=1)| /A ]+1
gdzie r; 5 to wewngtrzdzienna logarytmiczna stopa zwrotu za i-ty okres o dtugosci A,
z kolei w(de) to waga odpowiadajaca i-tej stopie zwrotu, ktorej warto$¢ wyznaczana

p
E[w(z)z]
to poprawka na zgodno$¢ ROWCov jako estymatora zintegrowanej kowariancji [Cov
(por. Boudt i inni, 2011) dla #-tego dnia sesyjnego w przypadku procesu BSMFAJ,
a z jest zmienng losowa o rozktadzie chi-kwadrat z p stopniami swobody.

Nalezy zaznaczy¢, ze ROWCov jest afinicznie ekwiwariantny (por. Boudt
i inni, 2011).

Do odpornej dynamicznej analizy portfelowej wybrano akcje trzech spoétek
notowanych na GPW: KGHM, PEKAO oraz PKOBP, ktore charakteryzowaty si¢
wysoka plynnoscig (mierzong przecigtnym czasem pomie¢dzy kolejnymi transak-
cjami). Jako okres badania przyjeto przedziat od 2.07.2014 do 5.11.2015, co odpo-
wiada ¢ € {0,1,...,7 = 340} (proba objeta 341 dni sesyjne, w zwigzku z brakiem
danych dla nocnej stopy zwrotu dla daty 4.07.2014). Dane dzienne oraz dane trans-
akcyjne dotyczace notowan przywotanych spotek pobrano z repozytorium Domu
Maklerskiego BOS SA.

W badaniach czgsto przyjmuje sie dtugos¢ lokalnego okna odpowiadajaca poje-
dynczemu dniu sesyjnemu, tzn. 4 = 1 oraz dlugosci okresoéw A odpowiadajacych
1-, 5-, 10- lub 15-minutowym okresom. Biorgc pod uwage ptynnos¢ badanych akcji,
zdecydowano sie przyja¢ A = 1/32. Podjeto si¢ budowy portfela o minimalnej zmien-
nos$ci z codziennym rebalancingiem, tzn. w celu okreslenia struktury wag dla kazdego

jest w oparciu o kwadrat odleglosci Mahalanobisa wektora, natomiast ¢, =

10 Przy zatozeniu, ze logarytmy cen instrumentéw generowane sg przez p-wymiarowy proces BSM,
de ma rozktad chi-kwadrat z p stopniami swobody, wtedy za warto$¢ k, przyjmuje si¢ warto$¢ kwantyla
1-4 (czgstym wyborem jest f = 0,001 albo 0,005) wspomnianego rozktadu.
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kolejnego dnia sesyjnego 7= 1,..., T, w minimalizowanej funkcji kryterium za macierz
kowariancji przyjmuje si¢ dla #-tego dnia sesyjnego, prognoze dotyczacg macierzy
kowariancji warunkowej wzgledem przesztosci procesu. Do oszacowania i prognozo-
wania warunkowej wzgledem przesztosci procesu macierzy kowariancji S,, przyjeto
podejécie nieparametryczne wykorzystujace ruchomy estymator zadany wzorem (12),
przyjmujac za V,, oparte na 15-minutowych stopach zwrotu!! (A = 1/32) oszacowania
kowariancji zrealizowanej RCov, 5 oraz ROWCov, 5, bazujagce na MCD i PCS, przyj-
mujac lokalne okno 4 =1 (dla wykorzystywanych miar przyjeto symbole ROWCOVTAC P
oraz ROWCov,’s). Im wyzsza warto§¢ parametru zanikania o tym wyzszy udziat w S,
ostatnich pozioméw miernikow zrealizowanej kowariancji i mniej gtadki przebieg
w czasie warto$ci oszacowan warunkowej macierzy kowariancji. W pracy Pooter i inni
(2008) proponuje si¢ rozwazenie wartosci parametru zanikania o = 0,05; 0,1 oraz 0,2.

Jako rozwiazania problemu optymalizacyjnego uzyskuje si¢ wagi portfela dla kaz-
dego kolejnego #-tego dnia sesyjnego, w zaleznosci od przyjetego zaV, ; miernika
zrealizowanej kowariancji RCov,_ ,, ROWCov!""? oraz ROWCov’’,, ktére ozna-

. . . RC ROWCov, PCS
czane bedg odpowiednio symbolami: wRE, wROVEMMED gy W ROWCRRPES “yyektory

wag pochodzace z sekwencji rozwigzah problemow optymalizacyjnych utworza
odpowiednie szeregi czasowe.

Stope zwrotu portfela w #-tym dniu sesyjnym wyznacza si¢ jako:

R, =w!'R,, (17)
gdzie R,," to dzienna prosta stopa zwrotu w ¢-tym dniu sesyjnym dla portfela o struk-
turze wag w" (dla danego portfela m zastgpuje si¢ odpowiednio RCov, ROWCov-MCD
albo ROWCov-PCS), natomiast R, to wektor dziennych prostych stop zwrotu aktywow
portfela w dniu sesyjnym z.

W celu oceny poziomu zmiennosci portfeli w ramach tzw. backtestingu wyzna-
cza si¢ wartosci odchylenia standardowego stop zwrotu rozwazanych portfeli Rﬁf“,
Ry M oraz REOVCOUTS, w przywolanym wezesniej przedziale czasowym, z pomi-
nigciem pierwszych 30 dni sesyjnych, tzn. analiza objeta dni sesyjne ¢ = 31,...,340.
Ponadto wyznacza si¢ wartosci pozostatych statystyk opisowych dla stop zwrotu roz-
wazanych portfeli.

W celu poréwnania zachowania si¢ portfeli wykorzystujacych w konstrukeji pro-
gnoz odporne oszacowania zrealizowanej kowariancji ROWCov (bazujace na MCD
oraz PCS) z portfelem wykorzystujgcym w tym miejscu oszacowanie RCov, wyznacza
si¢ dla kolejnych dni sesyjnych nadwyzki stop zwrotu dwdch pierwszych portfeli nad

" Empiryczne rozktady rozwazanych wewnatrzdziennych stop zwrotu odzwierciedlaja stylizowane
fakty przedstawione m.in. w pracach Boudt i inni, 2011 i Hautsch, 2011, wskazujace na wystgpowanie
w dynamice wewnatrzdziennych stop zwrotu (w szczegoélnosci tych dla krotkich interwalow czasowych)
tzw. skokow (nie wynikajacych z dziatania gtéwnego mechanizmu por. proces BSMFAJ), ktore maja cha-
rakter stosunkowo rzadko wystepujacych obserwacji odstajacych, skutkujacych sztucznym zwigkszeniem
zmiennosci.
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stopa zwrotu portfela ostatniego (odpowiadaja one stopom zwrotu z inwestycji pole-
gajacej na zaje¢ciu pozycji dlugiej na porownywanym portfelu oraz pozycji krotkiej na
portfelu z wagami wX"). Dodatkowo w celu oceny trafnosci przewidywan dotycza-
cych warunkowej kowariancji oraz jej wplywu na zmienno$¢ portfela), wyznacza sig

dla kazdego #-tego dnia sesyjnego, zmiennos$¢ portfeli wykorzystujac oceng ex post

zrealizowanej kowariancji:
m m m
sdp, ={w,'V,w/". (18)

Dla kazdego #-tego dnia sesyjnego dla kazdego z trzech rozwazanych portfeli
(tzn. o strukturach wag w;", wiOV" NP graz wiOVCPS) - dokonuje sie pomiaru
zmiennoS$ci sd;" z wykorzystaniem macierzy kowariancji zrealizowanej ex post przyj-
mujgc za V, trzy jej warianty RCov, ,, ROWCov,"” oraz ROWCov,.’, niezaleznie od
tego ktora miara zostata wykorzystana przy tworzeniu prognoz macierzy kowariancji
warunkowej, bedacej podstawg wyznaczania wag. We wszystkich powyzej wskaza-
nych poréwnaniach zestawia si¢ dodatkowo wyniki dla portfela z rownymi wagami
dla wszystkich instrumentow: w =[1/3,1/3,1/3]. Dla stop zwrotu portfela z réwnymi
wagami przyjeto symbol R}

PORTFEL O MINIMALNEJ ZMIENNOSCI

Sekwencyjng analiz¢ dla portfela o minimalnej zmienno$ci, wykonano dla trzech
wartosci parametru a = 0,05, 0,1 oraz 0,2, dla ruchomego oszacowania macierzy
kowariancji warunkowej. W kazdej z powyzszych prob, dla wykorzystywanych w kon-
strukcji ROWCov estymatorow odpornych MCD i PCS, przyjmujac, ze parametr
h= L}/ -(#N i)_|, gdzie #N; jest licznos$cia zbioru N; (obejmujacego indeksy okresowych
stop zwrotu w tym samym oknie lokalnym co r;,), rozwazono dwa poziomy y = 0,5
oraz y = 0,75. Jako funkcj¢ wagowa uzywang przy okreslaniu wartosci ROWCov
przyjeto funkcje typu HR (ang. hard rejection), a parametr k ustalono, jako wartos¢
kwantyla 1 — f rozktadu chi-kwadrat z p = 3 stopniami swobody, przyjmujac = 0,001.

Tworzac kod w jezyka R umozliwiajgcy implementacj¢ procedury budowy portfeli
korzystano z funkcji nastgpujacych pakietoéw: xts — Ryan i inni, 2013, highfre-
quency (funkcje rCov, rOWCov) — Boudt i inni, 2014, fPortfolio (funkcja
minvariancePortfolio)— Wuertziinni, 2009. Dla kazdej z trzech rozwazanych
warto$ci parametru zanikania o, wyniki dotyczace portfela minimalnej zmiennosci
uzyskane dla ruchomego oszacowania warunkowej kowariancji byty bardzo zblizone.
Nieznacznie lepsze wyniki uzyskiwano wykorzystujac ROWCov, wyznaczany przy
warto$ci parametru h=LO,75~(#N,)J dla estymatora MCD oraz PCS. W zwigzku
z powyzszymi ustaleniami, zgodnie z arbitralng decyzja, zaprezentowane zostang
wyniki dla konfiguracji o = 0,05 1 h :L0,75-(#N,.)J, odnoszace si¢ do stop zwrotu
portfela wyrazonych w punktach procentowych oraz zmiennosci portfela.
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W celu oceny jakosci konstruowanych sekwencyjnie portfeli, dla ktérych warunko-
wej minimalizacji ze wzgledu na wartosci wag podlega funkcja opisujaca zmiennosé
stop zwrotu portfela, jednym z glownych aspektow jest zbadanie poziomu zmiennosci
stop zwrotu w probie w ramach backtestingu. Dokonuje si¢ tego poprzez wyznacze-
nie odchylenia standardowego dla stop zwrotu portfela zaobserwowanych w probie
obejmujacej zakres czasowy backtestingu.

W backtestingu dla dni sesyjnych ¢ = 31,...,340 odchylenie standardowe stop
zwrotu portfeli, dla ktorych przyjeto szeregi wag wy ", wROWCOWMD | yROWCOPES ora7
w,’, przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2.

Odchylenie standardowe stop zwrotu portfeli minimalnej zmiennosci

m RCov ROWCov-MCD | ROWCov-PCS Eq

odchylenie standardowe 1,3914 1,3893 1,3849 1,4350
dla proby R, ", t = 31,...,340

P>

Zrodto: opracowanie whasne.

Wartosci odchylenia standardowego wyznaczone w probie dla stop zwrotu portfeli
(powstatych poprzez optymalizacje wag w ramach problemu portfela o minimalnej
zmiennosci), byty zblizone niezaleznie od tego czy w konstrukcji prognozy warunko-
wej kowariancji wykorzystano miar¢ RCov (odchylenie standardowe portfela wyniosto
1,3914), czy jej odporne odpowiedniki ROWCov-MCD i ROWCov-PCS (odchylenie
standardowe odpowiednio 1,3893 i 1,3849). Biorac pod uwage wyniki backtestingu,
wplyw wspomnianych odpornych odpowiednikéw na zmniejszenie poziomu zmien-
nosci wartosci portfela mozna uzna¢ za marginalny, jednoczesnie zaobserwowany
poziom zmiennosci portfeli minimalnego ryzyka byt zauwazalnie nizszy od tego dla
portfela z rownymi wagami.

Pozostale statystyki opisowe dla stop zwrotu portfeli z wagami w} <, wROWCo-MP

wROWCPES oraz w (¢ = 31,...,340), przedstawiono w tabeli 3.
Tabela 3.
Statystyki opisowe stop zwrotu portfeli minimalnej zmiennosci
. R,," R,/ R,," R,," R,," R, R,

srednia arytm. | mediana Ql Q3 min max rozstep
RCov -0,0890 -0,0863 -0,8530 0,7852 -6,2455 3,9933 10,2388
ROWCov-MCD -0,0931 -0,0882 -0,8519 0,7462 -6,4611 3,9850 10,4461
ROWCov-PCS -0,0908 -0,0904 -0,8616 0,7601 -6,0896 3,9753 10,0649
eq -0,0660 -0,0248 -0,8601 0,7891 -6,6375 4,7572 11,3947

Zrodto: opracowanie wilasne.
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W rozwazanym przypadku maksymalizacja oczekiwanej stopy zwrotu portfela nie
jest zadana w ramach problemu optymalizacyjnego, co odzwierciedlito si¢ w umiar-
kowanie nizszych poziomach $rednich stop zwrotu portfeli z wagami wrO™ M,

ROWCv-PES oraz wr ($rednia warto$¢ stopy zwrotu portfeli odpowiednio na pozio-
mie -0,0931, -0,0908 oraz -0,0890), wzgledem portfela o rownych wagach w
(Srednia: -0,0660). Warto$¢ minimalna stopy zwrotu R, " dla portfela wyko-
rzystujacego w konstrukcji prognoz ROWCov-PCS, jest wyzsza od odpowiednikéw
w pozostalych portfelach, w tym zauwazalnie wyzsza w relacji do minimum R;'.
Najnizszy rozstep stop zwrotu zaobserwowano dla portfela z prognozami skonstru-
owanymi z wykorzystaniem ROWCov-PCS.

Zmienno$¢ portfela w ujeciu dziennym nie jest bezposrednio obserwowalna, tym
samym poziom zmienno$ci zrealizowanej sd),, indukowany przez wagi portfela oraz
warto$ci oszacowania kowariancji zrealizowanej dla kolejnych dni sesyjnych, umoz-
liwia badanie jego zmian w uj¢ciu dynamicznym. Sumaryczng informacj¢ o zmien-
nosci portfela sd;, mozna uzyska¢ poprzez wyznaczenie dla niej statystyk opisowych
w ramach przyjetego przedzialu czasowego (domyslnie takiego samego jak w ramach
backtestingu).

Statystyki dotyczace miernikOw zrealizowanej zmiennosci portfela sdj,, (mier-
niki te wyznaczono z wykorzystaniem trzech miernikoéw zrealizowanej kowariancji
V, : RCov,,, ROWCov"s”, ROWCov,*), dla ¢ = 31,...,340 zostaly przedstawione
w tabeli 4.

Tabela 4.
Mierniki zrealizowanej zmiennosci portfeli minimalnej zmiennoS$ci
v, »
Miara polsdy, | s, | osdp, | osdn, | osdn, | s,
zreealizowanej Srednia mediana Ql Q3 min max rozstep
kowariancji m arytm.
RCov 1,0382 | 09734 | 0,7714 | 1,1865 | 0,3465 | 3,7506 | 3,4041
ROWCov-MCD | 1,0369 | 0,9717 | 0,7773 1,1946 | 0,3471 | 3,8488 | 3,5017
RCov,,
' ROWCov-PCS 1,0392 | 0,9696 | 0,7755 1,1984 | 0,3468 | 3,6829 | 3,336l
eq 1,0363 | 0,9791 | 0,7752 | 1,2082 | 0,3516 | 3,9078 | 3,5562
RCov 0,9928 | 0,9446 | 0,7390 | 1,1509 | 0,3474 | 3,5836 | 3,2362
. ROWCov-MCD | 0,9921 | 0,9450 | 0,7342 | 1,1550 | 0,3480 | 3,6617 | 3,3137
ROWCov,"”
ROWCov-PCS 0,9936 | 0,9499 | 0,7335 1,1547 | 0,3477 | 3,5285 | 3,1808
eq 0,9899 | 0,9286 | 0,7415 1,1528 | 0,3526 | 3,7292 | 3,3766
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vV, sd”
Miara sy, | osan, | osay, | osdp, | sy, |osa,
zreealizowanej srednia mediana Q1 Q3 min max rozstep
kowariancji m arytm.

RCov 1,0044 | 0,9508 | 0,7558 | 1,1656 | 0,3474 | 3,7602 | 3,4128
ses |ROWCov-MCD | 1,0037 | 09540 | 0,7553 | 1,1631 | 0,3480 | 3,8586 | 3,5106

ROWCov, ,
' ROWCov-PCS 1,0053 | 0,9551 | 0,7489 | 1,1739 | 0,3477 | 3,6924 | 3,3447
eq 1,0024 | 0,9400 | 0,7522 | 1,1805 | 0,3526 | 3,9180 | 3,5654

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Przecigtne poziomy zrealizowanej zmiennosci ex post zbudowanych portfeli (bez

wzgledu na podstawe okreslenia struktury wag: wke, wROWCoMD |y ROWCOPES g7

t

w"), byly wyzsze (1,03—1,04), gdy podstawa wyznaczania miernika zmiennosci port-
fela byta macierz RCov, niz mialo to miejsce w przypadku zastosowania jej odpornych
odpowiednikéw ROWCov-MCD (0,99) oraz ROWCov-PCS (1,00-1,01).

Rdznice w przecigtnych poziomach zmiennosci zrealizowanej ex post —niezaleznie
od rozwazanej miary, sg dla portfeli o roznych strukturach wag bardzo niewielkie.
Niekorzystnym wydaje si¢ by¢ fakt, iz przecigtny poziom zrealizowanej zmienno$ci
portfeli ex post, ktore w problemie optymalizacyjnym zaktadaly minimalizacj¢ ryzyka
portfela (mierzonego w oparciu o prognozy warunkowej wzgledem przesztosci kowa-
riancji stop zwrotu) nie byt znaczacy nizszy niz ten dla portfeli o rownych wagach.
Tylko w przypadku stosowania ROWCov-MCD, najnizszym $rednim jej poziomem
charakteryzowal si¢ portfel o strukturze wag w°V" M dla ktorego prognozy warun-
kowej kowariancji wykorzystywaty w swej konstrukcji t¢ samg miare zrealizowanej
kowariancji. Takze w tym przypadku roéznica w rozwazanym poziomie zmiennosci
wzgledem pozostalych portfeli byla znikoma.

Statystyki dotyczgce nadwyzki stopy zwrotu R, " zestawianego portfela nad stopg
zwrotu portfela o strukturze wag WfC"V, t =31,...,340, przedstawiono w tabeli 5.

Tabela 5.
Statystyki nadwyzek stop zwrotu ,,odpornych” portfeli minimalnej zmiennos$ci
R, = Ry | Srednia mediana odeh. Ql Q3 min max
m arytm. stand.
ROWCov-MCD -0,0040 | 0,0017 | 0,0602 | -0,0209 | 0,0213 | -0,6301 | 0,2122
ROWCov-PCS -0,0017 | 0,0002 | 0,0440 | -0,0203 | 0,0208 | -0,2654 | 0,1559
eq 0,0230 | 0,0029 | 0,2491 | -0,0608 | 0,0764 | -0,9943 | 1,1772

Zrodto: opracowanie whasne.

Statystyki dotyczace ksztattowania si¢ wskaznika Giniego mierzacego koncentracje
(nierownomiernos$¢) rozkladu wag portfela, w przedziale czasowym ¢ = 31,...,340,
przedstawiono w tabeli 6.
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Tabela 6.
Wskazniki koncentracji rozktadu wag portfeli minimalnej zmiennosci
Struktura | Gini — wagi |Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi |Gini — wagi
wag portfela |$rednia arytm.| mediana |odch. stand. Ql Q3 min max
wRee 0,1056 0,0820 0,0670 0,0561 0,1398 0,0049 0,2709
WROWCMED 0 1039 0,0826 0,0701 0,0516 0,1657 0,0047 0,2608
yyRowcores 0,1081 0,0913 0,0705 0,0504 0,1564 0,0015 0,2638
w;! 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Przecietny poziom koncentracji (nierownomierno$ci) wag byt dla portfeli o strukturze

WREoY, WROWCOMED |4y ROWCO-PES 7blizony i niewielki, zawierat si¢ w przedziale 0,10-0,11

(mediany: 0,08-0,09). W przypadku portfela z rownymi wagami w?, w zwigzku
z definicja wskaznika Giniego, poziom nierownosci jest niezmiennie zerowy.
Statystyki dotyczace ksztattowania si¢ poziomu koncentracji mierzonej wskaz-

nikiem Giniego, dotyczacej krancowego wktadu poszczegdlnych aktywow w taczne
ryzyko portfela, wyrazane przez sdj,, =/w!"'V,w"" (za macierz zrealizowanej kowa-
riancji ex post V, przyjeto RCov, 5 — ze wzgledu na podobiefistwo wynikéw pomija si¢
prezentacje wynikow dla V, rownego ROWCov,s”, oraz ROWCov,’s), w przedziale
czasowym ¢ = 31,...,340, przedstawiono w tabeli 7.

Tabela 7.
Wskazniki koncentracji wktadow aktywow w laczne ryzyko portfeli minimalnej

Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini —

Struktura wktad wktad wktad wktad wktad wktad wktad

wag w ryzyko w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko

portfela | $rednia arytm. | mediana | odch. stand. Ql Q3 min max
whe 0,1955 0,1856 0,0971 0,1222 0,2552 0,0176 0,5718
WROWCOMED| 0 1950 0,1903 0,0970 0,1216 0,2583 0,0095 0,5744
yyRowcores 0,1991 0,1953 0,0991 0,1294 0,2650 0,0066 0,5756
wi! 0,1442 0,1313 0,0802 0,0895 0,1883 0,0145 0,5758

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Przecietny poziom koncentracji krancowych wktadow aktywow w ryzyko portfela
(indukowane przez wagi portfela oraz zrealizowang macierz kowariancji RCov, ),
byt zblizony dla portfeli optymalizowanych w kierunku minimalnej zmiennosci (tzn.
o strukturze wag wre, wROWCOVMED |y ROWCowFES) i nalezat do przedziatu 0,19-0,20.
Sredni poziom koncentracji ryzyka tych portfeli byt wyzszy w poréwnaniu do portfela
o rownych wagach w!?, dla ktoérego wyniost 0,14.

W przypadku sekwencyjnej konstrukcji portfeli ERC problem optymalizacyjny
sprowadza si¢ do okreslenia wag, przy odpowiednich ograniczeniach, aby krancowy

udziat kazdej sktadowej portfela w jego ryzyku byt rowny. Ryzyko portfela okreslone
jest przez 0, = 0(W)=+WZEw, przy krancowym wkladzie i-tej sktadowej portfela
do(w)

definiowanej przez o,(w)=w,- , dla kazdego dnia sesyjnego parametr kowa-

riancji zastepuje si¢ prognoza S, dotyczaca warunkowej wzgledem przesztosci macie-
rzy kowariancji. W celu dokonania poréwnania wynikow z tymi prezentowanymi
wczesniej dla portfela o minimalnej wariancji, przyjeto jako podstawe prognoz ten
sam co w poprzednim przypadku model warunkowej kowariancji.

Tworzac kod R przyjetej procedury budowy portfeli ERC poza wcze$niej wymie-
nianymi pakietami wykorzystano funkcj¢ PERC pakietu FRAPO — Pfaff, 2011.

Badajac jakosci tworzonych portfeli ERC, cigzar przenosi si¢ z oceny poziomu ich
ryzyka sd},, na pomiar rdwnomiernosci krancowych wktadow sktadowych portfela
w to ryzyko. Zaréwno ryzyko portfela jak i krancowy wkiad w nie, dla kolejnych dni
sesyjnych wyznacza si¢ z wykorzystaniem wyznaczonej ex post (w oparciu 0 wewnatrz-
dzienne stopy zwrotu aktywow) macierzy zrealizowanej kowariancji (w wariancie
RCov, ROWCov-MCD, ROWCov-PCS).

Pomiaru stopnia koncentracji (nierownosci) krancowych wktadow w ryzyko port-
feli, dla kolejnych dni sesyjnych dokonuje si¢ z wykorzystaniem wskaznika Giniego.
Analizowano tak jak w poprzednim przypadku przedziat czasowy ¢ = 31,...,340.
Dodatkowo policzono podstawowe statystyki opisowe stop zwrotu portfeli w ramach
backtestingu.

W backtestingu dla dni sesyjnych ¢ = 31,...,340 odchylenie standardowe stop zwrotu
RCov ROWCov- MCD ROWCov- PCS

portfeli ERC, dla ktorych przyjeto szeregi wag w, ', W, , W, oraz
w;?, przedstawiono w tabeli 8.
Tabela 8.
Odchylenie standardowe stop zwrotu portfeli ERC
m RCov ROWCov-MCD | ROWCov-PCS eq
odchylenie standardowe
1,4162 1,4171 1,4136 1,4350
dla préby R,", t = 31,...,340

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Warto$¢ odchylenia standardowego wyznaczona dla stop zwrotu portfeli ERC
w przedziale czasowym objetym backtestingiem, ksztattowata si¢ na zblizonym pozio-
mie, powyzej 1,41, ktory byt wyzszy niz w przypadku portfeli minimalnej zmiennosci
—1,38-1,39 (w przypadku portfeli ERC problem optymalizacyjny nie obejmuje mini-
malizacji ich zmiennos$ci), a tym samym nizszy niz w przypadku portfeli o rownych
wagach — 1,44. Statystyki dotyczace ksztattowania si¢ wskaznika Giniego mierzacego
koncentracje (nierownomiernos¢) rozktadu wag portfeli ERC, w przedziale czasowym
t = 31,...,340, przedstawiono w tabeli 9.

Tabela 9.
Wskazniki koncentracji rozktadu wag portfeli ERC
Struktura | Gini — wagi |Gini — wagi|Gini — wagi|Gini — wagi |Gini — wagi|Gini — wagi | Gini — wagi
wag portfela|$rednia arytm.| mediana |odch. stand. Ql Q3 min max
WFCDV 0,0327 0,0267 0,0212 0,0182 0,0407 0,0017 0,0900
wROWCMERL 0 0307 0,0262 0,0202 0,0164 0,0420 0,0017 0,0826
wyRowcowres 0,0330 0,0299 0,0218 0,0162 0,0432 0,0004 0,0867
wi! 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Przecietny poziom nierdéwnomierno$ci rozktadu wag dla portfeli ERC byt bardzo
niewielki, warto$¢ wskaznika Giniego rowna 0,03. Oznacza to, Ze przecigtnie struktura
portfela ERC byta zblizona do portfela z rownymi wagami. Nawet maksymalna odno-
towana warto$¢ wskaznika Giniego dla wag byta niewielka i wynosita 0,08—0,09.

Gléwnym kryterium oceny jakos$ci zbudowanych portfeli ERC jest stopien rowno-
miernosci krancowych wptywéw sktadowych portfela na jego taczne ryzyko, ktore to
mierniki wyznaczane sg ex post dla kolejnych dni sesyjnych, w oparciu o trzy warianty
kowariancji zrealizowanej: RCov, ROWCov-MCD, ROWCov-PCS. Jego oceny doko-
nuje si¢ w oparciu o szeregi czasowe warto$ci wskaznikéw Giniego. Statystyki doty-
czace ksztattowania si¢ poziomu koncentracji, dotyczacej krancowego wktadu poszcze-

gblnych aktywow w taczne ryzyko portfeli ERC, wyrazane przez sd,, =/w;"'V,w/"
w przedziale czasowym ¢ = 31,...,340 zestawiono w tabeli 10.
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Tabela 10.
Wskazniki koncentracji wktadow aktywow w taczne ryzyko portfeli ERC

Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini — Gini —

Struktura wktlad wktad wktad wktad wktad wktad wktad

wag w ryzyko w ryzyko | wryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko | w ryzyko

portfela | $rednia arytm. | mediana | odch. stand. Ql Q3 min max
whe 0,1423 0,1319 0,0819 0,0865 0,1843 0,0050 0,5745
W ROWCor-MED 0,1418 0,1310 0,0806 0,0861 0,1875 0,0029 0,5753
yRowconres 0,1428 0,1314 0,0813 0,0881 0,1868 0,0067 0,5757
wi! 0,1442 0,1313 0,0802 0,0895 0,1883 0,0145 0,5758

Zroédlo: opracowanie wilasne.

Dla portfeli ERC przecietny stopien nierdéwnomiernosci wktadow w ryzyko akty-
wOw wyrazajacy si¢ wartoscig wskaznika Giniego 0,14 wydaje si¢ by¢ wysoki, tym
bardziej, ze dla tych portfeli problem optymalizacyjny, wykorzystujacy w swej kon-
strukcji prognozy warunkowej kowariancji, zaktada minimalizacje¢ odstgpstw pomig-
dzy indywidualnymi udziatami w tacznym ryzyku portfela. Wspomniany poziom jest
prawie identyczny z tym dla portfeli o rownych wagach, co ma zwiazek z ogolna
tendencja do rownomiernego rozktadu wag w skonstruowanych portfelach ERC.
Maksymalna warto$¢ wskaznika Giniego dla wkiadow w ryzyko portfeli ERC, byta
bardzo wysoka i wynosita 0,57-0,58, przy géornym kwartylu na poziomie 0,18-0,19.
Co prawda przecietny poziom nierownomiernosci krancowych wkltadow w ryzyko
portfeli ERC byl nizszy niz w przypadku portfeli minimalnej zmienno$ci — przeci¢tna
wartos¢ wskaznika Giniego na poziomie 0,19-0,20. Wyniki dla portfeli ERC wydaja
si¢ by¢ niezadowalajace, bez wzgledu na to, ktére miary zrealizowanej kowarian-
cji wykorzystano w ramach konstrukcji prognoz warunkowej kowariancji, klasyczny
ROWCoyv, czy tez odporne ROWCov-MCD i ROWCov-PCS.

5. PODSUMOWANIE

Biorac pod uwage wyniki przedstawionych analiz empirycznych, wplyw zastoso-
wania odpornych oszacowan zrealizowanej kowariancji zamiast klasycznego oszaco-
wania ROWCov na poprawe wynikow konstruowanych portfeli okazat si¢ by¢ nie-
wielki. Zaréwno w przypadku portfeli, dla ktorych celem jest uzyskanie minimalnej
zmiennosci stop zwrotu portfela w ramach backtestingu oraz poziomu jego zrealizo-
wanej zmiennosci — ryzyka, jak tez portfeli ERC, w ktorych dazy sie do uzyskania
identycznego wptywu poszczegdlnych aktywow na faczne ryzyko, zastosowanie podej-
scia odpornego nie dato znaczacej poprawy wartosci najwazniejszych kryteriow oceny
w danej kategorii portfeli. W przypadku badan symulacyjnych, gdzie generowano
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szeregi czasowe zawierajace roznego rodzaju obserwacje odstajace obserwowano zysk
zwigzany z zastgpowaniem estymatora klasycznego jego odpornym odpowiednikiem.
W konteks$cie prowadzenia badan na podstawie tzw. wielkich zbiorow danych warto
podkresli¢, ze estymator klasyczny mozna oblicza¢ rekurencyjnie tzn. oszacowanie
z chwili ¢ mozna wykorzysta¢ w chwili ¢ + 1. Jak do tej pory estymatory odporne nie
posiadajg tej waznej cechy wplywajacej na jego ztozonos¢ obliczeniows.
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PROGNOZOWANIE WARUNKOWEJ KOWARIANCII Z WYKORZYSTANIEM
ODPORNYCH ESTYMATOROW ROZRZUTU MCD I PCS W ANALIZIE PORTFELOWEJ

Streszczenie

W artykule porownujemy dwa macierzowe estymatory wielowymiarowego rozrzutu — estymator
minimalnego wyznacznika macierzy kowariancji MCD z nowa propozycja estymatora minimalizujacego
kryterium inkongruencji PCS w kontekscie ich zastosowan w finansach. Przedstawiamy zasadnicze idee
lezace u podloza rozpatrywanych estymatorow. Analizujemy je za pomoca symulacji oraz za pomoca
przyktadéow empirycznych dotyczacych konstruowania portfeli inwestycyjnych.

Stowa kluczowe: odporny estymator rozrzutu, MCD, PCS, odporna analiza portfelowa, zrealizowana
kowariancja, portfel o minimalnym ryzyku, portfel ERC

CONDITIONAL COVARIANCE PREDICTION IN PORTFOLIO ANALYSIS
USING MCD AND PCS ROBUST MULTIVARIATE SCATTER ESTIMATORS

Abstract

In this paper we compare two matrix estimators of multivariate scatter — the minimal covariance
determinant estimator MCD with a new proposal an estimator minimizing an incongruence criterion
PCS in a context of their applications in economics. We analyze the estimators using simulation studies
and using empirical examples related to issues of portfolio building.

In a decision process we often make use of multivariate scatter estimators. Incorrect value of
these estimates may result in financial losses. In this paper we compare two robust multivariate scatter
estimators — MCD (minimum covariance determinant) and recently proposed PCS (projection congruent
subset), which are affine equivariant and have high breakdown points. In the empirical analysis we
make use of them in the procedure of weights setting for minimum variance and equal risk contribution
(ERC) portfolios.

Keywords: robust estimator of multivariate scatter, MCD, PCS, robust portfolio analysis, realized
covariance, minimum risk portfolio, equal risk contribution portfolio






