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PIOTR SULEWSKI'

MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI
W TABLICY DWUDZIELCZEJ WIEKSZEJ NIZ 2 x2

1. WPROWADZENIE

Moc testéw niezaleznosci to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej H,
gdy nie jest ona prawdziwa. W kazdym popularnym podreczniku ze statystyki znajduja
si¢ informacje o m.in. takich testach jak: niezaleznosci, t Studenta, Kotmogorowa
czy Behrensa-Fishera. Nie sposob nie zgodzi¢ si¢ zatem z teza, ze testy niezalezno-
$ci — obok wspomnianych wczesniej testOw — sg zapewne najczesciej stosowanymi
narzedziami statystycznym. Dane do testow niezalezno$ci aranzuje si¢ w postaci tablic
dwudzielczych (TD).

W pracy porownano rodzing szesciu tzw. ,,statystyk chi-kwadrat” — w sktad ktorej
wchodzi powszechnie znana i czesto stosowana statystyka y> Pearsona — ze statystyka
modutowa zaproponowang w Sulewski (2013). Pearson w statystyce x> uzyt kwadratu
dlatego, aby mdc skorzystac z rozktadu chi-kwadrat jako miary rozbieznosci. Kwadrat
uzyty w liczniku statystyki y?> powoduje réwniez, ze duze rozbieznoéci miedzy liczeb-
nosciag empiryczng a oczekiwang sg jeszcze wigksze, a mate rozbieznos$ci jeszcze
mniejsze. Innym celem jego zastosowania bylo uniknigcie wzajemnego niwelowania
si¢ rozbieznosci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchylen mozna uzy¢ takze
ich wartosci bezwzglednej, stad narodzit si¢ pomyst na statystyke modutows.

W Sulewski (2014) pokazano, ze tzw. ,,statystyki chi-kwadrat”: x> Pearsona, G ilo-
razu wiarygodnosci, N Neymana, KL Kullbacka-Leiblera, F7T" Freemana-Tukeya oraz
CR Cressiego-Reada, maja rozktad chi-kwadrat dla probek liczacych przynajmniej
kilkaset elementow. Korzystanie ze ,,statystyk chi-kwadrat” — szczeg6lnie dla matych
probek — wigze si¢ ze stosowaniem roznego rodzaju ograniczen. Np. ze statystyki
¥> Pearsona w tablicach dwudzielczych wiekszych niz 2 x2 mozna korzystaé, gdy
wszystkie liczebnosci oczekiwane sg nie mniejsze od loraz gdy nie wigcej niz 20%
tych wartos$ci jest mniejsze niz 5 (Yates i inni, 1999; Shier, 2004). Zdaniem Cochran’a
(1952) statystyke y> Pearsona dla tablic wiekszych niz 2 x2 mozna stosowaé, gdy
przynajmniej jedna z liczebno$ci oczekiwanych jest wigksza niz 5. W celu zniesie-
nia powyzszych ograniczen w niniejszej pracy zaproponowano wyznaczanie wartosci
krytycznych na drodze symulacji komputerowych metoda Monte Carlo. Wyznaczanie
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warto$ci krytycznych na podstawie np. 100.000 wartosci statystyki testowej — w dobie
wydajnych komputeréw z procesorami wielordzeniowymi — nie stanowi problemu, bo
trwa kilkadziesigt sekund.

Wymienione powyzej testy porownano ze wzgledu na ich moc — czyli zdolnosci
TD wxk do odrzucenia Hy, mowiacej o tym, ze nie ma zwigzku migdzy cechami X
i Y. Do wyznaczenia mocy testow tablice dwudzielcze wx k generowano za pomoca
metody stlupkowej oraz zaproponowano miare nieprawdziwosci Hy przyjmujaca rdzne
wartosci dla danego schematu wyznaczania prawdopodobienstw p; (ij = 1,2), dla
ktérych Hy jest niestuszna.

Niniejsza praca jest kontynuacjg rozwazan podjetych w Sulewski (2016), gdzie
omawiang tematyke zastosowano dla TD 2 x 2. Pierwszym celem pracy jest przed-
stawienie teorii dotyczacej testow niezaleznosci dla TD wx k, drugim celem — wpro-
wadzenie miary nieprawdziwo$ci Hy oraz porownanie jako$ci testow za pomoca ich
mocy. Praca sktada si¢ z dwoch czegsci. W czgscei | realizowany jest cel pierwszy,
zdefiniowano w niej TD w X k oraz siedem testow niezalezno$ci, opisano sposéb
generowania TD i wyznaczania wartos$ci krytycznych. W czgsci Il realizowany jest
cel drugi, zdefiniowano w niej miar¢ nieprawdziwosci Hy oraz wyznaczono moc ana-
lizowanych testow niezaleznosci w celu wylonienia najlepszego testu.

2. TABLICA DWUDZIELCZA wxk

Tabela 1 przedstaw1a tablice dwudzielczg w X k, ktora sklada si¢ z wartosc1 n;

(i=1,2,. ...k) rozkladu tacznego cech X'i Y takich, ze Z Z n, n
Tabela 1.
Tablica dwudzielcza w X k liczebno$ci
Cecha Y
Cecha X Razem
Y Y, Y,

Xi ny ny; Mk ny.

X5 Ny Ny )3 n.

X nyp ny; My npp

Razem n. n. Ny n

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Liczebnos$ci oczekiwane i-tego wiersza i j-tej kolumny wyznacza si¢ ze wzoru

n

..‘n.. .
Sl el (i=12,w

;] =12,...

5.

(1
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Tablice dwudzielczg wx k moZna takze przedstawié wykorzystujqc prawdopodo-
bienstwa p;; (i = 1,2,...,w; j ..,k) takie, ze Z Z/ 1 py 1 W odniesieniu do
tabeli 1 wartosci te Wyznaczane sq ze wzoru p; = n; / n (i = 1,2,..,w; j = 1,2,...,k).

Generacj¢ TD wx k niezbedna do przeprowadzema symulacp 1 wyznaczenia mocy
testow przeprowadzono metoda stupkowa. W tym celu przedziat (o,1) podzielono
na w - k podprzedzialow o szerokoSciach rownych wartosci prawdopodobienstw p;;
w taki sposéb, ze pierwszy podprzedzial ma szerokos$¢ py;, drugi — pjs, ..., k-ty
Pk ostatni — p,,,. Wielkosci p;; spetniajg oczywiscie warunek normalizacji
Z,- 12 ,p; =11 dobrano je w taki sposob, aby uzyska¢ zadang wartos¢ miary
nieprach21wosc1 H,.

Kazda z n wygenerowanych liczb losowych rownomiernych ,,wpada” do jed-
nego z podprzedzialow i tym samym zostaje o jedna zwigkszona liczba obiektow
W odpow1adajqcej temu podprzedziatowi komorce TD. Wielkosci n;; spetniajgce row-

nos¢ » " Z .11, = n sa liczebnoscig obicktow w poszczegolnych komoérkach TD.
Rysunek 1 przedstaw1a schemat wypeliania komérek TD 4 x2 dla liczebnos$ci proby
n= 2000 i miary nieprawdziwosci H, rownej 0, czyli p;= 0,125 dla kazdego i = 1,2,...,4;

j = 1,2. Tabela 2 prezentuje odpowiadajaca temu schematowi tablice dwudzielcza.

n = 2000 liczb losowych rownomlernych

A%/N

[ I I I I I I I |
0 0,125 0,25 0,325 0,5 0,625 0,75 0,875 1

N =264 n;,=245 ny =245 ny =231 ny =274 n; =253 ny =252 ny, =236

Rysunek 1. Schemat wypetniania komérek TD 4 x2

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 2.
Tablica dwudzielcza w X k otrzymana metoda stupkowa
Cecha Y
Cecha X Razem
Y, Y,
X 264 245 509
X 245 231 476
X3 274 253 527
X, 252 236 488
Razem 1035 965 2000

Zrodto: opracowanie wilasne.
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3. TESTY NIEZALEZNOSCI W TABLICY DWUDZIELCZEJ wx k

Do badania niezaleznosci cech X i Y w TD w X k skorzystano ze statystyki modu-
towej bedacej modyfikacja statystyki y> Pearsona (Sulewski, 2013):

uhiﬁbiﬂ e

i=1 j=1 i

oraz z rodziny statystyk, ktore dla TD wXxk maja asymptotyczny rozktad chi-kwadrat
z (w-1)(k-1) stopniami swobody i dlatego sa okreslane mianem ,,statystyk chi-kwadrat”
(Cressie, Read, 1984). Sg to:

1) Powszechnie znana i czesto stosowana statystyka y> Pearsona (Pearson, 1900)

= 3)
2) Statystyka G? ilorazu wiarygodnosci (Sokal, Rohlf, 2012)
) _en n;
G :222”,; In| 2~ |; 4)

3) Statystyka N Neymana (Neyman, 1949)

w k . ..
N=3 D>~ (5)

4) Statystyka KL Kullbacka-Leiblera (Kullback, 1959)

w k e..
KL=2)Ye, 1{—]]; (6)

i=1 j=1 n;
5) Statystyka FT Freemana-Tukeya (Freeman, Tukey, 1950)

FT =433, - e, ) 9

i=1 j=1

6) Statystyka CR Cressiego-Reada (Cressie, Read, 1984)

CR:%ZW:Zk:nij ("—f] ~1/. 8)
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Charakterystyke statystyk ,,chi-kwadrat” dla tablic dwudzielczych, trdjdzielczych
i czterodzielczych wraz z implementacja komputerowa mozna znalez¢ w pracy
Sulewskiego (2014).

W Sulewski, Motyka (2015a), korzystajac z metody Monte Carlo, poréwnano
jako$¢ ,,statystyk chi-kwadrat” wyrazong w funkcji mocy przy zatozeniu, ze statystyki
te — jaka twierdzg ich autorzy — podlegaja rozktadowi chi-kwadrat. Badania wykazaty,
ze jako$¢ testu x> Pearsona oraz CR Cressiego-Reada jest pordwnywalna i znacznie
lepsza od pozostatych.

Liczebnosci n; (i = 1,2,...,w; j = 1,2,....,k) w TD wXk sg zmiennymi losowymi.
Godnym uwagi jest, ze zmienne losowe bgdace odwrotnoscig lub ilorazem zmien-
nych losowych nie posiadajg warto$ci oczekiwanej i w konsekwencji takze niektorych
momentdw wyzszych rzedow. Rozklad chi-kwadrat — jak powszechnie wiadomo —
posiada wszystkie momenty.

Ponadto pozadanym jest, aby poszczegolne sktadniki statystyki testowej — gdy H
o niezalezno$ci cech X 1 Y jest stuszna — byty tego samego znaku i jak najblizsze 0.
Sktadniki statystyk (4), (6) i (8) sa réznego znaku i wzajemnie si¢ rekompensuja 1 tylko
dla bardzo duzych préb podlegajg rozktadowi chi-kwadrat (Sulewski, 2014). Aby to
pokaza¢ metoda shupkowa opisang powyzej wygenerowano tablice dwudzielcza 3 X3
o liczebnosci proby n = 150, gdy hipoteza Hy o niezaleznosci cech X i Y jest stuszna,
czyli p;; = 1/9(i,j = 1,2,3). Tabela 3 przedstawia wartosci poszczegolnych sktadnikow
,statystyk chi-kwadrat” (wartosci ujemne pogrubiono).

Tabela 3.
Wartosci sktadnikow ,,statystyk chi-kwadrat”

Sktadnik Ve G? N KL FT CR

i=1, j=1 0,029 1,362 0,028 -1,305 0,007 0,829
i=1, j=2 0,003 0,429 0,003 -0,424 0,001 0,259
i=1, j=3 0,060 -1,698 0,065 1,823 0,016 -0,995
i=2, j=1 0,381 -4,933 0,444 5,755 0,103 -2,813
i=2, j=2 0,616 -6,652 0,741 8,003 0,169 -3,755
i=2, j=3 2,547 14,901 1,816 -10,620 0,534 10,030
i=3, j=1 0,250 4,240 0,222 -3,769 0,059 2,647
i=3, j=2 0,638 7,481 0,538 -6,312 0,146 4,753
i=3, j=3 2,202 -8,301 3,699 13,945 0,702 -4,210
Razem 6,726 6,829 7,556 7,095 1,735 6,744

Zrodto: opracowanie wilasne.
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4. WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH

W okresie ostatnich kilkudziesigciu lat zaproponowano rozne testy niezaleznosci
dla tablic dwudzielczych oraz okreslono warunki ich stosowalnosci szczegolnie dla
matych prob, ktore najczesciej sa przedmiotem badan statystycznych. W dobie coraz to
szybszych komputeréw z procesorami wielordzeniowymi oraz rozbudowang pamigcia
operacyjng, mozna za pomoca stosownego oprogramowania znie$¢ te ograniczenia
i droga symulacyjna wyznaczy¢ wartosci krytyczne.

Przy wyznaczaniu warto$ci krytycznych, gdy miedzy cechami nie ma zwigzku,
zawartos¢ tablic dwudzielczych wXx k o liczebno$ci proby n generowano za pomoca
metody stupkowej przyjmujac p; = 1w - k) (i = 1,2,...,w; j = 1,2,...,k). Dla kazdej
TD wxk obliczono » = 10° warto$ci kazdej analizowanej statystyki testowej @, ktore
nastepnie uporzadkowano w kolejnosci rosngcej. Wartos¢ krytyczng na poziomie istot-
nosci o = 0,1 wyznaczono ze wzoru:

CVy = @ (90000)- ©)

Tak duza liczba powtdrzen » przy wyznaczaniu wartosci statystyki testowej zapew-
nia uzyskanie doktadnego wyniku.

5. MOC TESTU

Moc testu to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej Hy, gdy nie jest
ona prawdziwa. Moc testu zalezy od liczebnos$ci proby — im liczniejsza proba, tym
wigksza moc. Moc testu zalezy takze od poziomu istotnosci testu — im nizszy poziom
istotnosci, tym mniejsza moc testu. Moc testu zalezy rowniez od sily zwigzku miedzy
cechami — im wigksza sita zwigzku, tym wigksza moc testu. Wiecej informacji o mocy
testu znalez¢ mozna m.in. w Sulewski (2015b).

W celu wyznaczenia mocy testu — czyli zdolnosci TD do odrzucenia hipotezy
mowigcej o tym, ze nie ma zwigzku miedzy cechami X i ¥ — gdy w istocie zwigzek
jest, niezbedna jest generacja tablic dwudzielczych. Dane podlegajace opracowaniu
muszg by¢ danymi pochodzacymi z generatora liczb losowych, a nie danymi wzig-
tymi z praktyki. Uwzgledniajac narzucong site¢ zwigzku miedzy cechami wyrazong za
pomoca miary nieprawdziwosci Hy danej wzorem

w k
mnka :Zz‘pu_p[o.poj’ (10)
i=1 j=1
do wypetnienia TD w X k skorzystano z metody ,,shupkowej” wykorzystujacej praw-
dopodobienstwa p;; (i = 1,2,...,w; j = 1,2,.. k).
Znajac warto$¢ statystyki testowej @ dla réznych liczebnosci proby n wyznaczono
moc testu za pomocg wzoru m = u/r, gdzie u okresla liczbe tych spoérod » = 10°
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wszystkich mozliwych przypadkow, kiedy to warto$¢ statystyki testowej @ jest nie
mniejsza od wartosci krytycznej cv,.

Hipoteza zerowa Hy — mowigca o tym, ze migdzy cechami X'i ¥ w TD wxk nie
ma zwigzku — jest stuszna, gdy p; = p;. - p,ydlai=1,2,...,w;j = 1,2,... k. Zatem miara
(10) przyjmuje wartos¢ 0, gdy hipoteza Hy jest stuszna. Im wigksze wartosci mn, tym
wicksza jest mozliwos¢ falszywosci H,,.

Do wyznaczenia mocy testu dla TD w Xk skorzystano z réznych schematoéw
wyznaczania prawdopodobienstw Dij (i=12,...,w;j=12,....k), dla ktérych hipoteza
zerowa Hj jest niestuszna. Prawdopodobienstwa te — jak rowniez przedziaty zmienno-
$ci miary mn dla omawianych schematow — przedstawiono w tabelach 5, 7, 9, 11, 13.
Wynika z nich, ze miara nieprawdziwosci hipotezy H, zmienia si¢ w réznych prze-
dziatach. Minimalna liczebno$¢ proby dla danej TD i dla danego schematu zostata tak
dobrana, aby liczebnosci oczekiwane byly rdézne od zera. Maksymalng warto$¢ proby
ustalono tak, aby uzyska¢ maksymalng moc testu.

Dla statystyki modutowe;j |y| oraz dla ,,statystyki chi-kwadrat” o najwickszej mocy,
uzyskane wyniki porownano za pomoca testu o rdwnosci prawdopodobienstw stawia-
jac hipotezg zerowa, Ze moce testow sg rowne, czyli roznice sg statystycznie nieistotne.

TABLICA DWUDZIELCZA 2x3

Tabela 4.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 2x 3
Schemat A po = 1/6, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y 7 7
X Po — Kk Ap Po Po
X Po Po Pot+ kAp
Schemat B
Y g3 Y3
X Do~k Ap Po—k Ap Do
X Po Po+ kAp Po t kAp
Schemat C
Y, 7 7
X Po— kAp Po— Kk Ap Po
X Po T kAp Pot+ kAp Po
Schemat D
Y n Y3
X Do~k Ap Po Pot kAp
X Po+ kAp Po Po — k Ap p,

Zrédto: opracowanie wiasne.




198

Piotr Sulewski

Moc testu m

. .
004 006 008 01 012 014 016 018
Miara nieprawdziwosci mn

Miara nieprawdziwosci mn

02

Moctestu m

o om op os om o1 om o1 ol OB 02 02 o} 0% 02 03 02 03 03 03 04

Moctestu m

Miara nieprawdziwo$ci mn

Miara nieprawdziwosci mn

v

vl

Mo testum,

+ +
o 002 004 006 008 01 012 01 01 018 02
Miara nieprawdziwosci mn

Moctestu m

Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m

O o 00 006 00 01 01 O 03 01 02 02 02 0% 02 03 O} O0M 03 03 04
Miara nieprawdziwosci mn

Moctestum

o 008 o1z s oz o 036 s oas oss o
Miara nieprawdziwosci mn

VIII

Rysunek 2. Moc testoéw niezalezno$ci dla TD 2 x 3 oraz liczebnosci proby n

1. Schemat A, n =
II. Schemat A, n =
III. Schemat B, n
IV. Schemat B, n =

Zrédto:

125
150
125
150

V. Schemat C, n = 50

VI. Schemat C, n = 75

VIIL. Schemat D, n = 30
VIII. Schemat D, n = 40

opracowanie wilasne.
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Tabela 5.
Miara nieprawdziwosci Hy dla TD 2x3 i £ =0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C Schemat D
k/45 k=0.,..5
mny 3 = k/45 mny w3 = K2 /4504 k/90 k=6,..9 mny 3 = 2k /45 mny 3 = k/ 15
mny 3 € (050,2) mnyy 3 € 0;0,28) mny 3 € (050,4) mny 3 € (00,6)

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Rysunek 2 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla TD
2 x 3, na poziomie istotnosci a = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 2 wynika, ze ,,statystyki chi-kwadrat” dla TD 2x3 majg podobng moc,
a wystepujace miedzy nimi roéznice sg statystycznie nieistotne. Dla schematu A r6z-
nice miedzy statystyka [x|, a pozostatymi analizowanymi statystykami sg statystycznie
istotne dla mn € (0,133;0,178). Dla schematu B oraz n = 125, n = 150 rdznice te
sg statystycznie istotne odpowiednio dla mn € (0,147;0,280) i mn € (0,111;0,231).
Dla schematu C statystyka || ma istotnie wicksza moc od pozostatych statystyk,
gdy mn € (0,222;0,4). Dla schematu D roznice migdzy statystykami sa statystycznie
nieistotne.

TABLICA DWUDZIELCZA 2 x4

Tabela 6.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 2 x4
Schemat A po = 1/8, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y Y, Y3 Y,
X Po—kAp Po Po Po
X5 Po Po Po Pot kAp
Schemat B
Y, Y, Y3 Y,
X Po—kAp Po—kAp Do Do
X Do Do Dotk Ap Dotk Ap
Schemat C
Y, Y, A Y,
X Do~k Ap Po— k Ap Do Do
X Pot kAp Po+ kAp Po Po
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Tabela 6. (cd.)

Schemat D
Y, Y, Y Yy

X Po— kAp Po— kAp Po t kAp Po t kAp

X Pot kAp Pot kAp Po—kAp Po—kAp
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 7.
Miara nieprawdziwosci Hy dla TD 2x4 1 k= 0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C Schemat D
mny 4 = k /40 mny 4 = k> /400 mny 4 = k /20 mny 4 = 3k /40

mny w4 € <0,0,225>

Mty € 0;0,2025)

mnyyw4 € <0,0,45>

mny w4 € <0,0,675>

Zrodto: opracowanie wilasne.

Rysunek 3 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla
TD 2 x4, na poziomie istotnosci o = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 3 wynika, ze dla schematow A, C, D ,,statystyki chi-kwadrat” dla
TD 2 x4 majg podobng moc, a wystgpujace migdzy nimi réznice sa statystycznie nie-
istotne. Dla schematu A statystyka |y| charakteryzuje si¢ wigksza moca niz pozostale
statystyki, jednak przewaga ta jest statystycznie istotna dla n = 175 1 mn = 0,175.
Podobna sytuacja jest dla schematu B, gdy mn € (0,09;0,203). Dla schematu C r6znica
istotna statystycznie na korzy$¢ statystyki modutowej jest dla n =50 i mn € (0,3,0,45)
oraz n = 100 i mn € (0,3;0,35). Dla schematu D réznice mi¢dzy statystykami sg nie-

istotne statystycznie.
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Moctestu m

Moctestu m

Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m

oo on s o on
Miara nieprawdziwo$ci mn

008 o o1s 02 oz 0 o35 o1 oss
Miara nieprawdziwosci mn

Moctestu m

Miara nieprawdziwosci mn

Vil

Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn

1I

Moctestum

o o o o o
Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m

o o0s o1 oss 02 028 0 o3 0 oss
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Miara nieprawdziwo$ci mn

VIII

Rysunek 3. Moc testow niezalezno$ci dla TD 2 x4 oraz liczebnosci proby n

1. Schemat A, n = 150
II. Schemat A, n = 175
III. Schemat B, n = 150
IV. Schemat B, n = 200

Zrédto:

V. Schemat C, n = 50
VI. Schemat C, n = 100
VII. Schemat D, n = 30
VIII. Schemat D, n = 50

opracowanie wlasne.
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TABLICA DWUDZIELCZA 3x3

Tabela 8.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 3 x3
Schemat A po =1/9, Ap = py/10, k =0,1,....9
Y, Y, Y,
X Po—kAp Po—kAp/2 Po
X Po—kAp/2 Do Pot kAp/2
X; Po Dot kAp/2 Do Tk Ap
Schemat B
Y Y, r
Xi Po—k Ap Po—k Ap Po
X Po Po Po
X Po T kAp Pot+ kAp Po
Schemat C
Y, Y, Ys
X Po—k Ap Do Pot kAp
X Po Po Po
X3 Po Tk Ap Do Po—kAp
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 9.
Miara nieprawdziwo$ci Hy dla TD 3x3 i k= 0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C

mnsy3 = k2/900

mnsys = 0,02963 - k

mnszy 3 = 2k /45

mns 3 € {0;0,09)

mnzy3 € (0;0,2667)

mny.z3 € (0;0,04)

Zrodto: opracowanie wilasne.

Rysunek 4 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla

TD 3% 3, na poziomie istotnosci a = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 4 wynika, ze dla schematow B, C ,statystyki chi-kwadrat” dla TD 3 x3
maja podobng moc, a wystepujace miedzy nimi roéznice sg statystycznie nieistotne.
Dla schematu A statystyka [x| charakteryzuje si¢ wigksza mocg niz statystyka N,
jednak przewaga ta jest statystycznie istotna dla n = 300 i mn € (0,04;0,09) oraz
n =400 i mn € (0,028;0,09). Statystyka |y| charakteryzuje si¢ takze wiekszg mocg
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od pozostatych statystyk dla schematu B i przewaga ta jest statystycznie istotna dla
mn € (0,148;0,267). Dla schematu C ,statystyki chi-kwadrat” maja wigksza moc od
statystyki modulowej, jednak przewaga ta jest statystycznie istotna tylko dla n = 50
imn=0,311.

Moc testu m
Moc testu m

o 004 o5 006 oo ons 008 006
Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m
Moc testu m

o0 otz ois 018 o0 o o1s o
Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

v

Moctestu m
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

A% VI
Rysunek 4. Moc testow niezalezno$ci dla TD 3 x 3 oraz liczebnosci proby n
1. Schemat A, n = 300 IV. Schemat B, n = 100
II. Schemat A, n = 400 V. Schemat C, n = 50
III. Schemat B, n = 75 VI. Schemat C, n = 75

Zrodto: opracowanie wilasne.
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TABLICA DWUDZIELCZA 3 x4

Tabela 10.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 3 x4
Schemat A po = 1/12, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y, Y, Y, Y,
X Po =k Ap Po—kAp/2 Po—kAp/3 Po
X5 Po—kAp/2 Do Do Do T kAp/2
X; Po potkAp/3 potkAp/2 po+ kAp
Schemat B
Y, Y, Y Y,
X Po =k Ap Po =k Ap Po Po
X5 Po Po Po Po
X Pot kAp Pot kAp Po Po
Schemat C
Y, Y, r Yy
Xi po—kAp Po—kAp/2 PotkAp/2 Pot kAp
Re! Po Pov Po Po
X; P, Tk Ap p,tkAp/2 Po—kAp/2 Po — k Ap
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 11.

Miara nieprawdziwo$ci Hy dla TD 3x4 i k= 0,1,...,.9

Schemat A

Schemat B

Schemat C

mnyyg = K2/ 1250 + k /500

mnsy4 = k /30

mns x4 = k/20

mnszy«4 € <0,0,084>

mnszy4 € <0,0,03>

mnzy 4 € (0;0,45)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rysunek 5 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla
TD 3 x4, na poziomie istotnosci o = 0,1 i liczebnosci proby n.

Z rysunku 5 (schemat A) wynika, ze ,,statystyki chi-kwadrat” charakteryzuja si¢
r6zng mocg. Przy n = 400 roznice migdzy statystyka || a statystyka N jako repre-
zentanta ,,statystyk chi-kwadrat” o najwigkszej mocy, sg statystycznie istotne dla
mn € (0,031;0,054), z kolei przy n = 500 — dla mn € (0,042;0,054). Dla schematu B
moc testu dla ,.statystyk chi-kwadrat” jest bardzo podobna. Roznice miedzy staty-
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styka |y| a pozostatymi statystykami sg statystycznie istotne dla mn € (0,2;0,3) z korzy-
scig dla statystyki modutowej. Dla schematu C i préby n = 75 funkcje mocy testow
dla statystyki |y| i N sa bardzo podobne. Dla n = 100 funkcje mocy analizowanych
testow majg podobne przebiegi.

-l —-x2

Moc testu m
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

Moc testu m
Moctestum

Miara nieprawdziwosci mn

Miara nieprawdziwosci mn

Moctestum
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miaranieprawdziwosci mn

A% VI
Rysunek 5. Moc testow niezaleznosci dla TD 3 x4 oraz liczebnosci proby n
I. Schemat A, n = 400 IV. Schemat B, n = 125
II. Schemat A, n = 500 V. Schemat C, n = 75

III. Schemat B, n = 100 VI. Schemat C, n = 100
Zrédto: opracowanie whasne.
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TABLICA DWUDZIELCZA 4 x4

Tabela 12.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami dla TD 4 x4
Schemat A po = 1/16, Ap = py/10, k = 0,1,...,9
Y, Y, Y, Y,
X Po =k Ap Po—kAp/2 Po—kAp/3 Po
X5 Po—kAp/2 po—kAp/3 Do potkAp/3
X; po—kAp/3 Do potkAp/3 pot kAp/2
Xy Do Po Tt kAp/3 Po T kAp/2 Po T kAp
Schemat B
Y e Y3 Y,
X Po—kAp Po—kAp Po Do
X Po—kAp/2 Po—kAp/2 Po Po
X; potkAp/2 potkAp/2 Do Po
Xy Pot kAp Pot kAp Po Po
Schemat C
r g r; Yy
X Po—kAp Po—kAp/2 Po—kAp/3 Do
X, Do —kAp/2 po—kAp/3 Do potkAp/3
X; po—kAp/3 Do potkAp/3 potkAp/2
Xy Do Po Tt kAp/3 Po T hkAp/2 Po T kAp
Zrédlo: opracowanie wiasne.
Tabela 13.
Miara nieprawdziwosci Hy dla TD 4x4 i k= 0,1,...,.9
Schemat A Schemat B Schemat C
0 0,005 0,01 0,016 0,024 0,033
MAy 4 € {0’044 0,056 0,069 0,084 } mnyy 4 = 3k/ 80 mny 4 = 3k /40
mny 4 € 0;0,084) mny 4 € {0;0,338) mny 4 € 0;0,675)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rysunek 6 przedstawia zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary mn dla TD
4 x4, na poziomie istotnosci o = 0,1 i liczebnosci proby n.
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=l --x2

=Ixl -—x
~G2 =N

-CR

Moctestu m

Moctestum

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

~=Ixl —-x2

Moc testu m
Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

v

Moctestu m

Moc testu m

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

v VI
Rysunek 6. Moc testow niezalezno$ci dla TD 4 x4 oraz liczebnosci proby n
1. Schemat A, n = 300 IV. Schemat B, n = 125
II. Schemat A, n = 500 V. Schemat C, n = 60

III. Schemat B, n = 100 VI. Schemat C, n = 80
Zrodto: opracowanie wihasne.

Z rysunku 6 (schemat A) wynika, ze r6znice miedzy statystyka |x| a statystyka N
jako reprezentanta ,statystyk chi-kwadrat” o najwickszej mocy, sa statystycznie
nieistotne z wyjatkiem mn = 0,084. Dla schematu B réznice miedzy statystyka ||
a pozostatymi statystykami sg statystycznie istotne dla mn > 0,188 z korzyscig dla
statystyki modutowej. Dla schematu C analizowane statystyki majg podobng moc
z wyjatkiem statystyki N, ktora dla n = 80 i mn € (0,3;0,525) ma istotnie mniejsza
moc niz pozostate statystyki.
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6. PODSUMOWANIE

Kwadrat uzyty w liczniku statystyki > powoduje, ze duze rozbieznosci migdzy
liczebno$cig empiryczng a teoretyczng sg jeszcze wicksze, a male rozbieznos$ci jeszcze
mniejsze. Innym celem zastosowania kwadratu byto uniknigcie wzajemnego niwelo-
wania si¢ rozbieznosci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchylen mozna uzy¢
takze ich wartosci bezwzglednej, stad pomyst na statystyke modutowa.

Zaproponowana miara mn dla analizowanych schematéow prawdopodobienstw
zmienia si¢ w roznych przedziatach. Minimalna liczebnos$¢ proby dla danej TD i dla
danego schematu zostata tak ustalona, by liczebnosci oczekiwane byly niezerowe.
Maksymalng wartos¢ proby dobrano tak, by uzyska¢ maksymalng moc testu.

Artykul zwraca uwage na fakt, ze testy niezaleznosci wykorzystujace ,,statystyki
chi-kwadrat” tylko dla schematow prawdopodobienstw o najmniejszym zakresie
zmienno$ci miary mn charakteryzuja si¢ r6zng moca dla danej liczebnosci proby n
1 miary mn. Najwigkszag moc wsrdd nich ma statystyka N i ona jest bezposrednio
poréwnywana ze statystykag modutowsg. Jezeli widoczna jest przewaga statystyki
modutowej nad ,,statystykami chi-kwadrat”, to gléwnie dla nie poczatkowych war-
tosci miary mn w ramach danego przedzialu zmiennos$ci tej miary. Dla ostatniego
analizowanego w ramach danej TD schematu nieprawdziwosci H, przedstawiajacego
najwigkszy zakres zmiennos$ci miary mn, test wykorzystujacy statystyke modutowa
ma podobng moc jak pozostate testy niezaleznosci, z wyjatkiem TD 3 x 3, liczebnosci
proby n = 50 1 miary mn = 0,311, kiedy to statystyka |y| ma istotnie mniejsza moc
od pozostalych statystyk.

Reasumujac statystyka modutowa [x| charakteryzuje si¢ wigksza mocg niz ,,staty-
styki chi-kwadrat”, szczegdlnie jest to widoczne dla schematow prawdopodobienstw
o mniejszych zakresach zmiennos$ci miary mn. Dla schematéw C Iub D o najwickszym
zakresie zmienno$ci miary mn statystyka modutowa nie odstepuje pod wzgledem mocy
od pozostalych analizowanych statystyk. Na korzy$¢ statystyki modutowej przemawia
takze fakt, ze mozna z niej skorzysta¢ w sytuacji, gdy jedna komorka lub dwie lezace
na przekatnej sg puste. Statystyk G2, N i KL nie mozna stosowaé w tej sytuacji.
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MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI W TABLICY DWUDZIELCZEJ WIEKSZEJ NIZ 2x2
Streszczenie

W literaturze statystycznej istnieje wiele miar testowych do badania niezaleznosci cech w tablicach
dwudzielczych. Do analiz statystycznych wybrano rodzing szesciu tzw. ,,statystyk chi-kwadrat” — w tym
statystyke x> Pearsona — oraz propozycje autora w postaci statystyki modutowej. W celu uwolnienia si¢
od ograniczen stosowalnosci ,,statystyk chi-kwadrat”, warto$ci krytyczne dla wszystkich analizowanych
statystyk wyznaczono symulacyjnie metodami Monte Carlo. W celu poréwnania testow zaproponowano
miar¢ nieprawdziwosci H,) oraz wyznaczono moc testow, czyli zdolno$¢ tablicy dwudzielczej wxk do
odrzucenia H, mowiacej o tym, ze mi¢gdzy cechami X i Y nie ma zwiazku.

Slowa kluczowe: tablica dwudzielcza, test niezaleznos$ci, wartosci krytyczne, Monte Carlo

POWER ANALYSIS OF INDEPENDENCE TESTING
FOR TWO-WAY CONTINGENCY TABLES BIGGER THAN 2x2

Abstract

In the statistical literature there are many test measures to study the independence features in the
two-way contingency tables. For statistical analysis, the family of six so-called “chi-squared statistic”
was selected — including Pearson’s > statistics — and the proposal of the author in the form of modu-
lar statistics. In order to free themselves from the limitations of the applicability of the “chi-squared
statistic”, critical values for all analyzed statistics were determined by simulation methods of Monte
Carlo. In order to compare the tests, the measure of untruthfulness of H, was proposed and calculated
the power of the tests which is the ability of two-way contingency tables to reject null hypothesis
which says that between features X and Y there is no relation.

Keywords: two-way contingency tables, independence test, critical values, Monte Carlo study






