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EMIL PANEK!

GOSPODARKA GALE’A Z WIELOMA MAGISTRALAMI.
»SLABY” EFEKT MAGISTRALI

1. WSTEP

W teorii magistral dowodzi sie, ze bez wzgledu na stan wyj$ciowy gospodarki
optymalne procesy wzrostu sg w dlugich okresach czasu zawsze zbiezne do pewnej
wzorcowej Sciezki zwanej magistrala (produkcyjna, kapitalowa, konsumpcyjng), na
ktorej gospodarka osigga najwyzsze tempo réwnomiernego wzrostu>. W stacjonar-
nych modelach dynamiki ekonomicznej typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa magistrala
jest zazwyczaj okre$lona jednoznacznie, a jej obrazem geometrycznym w przestrzeni
standw gospodarki jest potprosta zwana promieniem von Neumanna. Pisalismy o tym
m.in. w artykulach Panek (2015a, 2016) sugerujac, ze zatozenie jednoznacznosci magi-
strali mozna ostabic, ale niestety kosztem wzrostu ztozonosci modelu. Przyktad takiego
uogoblnienia prezentujemy ponizej. Co ciekawe, ztozonos¢ modelu szczegdlnie przy
tym nie rosnie.

Zajmiemy sie n — produktowa gospodarka typu Gale’a, w ktorej pojedyncza magi-
strale zastagpimy wigzka magistral, nazywana dalej umownie magistrala wielopasmowa.
Ustalimy warunki istnienia magistrali wielopasmowej w gospodarce Gale’a oraz jej
niektore wlasnosci, ale przede wszystkim pokazemy, ze podobnie jak w klasycznych
modelach z pojedyncza magistrala, w gospodarce Gale’a z magistralg wiclopasmowa
obserwujemy specyficzng stabilno$¢ optymalnych procesow wzrostu, nazywang w lite-
raturze ,,stabym” efektem magistrali.

Prezentowany model nawigzuje do wersji przedstawionej w ksigzce Panek (2003,
rozdz. 5, punkt 5.1).

' Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra

Ekonomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
2 Zob. np. McKenzie (1976; 1998; 2005, rozdz. 26), Nikaido (1968, rozdz. IV), Panek (2003,
rozdz. 5, 6), Takayama (1985, rodz. 7).
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2. PRZESTRZEN PRODKCYJINA GALE’A. DEFINICJA, WYBRANE WEASNOSCI

Standardowa n — produktowa przestrzen produkcyjna Gale’a Z (inaczej: zbidr
technologiczny) jest stozkiem wypuklym zawartym w R2", z wierzchotkiem w 0.
Jego elementami sg 2n-wymiarowe wektory (x,y) = (X1, ., Xy, Y1, ooes V) = 03,
o ktorych mowimy, ze opisuja dopuszczalne procesy produkcji w gospodarce Gale’a;
X — nazywamy wektorem zuzycia (nakladow), y — wektorem produkcji (wynikoéw).
Zapis (x,y) € Z oznacza, ze w gospodarce, ktorej technologie opisuje przestrzen pro-
dukcyjna Z, z wektora nakladow x mozliwe jest wytworzenie wektora produkcji y.

Procesy produkeji podporzadkowane sg nastepujacym regutom:

G V(x,y) EZVA=0A(x,y) €Z)
(warunek proporcjonalno$ci naktadow i wynikdw),
(G2) V(x\,y ) eZi=12((x* +x%yt +y?) €2)
(warunek addytywnosci procesow produkcyjnych),
G Vix,y) EZ(x=0=y=0)
(warunek ,,braku rogu obfitosci”),
GHVx,y)EZ(x' 2x= (x',y) € Z)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa nakladow),
GCHVxy)ezZ(y =y=(xy')eZ)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa mocy produkcyjnych),
G6) V(x\,y')eZi=12,.. ((xi,yi) >®y) =@y e z)
(domknigtos¢ przestrzeni produkcyjnych).
Zauwazmy, ze jezeli (x,y) € Z oraz (x,y) # 0, to x # 0. Dalej interesuja nas
nietrywialne (niezerowe) procesy (x,y) € Z \ {0}.

Liczbe

a(x,y) = max{a|ax = y}

3 Jezeli a,b € R", to zapis a Z b oznacza, ze dla kazdego i zachodzi: a; > b,. Piszac a > b rozu-
miemy, ze a = b oraz a # b.
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nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x,y) € Z \ {0}.
Funkcja a jest ciagla i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z \ {0}. Stad i z twierdzenia
Weierstrassa o istnieniu maksimum funkcji ciaglej na zbiorze zwartym otrzymujemy
whniosek, ze istnieje rozwigzanie (x,y) € Z \ {0} zadania

max a(x,y)=max a(x,y)=a(X,y)=ay, (N
(x.9)eZ\{0} (x.)eQ(1)

gdzie (1) = {(x,y) € Z| |I(x, )|l = 1} (tutaj i dalej [a]=>_|a,|).* Wobec dodatniej

jednorodnosci stopnia 0 funkcji o rozwigzanie to jest okreslone z doktadnoscia do
mnozenia przez dowolng statg dodatnig (z doktadnoscia do struktury):

jezeli
a(x.y) =max  a(x,y)= ay,
(x.)eZ\{0}
to takze VA > 0
a(Ax.Ay) =max a(x,y)= ay. 2)
(x.)EZ\0}

Proces (¥,y) bedacy rozwigzaniem zadania (1) nazywamy optymalnym procesem
produkcji w gospodarce Gale’a. Liczbe o, nazywamy optymalnym wskaznikiem tech-
nologicznej efektywnosci produkciji.

Oznaczmy przez Z,, © Z \ {0} zbior wszystkich optymalnych proceséw pro-
dukgcji:

Zopt ={(x,y) € Z\ {0}] a(x,¥y) = ay}.
O jego ksztalcie moéwi ponizsze twierdzenie.

0 Twierdzenie 1. Przy zalozeniach (G1)—(G6) zbior Z,, jest stozkiem wypuktym
nie zawierajacym 0.

Dowéd. Wezmy dowolng par¢ optymalnych procesow (fi,yi) € Zopt, 1 = 1,2, oraz
takie liczby A;,4, =0, ze A, +1, > 0. Niech (%,7%) = 4,(xL, y1) + 1,(x2,92).
Wowczas (%,y) € Z \ {0}, czyli

a(x.y) < ay. (3)

4 Zob. np. Panek (2003, tw. 5.2). Zbiér Q(1) jest zwarty. W twierdzeniu 5.2 zamiast niego mamy
(tez zwarty) zbior Q = {(x,y) € Z| |(x, )|l = 1}).
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Z zatozenia a(x!,y') = a(x? y2) = ay, wigc
ayxt =yl oraz ayx? = y?

1 wobec tego
ayx = ay (A xt + 1,%%) S 1,9+ 1,92 =7,
skad wnioskujemy, ze:
a(x.y) = ay- 4)
Z (3), (4) otrzymujemy a(x.y) = ay, zatem (X,y) € Zyp;. ]

Jezeli (X,5) € Zype, to wobec (G4), (G5) rowniez (¥, ayX) € Zopy oraz
(7, amy) € Z,p; - Jednakowoz, bez dodatkowych warunkow, o optymalnym wskazniku
technologicznej efektywnosci o, mozemy jedynie powiedzie¢, ze jest nieujemny. Aby
wykluczy¢ ten nierealistyczny przypadek zaktadamy, ze spetniony jest nastgpujacy
postulat, ktéry nazywamy warunkiem silnej regularnoéci’:

(G7) VX, Y) € Zope (7 > 0)

gloszacy, ze w optymalnych procesach produkcji wytwarzane sg wszystkie towary.
Oczywiscie, wowczas a,, > 0. Ponadto, z (G7), (G4) wynika, Ze istniejg takie procesy
(x, y) > 0, w ktorych produkcja y jest (po wszystkich wspotrzednych) a,, — wielo-
krotnoscig naktadow X:

AX,Y) € Zype(¥ = ay X > 0). Q)
WeZzmy dowolny proces produkeji (x,y) € Z \ {0} z wektorem y # 0. O wektorze

soloo (22 )
iyl ~ iyl il iy

mowimy, ze charakteryzuje strukture produkcji w procesie (x,)).
Oznaczamy przez S nastepujacy zbior wektorow struktury produkcji we wszystkich
optymalnych procesach (X,y) € Z,;:

S={s13®7) € Zop (s = ”f;—”)} (6)

W standardowym modelu Gale’a zbidr ten redukuje si¢ do punktu. O jego (nie-
ktorych) wiasnosciach mowi kolejne twierdzenie.

5 Stabsza wersje tego warunku sformutujemy w punkcie 6.
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o0 Twierdzenie 2. Przy przyjetych zatozeniach zbior S:

(i) jest niepusty, zwarty 1 wypukty,
(i) zawiera wylacznie wektory dodatnie.

Dowdd. (i) Zbidr S jest niepusty, gdyz istnieje rozwigzanie zadania (1).

(Zwarto$é) Wezmy dowolny ciag wektorow st € S, i =1, 2, ..., c. Poniewaz
S c SF(1) ={s € R}|lIs|| = 1} i simpleks S}(1) jest zbiorem zwartym, wigc

a{sif};"=1 <sif >5e 51(1)>.

Niech 7% = aysY. Woéwczas
(sY,nY) = (sY,aysY) € Z\{0},j = 1,2,..., 0,

(s',n') - (M =G ans) € Z\ (0}

Jednoczesnie a(5, 1) = ay, oraz ”;—” =5€St(), wiec SES.

(Wypuktos¢) Wezmy dowolne wektory st,s2 € S oraz liczby a,f = 0, a + B = 1.
Pokazemy, ze s = as'+fs? € S. Poniewaz s!,s? € S, wigc

3(#,51) € Zope (s =)y i = 1, 2
(% 71) € Zope s = - ¢

Oczywiscie, a(xl,y1) = a(x?,¥?) = ay. Z (G1) oraz dodatniej jednorodnosci

= 1_>0,i=1,2.
[l7¢1

Stozek Z,,, jest zbiorem wypuklym, wigc (x',y") = a(%',s") + B(X?,5%) € Z,y, oraz

stopnia 0 funkcji a wynika, ze (J?i, si) € Zope, gdzie xt = ;%8 A

1 2 !

— ol 2 _ as'+fst _y
S=as tps  =————= .
p llast+Bs2|l [yl

Zatem s € S.

Zauwazmy, ze przy dowodzie zwarto$ci 1 wypuktosci zbioru S nie korzystamy
z warunku (G7).
(i) Teza jest bezposrednia konsekwencja warunku (G7). |
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3. WIELOPASMOWA MAGISTRALA PRODUKCYINA I ROWNOWAGA VON NEUMANNA
Wezmy dowolny wektor (optymalnej) struktury produkcji s € S. W literaturze
potprosta
N; = {As|A > 0} 7

nazywa si¢ promieniem von Neumanna (lub magistralg produkcyjng), zob. Takayama
(1985, rozdz. 7), Nikaido (1968, rozdz. 1V). Zbior

N = Uges Ny = {As| 1> 0,5 € S} (8)

nazywamy wielopasmowg magistrala produkcyjna w gospodarce Gale’a. Magistralg
wielopasmowa N tworzy wigzka promieni (pojedynczych magistral) N, s € S. Zbior S
sktada si¢ z wszystkich unormowanych (do 1) wektorow charakteryzujacych strukture
produkcji na wielopasmowej magistrali.

o Twierdzenie 3. Przestrzen metryczna (N, p) z metryka

y2

yl
Iyt vz

p(Ng,Ny2) = | , yl € Ny1,y? € Nz,
oraz operacjami dodawania:
Ngi + Ng2 = {y' + y*| y* € Ng1, y* € N2}
i mnozenia przez skalar ¢ € RL:
oN; = {oy|y € N;} = {o4s|1 > 0}
jest zwarta i wypukta.

Dowéd. (Zwarto$¢) Niech Ny € N, i=1,2, ...,00,tzn. s'€S,i=1,2, ..., o,
Zbidr S jest zwarty, a odwzorowanie f:S — N postaci

f(s) = Ny = {4s|]A > 0}
ciagle, wigc przestrzen metryczna (N, p) jest zwarta (jako ciagly obraz zbioru zwartego).
(Wypuktos¢) Wezmy dowolne promienie N 1, N2 € N oraz liczby a,f = 0,
a+pf=1.Niech N = aNs1 + fN,2. Pokazemy, ze N € N. Jezelia=0,to N = N2 € N.
Podobnie, jezeli f =0, to N = N1 € N. Zalozmy, ze a, f > 0. Wowczas:
N = aNg + N, = a{Ast|2 > 0} + B{As?|A > 0} = {A(as? + Bs?)|A > 0} €N,

gdyz s = as+fs? € S. n
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Oznaczmy przez p = (pq,...,pn) =0 wektor cen towaréw w gospodarce
Gale’a. Niech (x,y) € Z. Tloczyn (p,x) = X%, p;x; przedstawia warto$¢ naktadow,
a (p,y) = XL, piy; warto$¢ produkcji w procesie (x, y) (przy cenach p). Liczbe
(p,y)

(p,x)

B(x,y,p) =

(tam gdzie (p, x) # 0) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu
(x, ¥) (przy cenach p).

o Twierdzenie 4. Przy zatozeniach (G1)—(G?7) istnieje taki wektor cen p = 0, ze

V(x,y) € Z((p,y) — an(p,x) < 0), )
oraz
V(X,¥) € Zopc({D,¥) = an(p, X) > 0), (10)
lub inaczej
B(x,y,p) < ay ")

(wszedzie gdzie funkcja B(-.,p) jest okreslona) oraz
B(x,y,p) = ay (10)

dla wszystkich procesow (X,¥) € Z,p;.
Dowéd®. Zbior

C={ceRc=ayx—y,(x,y) €Z}
jest stozkiem wypuklym w R” (jako liniowy obraz stozka Z) nie zawierajacym wekto-
réw ujemnych. Istotnie, gdyby istniat taki proces (x',y") € Z,ze ¢’ = ayx' —y' <0,
to znalaztaby si¢ rowniez taka liczba &’ > 0, ze prawdziwa bytaby nierownos$é
(ay + €")x" = y'. Woéwczas musiatby zachodzi¢ takze warunek:

@y =max a(x,y)= a(x',y") = ay + &,

(x.y)eZ\{0}

co jest oczywiscie niemozliwe. Zbior

¢ Dowod nawigzuje do tw. 5.4 z pracy Panek (2003); zob. takze Panek (2015a, tw. 1).



362 Emil Panek

D=C+R}={c+x|ceC,x€eR}}

tez jest stozkiem wypuktym z wierzchotkiem w 0 (jako suma pary stozkow) nadal nie
zawierajacym wektoréw ujemnych (nie ma ich bowiem w zadnym ze zbiorow C, RY)
oraz C c D. Natomiast do D nalezg wektory jednostkowe ¢ = (0, ..., 1, ..., 0)),
i=1,2, .., n Z twierdzenia o hiperplaszczyznie oddzielajacej wnioskujemy, ze
istnieje taki wektor p # 0, ze

vd € D({p,d) = 0).
Poniewaz et € D,i=1,2, ..., n, wiec p; = 0,i=1,2, ..., n. W szczegdlnoSci

Ve e C({p,c) = 0),
czyli

V(X'J/) € Z((ﬁ'aMx _}’) = 0))

tzn. zachodzi warunek (9) (réwnowaznie (9”)).
Jezeli (X,y) € Zoye, wtedy ayX =y, wige

(0, y) = an(p, x).
Natomiast z (9), zwazywszy na (G7) dostajemy:
0 <(p,y) < an(p,x).
Tym samym spetniony jest warunek (10) (rownowaznie (107)).
Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna. O kazdej trojce {a m, V), D }

spetiajacej warunki (9)—(10) mowimy, ze tworzy (optymalny) stan rownowagi
von Neumanna’.

4. DOPUSZCZALNE I STACJONARNE PROCESY WZROSTU

Zakladamy czas skokowy, t =1, 2, .... Przez T= {0, 1, ..., t;}, t; < +o0, 0zna-
czamy horyzont funkcjonowania gospodarki, x(t) = (x;(t), ..., x,(t)) jest wektorem

7 W réwnowadze neumannowskiej ceny p = 0 oraz proces produkcji (%,7) € Z \ {0} sg okre$lone

z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez stala dodatnia). Dochodzi w niej do zréwnania ekonomicznej
efektywnosci produkeji z efektywnoscia technologiczng na maksymalnym mozliwym do osiaggnigcia przez
gospodarke poziomie.
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naktadow (zuzycia) towarow w okresie 7, y(t) = (y1 @), .., Vn (t)) wektorem produk-
cji wytworzonej w tym okresie z naktadow x(#). O parze wektorow (x(t), y(t)) € Z
mowimy, ze opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji w okresie .
Gospodarka jest zamknieta w tym znaczeniu, ze naktady w okresie nastepnym, ¢ + 1,
pochodza w niej wytacznie z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim ¢:

x(t+1D)=y(@),t=0,1,..,64 -1,
co w mysl (G4) prowadzi do inkluzji:
(YO, yt+D)EZ, t=0,1, .., — L (11)

Przez y° oznaczamy poczatkowy wektor produkcji:

y(0) =y°=0. (12)

O ciagu wektorow {y(t)}ilzo spetniajagcym warunki (11)—(12) moéwimy, ze opisuje
(", t;) — dopuszczalny proces wzrostu w gospodarce Gale’a. Latwo zauwazy¢, ze
przy przyjetych zatozeniach, dla dowolnego poczatkowego wektora produkcji y° = 0,
w kazdym (dowolnej dhugosci) horyzoncie 7 istnieja (V°, ¢;) — dopuszczalne procesy
wzrostu; zob. np. Panek (2003, lemat 5.1). Proces dopuszczalny szczegolnej postaci

y@) =yty° t=0,1,..,4 (13)

(y > 0) nazywamy stacjonarnym procesem wzrostu z tempem 7. Nie zawsze (nie dla
kazdego wektora y° > 0) istnieje stacjonarny proces wzrostu. Proces taki (z tempem
y > 0) istnieje, gdy zachodzi inkluzja

(% yy® € Z \ {0}.

Przy zatozeniach (G1)—(G7) w gospodarce Gale’a istniejg stacjonarne procesy wzrostu
z dowolnym tempem y € (0, ayl:

vy € (0,ay]135 = 0((5,v9) € Z \ {0}).
Zauwazmy, ze
maX(yyyez\fo} ¥ = max  a(x,y)= a(x,y).
(x,y)eZ\{0}

Stad, wobec (G4), (G5) dostajemy:

(7, am¥) € Zope © Z\{0},
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co prowadzi do stacjonarnego procesu {37(t)}§1=0 postaci (13) z tempem y = oy,
i poczatkowym wektorem produkeji ¥° = ¥, ﬁ:” = s € S. Nazywamy go optymalnym

stacjonarnym procesem wzrostu w gospodarce Gale’a. Optymalny stacjonarny proces
postaci ¥(t) = al,y,t=0, 1, ..., t; (z poczagtkowym wektorem produkcji y), biegnie
po magistrali (promieniu) Ng:

vt € T(y(t) € Ny),

gdzie s = Jego dowolna dodatnia 1 — wielokrotnos¢ A{y(t)}t o tez jest optymal-

|| I
nym stacjonarnym procesem (z poczatkowym wektorem produkcji 4y). Suma dwoch
optymalnych stacjonarnych procesow y1(t) = ag,y', y2(t) = al,y? jest optymalnym
stacjonarnym procesem wzrostu (z poczgtkowym wektorem produkeji y = y* + y2).
Reasumujac, optymalne stacjonarne procesy wzrostu w gospodarce Gale’a z wielopa-
smowa magistralg tworza stozek wypukty nie zawierajacy 0.

Jak pisali$my na wstepie, w pracach z teorii magistral przyjmuje si¢ zazwyczaj,
ze optymalny stacjonarny proces jest w gospodarce Gale’a okre§lony jednoznacznie
z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez stata dodatnia), co skutkuje istnieniem
doktadnie jednej magistrali Ng (jednego promienia von Neumanna), a nie wigzki magi-
stral N. Jednoznaczno$¢ promienia von Neumanna zapewnia nastepujacy warunek®:

jezeli ayx =y > 0 oraz s = ”%”, to

v<xy)e2\{0}(ﬂ¢s B(x,y,p) = 2’3”;< M>

(jezeli struktura naktadéw w jakimkolwiek dopuszczalnym procesie produkceji odbiega
od jedynego wektora s struktury produkcji na magistrali, to efektywno$¢ ekonomiczna
takiego procesu jest nizsza od optymalnej). W konsekwencji mamy jednoelementowy
zbior S oraz jeden, okreslony z doktadnos$cig o struktury, optymalny proces produkcji
(f, }7 ) €Z opt-

Zatozenie o istnieniu w gospodarce tylko jednej magistrali nie ma uzasadnienia.
Poniewaz nie mozna wykluczy¢ istnienia wielu optymalnych stacjonarnych $ciezek/
procesow wzrostu, dlatego dalej zaktadamy, ze w gospodarce Gale’a moze istnie¢
cata wigzka (pasmo) magistral N. W mysl twierdzen 2, 3 zbior S wektorow struktury
produkcji we wszystkich optymalnych procesach produkcji (X,¥) € Z,,, oraz wielo-
pasmowa magistrala N, ztozona z wigzki promieni von Neumanna Ng, s € S, s zwarte
i wypukte. Po wielopasmowej magistrali biegng wszystkie optymalne stacjonarne

”_” =seS, (¥(t),y(t+ 1)) € Z, wige

8 Zob. np. Radner (1961), Nikaido (1968, rozdz. IV, par. 13).

procesy wzrostu postaci y(t) = aly >0,
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N o __ (py+D) _ Bai'y)
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co pokazuje, ze procesy takie wyrozniaja si¢ takze najwyzsza efektywnos$ciag
ekonomiczng. Wprowadzmy nastepujacg miare odleglosci (katowej) wektora
x = (x4, ..., xy) = 0 od wiclopasmowej magistrali (zbioru) N:

!

X

d(x, N mf
M) = ot =

Zaktadamy, ze

(G8) V(x,y) € Z\{0}(x € N = B(x,y,p) < ay)

(efektywnos$¢ ekonomiczna procesu lezacego poza wielopasmowa magistralg jest niz-
sza od optymalnej) lub rownowaznie:

(G8) V(x,y) € Z\{0}(x € N = (p,y) < ay(p,x)).
Warunek (G8) nie wyklucza istnienia wielu magistral, tym samym wystgpowania
w réwnowadze von Neumanna wielu optymalnych procesow produkcji o roznej struk-

turze. Wszystkie wyroznia tez najwyzsza efektywnos$¢ ekonomiczna.

o Twierdzenie 5. Jezeli zachodza warunki (G1)—(G8), to

Ve > 036 € (0,ap)V(x,y) € Z\ {0} (d(x,N) = e = B(x,y,p) < ay — &).
Dowod’. Zauwazmy, Ze jezeli proces (x,y) € Z \ {0} spelia warunki twierdzenia, to
spetnia je takze kazdy proces A(x, y) z liczbg 4 > 0. Przy dowodzie wystarczy ogra-

niczy¢ si¢ do dopuszczalnych proceséw produkcji (x, y) ze zbioru

V(e) ={(x,y) € Z|lllx|l = 1 Ad(x,N) = &}.

/
lub inaczej:
||x|| Il ” J

Z definicji mamy d(x,N) = inf,/cy f(x, x"), gdzie f(x,x") =

d(x,N) = infses f(x,5), s = P ,”

Dowdd jest (dostosowang do specyfiki obecnego modelu) wersja lematu Radnera (1961). Odlegto$é

(katowg) wektora x od pojedynczej magistrali Ng = {As| 1 > 0} postaci d(x, N) = ”ﬂ - s” w oryginalnym

dowodzie Radnera zastgpuje obecnie odlegtos¢ d (x, N) wektora x od zbioru (wiazki) magistral N. Technika
dowodzenia pozostaje bez zmian.
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Poniewaz f € CO(R% \ {0} x R? \ {0}) oraz zbidr § jest zwarty, wiec
Vx =035 €S (f(x,5)) = infses f(x, 5). (14)

Ustalmy dowolna liczbg ¢ > 0. Pokazemy, ze zbior V(e) jest zwarty (ograniczony
i domkniety w R?").

(Ograniczono$¢) Zatozmy, ze 3 {xi,yi}zl, (x4 y") € V(e),
Wobec tego, ze Vi (||x‘|| = 1) wnioskujemy, iz ||yl|| 2 + 0. Wtedy, zgodnie z (G1),

istnieje ciag dopuszczalnych procesow

i

(&n) = <

y! .
ezZ,i=1,2, ...,
lytll” [y ||>

&0, ||r]l|| = 1, zatem istnieje podciag {f ii,nii}jo_l zbiezny do granicy (0,7) oraz
; =

l7]l = 1. Przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknietym w R*", wiec (0,7) € Z,
co przeczy jednak (G3). Tym samym }{(e) jest zbiorem ograniczonym.

(Domknietos¢) Niech {xi, yi}zl bedzie ciggiem procesow ze zbioru V(¢) zbieznym

do granicy (X,y). Wowczas oczywiscie (X,y) € Z oraz ||x|]| = 1. Pokazemy, ze
d(x,N) > . Wobec ciagtosci funkcji f(-,) 1 zwartosci zbioru S, zgodnie z (14):

vidasies (f(xi,si) = irelsff(xi,s) =d(x',N) > e)
oraz
El{sif};ozl (sii 7§E S Af(xii,sif) = infsesf(xif,s) = d(xii,N) > s).

Wowezas f(%,5) = d(%,N) > &. Zbiér V() jest zatem domknigty w R?". Jest takze
ograniczony, wigc jest zwarty.

W mysl (G8)
V(x,y) € V(e)(0 < (p,y) < au(p, x)),
czyli

V() € V() (0< By, p) = E2 < ay)
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Funkcja B(-,-,p) jest ciagta na V(e) jako iloraz dwoch funkeji liniowych z nie-
zerowg funkcjg w mianowniku (wszedzie na V(e) mamy bowiem (p,x) > 0), wiec
w mysl twierdzenia Weierstrassa istnieje rozwigzanie zadania

maXy,y)ev(e) Blx,y,p) =P < ay.

Wowczas
36, > 0V(x,y) € V(e)(B(x,y,P) < ay — &),

(wystarczy przyjac¢ 6, = ay — [ > 0) lub rownowaznie:

V(x,y) e V(e){p,y) < (ay — 8:)(P, X)),

c.n.d. n

5. OPTYMALNE PROCESY WZROSTU. ,,SLABE” TWIERDZENIE
O WIELOPASMOWEJ MAGISTRALI

Interesuje nas nastepujgce zadanie maksymalizacji wartosci produkceji mierzonej
w cenach von Neumanna w koncowym okresie ¢, horyzontu 7'°:

max (p, y(t;))
p.w. (11)—(12).

Przy zatozeniach (G1)—(G8) zadanie to ma rozwigzanie {y*(t)}ilzo, ktore nazywamy

(y° t;,p) — optymalnym procesem wzrostu (trajektoria produkcji) w gospodarce
Gale’a, zob. np. Panek (2003, tw. 5.7). Kolejne twierdzenie (twierdzenie 6) mowi
o specyficznej stabilnosci optymalnych proceséw wzrostu w gospodarce Gale’a w oto-
czeniu wielopasmowej magistrali N. Decydujemy si¢ na przedstawienie jego dowodu,
mimo ze jest on wzorowany na dowodach podobnych twierdzen w gospodarce Gale’a
z pojedynczg magistralg, przedstawionych przez autora, m.in. w pracach (2003, tw. 5.8;
2013, tw. 4). W szczegotach rdzni sie na tyle istotnie, iz uznaliSmy jego przytoczenie
za zasadne.

10 Tzw. zagadnienie wzrostu docelowego.
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o Twierdzenie 6 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali). Jezeli zachodza warunki
(G1)—(G8) oraz istnieje taki (v°,f) — dopuszczalny proces (F(t)}i,, & < t;, ze
y(£) € N, to dla dowolne;j liczby & > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow
czasu, w ktorych (y°,t;,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?=0 spetnia warunek:

d(y*(t),N) > ¢ (15)
nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T.

Dowdd. Z definicji (y°,t;,p) — optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?:o, zgodnie
z (9), mamy:

D,y (t+1D) <aypy@©),t=01,.., 6 -1 (16)

Zatozmy, ze w okresach t4,...,T, < t; zachodzi warunek (15). Wowczas, w mysl
twierdzenia 5 istnieje taka liczba §, € (0, ay), ze

B,y (t+ 1) < (ay — )P,y ), t =14, ., T (17)
Laczac (16), (17) dostajemy:
B,y () < apf “(ay — 8P, y°). (18)

Z zalozenia istnieje (y°, £) — dopuszczalny proces {§(t)}t_, prowadzacy w okresie
t < t, do wielopasmowej magistrali N, zatem istnieje liczba ¢ > 0 i taki wektor s € S,
ze os = y() oraz (y°,t;) — dopuszczalny jest proces {§(t)};L, postaci

v

y(t),t=0,1,..,¢
osalit, t=Ft+1,..,t

y@) = { (19)

utworzony ze ,,sklejenia” procesu {¥(t)}_, i stacjonarnego procesu postaci (13) z tem-
pem a,, (dla t > t). Woéwczas

By () = (5, ¥(t,)) = oay (p,s) > 0. (20)
Z (18), (20) wynika nierownos¢:
aaf\}_f(ﬁ,s) < al (ay — 8)%(B,y°),

a stad, po przeksztalceniach otrzymujemy:
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InA
= Inap—In(apy—38¢) =B, (21)
ab(B,y°)
o(p.s)
mniejsza liczbg naturalng wigksza od max {0, B + 1}. [

gdzie 0 < A = maXeg < 400, W charakterze liczby k, wystarczy wzia¢ naj-

Twierdzenie orzeka, ze jezeli chocby jeden dopuszczalny proces wzrostu prowadzi
ze stanu poczatkowego 1° do wielopasmowej magistrali N, to w dtugich okresach
czasu kazdy optymalny proces wzrostu ,,prawie zawsze” przebiega w jej dowolnie
bliskim otoczeniu (katowym).

6. UOGOLNIENIA

Twierdzenie 4 o istnieniu optymalnego stanu rownowagi von Neumanna
{aM,(f, ), P } pozostaje prawdziwe po zastgpieniu warunku silnej regularnosci (G7)
nastepujacym warunkiem stabej regularnosci gospodarki Gale’a:

(G7’) Vs € S At, < +o A I(s, tg) — dopuszczalny proces {y(t)}iio spetniajacy
warunek:

(yO),y(t+D)€Z,t=0,1, ..., -1,

y(0) =s,y(ts) > 0.

Mowi o tym twierdzenie 4°. Kazdy (unormowany do 1) wektor s € S spehia-
jacy warunek (G7) jest dodatni (zob. twierdzenie 2(ii)), natomiast obecnie zbior S
moze zawiera¢ zarowno wektory dodatnie jak i potdodatnie (nieujemne i niezero-
we)!l. Warunek (G7°) jest rtownowazny z warunkiem gloszacym, ze z kazdego miejsca
(punktu) wielopasmowej magistrali N pewien proces wzrostu w skonczonym czasie ¢,
prowadzi do dodatniego wektora produkcji y(#,). Oczywiscie, warunek ten jest stabszy
od (G7), tzn. jezeli zachodzi (G7), to zachodzi takze (G7°) (dla ¢, = 0).

o Twierdzenie 4°. Przy zatozeniach (G1)-(G6), (G7’) zachodza warunki (9)—(10)
(rébwnowaznie (9°)—(107)).

Dowéd warunku (9) nie zmienia si¢ (przebiega analogicznie jak w twierdzeniu 4).
Przechodzac do dowodu warunku (10) zauwazmy, ze wprawdzie przy zalozeniach

' Odnosi si¢ to rzecz jasna takze do magistral, na ktorych moga obecnie znajdowaé sig nie tylko
dodatnie, ale rowniez poldodatnie wektory produkcji. Zwracamy takze uwage, ze po zastgpieniu warunku
(G7) warunkiem (G7’) zbior S pozostaje zwarty; zob. dowdd twierdzenia 2(i).
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(G1)-(G6) kazdy optymalny proces produkcji (X,y) € Z,,; spelnia nierownos¢
0 < ayX =y i wobec tego

V(x,5) € Zope({D, ¥) = ay(p, %) = 0),
ale wektor produkcji y nie musi by¢ dodatni. Z drugiej strony, w mysl (9)
V(X,¥) € Zope € Z(P, Y) < ay(p, X)),
zatem kazdy proces produkcji (X,y) € Z,,, spetnia warunek:
P, y) = au(p, X). (22)
Wobec (9) i (G7°) Vs € S istnieje taki (s,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}iio, ze

0 <(p,y(ts)) < an(D, y(ts — D) <...< ai(p,y(0)) = ayi(p,s),  (23)

gdzie s = ”%”, czyli (zwazywszy na definicj¢ zbioru S; zob. (6)):
V(f, }7) € ZOpt((ﬁ':)_]) > 0)
Stad i z (22) otrzymujemy warunek (10) (réwnowaznie (10°)). |

»Stabe” twierdzenie o magistrali (twierdzenie 6) zachowuje moc, gdy warunek (G7)
zastgpimy stabszym warunkiem (G7°). Co wigcej, zastapienie w warunku poczatko-
wym (14) pétdodatniego wektora produkcji y° wektorem dodatnim zapewnia istnienie
(y°, ) — dopuszczalnego procesu {J(t)}_, prowadzacego do wielopasmowej magi-
strali N juz w okresie = 1. ,,Stabe” twierdzenie o magistrali przyjmuje wowczas
posta¢ nastgpujaca.

o0 Twierdzenie 6°. Jezeli gospodarka Gale’a z dodatnim poczatkowym wektorem pro-
dukeji y° spetnia warunki (G1)—(G6), (G7°), (G8), to dla dowolnej liczby & > 0 istnieje
taka liczba naturalna k, ze liczba okresow czasu, w ktorych (y°,t;,p) — optymalny
proces wzrostu {y*(t)}?:O spetnia warunek (15) nie przekracza k. Liczba k nie zalezy
od dhugosci horyzontu 7.

Dowaéd jest dostownym powtorzeniem dtowodu twierdzenia 6, z tym ze obecnie (y°, t;)
— dopuszczalny proces wzrostu {¥(t)},L, przyjmuje posta¢ nastepujaca:
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0
gdzie o0 = min; 3;7’ > 0. Zamiast warunku (20) mamy'?:

L

(B,y"(t) = (5, 7(t1)) = 0y (P, ) > 0. (207)

W ten sposob zastgpienie warunku (G7) stabszym warunkiem (G7°) znowu pro-
wadzi do oszacowania (21) i zamyka dowod. |

Niech u: R} — R} bedzie ciagla, wklgsta, rosnaca i dodatnio jednorodng stopnia 1
spoteczng funkcjg uzytecznosci produkcji, spetniajaca dodatkowo nastgpujace warunki:

(G9) (i) Ia>0Vy =0 uly) <a(py)), (i) Vs € S (u(s) > 0)1.

Warunek (i) stanowi, ze funkcje¢ uzytecznosci mozna aproksymowac (z gory) forma
liniowa (z wektorem tworzacym ap, gdzie a jest pewng liczbg dodatnig)'*. Zgodnie
z (ii) produkcj¢ na magistrali charakteryzuje dodatnia uzyteczno$¢. Rozwigzanie

{y*(t)}L, zadania

max u(y (1))
p-w. (11)—(12)

nazywamy (y°,t;,u) — optymalnym procesem wzrostu w gospodarce Gale’al’.

0 Twierdzenie 7. Jezeli zachodzg warunki (G1)—(G9) oraz istnieje taki (y°,f) —
dopuszczalny proces {y(t)}ioo, £ < t;, ze ¥(f) €N, to dla dowolnej liczby & > 0
istnieje taka liczba naturalna %, iz liczba okresow czasu, w ktorych (y°, t;,u) — opty-
malny proces wzrostu {y*(t)}?:0 spetnia warunek (15) nie przekracza k. Liczba k
zalezy od ¢ oraz nie zalezy od dtugosci horyzontu 7.

Dowdd. Postepujac analogicznie jak przy dowodzie twierdzenia 6 dochodzimy do
warunku (18):

B,y (t)) < apt " (ay — )5, y°).

Stad, wobec (G9), otrzymujemy ograniczenie gorne (wartosci funkcji uzytecznosci):

12 Parametry ¢ oraz a,, s3 bowiem dodatnie oraz (p,s) > 0 (zgodnie z (23)).

13 Jezeli zachodzi warunek (G7), to (ii) mozna zastgpi¢ réwnowaznym warunkiem: u(y) > 0 choéby
dla jednego wektora y > 0.

14 Zob. np. Takayama (1985, rozdz. 7). Warunki takie spetniaja np. dodatnio jednorodne stopnia 1
funkcje uzytecznosci typu Cobba-Douglasa i CES oraz funkcja Leontiefa-Koopmansa.

15 Przy przyjetych zalozeniach procesy takie istniejg dla dowolnego wektora poczatkowego y° > 0
i dowolnej dhugosci (skonczonego) horyzontu 7.
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u(y*(t) < alp, y*(t)) < aal} ™ (ay — 8.)(p,y°), (24)

gdzie a jest pewna liczbg dodatnig. Z drugiej strony, zwazywszy na definicje (y°, t1, 1)
— optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?:(,, wlasnos¢ (i), (ii) funkcji uzytecznosci
(warunek (G9)) oraz konstrukcje (y°, &) — dopuszczalnego procesu {J(6)}_,
(zob. (19)), dochodzimy do ograniczenia dolnego:

u(y*(t) = u(3(t)) =u (asalt\}_f) = aa,twl_fu(s) > 0. (25)

Z (24), (25) otrzymujemy nierownosc:

aaﬁ}_fu(s) < aaﬁ}_k(aM -8 p,y°),

aak(5.y°)
ou(s)

co daje oszacowanie (21) liczby ., z tym Ze obecnie 0 < A = maXgeg < 400,

Podobnie jak w twierdzeniu 6, w charakterze liczby k, wystarczy wzig¢ najmniejsza
liczbe naturalng wigksza od max {0, B + 1}, gdzie B = S L — [

Inapy—In(ay—=6¢)

Twierdzenie 7, podobnie jak twierdzenie 6, pozostaje prawdziwe, gdy waru-
nek (G7) zastapimy w nim warunkiem (G7°). Jezeli ponadto przyjmiemy, ze poczat-
kowy wektor produkcji y° jest dodatni, wtedy dostajemy wersje ,,stabego” twierdzenia
o magistrali podobng do twierdzenia 6’.

7. UWAGI KONCOWE

Przedstawione twierdzenia (6, 7) nawigzuja do podobnych twierdzen mowigcych
o wiasnosciach optymalnych proceséw wzrostu w gospodarce Gale’a z pojedyncza
magistralg produkcyjng (jednym promieniem von Neumanna)'¢. W artykule uchylamy
ten warunek i dopuszczamy istnienie w gospodarce Gale’a zbioru magistral, zloZzonego
ze zwartej wigzki promieni von Neumanna. Obydwa udowodnione twierdzenia o wie-
lopasmowej magistrali nalezg do relatywnie najprostszej grupy tzw. ,,stabych” twier-
dzen méwigcych wprawdzie o zbieznosci optymalnych proceséw do magistrali, jednak
bez wskazania okresow czasu, w ktorych zbiezno$¢ taka zachodzi. Z tego punktu
widzenia inspirujace i zachecajace do dalszych badan sag tzw. ,,silne” oraz ,,bardzo
silne” twierdzenia o wielopasmowej magistrali na gruncie modeli Neumanna-Gale’a.

16 Zob. np. wspomniane wczesniej prace: Nikaido (1968, rozdz. IV, tw. 13.8), Panek (2003, rozdz. 5,
tw. 5.8), Takayama (1985, rozdz. 7).
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GOSPODARKA GALE’A Z WIELOMA MAGISTRALAMI. ,,SLABY” EFEKT MAGISTRALI
Streszczenie

W bogatej literaturze z teorii magistral zazwyczaj zaklada si¢, ze wzorcowa §ciezka — zwana
magistralg — do ktoérej w dhugich okresach czasu zbiezne sg wszystkie optymalne procesy wzrostu, jest
okreslona jednoznacznie. W modelu Gale’a (w wersji stacjonarnej) jej obrazem geometrycznym jest
potprosta w przestrzeni stanéw gospodarki, zwana promieniem von Neumanna. W artykule uchylamy
zatozenie jednoznaczno$ci magistrali (promienia von Neumanna) i badamy zachowanie stacjonarnej
gospodarki typu Gale’a ze zwarta wigzka magistral, ktora umownie nazywamy magistralag wielopasmowa.
Prezentujemy dowdd kilku wariantow ,,stabego” twierdzenia o wielopasmowej magistrali w stacjonarne;j
gospodarce Gale’a.

Stowa kluczowe: model wzrostu Gale’a, rOwnowaga von Neumanna, warunek silnej (stabej) regu-
larnos$ci, wielopasmowa magistrala produkcyjna, ,,staby” efekt magistrali

GALE’S ECONOMY WITH MULTIPLE TURNPIKES. “WEAK” TURNPIKE EFFECT
Abstract
In the vast literature on turnpike theory it is generally assumed that the model path — called the

turnpike — to which in a long time period all the optimal processes are convergent, is uniquely determined.
Its geometric image in the Gale’s model (in its stationary version) is a ray in the space of all states of
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the economy. We call it von Neumann’s ray. In this paper we evade the assumption of the uniqueness
of this turnpike (von Neumann’s ray) and study the behaviour of the stationary Gale’s economy with
the compact turnpikes’ bundle. We call it multilane turnpike. We present proofs for several variants of
the “weak” multilane turnpike theorem in the stationary Gales’ economy.

Keywords: Gale economy, von Neumann equilibrium, strong (weak) regularity condition, multilane
production turnpike, “weak” turnpike theorem
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KONCEPCJA WSTEGOWEGO ZEGARA CYKLU KONIUNKTURALNEGO
W UJECIU NIEPARAMETRYCZNYM3

1. WPROWADZENIE

Zegary cyklu koniunkturalnego sa powszechnie stosowanym narzedziem w moni-
torowaniu i prezentacji aktualnej pozycji cyklicznej gospodarki. Narzegdzie to jest
z powodzeniem stosowane w wielu bankach centralnych oraz instytucjach, w kto-
rych analiza aktualnej pozycji cyklu koniunkturalnego jest wazna w celu podjecia
optymalnych decyzji. Popularno$¢ zegara ma swe zrédto w prostym w interpretacji
sposobie wizualizacji zmian w cyklu koniunkturalnym, ktory odnosi si¢ bezposred-
nio do wykresu fazowego. Zegar jest stosowany mi¢dzy innymi przez EUROSTAT,
sprawozdawczo$¢ statystyczng OECD, Statistics Netherlands, Statistisches Bundesamt
Deutschland (patrz Abberger, Nierhaus, 2010) oraz wielu bankach centralnych.

Podejscie, ktore jest wykorzystywane w konstrukcji zegara cyklu opiera si¢
w glownej mierze na analizie dynamiki wyodrebnionych wahan, ktére utozsamia
si¢ z wahaniami aktywnos$ci gospodarczej. Wnioski jakie sa wynikiem obserwacji
dynamiki zegara sa jednak bardzo czg¢sto obarczone duzg niepewno$cia wynikajaca
z przyjetej metodologii wyodrebnienia komponentu cyklicznego. Mechanizm zegara
cyklu koniunkturalnego oparty jest bowiem w gtownej mierze na dynamice wyod-
r¢bnionych wahan utozsamianych z wahaniami aktywnos$ci gospodarczej. Wszystkie
kwestie jakie dotycza poprawnego wyodrebnienia wahan cyklicznych przenosza si¢
zatem automatycznie na poprawng dynamike zegara cyklu. Jednym z kluczowych
problemow podczas wyodrgbniania wahan utozsamianych z wahaniami aktywnosci
gospodarczej na podstawie wskaznikow makroekonomicznych jest dobor parametrow.
Jesli metoda wyodrgbniania jest filtr pasmowo-przepustowy wtedy rézne wartosci
parametrow metody moga wplywac znaczaco na otrzymane wyniki. W przypadku
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filtracji filtrem zaproponowanym przez Hodricka, Prescotta (1997) (w skrocie HP)
kluczowy jest dobor parametru wygltadzajacego A.

Celem pracy jest uwzglednienie w metodzie wyodrebniania cyklu filtrem HP
przedziatu dla parametru A, zamiast pojedynczej arbitralnej wartosci. W ten sposob
interpretacji podlega nie arbitralnie wyodrgbniony cykl dla jednego parametru wygla-
dzajacego a znacznie szersze spektrum wahan cyklicznych. W oparciu o tak otrzymane
spektrum wahan cyklicznych skonstruowano nieparametryczny zegar koniunkturalny
(wahan cyklicznych) uwzgledniajacy przedziat parametrow w metodzie HP (tzw. wste-
gowy zegar koniunkturalny). Wahania skonstruowanego zegara zdekomponowano na
wahania fazy cyklu oraz wahania amplitudy cyklu. W analizie fazy wahan cyklicznych
rowniez uwzgledniono przedziat parametréw wygtadzajacych, tworzac tzw. wstegowy
wykres fazy cyklu.

W artkule przedstawiono tez metode ilustracji dwoch charakterystyk cyklicznoscei,
to jest fazy i amplitudy w sposob odseparowany. Wyodrgbnienie fazy cyklu z pomi-
nigciem jego amplitudy moze bowiem dostarczy¢ bardziej precyzyjnego okreslenia
stanu koniunktury, bez wnikania w szczegoly dotyczace glebokosci jej wahan. Wyniki
empiryczne w ramach tego problemu wyraznie wskazuja na potrzeb¢ okreslenia dodat-
kowo odrgbnej fazy cyklu, zwang przez autorow fazg neutralna.

Rozdzial 2 przedstawia ide¢ konstrukcji zegara cyklu koniunkturalnego opartego
na jednowymiarowych realnym wskazniku makroekonomicznym. W rozdziale 3 zapro-
ponowano konstrukcje nieparametrycznego zegara cyklu koniunkturalnego zgodnie
z rdbwnaniem modelu wprowadzonym w pracy Lenart, Pipien (2013). W cze¢$ci empi-
rycznej rozdziatu wskazano na wrazliwo$¢ dynamiki zegara dla PKB Polski na rozne
wartosci parametru wygtadzajacego metody HP. Kolejny rozdziat przedstawia metodo-
logie odseparowania fazy od wahan cyklicznych na podstawie dynamiki wstegowego
zegara cyklu. W cze$ci empirycznej tego rozdziatu proces fazy wyodrgbniono dla
wczesniej analizowanego wskaznika PKB dla Polski oraz dla: Belgii, Czech, Estonii,
Francji, Niemiec oraz Bulgarii, gdzie uwagg zwrdcono na wrazliwo$¢ fazy na wartos¢
parametru wygtadzajacego. W analizie tej rozwazono okres o raczej niskiej aktywnosci
gospodarczej (bez wyraznych oznak poprawy lub pogorszenia koniunktury).

2. KONCEPCJA ZEGARA CYKLU KONIUNKTURALNEGO

Zegar cyklu ilustruje cztery mozliwe stany aktywnos$ci gospodarczej, zgodnie
z przyjetymi w literaturze czterema fazami cyklu koniunkturalnego, to jest faza eks-
pansji, spowolnienia, recesji oraz ozywienia. Naniesione na uktadzie wspotrzednych
punkty zegara, ktore opisuja warto$ci poziomu cyklu odchylen od trendu, oraz jego
przyrostow wartosci, tworza trajektori¢ ruchu w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara. Niech dla pewnego zaobserwowanego szeregu czasowego niech
{C, : t € Z} bedzie wyodrebnionym cyklem odchylen od dlugookresowego trendu. Zegar
cyklu koniunkturalnego jest zbiorem punktow w R? postaci {(C, —C, |,C,):t € Z}.

t-1°
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Przejscie rozwazanej trajektorii przez pierwsza ¢wiartke uktadu wspotrzednych wska-
zuje na okres poprawy koniunktury, z dodatnim wyhamowywanym tempem zmian
cyklu odchylen. Zblizanie si¢ trajektorii do drugiej ¢wiartki uktadu wspotrzednych
wskazuje za$ na coraz stabsza dynamike wzrostu aktywnosci. Prowadzi to do przejscia
przez gorny punkt zwrotny cyklu odchylen i wejscie trajektorii do drugiej ¢wiartki
uktadu wspotrzednych. Nastepuje wtedy pogorszenie koniunktury, przy ujemnej sto-
pie wzrostu cyklu odchylen. Trzecia ¢wiartka to kontynuacja okresu pogarszania si¢
koniunktury, przy rosnacej stopie wzrostu cyklu odchylen, jednak w dalszym ciagu
ujemnej. Przejscie z trzeciej do czwartej ¢wiartki uktadu wspoétrzednych oznacza
przejscie przez tak zwany dolny punkt zwrotny cyklu odchylen. W czwartej ¢wiartce
uktadu wspoétrzednych mamy do czynienia z okresem poprawy koniunktury, z dodatnia
i rosnaca stopa wzrostu z cyklu odchylen.

W niniejszym artykule przedstawiono rowniez podejécie alternatywne, w ktorym,
przy prezentacji pozycji cyklicznej na zegarze, wzigto pod uwage takze element trendu
zjawiska. Przedstawiono zatem na osi poziomej pierwsze réznice tgcznie trendu i cyklu
odchylen, za$ na osi pionowej — wartosci cyklu odchylen. Wariant ten uwzglgdnia
zatem (na osi poziomej) zmiany nie tylko wahan cyklicznych, lecz taczna dynamike
trendu i wahan cyklicznych. W konsekwencji punkty zegara w drugim wariancie sa
przesuniete w prawo w przypadku wystepowania trendu rosnacego oraz odpowiednio
w lewo w stosunku do $ciezki pierwszego wariantu w przypadku obecnosci trendu
odpowiednio malejacego. Pozycje cykliczng w przypadku obydwu wariantow wygod-
nie jest przedstawia¢ w kategoriach procentowych. Wariant 1 — klasyczny — na osi
poziomej przedstawia przyblizone warto$ci procentowych miesi¢gcznych zmian kom-
ponentu cyklicznego (cyklu odchylen), czyli wielko$ci danej zmiennej, z pominigciem
wahan sezonowych oraz trendu. W przypadku wariantu 2, na osi poziomej zaznaczono
(przyblizone) procentowe zmiany miesi¢czne wielkosci danej zmiennej, z pominieciem
wahan sezonowych. O$ pionowa to (przyblizone) procentowe odchylenia wielkosci
danej zmiennej od linii trendu w danej chwili czasu.

Analiza zmian w koniunkturze moze bazowaé na tagcznym modelowaniu wahan
cyklicznych, sezonowych i ogélnej tendencji rozwojowej obserwowanego makroeko-
nomicznego szeregu czasowego. Takie podejscie stosowali Luginbuhl, de Vos (2003)
sugerujac, ze ,,It is generally acknowledged that the growth rate of output, the seasonal
pattern, and the business cycle are best estimated simultaneously.” Jednak powszechnie
przyjeta w analizach wahan cyklicznych procedura polega na wyodrebnieniu w pierw-
szym kroku wahan utozsamianych z wahaniami aktywnos$ci gospodarczej, poprzez
eliminacj¢ wahan sezonowych metodami parametrycznymi. W drugim kroku stosuje
si¢ metody filtracji filtrami pasmowo przepustowymi. Takie podejscie nie jest spojne
ze wzgledu na zastosowanie w pierwszym kroku podej$cia parametrycznego, zas$
w drugim kroku (w sposob niezalezny od estymacji w kroku pierwszym) podejscia
alternatywnego. W nastepnej cze$ci zaprezentowano propozycj¢ spojnej konstrukeji
zegara cyklu koniunkturalnego w podej$ciu nieparametrycznym.
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3. ZASTOSOWANIE UJECIA NIEPARAMETRYCZNEGO
W KONSTRUKCIJI ZEGARA CYKLU KONIUNKTURALNEGO

W celu zdefiniowania nieparametrycznego zegara cyklu koniunkturalnego nalezy
wprowadzi¢ rOwnanie nieparametrycznego modelu opisujacego dynamike jednowy-
miarowego procesu makroekonomicznego. Réwnanie to zaczerpnigto z pracy Lenart,
Pipien (2013), w ktorej autorzy zaproponowali niestandardowa metod¢ wnioskowania
statystycznego o naturze wahan cyklicznych, sezonowych i trendu z mozliwo$cia
interakcji tych komponentow. Niech {P, : ¢ € Z} bedzie logarytmem naturalnym obser-
wowanego procesu makroekonomicznego. W réwnaniu modelu przyjmujemy, iz dla
$redniej procesu {P, : t € Z} (bezwarunkowej warto$ci oczekiwanej) zachodzi:

up(t) = E(F) = f(t, ) +g(),

gdzie g(¢) jest funkcja prawie okresowa postaci:

gt)y= 2 my(y)e", (M

ye¥p

za$ f (¢, ) jest wielomianem stopnia p o zerowym wyrazie wolnym; /5 € R”. Nieznany
zbior ¥, = {y :m(y) # 0} < [0,27) mozna w naturalny sposob przedstawi¢ jako:

V=¥, 0¥, V¥, 2)

2
gdzie ¥, , N (0, £)=‘~I’P,l, dla T oznaczajacego liczbe obserwacji w roku dla

procesu P, (dane miesigczne lub kwartalne). Zbior Wp; zawiera zatem czgstotliwosci
odpowiadajgce wahaniom dtuzszym niz 1,5 roku. Zbior ¥p, zawiera czgstotliwosci
odpowiadajgce wahaniom sezonowym, tzn. ¥, , c {2k#/12:k =0,1,...,T —1}. Zbior
Wp 3 jest zbiorem pozostatych czestotliwosci, ktore nie sg obicktem zainteresowania
w tym artykule (np. czestotliwosci korespondujace do efektu dni roboczych; patrz
Ladiray, 2012). W celu wyodrgbnienia wahan utozsamianych z wahaniami koniunk-
turalnymi zastosowano nieparametryczne podejscie bazujace na filtracji. W celu osta-
bienia efektu wahan sezonowych zastosowano filtr L, . (B) scentrowanej Sredniej
ruchomej 2xTMA. Dziatajac tym operatorem otrzymujemy szereg czasowy {Y, : ¢ € Z}
dla ktérego:

Y, =L, (B)F,
gdzie

L, (BY=(B"?+2B """ +  +2B" +2+2B+...+2B"*" + B"*)/(2T),



Koncepcja wstegowego zegara cyklu koniunkturalnego w wjeciu nieparametrycznym 379

za$ BkE = P._, dla dowolnych catkowitoliczbowych wartosci czasu ¢ i przesunigcia £.
Jak wykazano w pracy Lenart, Pipief (2013) zbior ¥p; jest niezmienniczy ze wzgledu
na zastosowanie filtra L, (B), za$ zbior Wp, jest co najwyzej zbiorem jednoelemen-
towym zawierajacym czestotliwos¢ rowng zero. Wynika to z tego, iz funkcja bezwa-
runkowej warto$ci oczekiwanej szeregu czasowego {Y, : ¢ € Z} ma postaé

sy ()= E(Y) =By + Bit+...+ Bt7 + 3 my (e, (€)

= ¥
TP vty

gdzieW, " {2kn/T :k=12,....,T -1} =D oraz¥, =¥, \{2kn/12 : k=1,2,...,T -1}.
Zatem szereg czasowy {Y, 1t € Z} zawiera te same czgstotliwosci w zbiorze Wy co
szereg czasowy {P :t € Z} w zbiorze ¥p, po odjeciu czestotliwosci identyfikowanych
z wahaniami sezonowymi. Dodatkowo, dla wspotczynnikow mp(y) oraz my(y) zacho-
dzi zaleznos¢

my ()= Loy (e )mp(y). “4)

Dla wspotczynnikow ﬁk oraz [, otrzymujemy ﬁk =p,dlak=porazk=p-1,
co oznacza, ze dla p = 0 oraz p = 1 wspotczynniki odpowiednich wielomiandéw nie
ulegaja zmianie. W przypadku zas, gdy p = 2 moze si¢ zmienia¢ jedynie wyraz wolny
wielomianu.

W kolejnym kroku wyodrebniony zostanie komponent cykliczny przy uzyciu filtra
HP L5,y Z parametrem wygladzajacym 4 > 0. Jesli wielomian f(z, B) jest wie-

lomianem stopnia co najwyzej czwartego wtedy dla wyodrgbnionego procesu wahan
cyklicznych C, = L, (B)Y, mamy E(C,)=E(Lyp;)(B)Y,) =Ly, (B)E(Y,) =
= Zwewcmc (w)e", gdzie W, \{0} =¥, \ {0}, co oznacza iz zbiory te roznia si¢
co najwyzej jedng czgstotliwoscia rowng zero oraz m (W) = Lyp,,(e” )m, (y) =
= Lypzy (€ ) Loy (€7 Ymy () (patrz twierdzenie 1 w Dodatku). Zbiér Wp jest

zatem niezmienniczy ze wzgledu na zastosowane nieparametrycznej metody filtracji.
Oznacza to, ze punkty zegara majace wspotrzedne {(C, —C, ,,C,):t € Z} moga by¢
interpretowane jako proces stochastyczny o prawie okresowej dwuwymiarowej funkcji
warto$ci oczekiwanej.

Rozwazmy przyktad, ktory zilustruje zasady dziatania powyzszej konstrukcji. Na
rysunkach 1 12 przestawiono zegary cyklu koniunkturalnego uzyskanego na podstawie
szeregu czasowego PKB w Polsce (GDP and main components, Chain linked volumes,
index 2005 = 100, NSA) dla dwodch réznych warto$ci parametru wygtadzajacego 4,
odpowiadajacych granicznemu okresowi wahan odpowiednio 4 i po6t roku oraz § Iat.
Dla kazdego parametru 4 przedstawiono cztery zegary (w ruchomym oknie 13 obser-
wacji w okresie od pierwszego kwartatu 2008 r. do pierwszego kwartalu 2014 r.).
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Trajektorie umieszczone na zegarach nalezy odczytywac jako opis ruchu w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Punkty zegara w drugim wariancie sg
wyraznie przesunigte w prawg stron¢ i praktycznie dla wszystkich okien znajduja
si¢ po prawej stronie osi OY. Wskazuje to na dodatnie co do wartosci miesi¢czne
przyrosty analizowanego wskaznika (z pomini¢gciem wahan sezonowych). Wszystkie
punkty zegara w wariancie 1 znajdujace si¢ w trzeciej ¢wiartce uktadu wspotrzednych
wskazuja na wystgpowanie fazy spowolnienia gospodarczego — jednak z dodatnimi
wartosciami kwartalnych zmian (z pomini¢ciem wahan sezonowych — patrz wariant 2).
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Rysunek 1. Zegary cykli koniunkturalnych uzyskane na podstawie szeregu czasowego
realnego PKB Polski — parametr wygtadzania 1 odpowiada cyklowi 8 lat

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Rysunek 2. Zegary cykli koniunkturalnych uzyskane na podstawie szeregu czasowego
realnego PKB Polski — parametr wygladzania 1 odpowiada cyklowi 4 i p6t roku

Zroédlo: opracowanie wiasne.

Trajektorie wyznaczone przez punkty zegara zalezg od wartosci parametru wygta-
dzajacego metody HP. W przypadku czwartego z rozpatrywanych okresow (to jest
dla okresu czasu od pierwszego kwartatu 2011 do pierwszego kwartatu 2014) ostatni
punkt zegara znajduje si¢ w pierwszej ¢wiartce ukladu wspotrzednych, jesli przyjmie
si¢ wartos¢ parametru wygladzajacego 4 odpowiadajacego cyklowi 4 i péirocznemu
(rysunek 1). Natomiast dla wartos$ci 4 odpowiadajgcej cyklowi osSmioletniemu (rysu-
nek 2) ostatni punkt zegara pozostaje nadal w czwartej ¢wiartce. Oznacza to, ze
w pewnych szczegblnych przypadkach badacz moze mie¢ powazne klopoty z precyzyj-
nym odczytaniem fazy cyklu w ramach analizowanej metody. Skoro w prawidlowym
okresleniu przebiegu trajektorii na zegarze kluczowsg rolg odgrywa wybdr parametru
wygladzajacego 4, nalezy przyjrze¢ si¢ jego roli w stosowanym filtrze.

Literatura nie podaje jednoznacznej odpowiedzi jakg warto$¢ parametru wygtadza-
nia 4 nalezy wybraé. Ogdlne wzgledy metodologiczne sugeruja aby warto$ci parame-
tru A byly rézne dla danych o roznej czestotliwosci obserwacji. Zmiana parametru 1
wplywa na przebieg wyodr¢bnionej linii trendu w ten sposob, ze im wigksza warto$¢
parametru A, tym uzyskana linia trendu jest gladsza, a przez to wyodrgbnione waha-
nia (bedace réznicg pomiedzy danymi a wartosciami z linii trendu) zawieraja cykle
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o wiekszej dtugosci. Algorytm doboru parametru wygladzajacego 4 w zaleznosci od
dtugosci cykli bedacych obiektem zainteresowania zaprezentowano w pracy Maravall,

del Rio (2001), gdzie przytoczono formule na warto§¢ parametru 4 jako funkcje cze-
stotliwosci w,, postaci:

B 1
- 4(1-cos(m,))’ .

)

Warto$¢ w, mozna interpretowac jako dolng granice czestotliwosci bedacych obiek-
tem zainteresowania. Przy ustalonej wartosci w,, wyliczona na podstawie (5) wartos¢
parametru 4 moze by¢ interpretowana jako granica, dla ktorej, po zastosowaniu filtra
HP, wzmocnione zostang wahania o czestotliwosciach powyzej wartosci w,. Ostabieniu
za$ podlega¢ beda wahania o czestotliwosciach ponizej wartosci w,. Ta interpretacja
bazuje na wykazaniu, ze filtr HP mozna otrzymac¢ jako szczegdlny przypadek filtra
Butterwortha, Gomez (1999), Gomez (2001).
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Rysunek 3. Wstegowe zegary cyklu koniunkturalnego uzyskane na podstawie szeregu czasowego
realnego PKB Polski — graniczne wartosci parametru wygladzania A.,;, 1 Apax
odpowiadajg okresom 4 i pot roku oraz 8 lat

Zrodto: opracowanie wilasne.



Koncepcja wstegowego zegara cyklu koniunkturalnego w wjeciu nieparametrycznym 383

Rezultaty analizy wrazliwos$ci przebiegu trajektorii cyklu na zegarze mozna przed-
stawi¢ w postaci catego pasma punktow, ktore bedziemy nazywac zegarem wstegowym
cyklu koniunkturalnego. W proponowanym podejsciu na zegarze nie jest prezentowana
pojedyncza trajektoria a cata wigzka trajektorii, uzyskanych na podstawie wyboru
roznych wartosci parametru wygtadzania A €[4, ,4,, ], dla pewnych granicznych
wartosci Apin 1 Amax. Odpowiada to analizie filtru HP w przedziale odpowiadajacych
parametrom A czgsto$ci granicznych [@,;,, @, ]. Na rysunku 3 przedstawiono pasmo
skonstruowane poprzez przyjecie wartosci parametru wygtadzania A w ten sposob, ze
przedziat czgstosci granicznych odpowiada wahaniom nie krotszym niz 4 i pot roku
i nie dtuzszym niz 8 lat. Wybor czestotliwosci granicznych jest w pewnym sensie
arbitralny i ma w gléwnej mierze cel ilustracyjny. Dotychczasowe analizy autorow
niniejszego opracowania w zakresie badan nad naturg cyklu koniunkturalnego w Polsce
pokazuja, ze cykl ten moze by¢ opisany jako zlozenie kilku komponentow cyklicznych
o dtugosci odpowiednio 2 lata, okoto czterech lat i 8 lat; por. Lenart, Pipien (2013),
Lenart i inni (2016). Ten okotoczteroletni komponent jest interpretowany jako cykl
produkcji.

Widoczne na rysunku 3 pasma majg charakter regularny. Nie w kazdym jednak
okresie czasu $ciezki odpowiadajace wahaniom granicznym 4 i p6t roku oraz 8 lat
wyznaczajg obwiedni¢ prezentowanej wstegi. Dyskutowana forma prezentacji cyklicz-
nosci na zegarze umozliwia przedstawienie w jakosciowy sposob niepewnosci co do
ksztaltowania si¢ faz cyklu jak i ich czasow trwania. Wstegowe zegary cyklu infor-
muja, iz w pewnych przypadkach analizy moga nie dawaé jednoznacznych konkluzji
co do aktualnej fazy cyklu, za$ szerokos¢ pasma moze by¢ interpretowana jako miara
stopnia niepewnosci co do wlasciwego jej okreslenia.

4. WYODREBNIENIE FAZY I AMPLITUDY

Podstawowe charakterystyki cyklu koniunkturalnego to faza oraz amplituda.
Problemem wartym podjecia jest wypracowanie metody ilustracji tych dwoch cha-
rakterystyk w sposob odseparowany. Wyodrebnienie fazy cyklu z pominigciem jego
amplitudy moze bowiem dostarczy¢ bardziej precyzyjnego okreslenia stanu koniunk-
tury, bez wnikania w szczegoly dotyczace giebokosci jej wahan. W tym celu wpro-
wadzimy pojecie wykresu wstegowego fazy. Niech bedzie ustalona warto$¢ parametru
A €[ A s Ama | dla wstegowego zegara cyklu. Sinus kata jaki tworzy prosta przecho-
dzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych i dany punkt zegara, tj.

Ct,/l
\/(Cz,ﬂ - C:—u )2 + sz,z

Z,,= (6)

bedziemy nazywac faza cyklu koniunkturalnego. Zbior punktow {Z, , : A €[4 » Apac 1} 5
gdzie t € Z bedziemy nazywaé wykresem wstegowym fazy.
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Rysunek 4. Wstegowe wykresy fazy cyklu uzyskane na podstawie szeregu czasowego
realnego PKB Polski — graniczne wartosci parametru wygtadzania A.,;, 1 Apax
odpowiadajg okresom 4 i pot roku oraz 8 lat

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Rysunek 4 przedstawia wykresy przebiegu faz cyklu, otrzymanych zgodnie z for-
mulg (6). Wiazka wykresow fazy jest uzyskana, podobnie jak na rysunku 3, poprzez
przyjecie parametrow wygtadzania odpowiadajacych okresowi cyklu od 4 i pot roku do
8 lat. Wykresy przedstawiaja wartoSci funkcji sinus obliczanych dla kolejnych punktow
zegara cyklu w ruchomym oknie obserwacji analogicznym do ilustracji zawartych
na rysunkach 1 i 2. Przebiegi wykresow fazy nie zmieniaja si¢ zasadniczo wraz ze
zmianami parametru wygtadzania 1. Wstggowy wykres przebiegu faz jest bardziej
skoncentrowany na skali wartos$ci niz analogiczny wykres wstegowy zegar6w; por.
rysunek 3. Zatem odizolowanie informacji o samej fazie cyklu od amplitudy wahan
powoduje, ze okreslenie stanu koniunktury wydaje si¢ tatwiejsze. Jedynie w przy-
padku analiz cyklicznos$ci w okresie od 1 kwartatu 2011 do 1 kwartalu 2014 znaczne;j
niepewnosci podlega okreslenie fazy cyklu pod koniec préby, to jest w przypadku
4 kwartalu 2013 i 1 kwartatu 2014; por. rysunek 4, wykres (d). Ale i w tym przypadku
odizolowanie fazy od amplitudy wahan, zgodnie z formulg (6), daje obraz bardziej
czytelny od informacji zawartej na zegarze koniunktury. W przypadku 4 kwartatu 2013
(obserwacja 12 na wykresie (d)) wigkszos¢ przebiegdw, uzyskanych na podstawie
wyboru poszczeg6lnej wartosci 4, wskazuje na fazg ozywienia po recesji, natomiast
w znacznie mniejszej liczbie przypadkéw okres ten moze by¢ utozsamiany z faza
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ekspansji. W przypadku 1 kwartalu 2014 (obserwacja 13 na wykresie (d)) okreslenie
fazy cyklu jest trudne. Niemal w potowie przypadkow wartosci parametru A punkt
okreslajacy pozycje cykliczng wskazuje na fazg ozywienia a w drugiej potowie war-
tosci na fazg ekspansji. Analogiczna sytuacje, cho¢ nie tak wyraznie zaakcentowana,
ilustruje wykres (a) na rysunku 4. W przypadku 4 kwartatu 2008 (obserwacja 4) dla
wiekszo$ci przyjetych wartosci parametru A pozycja cykliczna w tym okresie powinna
by¢ okreslona jako recesja. Niektore za§ wartosci 4 lokalizuja trajektorie w obszarze
wartosci dodatnich, co moze prowadzi¢ do wniosku, ze w badanym okresie czasu
mamy do czynienia jeszcze z wyhamowaniem a nie z recesj.
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Rysunek 5. Wstegowe zegary cyklu koniunkturalnego uzyskane na podstawie szeregow
czasowych realnego PKB wybranych krajow europejskich — graniczne wartosci
parametru wygtadzania A, i A, odpowiadaja okresom 4 i pot roku oraz 8 lat

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Okreslenie aktualnej fazy cyklu na podstawie analizy zegaréw cykli koniunktural-
nych moze nie zawsze by¢ tatwe i precyzyjne. Na rysunku 5 przedstawiono kolejne
przyktady zegarow cykli o silnie zréznicowanej czytelnosci. Cykliczno$¢ koniunk-
tury okreslono w okresie od pierwszego kwartatu 2003 do pierwszego kwartalu 2006
w przypadku Belgii, Czech, Estonii, Francji, Niemiec i Butgarii. Okres ten byt dla
wiekszosci gospodarek europejskich okresem o stosunkowo niskiej aktywnos$ci gospo-
darczej, w odniesieniu do innych okresow, bez oznak wyraznego ozywienia badz
recesji. Taki stan gospodarki, polegajacy na wybiciu z naturalnego rytmu faz sprawia,
iz niepewnos¢ co do okreslenia perspektyw rozwojowych jest duza. Na zegarze cyklu
stan ten jest identyfikowany w przypadku, gdy punkty zegara znajdujg si¢ blisko
poczatku uktadu wspotrzednych. Na przyktad w pierwszym i drugim kwartale 2003
roku dla Estonii wartos$ci cyklu odchylen oraz przyrosty wartosci sa bliskie zera.
Dodatkowo, w przypadku przyjecia réoznych wartosci parametru 4 punkty te znajduja
si¢ w roznych ¢wiartkach uktadu wspotrzednych. Podobnie, precyzyjne okreslenie
fazy cyklu w przypadku Bulgarii moze przysparza¢ sporo klopotow.

Oznacza to, ze dla pelnego obrazu konieczne jest zdefiniowanie odrebnej fazy
cyklu, ktora bedziemy nazywaé faza neutralng. Niech {C, , : ¢ € Z} bedzie wyod-
rebnionym cyklem odchylen dla pewnego /4. Wtedy bedziemy mowi¢ o okresie fazy

.....

cyklu C,, — C,_ ) beda bliskie zera, tj.:

c.,) (C,,-C 2
( z,;) n ( tA . t—l,/l) <1,
a b

(7

gdzie a,b > 0 sa odpowiednio progami dla wartosci cyklu odchylen oraz rdéznic
C,; — C,_1 ;. Niskie warto$ci C, | $wiadczg o rozwoju w tempie bliskim potencjatu za$
niskie wartosci C, , — C,_; ; $wiadczg o tym, iz odstgpstwa od potencjalu nie s3 duze.

Dobor parametrow a oraz b powinien zaleze¢ od wtasnosci procesu cyklicznego
C, ;, jednak nie jest przedmiotem naszych rozwazan. Nierdwnos¢

2 2
a” b
spetniajg punkty (x,y) ktére lezg wewnatrz elipsy o poétosiach a oraz b.

Rezultaty odseparowania informacji o fazie cyklu od amplitudy, uzyskane w przy-
padku analizowanych sze$ciu krajow, zawarto na rysunku 6. Podobnie jak na rysunku 4,
przedmiotem analiz jest przebieg faz cyklu otrzymanych wedtug formuty (6). Wiazke
wykresOw uzyskano poprzez przyjecie parametrow wygladzania odpowiadajacych
okresowi cyklu od 4 i p6t roku do 8 lat. Odizolowanie informacji o samej fazie cyklu
od amplitudy wahan nie powoduje tak znaczacej poprawy w precyzyjnym okresleniu
stanu koniunktury analizowanych krajow, jak w przypadku Polski; por. rysunek 4.
Szczegoblnie, okreslenie faz ozywienia i ekspansji, ktore wystepuja w rdéznych okre-
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sach czasu dla poszczegdlnych krajow, jest obarczone duza niepewnoscia. Dla Belgii
i Czech fazy spowolnienia i recesji sa okreslone precyzyjnie i przebieg komponentu
cyklicznego, z pominigciem informacji o amplitudzie, prawie nie zmienia si¢ w tych
przypadkach, wraz ze zmianami warto$ci parametru wygltadzania. W przypadku
Estonii, Francji, Niemiec i Bulgarii okreslenie fazy cyklu w wigkszosci kwartatow jest
niemozliwe. Komponent cykliczny z pominigciem informacji o amplitudzie jest bardzo
wrazliwy na zmiany warto$ci parametru wygladzania i moze wskazywaé zarowno na
ozywienie, jaki i na recesjg.

(4.5;8) years 4.5years ======- 8 years

4.5years -------8years —— (4.5;8) years
T

Belgia Czechy

4.5 years ------- 8 years —— (4.5;8) years

A

7

4.5 years ------- 8 years

(4.5;8) years

Vi
A\ /

Estonia Francja

j

2 3

4 5 0 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

8 years —— (4.5;8) years 4.5 years ======- 8 years
1 ==

1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3

Niemcy Butgaria

Rysunek 6. Wstegowe wykresy fazy cyklu uzyskane na podstawie szeregu czasowego
realnego PKB wybranych krajow europejskich — graniczne wartosci
parametru wygladzania A, i An.c 0dpowiadaja okresom 4 i po6t roku oraz 8 lat

Zrodto: opracowanie wiasne.
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5. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono konstrukcje wstggowego zegara cyklu koniunktural-
nego (bazujacego na jednowymiarowym realnym wskazniku makroekonomicznym)
z uwzglednieniem przedziatu dla parametru wygtadzajacego metody filtracji. Przyjecie
takiej koncepcji zegara powoduje, iz interpretacji podlega cate spektrum punktow
zegara a nie tylko pojedyncza $ciezka. W celu trafniejszego opisu aktualnej pozycji
cyklicznej na zegarze cyklu przedstawiono prosty sposob odseparowania fazy cyklu od
amplitudy. Rowniez ta konstrukcja uwzglednia przedzial parametréw wygtadzajacych
metody filtracji HP.

Przyktady analizy danych empirycznych w pracy maja charakter ilustracyjny i ich
analiza koncentrowala si¢ bardziej na wskazaniu uzytecznosci skonstruowanych narze-
dzi niz na weryfikacji ewentualnych hipotez badawczych dla analizowanych gospo-
darek i okresow. Praca wskazuje, iz skonstruowane narzgdzia oparte na realnych
wskaznikach makroekonomicznych moga by¢ pomocne w badaniach nad naturg cykli
koniunkturalnych.

Wstegowe zegary cyklu informuja, iz w pewnych przypadkach analizy moga nie
dawac jednoznacznych konkluzji co do aktualnej fazy cyklu. Szeroko$¢ pasma moze
by¢ interpretowana jako miara stopnia niepewnos$ci co do wlasciwego jej okreslenia.
Odizolowanie informacji o samej fazie cyklu od amplitudy wahan powoduje, Ze okre-
slenie stanu koniunktury wydaje si¢ tatwiejsze. Dodatkowo takie podejscie sktania
do okreslenia alternatywnej fazy cyklu, ktora autorzy proponuja nazywacé neutralng.
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DODATEK

Twierdzenie 1. Jesli f(#) jest wielomianem stopnia co najmniej czwartego, oraz
1
(L) = -2 -1 1
AL =4l + 64 +1-4AL + AL
takim, ze L* f(¢) = f(t — k) dla kazdego k,t € Z, wtedy T(L) f(f) i f({) r6znia si¢ co
najwyzej o stala.

- Jest operatorem trendu w filtrze HP,

Dowéd. Niech f(#) bedzie wielomianem rzedu co najwyzej cztery, f(£) = at* + bt +
+ ct? + dt + e. Wtedy wielomian w(¢) = T(L) f(f) jest rtownowazny.

f@)=Aw(t=2)—4w(t —=1) + (64 +1)w(t) —4Aw(@ + 1)+ Aw(t +2)  (8)
Rozwazmy reprezentacje w(t) = f(¢) + z(f). Na jej podstawie otrzymujemy:
—24ad=Az(t-2)—4Az(t = 1) + (64 + 1)z(t) —4Az(t + 1) + Az(t +2). (9)

Powyzsze rownanie funkcyjne ma rozwiazanie postaci z(f) = —24al. Skoro w(7)
jest okreslony jednoznacznie, to z(¢) jest funkcjg statg.

KONCEPCJA WSTEGOWEGO ZEGARA CYKLU KONIUNKTURALNEGO
W UJECIU NIEPARAMETRYCZNYM

Streszczenie

W artykule oméwiono propozycj¢ uwzglednienia niepewnosci na zegarze cyklu koniunkturalnego.
Stosowane podej$cie bazuje na reprezentacji wartosci oczekiwanej realnych wskaznikéw makroeko-
nomicznych jako sumy trendu i funkcji prawie okresowej w ramach réwnania nieparametrycznego.
Ujmujemy w ten sposob tacznie dynamike¢ wahan koniunkturalnych, sezonowych, trendu i mozliwej
interakcji pomiedzy tymi komponentami. Poprzez zastosowanie nieparametrycznych metod filtracji,
w celu eliminacji wahan sezonowych oraz trendu, uzyskano warto§¢ pierwszego momentu punktow
zegara jako poszczegodlne wartosci funkcji prawie okresowej. Czgstotliwosci utozsamiane z wahaniami
aktywnosci gospodarczej, jak rowniez te, ktore charakteryzuja dynamike zegara cyklu, sa niezmiennicze
ze wzgledu na stosowane metody filtracji.

Slowa kluczowe: zegar cyklu koniunkturalnego, metody filtracyjne, procesy prawie okresowo
skorelowane
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NONPARAMETRIC BAND BUSINESS CYCLE CLOCK
Abstract

We discuss representation of uncertainty in the business cycle clock. We propose approach utilising
description of the unconditional mean of the process, applied for modelling dynamics of macroeco-
nomic time series, as a trend component and almost period function in a non-parametric setting. We
capture the dynamics over the business cycle, trend component and seasonal fluctuations and possible
interactions between these features. A particular values of the almost periodic function are key for
representation of the business cycle in a clock, expressing the dynamics according to phase diagram.
The set of frequencies interpreted as a properties of the business fluctuations are invariant with respect
to filtration methods applied in the procedure.

Keywords: business cycle clock, filtration, almost periodically correlated processes
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1. WSTEP

Powstawanie i likwidacja przedsigbiorstw, jako nieodtagczne elementy mechanizmu
rynkowego, decyduja o obrazie wspotczesnej gospodarki. W odpowiedzi na zmienia-
jace si¢ potrzeby rynku powstaja nowe podmioty gospodarcze oraz upadaja przed-
siebiorstwa, ktore nie sa w stanie sprosta¢ konkurencji. Nowe jednostki gospodarcze,
wprowadzajac innowacje, stajg si¢ motorem rozwoju gospodarczego, a jednoczesnie sg
przyczyng upadku podmiotow, ktore nie nadazaja za postgpem. Likwidacja przedsie-
biorstw pelni role katalizatora, oczyszcza rynek z nieefektywnych jednostek i tworzy
miejsce dla nowych. Selekcja wsrod przedsiebiorstw w duzej mierze ksztattuje rozwoj
gospodarki regionu i catego kraju.

Ze wzglgdu na decydujace znaczenie kondycji przedsigbiorstw dla szeroko poje-
tego rozwoju gospodarczego regionu (poziom zatrudnienia, wzrost gospodarczy, kon-
kurencyjnos$¢ gospodarki) $ciste okreslenie czynnikow oddziatujacych na nie zaréwno
w krotkim, jak i dlugim okresie jest istotnym problemem stojagcym przed badaczami.
W publikacjach teoretycznych i empirycznych stosuje si¢ podziat czynnikow wply-
wajacych na powstawanie, rozwoj 1 przezywalnos¢ przedsiebiorstw na czynniki endo-
geniczne i egzogeniczne. Wérod czynnikow endogenicznych wyrdznia si¢ najczescie]
bodzce finansowe, ktore zwigzane sg z odpowiednim finansowaniem aktywow i utrzy-
maniem ptynnosci finansowej, a takze czynniki menedzerskie, zwigzane z podejmowa-
niem trafnych decyzji oraz przyjmowaniem witasciwych postaw przez zarzadzajacego
przedsigbiorstwem menedzera. Wérod czynnikow endogenicznych mozna wymienic¢
ponadto wiek przedsiebiorstwa, jego wielko$¢, rodzaj prowadzonej dziatalnosci gospo-
darczej i region, w ktorym firma operuje. Czynniki egzogeniczne podzieli¢ mozna na
czynniki branzowe oraz na czynniki ogdlnoekonomiczne (w szczeg6lnosci makroeko-
nomiczne), dotyczace catego kraju. Wyr6zni¢ tutaj mozna poziom konkurencji, koszty
pracy, kurs walutowy, kapitat ludzki, zamoznos$¢ spoleczenstwa, wysokos¢ inflacji,
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dostepnos¢ kredytow, poziom biurokracji, stabilno$¢ przepisow, wysokos¢ podatkow,
postep technologiczny. Nie bez znaczenia pozostaje rowniez pomoc finansowa ze
srodkéw Funduszy Europejskich oraz pomoc instytucji wspierania biznesu w regionie.
W rzeczywistosci czgsto zdarza si¢, ze czynniki zewnetrzne stymuluja te wewnetrzne,
w rownej mierze dotyczy to zarowno rozwoju jak i upadtosci przedsigbiorstw.

Tematyka demografii przedsigbiorstw w Polsce zajmowaty si¢ m.in. Ptak-
-Chmielewska (2010) i Markowicz (2012). W swoich badaniach korzystaty one z narze-
dzi analizy czasu trwania, w tym z tablic trwania, estymatora Kaplana-Meiera, modelu
Coxa oraz modeli logitowych. Z modelem logitowym pracowat rowniez Pociecha
(2012), przeanalizowat on zalety i ograniczenia stosowalno$ci modelu w badaniach
bankructw w Polsce.

Nehrebecka, Dzik (2013) wykorzystujac regresje logistyczna analizowaly wptyw
indywidualnych danych bilansowych oraz danych z raportu dochodéw polskich spotek
na prawdopodobienstwo bankructwa polskich przedsigbiorstw.

Przedmiotem niniejszego artykutu jest weryfikacja wptywu szeregu czynnikow
mierzalnych na dynamike populacji przedsigbiorstw w Matopolsce. Wykorzystanie
metod analizy przezycia, w tym w szczego6lnosci modelu przyspieszonej porazki,
pozwoli sprecyzowaé, w jaki sposob czynniki zwigzane z miejscem i rodzajem roz-
poczecia dziatalno$ci gospodarczej wptywaja na czas jej trwania.

2. PRZEGLAD LITERATURY

Powody sktaniajace ludzi do rozpoczynania dziatalnosci gospodarczej moga
by¢ bardzo zréznicowane. Wedlug van Praag (1996) decyzja o zatozeniu firmy jest
pochodna checi 1 mozliwosci. Opisujac ,,checi” wskazuje ona bardziej szczegdétowo na
indywidualne preferencje uzaleznione od posiadanych cech charakteru przedsigbiorcy.
Checi zaleza réwniez w znacznej mierze od wystepowania opcji alternatywnych i ich
atrakcyjnosci w oczach potencjalnego przedsiebiorcy. Mowiac o ,,mozliwosciach”,
badaczka wskazuje na czynniki mikroekonomiczne, np. dostepnos¢ kapitatu poczat-
kowego, 1 makroekonomiczne, zwigzane z 0ogolng koniunktura gospodarcza.

W sposob naturalny koniunkture gospodarcza w regionie mozna taczy¢ z rynkiem
pracy. Juz Knight (1921) twierdzit, Ze czlowiek ma trzy wyjscia, moze by¢ bezrobotny,
moze zosta¢ pracownikiem najemnym, albo moze si¢ sam zatrudni¢. W zwigzku z tym
decyzja o zalozeniu dziatalno$ci gospodarczej wynika z prostej kalkulacji zyskow
i strat ptynacych z wyboru poszczeg6élnych Sciezek. Mozna zatem na czynniki roz-
woju przedsigbiorczo$ci spojrze¢ w ten sposob, ze determinanta decyzji o urucho-
mieniu wlasnego przedsigbiorstwa jest zmniejszenie atrakcyjnosci alternatyw, czyli
zredukowanie §wiadczen przystugujacych bezrobotnym lub spadek atrakcyjnosci pracy
na stanowisku najemnym, wynikajacy np. ze wzrostu konkurencji spowodowanego
wzrostem bezrobocia.

Decyzja o zatozeniu dziatalnosci gospodarczej jest silnie uzalezniona od czynni-
kéw geograficznych (Armington, Acs, 2002). Fritsch (1997) twierdzi, ze powstanie
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nawet potowy nowych przedsiebiorstw mozna wyjasni¢ jedynie za pomoca wskazni-
kow struktury przemystu w regionie. W zwigzku z tym konieczne jest w jego opinii
uwzglednienie zar6wno regionu, jak i branzy wsrod determinant wyjasniajacych pod-
jecie decyzji o uruchomieniu i ewentualnie likwidacji przedsigbiorstwa.

Niezwykle wazna teoria, skupiajgca si¢ m.in. na opisie procesu powstawania przed-
sicbiorstw, zostala przedstawiona przez Jovanovica (1982). Wedtug tej teorii proces
ten jest w duzej mierze przypadkowy. Przypadkowos¢ ta wynika z faktu, ze — zakta-
dajac nowg firme — przedsigbiorca nie jest w stanie oceni¢ szans na jej przetrwa-
nie, a nawet nie jest w stanie wlasciwie okresli¢ swoich kompetencji menedzerskich.
Decyzja o pozostaniu na rynku lub o zakonczeniu dziatalnosci wynika z konfrontacji
niejasnych, mglistych oczekiwan przedsigbiorcy dotyczacych dzialalno$ci firmy z rze-
czywistos$cia.

Gerosky (1995) zwraca uwagg na to, ze liczba nowych firm zalezy od spodziewa-
nych zyskow w branzy, ale zalezno$¢ ta uwidacznia si¢ dopiero od pewnego poziomu
zyskow. Do jego ciekawych spostrzezen nalezy zaliczy¢ to, ze bariery rozpoczynania
dziatalnosci gospodarczej sa w praktyce barierami przetrwania na rynku i to wlasnie
nimi powinni zaja¢ si¢ badacze.

Teoria cyklu zycia przedsiebiorstwa w swojej naturze nawigzuje do nauk biologicz-
nych. Wystepuje tutaj analogia pomiedzy przedsiebiorstwami i organizmami zywymi,
jesli chodzi o ich fazy zycia — narodziny, etap wzrostu, nastgpnie stabilizacji, po
ktorej ewentualnie nastepuje starzenie si¢ i $mier¢. W nurcie nawiazujacym do teorii
biologicznych, a takze teorii tworczej destrukcji Schumpetera (1999) miesci si¢ praca
Gurgula i inni (2014), w ktorej za pomoca réwnania rézniczkowego czastkowego
typu von Foerstera opisana jest dynamika powstawania i upadtosci przedsiebiorstw
niemieckich. Za pomoca tego modelu autorzy podjeli probe prognozy liczby zlikwi-
dowanych przedsigbiorstw i liczby przedsigbiorstw, ktore zostang utworzone.

Literatura przedmiotu dotyczaca cyklu zycia przedsigbiorstw jest bogata. Levie,
Lichtenstein (2010) twierdza, ze opublikowano juz ponad 100 r6znych modeli fazo-
wych rozwoju przedsigbiorstwa. Liczba faz w tego typu modelach bywa r6zna, wedtug
nich waha si¢ od trzech (np. Smith i inni, 1985) do jedenastu (np. Bruce, 1976).

Prusak (2011) analizowat cykl zycia przedsiebiorstwa pod katem jego upadtosci.
Zaproponowat schemat opisujacy typowy przebieg cyklu zycia, uwzgledniajacy zmiang
wartos$ci przedsigbiorstwa, ktory sktada si¢ z czterech faz (Prusak, 2011, s. 52):

— zalozenie przedsigbiorstwa, zgromadzenie odpowiednich zasobow i rozpoczecie
dziatalno$ci w wyniku sprzedazy produktéw czy §wiadczenia ushug,

— wzrost przedsiebiorstwa,

— stabilizacja w dzialalnosci przedsigbiorstwa,

—  kryzys prowadzacy do upadku przedsigbiorstwa lub kryzys bedacy etapem posrednim

w dalszym wzro$cie firmy.

Wyjatkowy charakter w modelu Prusaka ma faza pierwsza, ktora jako jedyna poja-
wia si¢ tylko raz — zaraz po rozpoczgciu dziatalnosci gospodarczej. Z kolei czwarta
faza cyklu (kryzys) prowadzi¢ moze do likwidacji przedsigbiorstwa lub do powrotu
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do fazy drugiej (wzrost). W szczego6lnosci oznacza to, ze zaproponowany przez niego
model nie ma charakteru skonczonego.

W modelu Greinera (1972) przyszto$¢ przedsigbiorstwa jest zdeterminowana gtow-
nie jego historig, a nie czynnikami zewng¢trznymi. W jego modelu rozwdj firmy ma
miejsce wskutek nastepujacych naprzemiennie procesow ewolucji i rewolucji. Fazy
ewolucji charakteryzuje stopniowy i zrownowazony wzrost, natomiast fazy rewolu-
cji cechuja sie wystepowaniem wstrzasow 1 ogélnego zamieszania. Fazy rozwoju sa
mocno od siebie uzaleznione i determinujg si¢ nawzajem. Podczas kryzysow w przed-
sigbiorstwie musza zaj$¢ zmiany o charakterze organizacyjnym, ktore w mysl powie-
dzenia ,,co ci¢ nie zabije, to cie wzmocni” przyczyniaja si¢ do jego rozwoju. Z drugiej
strony brak odpowiedniego dostosowania si¢ i wprowadzenia zmian w odpowiedzi na
pojawiajace si¢ kryzysy skutkowa¢ moze stagnacja i ewentualnie upadtoscia.

Wedtug Greinera, Schein (1988) sprawnos¢ przedsigbiorstwa w poczatkowej fazie
jego istnienia, wynika ze zdolnosci 1 kreatywnosci menedzera/wlasciciela. Dalsze ulep-
szenia wynikaja juz z problemow, na jakie organizacja napotyka w nastepnych etapach
swojego istnienia i sposobow ich przezwycig¢zenia, co jest warunkiem jej przetrwania.
Jesli zarzad nie zauwazy w pore tych problemow, to wczesniej czy pozniej dochodzi
do upadku tego przedsicbiorstwa. W warunkach niepewnos$ci, w ktoérych podejmuje
si¢ dziatania, w niezwykle szybko zmieniajacym si¢ otoczeniu, przy pojawiajacych sig
ciggle nowych problemach i zadaniach, cykl zycia przedsigbiorstw w niezmienionej
formie ulega w obecnej rzeczywistos$ci gospodarczej znacznemu skroceniu. Oznacza
to, ze ma miejsce szybka eliminacja podmiotow, ktore trwajg przy starych, niekon-
kurencyjnych juz rozwigzaniach. Brak zmian wewnatrz przedsi¢biorstwa prowadzi
z uplywem czasu do jego catkowitego upadku. Te zagadnienia sa takze przedmiotem
rozwazan Handy’ego (1996), ktory jest autorem tzw. ,,esowatej krzywej”. Sednem jego
tezy jest stwierdzenie, ze przedsicbiorcy jeszcze w okresie prosperity powinni przygo-
towywac firme¢ na czas kryzysu, wywotujac sztucznie objawy kryzysu i podejmujac
srodki zaradcze. Cho¢ firma na krotka mete wskutek tych sztucznych bodzcow ostabia
sie, to jednak zmiany w odpowiedzi na wywotany kryzys na dtuzszg mete wzmacniaja
i uodparniaja te firme. Jest to efekt podobny do efektu szczepien ochronnych.

3. MODEL PRZYSPIESZONEJ PORAZKI

Model przyspieszonej porazki (skrot AFT od ang. accelerated failure time) nalezy
do grupy tzw. modeli parametrycznych. Istota tych modeli jest zatozenie o znajomosci
postaci analitycznej funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu zmiennej loso-
wej opisujacej dlugos¢ czasu trwania. Wspotczesne badania (Zajac, 2013; Agarwal
i inni, 2002; Cefis, Marsili, 2005) wskazuja, ze funkcja gestosci prawdopodobienstwa
likwidacji przedsigbiorstw oraz zwigzana z nig funkcja hazardu® nie s3 monotoniczne,

3 Funkcja hazardu opisuje warunkows gesto$¢ rozkladu dhugosci czasu trwania przedsiebiorstwa

w chwili #. Warunkiem jest zatoZenie, ze przedsigbiorstwo nadal istnieje w chwili 7.
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a ich ksztatt przypomina odwrdcong litere ,,U”. Ryzyko likwidacji firmy na poczatku
wzrasta, by po osiggnigciu maksymalnego poziomu po kilku latach zmniejszy¢ sig.
W szczegolnosci obserwuje sig, ze ,.tradycyjne” przedsigbiorstwa sa najmniej nara-
zone na ryzyko likwidacji*. Jovanovic (1982) argumentuje to faktem, ze firmy potrze-
buja czasu, by nauczy¢ si¢ w jaki sposdb wykorzystywaé szanse dajace mozliwosé
przetrwania i potencjalnego rozwoju. W zwigzku z tym w prowadzonych badaniach
empirycznych uwaga zostala zwrocona w kierunku U-ksztattnych funkcji hazardu.

Glownym pomystem, na ktorym oparte sa modele przyspieszonej porazki, jest
zatozenie, ze zmienne egzogeniczne wptywaja na dlugos¢ czasu trwania. Oznacza to,
ze w wyniku oddzialywania zmiennych objasniajacych funkcja przezycia jest rozcia-
gana (skracana) horyzontalnie. Wlasno$¢ rozciagania mozna zapisac jako zaleznos$é
pomiedzy funkcjami przezycia® dla dwéch réznych populacji S;(¢) i Sy(¢). Model AFT
zaklada bowiem, Ze istnieje stata y taka, Ze dla kazdego #°:

S, () = S,(We). (D

Klasycznym przyktadem, pozwalajacym zrozumie¢ opisang tutaj zalezno$¢, jest
przyktad dhugosci zycia cztowieka i psa. Przyjmuje sie, ze rok zycia psa przektada
sie na siedem lat zycia cztowieka, w zwigzku z tym w tym przyktadzie w = 7. Mozna
zatem powiedzie¢, ze szansa na to by pies dozyl 10 lat, jest taka jak szansa, by czlo-
wiek dozyt 70 lat. Podobnie $rednia dtugos¢ zycia psa jest siedem razy krotsza niz
cztowieka itp.

W sposob naturalny przyjmuje si¢, ze wartosc¢ statej v jest uzalezniona od wartos$ci
zmiennych egzogenicznych. Zapisanie wzoru (1) z wykorzystaniem bazowej funkcji
przezycia daje zaleznosc:

S(t1X) = So(t ). 2

W praktyce do szacowania wlasciwych parametréw modelu AFT wykorzystuje si¢
zalezno$¢ opisang rownaniem:

In(t) = X"B + p, 1 = ce, (3)

gdzie ¢ oznacza czas, X' jest macierzg zmiennych egzogenicznych, 8 to wektor para-
metréw modelu, natomiast u jest sktadnikiem losowym. Sktadnik losowy ma forme
zmiennej losowej e pomnozonej przez skalujaca ja statg c. Rozktad zmiennej losowej &
jest powigzany z wybrang postacia funkcji ggstosci prawdopodobienstwa likwidacji.

4 Niektorzy wyciagaja z tego wniosek, ze podmioty powstate w okresie rozkwitu gospodarczego
maja najwigksze szanse na przetrwanie na rynku (Gerosky i inni, 2010).

5> Funkcja przezycia (inaczej nazywana funkcja dozycia lub funkcja trwania) opisuje prawdopodo-
bienstwo, ze przedsigbiorstwo nie zostanie zlikwidowane do chwili 7.

¢ Wzory (1)—(11) zostaly zaczerpnigte z Landmesser (2013).
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Umieszczenie obu stron réwnania (3) jako wykladnikow funkcji ekspotencjalnej,
a nastgpnie podzielenie rownania stronami prowadzi do zaleznosci:

teX'B =ek 4)
Przyjmujac oznaczenie ¢ = e‘XTB, wzdr (4) przybiera postac:

tih = ek, (5)

Przy takich oznaczeniach wspotczynnik y standardowo nazywany jest parametrem
przyspieszajacym (ang. acceleration parameter). Parametr ten jest stalg, o ile tylko
zmienne egzogeniczne nie zmieniajg si¢ w czasie. Mozna powiedzie¢, ze ,,czas biegnie
szybciej” dla obserwacji, dla ktoérych odpowiadajace im i jest wieksze od jednostki
(i analogicznie — wolniej, gdy y < 1).

Rownanie (5) pozwala zrozumie¢ sposob parametryzacji przyjmowany przez prak-
tykow. Niech 7 oznacza czas trwania dla calej populacji, ktérego szybkos$¢ uptywu
jest traktowana jako norma i niech 7 = ty. Wtedy zalozenie, ze ¢ jest zmienng losowa
prowadzi do wniosku, ze podobnie jest z 7. Co wigcej, jezeli przyktadowo ¢ ma rozktad
normalny, to 7 ma rozktad logarytmiczno-normalny’.

Mozliwe jest rowniez zapisanie modelu AFT z wykorzystaniem funkcji hazardu.
Wzér na warunkowg funkcje hazardu w zaleznosci od bazowej funkcji hazardu (czyli
funkcji hazardu dla calej populacji), ktory bedzie zgodny ze wzorem na funkcje prze-
zycia (2), przyjmuje wtedy postac:

h(t|X) = Ph, (). (6)

W celu dokonania wlasciwej interpretacji parametrow modelu, mozna chwilowo
przyjac, ze dwie obserwacje o odpowiadajgcych im wektorach X; i X; r6znig si¢ o jed-
nostke wartoscig zmiennych objasniajacych na pojedynczej wspdtrzednej o indek-
sie p. Wowczas relacje czasow trwania (ang. time ratio) dla tych obserwacji wyrazié
mozna jako:

t: eXlTBegi T
TR(ti, t]) = t_l = W = e(Xi_Xj) B = eBP. (7)
i e’ifefi

Z powyzszego wzoru wynika, ze obliczona warto$¢ e/ oznacza (przy zatozeniu ceteris
paribus), ile razy zwigkszylby si¢ sredni czas trwania (dtugos¢ zycia) obserwowanego
podmiotu, gdyby opisujaca go zmienna objasniajaca x, wzrosta o jednostke.

7 Réwnanie (3) jest zapisane w postaci liniowej, jednak ze wzgledu na wystepowanie obserwacji

cenzurowanych, nie jest mozliwe szacowanie parametrow modelu klasyczna metoda najmniejszych kwa-
dratow.
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W badaniach empirycznych przeprowadzonych na potrzeby niniejszej pracy wyko-
rzystane zostaly trzy warianty modelu przyspieszonej porazki. W szczego6lnosci sg to:
model logarytmiczno-normalny, model log-logistyczny i uogoélniony model gamma.

Zanim przejdziemy do opisu danych i estymacji omowionych modeli zwrdcimy
uwage na zjawisko heterogeniczno$ci podmiotéw gospodarczych i jego uwzglednienie
w modelach hazardu.

4. MODELE HAZARDU UWZGLEDNIAJACE HETEROGENICZNOSC

Tworzac probabilistyczny model hazardu, warto zwréci¢ uwage na fakt, ze poszcze-
gblne podmioty czesto nie spetniajg zalozenia o homogenicznosci, a funkcja hazardu
dla populacji jest kombinacjg hazardow indywidualnych jednostek (por. Gutierrez,
2002; Landmesser, 2013). Modele takie nazywa si¢ modelami hazardu z heteroge-
niczno$cia lub modelami z efektem frailty®. Roznice w wartoéciach funkcji hazardu
dla poszczegoélnych obserwacji mogg mie¢ rdéznorakie zrodta. Po pierwsze, moga one
wynika¢ z indywidualnych cech jednostek sktadajacych si¢ na badang zbiorowosc.
Roéznice tego rodzaju w przypadku badania dhugosci istnienia podmiotow gospodarki
narodowej na rynku mogg by¢ spowodowane jakoscig zarzadzania firmg lub — w przy-
padku niewielkich firm — cechami charakteru wilasciciela. Druga przyczyna wystepo-
wania efektu frailty moze by¢ brak uwzglednienia wszystkich istotnych zmiennych
egzogenicznych, ktore wpltywaja na funkcje hazardu. Trzecim powodem moze by¢
zbyt szybka likwidacja podmiotow znajdujacych sie¢ w grupie wysokiego ryzyka lub
istnienie podmiotéw, o ktérych mozna powiedzie¢, ze beda zawsze istnie¢’.

Brak proby uwzglednienia wptywu indywidualnych cech badanych podmiotow jest
uwazany za powazne niedociggnigcie, ktore moze prowadzi¢ do pozornych wnioskow
(Hougaard, 1984). Powszechnie przyjetym sposobem uwzglednienia efektu frailty
w analizie przezycia jest koncepcja modelu statystycznego, zawierajacego dodatkowy
efekt losowy przypisany kazdej z obserwowanych jednostek, wptywajacy multipli-
katywnie na dlugos¢ okresu jej trwania (ang. time-to-event). Efekt ten mozna zatem
traktowac jako pewne uogoélnienie dla parametrycznych modeli hazardu. Zmienno$¢
czasu trwania jest podzielona na czg$¢ wyjasniong przez dostgpne zmienne egzoge-
niczne i na pozostata czgs¢. To wlasnie ta druga czes$¢ jest modelowana z wykorzy-
staniem losowego efektu frailty. Przewaga takiego podejscia przy znanym rozktadzie
zmiennej losowej fraility jest otrzymanie warunkowej niezalezno$ci dlugosci czasu
trwania podmiotow.

Niech o; oznacza efekt frailty zwigzany z obserwacja o numerze i. Ponadto niech

efekt ten oddziatuje multiplikatywnie na funkcje¢ hazardu dla i-tej obserwacji:
8 Ang. fiailty — stabo$é, watto$é, niedociggniccie, niedoskonatos¢, stabostka. W literaturze przedmiotu
pojecie nie jest zwykle thumaczone na jezyk polski, pojecie po raz pierwszy wprowadzone w Vaupel i inni
(1979).
® W tym sensie, Ze nie bedzie mozliwe zaobserwowanie ich likwidacji w rozsadnym/obserwowalnym

przedziale czasowym.
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h(t;1X;, a;) = a;h(t;|X;). 3

Przyjmuje si¢, ze o; jest realizacja zmiennej losowej a, ktora spehnia kilka zatozen
technicznych. Zmienna losowa jest niezalezna zaréwno od czasu ¢, jak i od wybranych
zmiennych egzogenicznych. Dodatkowo jej realizacje sa zawsze dodatnie i $rednio nie
wptywaja na dlugos¢ zycia populacji (E(a) = 1). Zaklada si¢ ponadto, ze jej wariancja
jest skonczona i oznaczona jako 6 (6%(a) = 6 < o). Mozna zatem zapisaé, ze:

h(tX, @) = ah(t|X). 9)

Warunkowg funkcje przezycia mozna teraz obliczy¢, korzystajac z (9) i (6):
S(t|X, ) = o~ Jo hsIX@ds _ p=a [jh(sIX)ds _ ,-aH(tX) — paln(S(t|X) — [S(EIX)]%. (10)

Poniewaz efekt frailty nie jest w praktyce obserwowalny, to funkcj¢ przezycia uza-
leznia si¢ od parametrow rozktadu a, w szczegolnosci od wariancji 0. Funkcje przezycia,
ktora zalezy juz nie od a, ale od wariancji a, otrzymuje si¢ jako warto$¢ oczekiwana
warunkowej funkcji przezycia wzgledem a, czyli wykorzystujac (10) otrzymujemy:

[ee] [ee]

So (t1X) =f S(tIX,a)g(a)dOf:f [S1X)]%g(a)da, (11)
0 0

gdzie przez g(a) rozumie si¢ gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej a. W badaniach przeprowadzonych na potrzeby niniejszego artykutu przeana-
lizowane zostaty warianty, w ktorych efekt frailty byt opisany rozkladem gamma
i odwroconym rozktadem normalnym (skrot NIG od ang. normal inverse Gaussian)'°.

Estymacj¢ parametréw modelu przeprowadza si¢ z wykorzystaniem metody naj-
wiegkszej wiarygodnos$ci. Aby sprawdzi¢, czy w modelu wystepuje efekt heterogenicz-
nosci, nalezy wyestymowaé parametry modelu uwzgledniajacego heterogenicznosé,
a nastepnie sprawdzi¢ testem ilorazu wiarygodnosci Lagrange’a (lub testem Walda),
czy estymator wariancji efektu frailty 0 jest statystycznie istotnie rézny od zera. Zanim
przejdziemy do estymacji przedstawimy wykorzystane w pracy dane.

5. DANE STATYSTYCZNE

Analiza empiryczna przeprowadzona w artykule bazuje na danych otrzymanych
z Wojewodzkiego Urzedu Statystycznego w Krakowie. W szczego6lnosci na zbidr
danych sktadaja si¢ informacje na temat wszystkich podmiotéw gospodarki narodo-
wej rejestrujgcych si¢ w bazie REGON oraz podmioty wyrejestrowane z niej mi¢dzy
1 stycznia 2006 a 31 sierpnia 2014 w wojewodztwie matopolskim. W badanym okresie
zarejestrowano tgcznie 267 755 podmiotow gospodarki narodowe;.

10 Postaé rozktadéw przyjeta za Gutierrez (2002).
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Specyfika posiadanego zbioru danych wymusza wykorzystanie tzw. obserwacji
cenzurowanych prawostronnie. Przez obserwacje tego typu rozumie si¢ w tym przy-
padku te dotyczace podmiotéw gospodarki narodowej, ktore zostaty zlikwidowane
po 31 sierpnia 2014 Iub nadal prowadza dziatalno§¢ gospodarczg. Brak informacji na
temat podmiotéw gospodarki narodowej, ktore powstaly przed analizowanym okresem
1 jednocze$nie nie zakonczyly dziatalnosci w czasie jego trwania, wymusit konkretny
sposob uporzadkowania zbioru danych. Dane posortowano w taki sposob, by wszystkie
obserwowane podmioty rozpoczety dziatalno$¢ w jednym, ustalonym momencie. Sa
one nastgpnie obserwowane do momentu likwidacji lub do ostatniego dnia badania.
W szczegolnoscei warto zauwazy¢, ze prowadzi to do sytuacji, gdzie data cenzurowania
jest najczesciej rozna dla poszczegdlnych przedsigbiorstw.

Dla kazdego z podmiotow mozliwe jest wskazanie deklarowanej poczatkowe;j
liczby pracownikow (nalezy do jednej z pieciu grup: 0-9, 10-49, 50-249, 250-999,
1000 i wigcej pracownikow), sekcja PKD do ktérej podmiot nalezy (PKD2004 i/lub
PKD2007'") oraz miejsce prowadzenia dzialalnosci (powiat i rozroznienie czy podmiot
zarejestrowany jest w miescie czy na wsi).

Wykorzystanie tego typu danych na potrzeby modelu AFT wymaga wprowadzenia
szeregu zmiennych dychotomicznych. W szczegdlnosci nalezy jednak pamigta¢ by
poszczegdlne grupy otrzymane w ramach klastrow nie byly zbyt mate. W zwigzku
z tym autorzy postanowili usuna¢ z badania przedsi¢gbiorstwa deklarujace zatrudnienie
ponad 250 pracownikéw (bylo ich zaledwie 16) oraz te nalezace do sekcji T'? (jedy-
nie 2) i U3 (tacznie 6). Szczegdlows liste pozostatych zmiennych zero-jedynkowych
zamieszczono w tabeli 1'%,

Tabela 1.

Zmienne objasniajace wykorzystane w analizie parametrycznej

Nazwa Opis zmiennej, w nawiasie procent Nazwa Opis zmiennej, w nawiasie procent
zmiennej | obserwacji, ktorych dana warto$¢ dotyczy | zmiennej | obserwacji, ktorych dana warto§¢ dotyczy

Mikro | Dla deklarowanego zatrudnienia 0-9 D1 powiat bochenski (2,5%)
pracownikow (98,7%)

Male |Dla deklarowanego zatrudnienia 10-49 72 powiat brzeski (2,0%)
pracownikow (1,2%)

Srednie |Dla deklarowanego zatrudnienia 50-249 73 powiat chrzanowski (3,0%)
pracownikow (0,1%)

"W celu poprawy czytelno$ci wynikow autorzy zdecydowali sie (tam gdzie to bylo konieczne)
przekonwertowa¢ symbol PKD2004 do jego odpowiednika w PKD2007. W tym celu wykorzystano klucz
powigzan publikowany przez GUS.

12 Sekcja T oznacza ,,gospodarstwa domowe zatrudniajgce pracownikow; gospodarstwa domowe
produkujace wyroby i $wiadczace ustugi na wlasne potrzeby”.

13 Sekcja U oznacza ,,organizacje i zespoty eksterytorialne”.

14 W odczuciu autoréw wykorzystanie tak duzej liczby zmiennych dychotomicznych jest uzasadnione
wielko$cig posiadanego zbioru danych.
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Tabela 1. (cd.)

Nazwa Opis zmiennej, w nawiasie procent Nazwa Opis zmiennej, w nawiasie procent
zmiennej | obserwacji, ktorych dana warto$¢ dotyczy | zmiennej | obserwacji, ktorych dana warto$¢ dotyczy
A Rolnictwo, lesnictwo, towiectwo P4 powiat dabrowski (1,0%)
i rybactwo (0,7%)
B Gornictwo 1 wydobywanie (0,1%) Ds powiat gorlicki (2,8%)
C Przetworstwo przemystowe (7,8%) Ps powiat krakowski (7,5%)
D Wytwarzanie i zaopatrywanie w energi¢ P7 powiat limanowski (3,4%)
elektryczng, gaz, par¢ wodna, goraca
wodg i powietrze do uktadow
klimatyzacyjnych (0,2%)
E Dostawa wody; gospodarowanie $ciekami g powiat miechowski (1,0%)
i odpadami oraz dziatalno$¢ zwigzana
z rekultywacja (0,3%)
F Budownictwo (17,8%) Po powiat myslenicki (3,3%)
G Handel hurtowy i detaliczny; naprawa Plo powiat nowosadecki (5,5%)
pojazdéw samochodowych, wlaczajac
motocykle (24,5%)
H Transport i gospodarka magazynowa (5,4%)|  p1; powiat nowotarski (5,1%)
1 Dziatalno$¢ zwigzana z zakwaterowaniem P12 powiat olkuski (2,8%)
i ustugami gastronomicznymi (4,5%)
J Informacja i komunikacja (3,8%) P13 powiat oswiecimski (3,6%)
K Dziatalnos¢ finansowa i ubezpieczeniowa Dia powiat proszowicki (0,8%)
(3,8%)
L Dziatalno$¢ zwigzana z obstuga rynku Pis powiat suski (1,9%)
nieruchomosci (2,2%)
M Dziatalnos$¢ profesjonalna, naukowa Pi6 powiat tarnowski (3,9%)
i techniczna (9,0%)
N Dziatalnos¢ w zakresie ushug P17 powiat tatrzanski (2,7%)
administrowania i dziatalno$¢ wspierajaca
(4,2%)
(0] Administracja publiczna i obrona Pis powiat wadowicki (3,9%)
narodowa; obowiazkowe zabezpieczenia
spoteczne (0,04%)
P Edukacja (3,5%) Pio powiat wielicki (3,6%)
0 Opieka zdrowotna i pomoc spoteczna Dol miasto Krakow (33,1%)
(4,4%)
R Dziatalno$¢ zwigzana z kultura, rozrywka Pe2 miasto Nowy Sacz (3,1%)
i rekreacja (1,8%)
S Pozostata dziatalno$¢ ustugowa (6,1%) P63 miasto Tarnow (3,4%)
Miasto | Dla podmiotow zarejestrowanych
w miastach (61,0%)

Zrodho: opracowanie wiasne, na podstawie danych uzyskanych z Urzedu Statystycznego w Krakowie.
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Przed przystapieniem do wlasciwej analizy parametrycznej nalezy uswiadomic
sobie wystepowanie $cistej wspotliniowosci wérod zdefiniowanych w tabeli 1 zmien-
nych. Wspotliniowos¢ ta bierze si¢ z faktu, ze kazda z obserwacji musi przynalezec¢
do jednaj z klas wielko$ci, mie¢ przypisany kod odpowiadajacej jej sekcji PKD oraz
naleze¢ do jednego z powiatow wojewodztwa. Zapisanie tego spostrzezenia za pomoca
aparatu matematycznego prowadzi do zaleznosci:

Mikro + Mate + Srednie = 1,
At tS=1, (12)
P1+ o+ pes = 1.

Sytuacja ta wymusza wskazanie jednego z klastrow jako punktu odniesienia dla
pozostatych. Jako kryterium wybrano do tego celu wielko$¢ poszczegolnych pod-
grup. Punktem odniesienia sg wigc mikroprzedsigbiorstwa, ktorych glowna dziatalnos¢
gospodarcza wskazuje na ich przynaleznos$¢ do sekcji F, zarejestrowane w Krakowie.
Korzystajac z zaprezentowanych danych wykonano estymacj¢ oméwionych wczesniej
modeli. Jej wyniki sg zamieszczone w nastepnym rozdziale.

6. WYNIKI ESTYMACJI MODELI PRZYSPIESZONEJ PORAZKI AFT

W niniejszym artykule rozwazane sg trzy zasadnicze typy modeli AFT — model
logarytmiczno-normalny, model log-logistyczny i uogélniony model gamma. Aby
wybra¢ wersje modelu, ktora bedzie najlepiej pasowa¢ do danych, wykorzystano kry-
terium informacyjne Akaike (AIC) i kryterium bayesowskie Schwarza (BIC).

Rezultaty estymacji zostaty zamieszczone w tabeli 2. Mozna zauwazy, ze zar6wno
kryterium AIC jak i kryterium BIC wskazuja na model log-logistyczny jako na ten,
ktory jest najlepiej odpowiada danym empirycznym. W zwigzku z tym dla modelu
log-logistycznego uwzglednione zostato wystepowanie efektu frailty. Efekt ten zostat
przebadany w dwoch wersjach. W pierwszej efekt frailty ma rozklad gamma, a w dru-
giej odwrocony rozktad normalny NIG. Wartosci kryteriow informacyjnych w obu
przypadkach sg do siebie mocno zblizone, ale oba wskazujg na rozktad gamma jako
lepiej pasujacy do danych.

Analizujac wyniki, warto zwroci¢ uwage na podobne wartosci parametréw otrzy-
mane dla poszczegolnych zmiennych we wszystkich wyestymowanych wersjach
modelu AFT. Nie liczac dwoch wyjatkow, parametry sa statystycznie istotnie rozne
od zera, brak istotno$ci dotyczy zmiennych p;; (powiat tatrzanski) i p,9 (powiat wie-
licki). Dla tych dwoch powiatdéw mozna przyjac, ze sredni czas przezycia podmiotow
gospodarki narodowej jest niemal taki sam jak w Krakowie.
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Tabela 2.
Wyniki estymacji modeli przyspieszonej porazki AFT
Zmienna logli\;[t(;izlo- Uogblniony Hode] Loerlosiyemny

-normalny model gamma | ge; efekiy Srailty NIG Gamma

Mate -0,929 " 0,963 " -0,963 ™ -0,961 ™ -0,960 "
Srednie -1,848 *** -1,804 *** -1,768 *** -1,761 = -1,760 ***
A -0,311 ™ -0,414 ™ -0,396 *** -0,385 ™ -0,383 ***
B -0,931 *** -0,937 *** -0,918 *** -0,912 *** -0,911
C -0,217 *** -0,199 *** 0,192 ** -0,191 ™ -0,190 ***
D 0,433 " -0,484 " 0,452 ™ -0,439 ™ 0,437 "
E -0,283 *** -0,356 *** -0,335 ™ -0,325 *** -0,326 ***
G -0,177 *** -0,130 *** 0,151 ™ -0,157 ™ -0,158 ***
H 0,112 *** -0,048 ™" -0,076 ™" -0,086 ™" -0,088 ™"
1 -0,224 *** 0,119 ™ 0,154 ** -0,168 *** -0,170 ***
J -0,475 ™" -0,434 " -0,420 ™" -0,418 ™" -0,417 ™
K -0,464 *** -0,361 *** -0,401 ™ -0,413 ™ -0,414 =
L -0,478 *** 0,491 ™ 0,472 " -0,466 *** -0,465 ***
M -0,646 " 0,619 ™ -0,605 ™ -0,602 ™ -0,601 ™
N -0,284 *** -0,301 *** -0,272 " -0,262 *** -0,261 ***
o -0,957 *** -1,063 *** -1,043 ™ -1,032 ** -1,031 ™
P -0,485 *** -0,498 *** -0,481 ™ -0,475 = -0,474 =
0 -0,749 *** -0,793 *** -0,778 ** 0,772 *** -0,771 ***
R 0,346 ™ -0,362 " -0,338 " -0,330 ™ -0,329 "
S -0,143 *** -0,212 *** -0,178 ** -0,165 *** -0,163 ***
1 -0,046 *** -0,056 *** -0,057 ** -0,057 *** -0,057 ***
D> -0,165 *** -0,161 *** -0,168 *** -0,169 *** -0,169 ***
3 -0,150 *** -0,157 *** -0,162 ** -0,162 *** -0,162 ***
P4 0,287 " -0,295 " 0,312 ™ -0,314 ™ -0,314 **
Ds -0,237 *** -0,240 *** -0,242 " 0,242 ™ -0,241 ***
Ds -0,054 *** -0,042 *** -0,046 0,047 ** -0,047 ***
P7 -0,296 *** -0,303 *** -0,310 ** -0,310 *** -0,310 ***
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Zmienna logli\;[t(;iezlno- Uogblniony Model Loerlogiyerny
-normalny model gamma | ge; ofekiy Srailty NIG Gamma
Ds -0,144 ™ -0,147 0,156 0,157 -0,157 ™
Do -0,054 ™ 0,074 ™ -0,078 ™ 0,078 ™ -0,078 "
Do 0,247 ™ -0,239 ™ 0,245 ™ 0,246 ™ 0,246 ™
i 0,471 0,412 ™ 0,449 ™ -0,460 ™ -0,461 ™
DPix 0,131 ™ 0,152 ™ 0,151 ™ 0,150 ™ 0,149 ™
D3 -0,074 -0,080 0,079 0,078 ™ -0,078
Pia -0,085 " -0,085 *** -0,087 *** -0,088 *** -0,088 "
Dis 0,130 ™ 0,127 ™ 0,133 ™ 0,135 ™ 0,135 ™
Pis -0,170 ™ -0,170 *** 0,176 ™ 0,178 ™ -0,178 ™
P17 -0,007 " -0,008 " -0,001 *** -0,003 ™™ -0,003 "
P1s -0,157 *** -0,146 ™" -0,159 ™* -0,163 ™* -0,163 ™"
Pro 0,031 " 0,019 ™ 0,022 ™ 0,023 " -0,023 "
P2 -0,291 ™ -0,286 ™ 0,287 ™ -0,286 ™ -0,286 ™
De3 -0,282 ™" -0,270 *** -0,276 ™" -0,278 *** -0,278 ™**
Miasto -0,081 ™ -0,079 " -0,085 ™ -0,086 " -0,087 "
const -7,861 ™ -8,006 " 27,744 7 -7,707 " -7,703 "
s | T os | s | Bi0ns | h-ons
Loglik -244686,1 -242277,2 -242008,8 -241989,7 -241987,0
AlIC -489460,2 -484889,0 -484105,7 -484069,4 -484064,3
BIC -489921,3 -485360,6 -484566,8 -484541,1 -484535,9

LR = 3826 ™" LR = 43,40 ™"

Oznaczenia: ™ poziom istotnosci 1%; ™ poziom istotnosci 5%; * poziom istotnosci 10%.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Jako przyktad wilasciwej interpretacji otrzymanej warto$ci parametrow postuzy
zmienna Male, ktora przyjmuje wartos¢ 1 dla podmiotéw deklarujgcych zatrudnienie
od 10 do 49 pracownikow i 0 w przeciwnym przypadku. Parametr otrzymany dla tej
zmiennej jest dodatni, co oznacza, ze czas trwania dla przedsigbiorstw nalezacych
do tej grupy jest $rednio dtuzszy niz dla mikroprzedsigbiorstw (0-9 pracownikdw)
traktowanych w tym przypadku jako punkt odniesienia. Warto$¢ przyjmowana przez
parametr wynosi 0,963, w zwigzku z tym firmy male istniejg $rednio 2,6 (%79 =2,620)
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razy dtuzej niz mikroprzedsiebiorstwa. Ujemne wartos$ci wyestymowanego parametru
interpretuje si¢ w ten sposob, ze czas trwania dla podmiotow nalezacych do danej
podgrupy jest krotszy niz dla tych bedacych punktem odniesienia. Jezeli wartosé¢
parametru jest rOwna zero, to czas trwania jest rowny temu bazowemu.

Punktem odniesienia w analizie sg podmioty majace mi¢dzy 0 a 9 pracownikdw,
zarejestrowane w Krakowie w sekcji F. Oczekiwany czas trwania w rejestrze REGON
dla podmiotow spetniajacych te warunki wynosi e’-’#4*0.085 = 2512 416 dni (w potedze
znajduje si¢ stata i premia zwigzana z faktem zarejestrowania w miescie).

Ogolne wyniki zobrazowane zostang graficznie. Jako pierwszy przeanalizowany
zostanie podziat ze wzgledu na wielko$¢ mierzong deklarowang liczba pracownikow
(rysunek 1).

50-249 5,86
10-49 2,62
0-9 1,00

o 1 2 3 4 5 & 7

Rysunek 1. Czas trwania wzgledem wielkosci bazowej dla podmiotow zarejestrowanych
w bazie REGON — podziat ze wzgledu na liczbe pracownikow

Zrodto: opracowanie wilasne.

Wyraznie zauwazalne jest wydtuzanie si¢ czasu przezycia, ktore nastepuje wraz
ze wzrostem liczby pracownikow. Czas trwania firm matych jest ponad dwukrotnie
dtuzszy niz mikroprzedsigbiorstw, a z kolei czas trwania firm $rednich jest ponad
dwukrotnie wigkszy niz firm matych.

Podziat ze wzgledu na sekcje PKD jest réwniez wyrazny (rysunek 2). Najkrotszy
czas trwania przypada podmiotom gospodarki narodowej zarejestrowanym w sekcji K
(dziatalno$¢ finansowa i ubezpieczeniowa). Czas trwania dla tej grupy jest o jedna
trzecig krotszy od czasu trwania w najwigkszej sekcji F. Nastepnymi w kolejnosci sa
sekcje 1, G oraz H. Najdtuzszy czas trwania przypada (zgodnie z przewidywaniami)
sekcji O (administracja), zaraz za nig znajduje si¢ sekcja B (gornictwo). Czas trwania
dla podmiotu zarejestrowanego w sekcji B jest 2,5 razy dluzszy niz dla firm z sekcji F.
Czas trwania podmiotow gospodarki narodowej zarejestrowanych w sekcjach A, D,
E, J, L, P iR jest porownywalny i o polowe dtuzszy od czasu trwania podmiotow
z sekcji F.
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Rysunek 2. Czas trwania wzglgdem wielkosci bazowej dla podmiotéw zarejestrowanych
w bazie REGON — podziat ze wzgledu na sekcj¢ PKD2007

Zrédto: opracowanie whasne.

D powiaty, dla ktrych sredni czas przezycia przedsigbiorstw jest najdiuzszy

Rysunek 3. Czas trwania wzglgdem wielkosci bazowej dla podmiotéw zarejestrowanych
w bazie REGON - podziat ze wzgledu powiat, w ktorym podmiot zostat zarejestrowany

Zrbdlo: opracowanie wiasne.
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Interpretujac parametry zmiennych zwiazanych z podziatem ze wzgledu na powiat,
w ktorym podmiot zostat zarejestrowany, zauwazy¢ mozna wyrazne zréznicowanie
zwigzane z odlegloscig od Krakowa (rysunek 3). Powiaty sasiadujgce z miastem woje-
wodzkim cechuja si¢ najdtuzsza przezywalnoscia, nawet o kilka procent wigksza niz
w samym Krakowie. Wraz ze wzrostem odlegtosci od Krakowa czas funkcjonowania
podmiotéw skraca si¢. Wyjatkiem jest powiat tatrzanski, w ktorym dhugos¢ trwania
podmiotow pomimo wzglednie duzej odlegtosci od Krakowa jest taka sama jak w sto-
licy Matopolski. Poinocno-zachodnia czgs¢ wojewodztwa wyrdznia si¢ dtuzszym cza-
sem trwania podmiotow gospodarczych niz potudniowo-wschodnia. Najkrocej istnieja
podmioty zarejestrowane w powiecie nowotarskim, gdzie czas trwania jest o jedna
trzecig krotszy niz w Krakowie.

Dhugos¢ okresu istnienia podmiotéw miejskich i wiejskich okazuje si¢ rowniez
istotnie r6zni¢ migdzy soba. Oczekiwany okres istnienia podmiotow zarejestrowanych
w miastach jest o niemal 9% dtuzszy od czasu istnienia ich odpowiednikow zarejestro-
wanych na wsi. Nalezy o tym wplywie pamigtac interpretujac dtugosé¢ trwania podmio-
tow zaktadanych w powiatach miejskich (krakowskim, tarnowskim i nowosadeckim).

Mozna przyjaé, ze wybrany model log-logistyczny cechuje si¢ nicobserwowalna
heterogenicznoscig (tabela 2). Celem uchwycenia nieobserwowalnej heterogenicznosci
zastosowano modele uwzgledniajace efekt frailty, czyli efekt oddzialujacy multipli-
katywnie na czas trwania, przypisany indywidualnie kazdej z badanych jednostek.
Wykorzystanie w tym celu rozktadu NIG oraz rozktadu gamma dalo istotne staty-
stycznie rezultaty. W obu przypadkach test ilorazu wiarygodnos$ci odrzuca hipotezg
zerowg o braku istnienia efektu frailty. Modelem wskazywanym jako lepszy zarowno
przez kryterium AIC jak i kryterium BIC jest model, w ktorym efekt frailty pochodzi
z rozktadu gamma. W szczegélnoéci estymator wariancji Var(f) = 0,133, czyli esty-
mator odchylenia standardowego wynosi 0,365. Oznacza to, ze indywidualne cechy
przedsigbiorstwa, ktore odzwierciedlajg jakos$¢ zarzadzania firma, wptywaja na wydtu-
zenie lub skrocenie czasu funkcjonowania na rynku srednio o 36%.

Wystepowanie nicobserwowalnej heterogeniczno$ci ma réwniez wplyw na inter-
pretacje oszacowanych parametrow modelu. Interpretujagc parametry modelu, nalezy
pamietac, ze wydluzenie/skrocenie czasu trwania, dotyczy podmiotéw o tej samej
wartosci efektu frailty.

7. WNIOSKI

Wykonana analiza pozwala zobaczy¢, w jaki sposob wielko$¢ przedsigbiorstwa
mierzona liczba pracownikow, rodzaj prowadzonej dziatalnosci gospodarczej oraz
migjsce zarejestrowania wplywa na dlugos¢ trwania firmy. Badanie wykonano na
grupie 267 tys. podmiotow gospodarki narodowej zaktadanych w wojewoddztwie mato-
polskim w latach 2006-2014. Zgodnie z najlepsza wiedza autoréw badania tego typu
prowadzone z wykorzystaniem modeli przyspieszonej porazki zostaly wykonane po
raz pierwszy wilasnie w tej pracy.
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Srednia dtugos¢ istnienia przedsigbiorstw jest w sposob statystycznie istotny
uzalezniona od liczby zatrudnianych pracownikow. Przedsigbiorstwa srednie istnieja
statystycznie ponad dwukrotnie dtuzej od matych, natomiast mate znowu ponad dwu-
krotnie dtuzej od mikro.

Rodzaj prowadzonej dziatalnos$ci gospodarczej rowniez ma znaczgcy wplyw na
srednig oczekiwang dlugos$¢ czasu trwania na rynku. Najkrocej dzialajg firmy zakwa-
lifikowane do sekcji K, czyli firmy zajmujace si¢ dziatalnoscia finansowa i ubezpie-
czeniowa, najdtuzej za$ te, ktérych dominujgca dzialalno$¢ gospodarcza kwalifikuje
do sekcji B, czyli gérnictwo i wydobywanie, oraz O, czyli administracja publiczna
i obrona narodowa; obowigzkowe zabezpieczenia spoteczne. Podmioty zakwalifiko-
wane do sekcji B 1 O istnieja $rednio czterokrotnie dluzej od tych z sekcji K.

Analizujac wptyw lokalizacji dziatalnosci gospodarczej na dlugos¢ trwania na
rynku zauwazalna jest wyraznie zalezno$¢, ze im wigksza odlegto$¢ od Krakowa tym
krotszy okres dziatania firmy. Najkrocej istnieja firmy zakladane w powiecie nowotar-
skim, a najdtuzej w powiecie krakowskim. Zalety turystyczne powiatu tatrzanskiego
przektadaja si¢ istotnie na wydtuzenie $redniej dtugosci istnienia firm tam zaktadanych.
Firmy zaktadane w miastach istniejg $rednio o 9% dluzej niz te zaktadane na wsi.

Badania empiryczne oparte na modelach przyspieszonej porazki jednoznacz-
nie wskazuja na wystgpowanie zjawiska heterogenicznosci funkcji hazardu, a wiec
potwierdzajg istotno$¢ indywidualnych cech przedsigbiorstwa (wynikajacych np.
z jakos$ci zarzadzania firmg), ktore (wedtug badan) odpowiadaja za wydtuzenie/skro-
cenie spodziewanego czasu trwania na rynku srednio o ok. 36%.
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ZASTOSOWANIE MODELU PRZYSPIESZONEJ PORAZKI
DO ANALIZY PRZEZYCIA MALOPOLSKICH PRZEDSIEBIORSTW

Streszczenie

Celem artykutu bylo przeprowadzenie analizy przezycia przedsigbiorstw rejestrowanych na terenie
wojewodztwa matopolskiego w latach 2006-2014. Wykorzystany w tym celu zbior danych zawierat
informacje na temat ponad 267 tys. podmiotow gospodarki narodowej i postuzyt zbadaniu wptywu
wybranych czynnikéw na dtugos¢ czasu funkcjonowania na rynku. Zgodnie z wiedza autorow sa to jedne
z pierwszych badan tego typu na obszarze Europy Srodkowo-Wschodniej w ktérych wykorzystano modele
przyspieszonej porazki. Istotnymi czynnikami majacymi wpltyw na dtugos$¢ okresu istnienia firmy jest
jego wielkos¢, rodzaj dziatalnoéci gospodarczej oraz migjsce zarejestrowania. Przedsigbiorstwa $rednie
istnieja statystycznie ponad dwukrotnie dtuzej od matych, natomiast mate ponad dwukrotnie dtuzej od
mikro. Najkrocej dziataja firmy zajmujace si¢ dziatalnoscia finansowa i ubezpieczeniowa, za$ najdtuzej
(czterokrotnie dtuzej) firmy z obszaréw gornictwo i wydobywanie surowcow oraz administracja publiczna
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i obrona narodowa, a takze obowigzkowe zabezpieczenia spoleczne. Badania wykazaty, ze im wicksza
odlegto$¢ od Krakowa tym krotszy okres dziatania firmy. Firmy zakladane w miastach dziatajg $rednio
0 9% dhuzej niz te zaktadane na wsi. Badania za pomoca modeli przyspieszonej porazki jednoznacznie
wskazujg na wystegpowanie zjawiska heterogenicznosci funkceji hazardu.

Slowa kluczowe: przedsigbiorstwa, Matopolska, model przyspieszonej porazki, funkcja hazardu,
analiza przezycia

THE APPLICATION OF AN ACCELERATED FAILURE TIME MODEL
TO THE SURVIVAL ANALYSIS OF ENTERPRISES FOUNDED
IN LESSER POLAND VOIVODSHIP

Abstract

The goal of this research was the survival analysis of enterprises founded in Lesser Poland Voivodship
between years 2006-2014. The sample comprising 267 thousands firms was used to examine whether
certain factors such as the size of the company, area of its activity and registration place had statisti-
cally significant impact on their duration time. All of those proved to be substantial in the course of
our study. In general companies belonging to the sector of finance and insurance survived the shortest,
whereas the longest duration (even four times longer than in finance and insurance) was among com-
panies from mining sector, public administration, national defense and social insurance. Moreover, the
research has proved that while moving further from Cracow, the survival of companies was likely to
shorten. The only exception was Tatra Country, where duration was relatively long despite the distance
factor. Additionally companies in urban areas were active approximately 9% longer than firms founded
in rural ones. To the best of our knowledge this is the first application of an AFT (accelerated failure
time) model to survival analysis of companies based on the data from Central European country. In this
case its application proves existence of the heterogeneity of the hazard function.

Keywords: enterprises, Lesser Poland Voivodeship, accelerated failure time model, hazard function,
survival analysis
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1. WPROWADZENIE

Do szacowania parametrow rozktadu zmiennej losowej w przypadku, gdy rozktad
ten nie jest znany, mozna zastosowa¢ metode bootstrapowa. Metoda, zaproponowana
przez Efrona (1979), polega na wtornym probkowaniu proby losowej (nazywanej dalej
pierwotng) i1 przyblizaniu rozkladu estymatora parametru rozktadem okreslonym dla
prob wtornych (bootstrapowym rozktadem estymatora). Liczba mozliwych do wyloso-
wania (ze zwracaniem) ze skonczonej proby pierwotnej, prob wtornych jest skonczona
i réwna liczbie wariacji z powtorzeniami. Jesli proba pierwotna liczy n elementow,
prob wtornych jest n”. Wiele z nich rézni sie jedynie kolejnoscig elementow — prob

wtornych zawierajacych rozne elementy jest (2'1”_ 1) (Fisher, Hall, 1991).

Klasyczng metode bootstrapowa mozna w uproszczeniu interpretowac jako losowanie
ze zwracaniem N-elementowe]j proby ze zbioru wszystkich prob wtornych, liczacego
B = n" elementéw. W przypadku matych prob pierwotnych moze si¢ wiec zdarzy¢, ze
liczba losowanych prob wtornych N bedzie wigksza od B i liczbe losowanych prob
wtornych trzeba ograniczy¢. Ze wzgledu na skonczong liczbe prob wtornych mozliwe
jest ponadto wielokrotne wylosowanie tej samej proby, z kolei inna moze nie by¢ wyloso-
wana ani razu. Okreslajac rozktad estymatora bootstrapowego warto wiec wykorzystywac
wszystkie mozliwe proby wtdrne. Metode bazujaca na wszystkich probach wtornych
nazywa si¢ doktadna metoda bootsrapowa (exact bootstrap method). Metoda przedsta-
wiona zostala miedzy innymi przez Fishera, Halla (1991), Kisielinskg (2013). Na potrzebe
stosowania metody doktadnej zwracajg uwage Hutson, Ernst (2000). Zauwazajg bowiem,
ze metoda ta pozwala wyeliminowa¢ bledy wynikajace z losowania prob wtornych.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze doktadna metoda bootstrapowa nazywa si¢ doktadng
jedynie dlatego, ze wykorzystuje wszystkie mozliwe proby wtorne. Kwestia doktadno-
$ci szacunku parametru badanej populacji wzgledem jego wartosci faktycznej dotyczy
proby pierwotnej i zasad jej pobierania.
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Parametrem najczesciej wykorzystywanym do charakterystyki poziomu zjawiska
jest warto$¢ oczekiwana. Jednak w przypadku, gdy rozktad cechuje asymetria, warto
zastosowa¢ mediang, ktorej wybrane metody punktowego i przedzialowego szaco-
wania sg przedmiotem niniejszego artykutu. Evans i inni (2006) przedstawili wzory
pozwalajace wyznaczy¢ rozklady bootstrapowych estymatorow statystyk pozycyjnych
o dowolnej randze. Moga by¢ one zastosowane dla okreslenia rozkladu estymatora
w postaci mediany z proby o nieparzystej liczbie obserwacji (estymator standardowy).
Nie mozna ich jednak uzy¢, do wyznaczenia rozktadu estymatora w postaci mediany
z proby oraz estymatora standardowego dla proby o parzystej liczbie obserwacii.
W pracy zaproponowane zostang formuty okreslajace rozktad estymatora standardo-
wego (dla proby o parzystej liczbie elementéw). Dla estymatora w postaci mediany
z proby o parzystej liczbie elementéw pokazane zostanie, ze nie jest mozliwe poda-
nie wzoréw ogdlnych (obowiazujacych dla kazdej proby) okreslajacych ten rozktad.
W pracy pokazane zostanie, jak mimo tego rozklad estymatora wyznaczy¢.

W artykule zwroécono uwage na istotne wlasnosci rozktadu standardowego esty-
matora mediany (zardwno dla proby o nieparzystej jak i parzystej liczbie elementow),
ktore pozwalajg stworzy¢ gotowe tablice oraz z gory okresli¢, ktére elementy proby
pierwotnej sa granicami przedziatow ufno$ci. W przypadku estymatora w postaci
mediany z proby o parzystej liczbie elementdw, nie jest to mozliwe i dla kazdej proby
nalezy przedzialy wyznacza¢ indywidualne.

Podkresli¢ nalezy, ze przedziaty ufnosci dla trzech wzigtych pod uwage estyma-
toréw wyznaczane byly metoda percentyli zastosowang dla wszystkich mozliwych
prob wtornych (wykorzystano doktadng metodg bootstrapu). Metode takag mozna
nazwa¢ dokladng metoda percentyli przez analogi¢ do doktadnej metody bootstrapo-
wej. W pracy pokazane zostanie, ze w przypadku standardowego estymatora mediany
okreslanie granic przedzialow ufnosci doktadna metoda percentyli jest znacznie prost-
sze niz zastosowanie metody klasycznej (z losowaniem).

Ilustracja rozwazan teoretycznych sa badania symulacyjne przeprowadzone dla
wybranych rozktadéw. W przypadku proby o nieparzystej liczbie obserwacji wyzna-
czone zostaly granice przedzialow ufnosci doktadng metoda percentyli oraz zbadany
zostat wptyw liczebnosci proby oraz zalozonego poziomu ufnosci na doktadnos¢ osza-
cowania. Dla prob o parzystej liczbie obserwacji dodatkowo poréwnane zostang wyniki
estymacji przedziatowej uzyskane dwoma estymatorami — standardowym i w postaci
mediany z proby.

2. WYBRANE ESTYMATORY MEDIANY

Rozwazania prowadzone beda dla zmiennej losowej X okreslonej dla populacji
o nieznanym rozkladzie F o medianie M, 5. Z populacji pobrano prostg probe losowg
(X1, X5,..., X)), ktorej niemalejaco uporzadkowana realizacja oznaczona zostanie jako
(X(1y» X2)»--+» X(m))- Statystyka pozycyjna o randze k oznaczona bedzie jako Xy
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Przyjmujemy, ze mediang z proby o nieparzystej liczbie obserwacji jest statystyka:

2

Me:X(Mj, (1

za$ z proby o parzystej liczbie obserwacji statystyka:

X, ol ©)
(5

Mediana z proby jest medianowo-nieobcigzonym estymatorem mediany dla # nie-
parzystego. Jak udowodnit Zielinski (1995), w przypadku parzystego n, mediana proby
moze znajdowac¢ si¢ dowolnie daleko od szacowanej mediany rozktadu, poniewaz dla
kazdej stalej C istnieje rozklad F, dla ktorego odleglo$¢ oszacowania od faktycznej
wartosci mediany bedzie wicksza od C. Z twierdzenia tego nie wynika jednak, ze ma
to miejsce dla kazdego rozktadu.

Z drugiej strony wiadomo (Domanski, Pruska, 2000), ze granicznym rozkta-
dem mediany z proby wylosowanej z populacji o rozktadzie z ggstoscia f taka, ze
J(Mys) > 0 jest rozklad normalny:

1
Me ~ N(MO’S’W} 3)

gdzie f jest funkcja gestosci badanej zmiennej losowej w populacji. Oznacza to, ze
mediana z proby jest asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem mediany populacji.

Dla n parzystego medianowo-nieobcigzonym estymatorem mediany jest natomiast
estymator standardowy (Pekasiewicz, 2015) okreslony jako:

Me' =X ,
n
(E+I(O’5) (u)j

gdzie u jest wartoscig zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0,1],
a I 5)(u) indykatorem przyjmujgcym warto$¢ 1 lub 0, w zaleznosci od tego, czy u jest
wigksze badz rowne 0,5, czy mniejsze.

“4)

3. ROZKLADY BOOTSTRAPOWYCH ESTYMATOROW MEDIANY

W metodzie bootstrapowej, z prostej proby pierwotnej losowane sg ze zwracaniem
proby wtdrne, ktore oznaczone zostang jako (X, X, ..., X ) Uporzadkowany zbior
mozliwych realizacji kazdej ze zmiennych X l* to {X(1), X(2)s+-+» X(n)$- JeZELL W pro-
bie pierwotnej nie wystepuja powtorzenia, prawdopodobienstwo wylosowania kazdej
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1
wartosci x;) jest jednakowe i rowne —. Statystyka pozycyjna proby wtornej o randze k
* n
oznaczona bedzie jako X (*)-
Dla kazdej proby wtornej mozna wyznaczy¢ mediang wedtug reguty (1) dla
n nieparzystego oraz regut (2) lub (4) dla n parzystego. Bootstrapowymi realizacjami
estymatora mediany, w przypadku wykorzystania formut (1) i (4), moga by¢ jedynie
elementy proby pierwotnej. Dla estymatora okreslonego formula (2) moga by¢ to
nie tylko elementy proby pierwotnej, ale rowniez $rednie arytmetyczne wszystkich
dwuelementowych kombinacji z niej wylosowanych.

3.1. PROBA O NIEPARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

W przypadku proby o nieparzystej liczbie elementéw bootstrapowym estymatorem
mediany jest statystyka pozycyjna X, (*m) o randze m = nTH Rozktad tego estymatora
jest okreslony formuta (por. Efron, 1979; Pekasiewicz, 2015):

dlal=23,.,n—1:

. SR -1\ () &Y ([, 1Y (n
=-S5 05 S 0-2) C)

o\ n n J) s\ N ()

dlal=1n:

. n (1N (n=1\"(n
Plx =x,)=%| .
s 5 )

Rozktad ten mozna przedstawi¢ rowniez nastgpujaco (na podstawie Evans
1 inni, 2006):

dlal=23,...,n—1:
1

e S Y )

dla/=1,n:

Px;, =x,)= IMCJ(” . lj](g

Rozktad okreslony formutg (5) lub (6) ma dwie istotne wlasnosci. Po pierwsze

prawdopodobienstwa P(X (*m) = X(;)) nie zaleza od wartosci obserwacji wchodzacych
w sktad proby, lecz jedynie od jej rozmiaru, a wobec tego sa jednakowe dla wszystkich
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n elementowych prob pierwotnych. Z wiasnosci tej wynika mozliwos¢ stworzenia
gotowych tablic zawierajgcych rozktady estymatora dla réznych n?. Mozna ponadto
pokaza¢, ze dla /=1, 2,..., n:

*

P(X(m) = x(l)):P(X:m) :x(n—lJrl))' (7)

3.2. PROBA O PARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Rozwazania prowadzone beda dla dwoch bootstrapowych estymatorow mediany.
Pierwszy z nich okre§lony reguly (2), oznaczony zostanie jako X ° drugi

(my,m;+1)>

natomiast dany regula (4) jako X7 gdzie m, = 2.

(my,my+1)
Jak wspomniano wcze$niej, w przypadku estymatora X (* ”‘:‘ m,+1» mediang w probach
wtornych moga by¢ wszystkie elementy proby oraz srednie arytmetyczne wszystkich
kombinacji dwuelementowych z proby. Rozwazmy dwie proby czteroelementowe:
(1; 2; 3; 4) oraz (1; 2; 4; 7). W przypadku proby pierwszej mediang w probach
wtoérnych moga by¢ wartosci 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4 natomiast dla proby drugiej
1; 1,5; 2; 2,5; 3, 4; 4,5; 5; 6; 8. Bootstrapowy estymator mediany X:thlﬂ) dla proby
pierwszej ma 7 realizacji, za$ dla drugiej 10. Prawdopodobienstwa poszczegodlnych
realizacji mediany bedg wigc rézne dla roéznych prob, poniewaz srednie arytmetyczne
roznych kombinacji moga by¢ takie same, a ponadto moga by¢ réwne elementom
proby pierwotne;.

Nastepny problem wynika z kolejnosci mozliwych wartosci mediany w probach
wtornych. Dla proby (1; 2; 2.4; 5) $rednia arytmetyczna elementu pierwszego i trze-
ciego jest mniejsza od elementu drugiego, natomiast dla proby (1; 2; 4; 5) jest od
niego wicksza.

Przedstawione problemy powoduja, ze nie jest mozliwe podanie ogolnej formutly
na prawdopodobienstwa dla poszczegdlnych realizacji estymatora. Mozna natomiast
wyznaczy¢ prawdopodobienstwa, ze na pozycjach m; i m;+1 w préobach wtérnych
wystepuje dowolny /-ty element proby, lub dwa dowolne jej elementy: /; i [, przy
czym [} < [,.

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej /-ty element proby
pierwotnej wystepuje na co najmniej dwoch srodowych pozycjach m; i m;+1 jest
nastgpujace:

2 Na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl podano tablice rozktadu bootstrapowego esty-
matora mediany dla liczebnos$ci nieparzystych z przedziatu 3-201.
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dlal=2,...,n-1
. . my—lm; —1 -1 i 1 n—i-j .y J

(X5 = 30))8 (X, = 30))= 2.2, (7) (;J (nTJ (l.’n_?_j’j], .

dlal=1,n o | ®)

Aoty =) i =)= 35 (1] (2] 1)

Mozna pokaza¢, ze
.

Pl = 30)A (X = 0 )= PGy = %0 1) (1 = 0.

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej pierwszy element upo-
rzadkowanej proby pierwotnej wystepuje doktadnie m razy, a element /-ty wystepuje
przynajmniej raz na pozycji m;+1 jest rowne:

A=) =)= 2] (", ik @

o\ n my,n—m, —1i,i

dla/=2,3,..,n— 1

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej n-ty element upo-
rzadkowanej proby pierwotnej wystepuje doktadnie m; razy, a element /-ty wystepuje
przynajmniej raz na pozycji m; jest rowne:

my—1 _ i n—i
P((X(*ml) :x(l))/\(X(*mlH) :x(n))): : (lj (1] (i,n—n:—i,ml]’ (10)

przy czym P(\x, () = xm)A (x (1) = xm)) = Pl (m) = x<n—z+1>)A (x (mo1) = x<n>))’
dla/=2,3,...,n—1.

Prawdopodobienstwo, ze w probie wtdrnej pierwszy oraz n-ty element uporzad-
kowanej proby pierwotnej wystepuja doktadnie po m; razy jest rowne:

P(X(,,) =x0))=P(X[, . =X<n>)=(l] [” j ()

n)\m,

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej element /; znajduje
si¢ przynajmniej raz na pozycji mj, a element /, przynajmniej raz na pozycji m;+1
jest rowne:
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my—lm, -1 1Y n—i-j _ J
= [li 1)@ [" lzj [ o ] (12)
<o\ n n n iym, —i,m, — j,Jj

przy czym

Pl = 30)A (Ko = 0 )= PUXG ) =50 ) A X = X))

Aby wyznaczyé rozktad estymatora X ° (mm +1) NAleZy okreslic wszystkie mozliwe
jego realizacje 1 je uporzadkowac, a naste;pnle ze wzordw od (8) do (12) obliczy¢
prawdopodobienstwa ich wystapienia®. Prawdopodobiefistwa te nalezy w pewnych
przypadkach zsumowa¢. Poniewaz nie jest z gory znana liczba oraz kolejno$¢ wysta-
pienia uporzadkowanych realizacji estymatora X (mm +1y» M€ MoZna poda¢ ogolne;
postaci jego rozktadu — prawdopodobienstwa dla poszczegolnych realizacji estymatora
zalezg od elementéw proby.

Realizacjami estymatora X m m +1) S@ jedynie elementy proby. Prawdopodobienstwa
dane wzorami od (8) do (12) nalezy podzieli¢ na pot i przypisaé je elementom wyste-
pujacym na pozycji m; i m;+1. Ostatecznie prawdopodobienstwa dla poszczegdlnych
realizacji estymatora okreslone sg nastgpujaco:

my—lm;—1 n—j LAY
PO =)= Py =50= S5 (2] 0 e

j= }’l—l—],]
1%‘(1}”(n—2Ji n 172301
+=> | — +=) | —
2= \n n m,n—m, —i,i) 23\ n

n
j n 4 (14)
Ln—m —i,m
lnlml Imy—1 1 n—j
5253 [

J=

N
\_/
TN
-

E

|
- :
S
=
~
—

3 Prawdopodobiefistwa te umieszczono na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl dla liczeb-
nosci parzystych z przedziatu 4-200.
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Plx;, " xu)): PG o) = )=
—lm; — i 1 n—i-j n—1 J n
—ZZ I e | T
=0 j=0 n n bn—i—j,j
1 (n=1Y n 1 =1y (Y™ n
+= — += > — 1= +
2;@ | IR 155 C=5 | 3 I R Tt
/-1 m;—lm; -1 _ i n—i—j _ j
555 (S
211:2 i—0 j=0\ 1 n n ,m —i,m—j,]J
1 )
2

NS j
(H [lj (”_lzj { n J dlal=34,..,m
L=i+1i=0 j=0\ 7 n n Lm —i,m—j,J

Rozktad dany formutami od (13) do (15) ma dwie istotne wlasnosci, ktére cecho-
waty rozktad estymatora mediany dla proby o nieparzystej liczbie obserwacji. Tak

wiec P(X (
liczebnoéci (co umozliwia opracowanie gotowych tablic*) oraz spetniaja warunek (7).

(,)), dla/=1,2, ..., nsajednakowe dla wszystkich prob o zadane;j

mymy+1)

4. SZACOWANIE MEDIANY DOKEADNA METODA PERCENTYLI

Do wyznaczenia przedziatow ufnosci dla mediany mozna uzy¢ metody percen-
tyli, opisanej miedzy innymi w pracach: Domanski, Pruska (2000), Wilcox (2001),
Pekasiewicz (2015). Podkresli¢ nalezy, ze losowanie wtérnych prob bootstrapowych
z caie] ich populacji (o liczebnosci n") nie jest tu potrzebne. Dla estymatoréw X/ (m)
i X (m,m +1) MOZna z gory okresli¢, ktore elementy proby (pierwotnej) sa granicami
przedzialow dla zadanych poziomow ufnos$ci, poniewaz prawdopodobienstwa poszcze-
gblnych ich realizacji nie zaleza od elementow proby, a jedynie od jej rozmiaru.
W przypadku estymatora X (*,Zl,mlm wyznaczenie granic wymaga dodatkowych obli-
czen, zwigzanych z wyznaczaniem rozktadu (prawdopodobienstwa poszczegdlnych
jego realizacji zaleza od elementéw proby) 1 w tym przypadku losowanie prob wtor-
nych moze by¢ uzasadnione, aczkolwiek niekonieczne.

Przewaga doktadne;j metody percentyli nad metoda klasyczng (z losowaniem)
dla estymatorow X (*, )1 X7’ (mm 41y WYNika przede wszystkim z jej prostoty. Wiadomo,
ze stosujac doktadna metoda bootstrapowq nie wprowadza si¢ dodatkowych btedow,
wynikajacych z wtornego probkowania (Hutson, Ernst, 2000). W przypadku metody
klasycznej liczba losowanych prob wtérnych jest duza, a wobec tego ewentualne
btedy beda niewielkie.

Wyznaczajac granice przedziatéw ufnosci dla mediany nalezy pamigtac, ze roz-
ktady jej bootstrapowych estymatorow dla skonczonego n sa dyskretne, a wobec tego

4 Na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl podano tablice rozktadu bootstrapowego stan-
dardowego estymatora mediany dla liczebno$ci parzystych z przedzialu 4-200.
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ich dystrybuanty nie przyjmuja wszystkich warto$ci z przedziatu [0,1]. Dla zadanego
poziomu ufnosci 1—-a, lewa granicg przedzialu ufnosci mediany bedzie najwicksza
realizacja estymatora spelniajgca warunek:
* (24
F(x(d))g? (16)
gdzie F jest dystrybuanta wybranego estymatora mediany. Granica prawa przedzialu
jest natomiast realizacja najmniejsza, taka ze:
a
>]1-——. 17
J21-2 (7
Brak réwnosci we wzorach (16) i (17), wynikajacy z dyskretnosci rozktadu esty-
matora, powoduje, ze rzeczywisty poziom istotnosci, ktory oznaczony zostanie jako oy,
bedzie zwykle mniejszy od zatozonego a.

F(x:g)

4.1. PROBA O NIEPARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Jak wspomniano, realizacjami estymatora X (*m) sg jedynie elementy proby pierwotnej,

wobec czego we wzorach (16) i (17) zamiast x(* e x(*g) nalezatoby wstawic¢ xg) 1 X(g).
Poniewaz jego rozktad okreslony formutami (5) lub (6) nie zalezy od elementéw proby,
a jedynie od jej liczebnosci, pozycje d i g okreSlajace granice przedziatdéw ufnosci
mozna z gory okresli¢ dla dowolnych prob o zadanej liczebno$ci®. Ze wzgledu na
wiasno$¢ (7) zachodzi ponadto: g =n —d + 1.

Znajac granice przedzialdow ufnosci mozna wyznaczy¢ faktyczny poziom

(&)

Potowa dlugos$ci przedziatu ufnosci jest miarg doktadnosci oszacowania mediany.
Dla matych prob jest ona $rednig odlegltoscig granic przedzialu od mediany estyma-
tora. Z wlasnos$ci (7) wynika bowiem, ze granice przedzialow ufnosci nie beda rowno
oddalone od mediany estymatora, jezeli proba nie spetnia nastepujacego warunku:

1stotnosci, ktory spetnia warunki: F (x* )—& oraz I (x* )—l—ﬁ
» Ktory sp : @)= = .

Vie [lam _1] : x(m) _'x(l) = x(n—l+l) _x(m)’ (18)

Dla prob duzych, miara doktadnos$ci moze by¢ natomiast wariancja lub odchyle-
nie standardowe estymatora, poniewaz warto$¢ oczekiwana staje si¢ wowczas bliska
medianie (rozktadem granicznym mediany jest rozktad normalny dany formula (3)).
Wariancj¢ lub odchylenie standardowe bootstrapowego estymatora mediany mozna
wyznaczy¢, poniewaz znany jest jego rozktad (okre$lony formuta (5 lub 6). Mozna
takze wykorzysta¢ wzory podane w pracy Maritz, Jarrett (1978).

> Numery obserwacji stanowigce granice przedziatow ufnosci dla liczebnosci nieparzystych z prze-
dziatu 3-201 1 wybranych poziomow ufnosci, podano na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl.
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4.2. PROBA O PARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Jak pokazano, nie mozna podac¢ ogolnej postaci rozktadu estymatora X' P——
poniewaz zalezy on od elementow proby. W konsekwencji tego nie jest mozliwe okre-
$lenie z goéry granic przedziatow ufnosci. Dla kazdej malej proby trzeba wyznaczac je
indywidualnie Poniewaz prawdopodobienstwo odpowiadajace dowolnej /-tej realizacji
estymatora X moze by¢ rézne od prawdopodobienstwa dla realizacji o pozycji

(my ,m;+1)

., _ *q * . a *
n—1[+ 1, prawdopodobienstwa & ;, = P( (1) < x(d)) ia, = P(X(m ) > Xg)
mogg by¢ rézne. Prawdopodobienstwo ay; jest faktycznym lewostronnym poziomem

istotnosci, za$ oy, prawostronnym

Z whasnosci estymatora X (mym 1) (tak jak dla estymatora X »)) Wynika, ze mozna
z gory okresli¢ pozycje granic przed21a10w ufnosci dla Wszystklch prob o zadanej
liczebnos$ci®, przy czym miedzy numerami obserwacji stanowigcymi jego granice
zachodzi zalezno$¢:

g=n—-d+1.

5. WYNIKI BADAN

Badania symulacyjne przeprowadzono dla populacji o wybranych szesciu roz-
ktadach — czterech asymetrycznych i dwoch symetrycznych. Rozklady te oznaczone
zostaty jako F(20,10), F(2,10), CHI(2), CHI(10), N(5,1) i N(5,4).

Dla réznych liczebnosci losowano 1000 razy po n liczb pseudolosowych z prze-
dziatu [0,1], ktore traktowano jako dystrybuante rozkladow. Zastosowano jednakowe
wartosci dystrybuant dla wszystkich rozktadow, co pozwala uzyskac lepsza porowny-
walnos¢ wynikow. Dobor taki uniezaleznia wyniki obliczen dla poszczegdlnych roz-
ktadéw od jakosci generatora liczb pseudolosowych. Majac wylosowanych n wartosci
dystrybuanty, dla kazdego z wzietego pod uwage rozktadow, okreslano proby losowe.
Dla 1000 wylosowanych w ten sposob prob wyznaczono rozktady bootstrapowych
estymatoréw mediany, co pozwolilo na jej przedzialowe oszacowanie.

Wszystkie obliczenia wykonane zostaly w Excelu z wykorzystaniem jezyka VBA
for Application.

5.1. ESTYMACJA MEDIANY DOKLADNA METODA BOOTSTRAPOWA
DLA PROBY O NIEPARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Badania przeprowadzono dla prob o liczebnosciach od 11 do 201. Liczebnosci
dobrano tak, aby obejmowaly zaréwno mate jak i duze proby. Aby mozliwa byta
prezentacja wynikow liczebnos$ci zwigkszano o 10.

¢ Numery obserwacji stanowigce granice przedziatéw ufnosci dla liczebnosci parzystych z przedziatu
4-200 1 wybranych pozioméw ufnosci, podano na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl.
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Wyniki estymacji przedziatlowej mediany doktadna metoda percentyli dla wybra-

nych rozktadow przy uzyciu estymatora X (*m) przedstawiono w tabelach 1 1 2.

Tabela 1.

Lewa granica przedziatu ufnosci oraz faktyczny i zliczeniowy poziom istotnos$ci
uzyskany doktadna metoda percentyli dla » nieparzystego

a = 0,05

a = 0,04

o =0,03

a = 0,02

o =0,01

d

of

Qo

d

of

[

of

o

of

o

of

o

11

2

0,014

0,012

2

0,014

0,012

0,014

0,012

0,014

0,012

0,000

0,000

21

6

0,037

0,031

6

0,037

0,031

0,009

0,004

0,009

0,004

0,009

0,004

31

10

0,039

0,039

10

0,039

0,039

0,014

0,019

0,014

0,019

0,004

0,011

41

14

0,036

0,024

14

0,036

0,024

0,015

0,016

0,015

0,016

0,005

0,012

51

18

0,031

0,019

18

0,031

0,019

0,014

0,004

0,014

0,004

0,006

0,000

61

22

0,026

0,016

22

0,026

0,016

0,026

0,016

0,012

0,012

0,005

0,008

71

27

0,040

0,034

27

0,040

0,034

0,021

0,024

0,011

0,016

0,005

0,008

81

31

0,032

0,027

31

0,032

0,027

0,017

0,021

0,017

0,021

0,009

0,018

91

36

0,043

0,034

35

0,025

0,022

0,025

0,022

0,014

0,014

0,007

0,007

101

40

0,034

0,030

40

0,034

0,030

0,020

0,015

0,011

0,011

0,006

0,008

111

45

0,044

0,020

44

0,027

0,017

0,027

0,017

0,016

0,011

0,009

0,006

121

49

0,034

0,034

49

0,034

0,034

0,021

0,026

0,013

0,013

0,007

0,009

131

54

0,042

0,028

53

0,027

0,014

0,027

0,014

0,017

0,003

0,006

0,001

141

58

0,034

0,029

58

0,034

0,029

0,021

0,020

0,013

0,012

0,008

0,009

151

63

0,040

0,035

62

0,027

0,027

0,027

0,027

0,017

0,019

0,006

0,001

161

68

0,047

0,047

67

0,032

0,029

0,021

0,021

0,014

0,015

0,008

0,012

171

72

0,037

0,019

72

0,037

0,019

0,025

0,012

0,017

0,008

0,007

0,007

181

77

0,043

0,028

76

0,030

0,021

0,030

0,021

0,013

0,015

0,009

0,012

191

82

0,049

0,045

81

0,035

0,032

0,024

0,022

0,016

0,013

0,007

0,008

201

86

0,040

0,034

86

0,040

0,034

85

0,028

0,024

84

0,019

0,021

82

0,008

0,011

Uwagi: d — numer obserwacji, ktora jest dolng granica przedziatu ufnosci, o — faktyczny poziom ufnosci, &, — udziat
przedziatoéw niezawierajacych mediany rozktadu wyznaczony z 1000 prob.

Zrédlo: badania wiasne.

W tabeli 1 przedstawiono numery obserwacji stanowigce lewa granice przedziatow

ufnosci oraz faktyczne poziomy istotnosci a: Majgc numer obserwacji stanowiacy lewa
granice przedziatu, mozna dla dowolnej proby losowej natychmiast (bez koniecznosci
losowania prob wtornych) wyznaczy¢ przedziaty ufnosci. Poniewaz rozktad estymatora
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Jest dyskretny, faktyczne poziomy ufnosci 1-a, sa wyzsze od zatozonych. W tabeli 1
podano ponadto udziaty przedzialow niezawierajacych mediany rozktadu a, (zlicze-
niowe poziomy istotno$ci). Udzialy te byly zwykle mniejsze od an Ze wzglgdu na
sposob losowania prob udziaty przedzialow niezawierajacych mediany byty jednakowe
dla wszystkich rozktadow. Wartos$ci te nie stanowig doktadnej informacji o faktycz-
nych poziomach ufno$ci, mozna je jedynie traktowac jako sprawdziany poprawnos$ci
dzialania zastosowanego generatora liczb pseudolosowych.

Tabela 2.

Srednie szerokosci potowy przedzialdow ufnosci dla o= 0,05 oraz $rednie oszacowania
odchylenia standardowego wyznaczone z 1000 prob dla »n nieparzystego

F(20,10)
Mys = 1,0349
o= 0,8539

F(2,10)
M5 = 0,7435
o= 16137

CHI(2)
Mys=1,3863
o= 2,0000

CHI(10)
Mys=9,3418
o= 44721

NG, 1)
MO,S =5
o= 1,000

N(5,4)
MO,S =35
o= 4,0000

d oy, d oy d oy, d oy, d oy d oy,
11]0,6997| 0,2657 | 1,1761 | 0,4575 | 1,8108 | 0,7132 | 4,5660 | 1,7577 | 1,0511| 0,4017 | 4,2045 | 1,6067
21(0,3814|0,1764| 0,6177 | 0,2909 | 1,0304 | 0,4833 | 2,7045 | 1,2451 | 0,6265| 0,2871 | 2,5060 | 1,1484
310,2929] 0,1444 | 0,4705 | 0,2355 | 0,7964 | 0,3966 | 2,1108 | 1,0347 | 0,4902| 0,2394 | 1,9610 | 0,9576
4110,25920,1238| 0,4142| 0,2000 | 0,7071 | 0,3402 | 1,8851| 0,8966 | 0,4385 | 0,2080 | 1,7541 | 0,8320
5110,2400| 0,1129| 0,3831 | 0,1820 | 0,6556 | 0,3107 | 1,7491| 0,8213 | 0,4068 | 0,1906 | 1,6271 | 0,7624
610,2229]0,1007 | 0,3562 | 0,1620 | 0,6103 | 0,2773 | 1,6252 | 0,7334 | 0,3773| 0,1700 | 1,5090 | 0,6800
710,1898 0,0927 | 0,3026 | 0,1490 | 0,5205 | 0,2554 | 1,3899 | 0,6759 | 0,3229| 0,1566 | 1,2915 | 0,6264
810,1826 0,0855 0,2904 | 0,1367 | 0,5005 | 0,2353 | 1,3408 | 0,6272 | 0,3120| 0,1458 | 1,2480 | 0,5833
910,1621 0,0808 | 0,2574 | 0,1291 | 0,4443 | 0,2224| 1,1927 | 0,5934 | 0,2778| 0,1380 | 1,1112| 0,5522

101 0,1631 | 0,0774| 0,2594 | 0,1237 | 0,4477 | 0,2131 | 1,1991| 0,5675| 0,2788 | 0,1318 | 1,1153 | 0,5272

1111 0,1461 | 0,0729| 0,2322| 0,1163 | 0,4014 | 0,2008 | 1,0760| 0,5358 | 0,2502 | 0,1245 | 1,0010 | 0,4981

121 0,1466 | 0,0698 | 0,2330| 0,1114 | 0,4028 | 0,1923| 1,0793 | 0,5128 | 0,2510| 0,1191 | 1,0039 | 0,4764

131 0,1349 | 0,0668| 0,2142 | 0,1065 | 0,3706 | 0,1840 | 0,9940 | 0,4915| 0,2312 | 0,1142 | 0,9249 | 0,4569

141 0,1351 | 0,0638| 0,2146 | 0,1018 | 0,3713 | 0,1759| 0,9952 | 0,4695 | 0,2313 | 0,1090 | 0,9254 | 0,4361

151 0,1274 | 0,0625 0,2023 | 0,0995 | 0,3503 | 0,1722| 0,9401 | 0,4605 | 0,2187 | 0,1070 | 0,8748 | 0,4282

161 0,1184 | 0,0597 0,1878 | 0,0950 | 0,3254 | 0,1644 | 0,8741| 0,4402 | 0,2034 | 0,1024 | 0,8136 | 0,4096

171 0,1213 | 0,0587 0,1925| 0,0934 | 0,3335| 0,1616 | 0,8945 | 0,4325| 0,2080 | 0,1006 | 0,8320 | 0,4022

181 0,1133 | 0,0564| 0,1797 | 0,0898 | 0,3115 | 0,1555| 0,8369 | 0,4165 | 0,1948 | 0,0969 | 0,7790 | 0,3876

191 0,1066 | 0,0546| 0,1691 | 0,0867 | 0,2933 | 0,1503 | 0,7884 | 0,4036 | 0,1835 | 0,0940 | 0,7341 | 0,3759

201 0,1086 | 0,0534| 0,1722| 0,0848 | 0,2986 | 0,1470 | 0,8021 | 0,3939 | 0,1866 | 0,0916 | 0,7465 | 0,3665

Uwagi: d — $rednie szerokosci potowy przedziatow ufnosci dla a= 0,05, 0, — $rednie oszacowania odchylenia
standardowego estymatora bootstrapowego.

Zrédlo: badania whasne.
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Tabela 2 zawiera $rednie szeroko$ci potowy przedziatéw ufnosci dla a = 0,05
oraz $rednie oszacowania odchylenia standardowego estymatora wyznaczone z 1000
préb dla wybranych rozktadow. Oczywiste jest, ze wraz ze wzrostem liczebnosci
proby obydwie miary doktadnosci szacunku zmniejszajg si¢, czyli oszacowania sg
coraz bardziej precyzyjne. Zauwazy¢ nalezy, ze z wyjatkiem n = 11 potowy dlugosci
przedziatéw ufnosci dla a = 0,05 sa mniej wiecej dwukrotnie wieksze niz odchylenie
standardowe. Uzyskane wyniki nie stoja wigc w sprzecznosci z wynikami Wilcoxa
(2001), na ktore powotuje si¢ Pekasiewicz (2015) (str. 53), ze rozktad mediany z proby
jest zbiezny do rozktadu normalnego dla prob juz 20-elementowych.

5.2. ESTYMACJA MEDIANY DOKLADNA METODA BOOTSTRAPOWA
DLA PROBY O PARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACIJI

Badania wykonano dla préb o liczebnos$ciach od 10 do 200 (zwigkszajac liczeb-
*p

no$ci o 10). Symulacje przeprowadzono uzywajac estymatorow X (mymy+1) 1 X P

Dla obydwu estymatorow zastosowano takie same zestawy 1000 préb losowych dla
kazdej z liczebnosci.

W tabelach 3, 4 1 5 przedstawiono wyniki estymacji przedzialowej mediany
doktadng metodg percentyli dla wybranych rozktadow. Tabela 3 zawiera dla esty-
matora X (*,Zl 41y Stednie faktyczne poziomy istotnosci @, i & obliczone z 1000
prob. Pamigta¢ bowiem nalezy, ze w ogélnym przypadku wartosci ay i ay, s rozne
dla poszczegdlnych prob i rozktadow, cho¢ badania pokazaty, ze rdznice te byty nie-
wielkie. Bardzo mate s rowniez réznice pomigdzy o, i & ,.

W przypadku estymatora X :,ﬁ] m+1 Podano numery obserwacji bedace lewymi

U a.
granicami przedziatow ufnosci, oraz polowe faktycznego poziomu istotnosci 7]
Poréwngjqc Tf z a, i a, stwierdzi¢ mozna, ze z wyjatkiem nielicznych przypad-
kow 7" Jest mniejsze od @ 1 a,, co jest konsekwencja znacznie mniejszej liczby
od X “

pomiedzy —— 2 ia, oraz @, sa zwykle male.

realizacji estymatora X ( Na podkreslenie zastuguje fakt, ze roznice

my ,my+1) (my,m;+1)*

W tabeli 4 podano $rednie szerokosci polowy przedziatow ufnosci dla a= 0,05
oraz $rednie oszacowania odchylenia standardowego estymatora wyznaczone z 1000

préb dla estymatora X za$ w tabeli 5 dla estymatora X! ( Podkresli¢

(my,m;+1)>
nalezy, ze polowy dhugosci przedzialow ufnosci oraz odchylenia standardowe uzyskane

my,my+1)°

estymatorem X (m,m,+1) S dla wszystkich badanych rozkladow i wszystkich liczebnosci
prob mniejsze, niz uzyskane estymatorem X7 (11 Mozna wigc stwierdzi¢, ze dla
badanych rozktadéw estymator X~ (1) ma mniejszg wariancje i pozwala uzyskaé

doktadniejsze przedzialowe oszacowanie mediany niz estymator X (

my,my+1)°
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Srednie szerokosci potowy przedzialdw ufnosci estymatora X

*a

mymy+1)

Tabela 4.

dla a= 0,05 oraz s$rednie

oszacowania odchylenia standardowego wyznaczone z 1000 préb dla n parzystego

F(20,10)
Mys = 1,0349
o= 0,8539

F(2,10)
Mys = 0,7435
o= 16137

CHI(2)
Mys = 1,3863
o = 2,0000

CHI(10)
Mys = 9,3418
o= 44721

NG, 1)
MO,S =5
o = 1,000

NG.4)
MO,S =5
o = 4,0000

d Op

d op

d op

d Op

d Op

d op

0,5217 10,2763

0,8681 | 0,4813

1,3657 | 0,7292

3,4855 | 1,7866

0,8042 | 0,4087

3,2169 | 1,6348

20

0,3281 | 0,1842

0,5333 | 0,3046

0,8941 |0,5050

2,3394 |1,2951

0,5438 10,2977

2,1751 | 1,1908

30

0,2579 10,1469

0,4141 10,2401

0,7023 {0,4033

1,8598 |1,0487

0,4302 | 0,2422

1,7207 | 0,9688

40

0,2337 10,1220

0,3728 | 0,1966

0,6375 {0,3345

1,6926 | 0,8858

0,3941 | 0,2063

1,5765 | 0,8253

50

0,2051 | 0,1102

0,3278 |0,1776

0,5615 | 0,3032

1,4949 | 0,8009

0,3467 | 0,1857

1,3869 | 0,7430

60

0,1818 10,0962

0,2882 |0,1536

0,4972 | 0,2641

1,3366 |0,7060

0,3118 | 0,1646

1,2470 | 0,6586

70

0,1727 10,0927

0,2747 10,1483

0,4733 10,2550

1,2677 | 0,6798

0,2950 10,1582

1,1798 10,6329

80

0,1652 | 0,0860

0,2639 10,1387

0,4540 10,2376

1,2080 |0,6248

0,2798 | 0,1440

1,1193 10,5761

90

0,1483 10,0797

0,2355 10,1271

0,4072 10,2194

1,0932 | 0,5866

0,2545 10,1365

1,0179 | 0,5460

100

0,1393 | 0,0742

0,2214 | 0,1187

0,3825 10,2044

1,0257 | 0,5441

0,2387 | 0,1264

0,9549 10,5055

110

0,1354 10,0747

0,2154 10,1195

0,3722 | 0,2060

0,9970 |0,5479

0,2317 10,1271

0,9268 | 0,5083

120

0,1321 | 0,0692

0,2103 10,1102

0,3633 {0,1905

0,9710 | 0,5099

0,2253 10,1187

0,9013 | 0,4748

130

0,1280 | 0,0679

0,2031 |0,1082

0,3517 | 0,1869

0,9441 | 0,4998

0,2197 | 0,1162

0,8788 | 0,4650

140

0,1217 | 0,0639

0,1936 |0,1019

0,3349 10,1760

0,8959 10,4695

0,2080 | 0,1090

0,8321 | 0,4360

150

0,1184 10,0622

0,1879 10,0991

0,3256 |0,1714

0,8737 (0,4581

0,2032 10,1065

0,8129 10,4259

160

0,1125 | 0,0600

0,1784 10,0955

0,3093 10,1653

0,8314 10,4427

0,1935 10,1030

0,7742 10,4119

170

0,1111 | 0,0584

0,1763 10,0930

0,3056 |0,1609

0,8206 |0,4307

0,1909 | 0,1001

0,7637 | 0,4005

180

0,1053 10,0554

0,1670 | 0,0881

0,2895 |0,1526

0,7779 {0,4085

0,1810 | 0,0950

0,7240 | 0,3799

190

0,1031 | 0,0547

0,1634 | 0,0870

0,2835 |0,1507

0,7621 |0,4039

0,1774 10,0939

0,7095 | 0,3757

200

0,1009 | 0,0533

0,1600 | 0,0847

0,2776 | 0,1467

0,7458 | 0,3931

0,1735 | 0,0914

0,6941 | 0,3656

Uwagi: d — $rednie szeroko$ci potowy przedziatdéw ufnosci dla a= 0,05, o, — $rednie oszacowania odchylenia
standardowego.

Zrédlo: badania whasne.
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Srednie szerokosci potowy przedzialow ufnosci estymatora X

*b

(my,my+1)

Tabela 5.

dla a= 0,05 oraz $rednie

oszacowania odchylenia standardowego wyznaczone z 1000 préb dla n parzystego

F(20,10)
Mys = 1,0349
o= 0,8539

F(2,10)
Mys = 0,7435
o= 16137

CHI(2)
Mys = 1,3863
o = 2,0000

CHI(10)
Mys = 9,3418
o= 44721

NG, 1)
MO,S =5
o = 1,000

NG.4)
MO,S =5
o = 4,0000

d Op d op d op d Op d Op d op

10 10,6594 10,3108 |1,1047 | 0,5438 | 1,7056 |0,8179 | 4,3241 | 1,9970 | 0,9980 | 0,4567 |3,9919 | 1,8268

20 10,4605 | 0,1963 |0,7455 10,3249 | 1,2316 | 0,5382 |3,2441 | 1,3788 | 0,7568 | 0,3169 | 3,0270 | 1,2676

30 10,3424 (0,1536 | 0,5526 | 0,2514 | 0,9293 |0,4220 | 2,4481 | 1,0962 | 0,5671 | 0,2531 |2,2685 | 1,0123

40 10,3108 | 0,1261 |0,4986 | 0,2033 | 0,8453 | 0,3459 |2,2435|0,9154 | 0,5214 | 0,2132 | 2,0858 | 0,8528

50 10,2299 0,132 |0,3674 | 0,1825 | 0,6287 | 0,3116 | 1,6743 | 0,8226 | 0,3889 | 0,1908 | 1,5554 | 0,7631

60 10,2081 | 0,0984 |0,3306 | 0,1572 |0,5690 | 0,2703 | 1,5271 | 0,7224 | 0,3560 | 0,1685 | 1,4241 | 0,6739

70 10,2057 | 0,0946 | 0,3274 | 0,1514 | 0,5631 | 0,2602 | 1,5076 | 0,6934 | 0,3509 | 0,1614 | 1,4037 | 0,6456

80 10,1830 | 0,0875 |0,2925 | 0,1413 | 0,5027 | 0,2419 | 1,3377 | 0,6359 | 0,3100 | 0,1466 | 1,2399 | 0,5863

90 {0,1740 {0,0810 | 0,2765 | 0,1292 | 0,4773 |0,2229 | 1,2796 | 0,5959 | 0,2978 | 0,1386 | 1,1912 | 0,5546

100 | 0,1509 | 0,0753 {0,2399 | 0,1204 | 0,4142 {0,2073 |1,1103 | 0,5518 | 0,2583 | 0,1282 | 1,0333 | 0,5126

110 | 0,1560 | 0,0757 | 0,2481 | 0,1211 | 0,4284 | 0,2087 |1,1469 | 0,5550 | 0,2666 | 0,1287 | 1,0662 | 0,5149

120 | 0,1428 | 0,0701 |0,2275 | 0,1116 | 0,3928 | 0,1928 | 1,0489 | 0,5161 |0,2434 | 0,1201 | 0,9734 | 0,4805

130 | 0,1448 | 0,0686 | 0,2298 | 0,1094 | 0,3975 | 0,1890 | 1,0675 | 0,5053 | 0,2485 | 0,1175 | 0,9942 | 0,4701

140 {0,1353 10,0645 | 0,2153 | 0,1030 | 0,3722 |0,1779 | 0,9957 {0,4745 | 0,2312 | 0,1101 | 0,9248 | 0,4406

150 {0,1234 10,0628 | 0,1958 | 0,1000 | 0,3391 |0,1730 |0,9101 |{0,4626 | 0,2117 | 0,1075 | 0,8468 | 0,4300

160 [ 0,1244 10,0606 | 0,1974 | 0,0964 | 0,3420 | 0,1669 | 0,9185 |0,4468 | 0,2138 | 0,1039 | 0,8551 | 0,4157

170 10,1177 | 0,0589 | 0,1868 | 0,0938 | 0,3237 | 0,1623 |0,8689 | 0,4344 | 0,2021 | 0,1010 | 0,8085 | 0,4040

180 | 0,1177 | 0,0558 | 0,1867 | 0,0888 | 0,3236 | 0,1538 |0,8690 | 0,4118 | 0,2022 | 0,0958 | 0,8088 | 0,3830

190 | 0,1124 | 0,0551 |0,1783 | 0,0877 | 0,3091 |0,1519 |0,8307 | 0,4070 | 0,1933 | 0,0947 | 0,7733 | 0,3786

200 | 0,1063 | 0,0537 | 0,1686 | 0,0853 | 0,2923 | 0,1478 | 0,7851 |0,3960 | 0,1827 | 0,0921 |0,7307 | 0,3683

Uwagi: d — $rednie szerokosci polowy przedzialow ufnosci dla 0=0,05, 6, — $rednie oszacowania odchylenia
standardowego.

Zrédlo: badania whasne.
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W przypadku estymatora X (*,Zl m+1) Wzrostowi liczebnosci proby dla wszystkich
badanych rozktadoéw i wszystkich wzietych pod uwage liczebnosci towarzyszy zmniej-
szanie $redniej szerokosci przedziatow ufnosci. Jesli chodzi o $rednie odchylenie stan-
dardowe, to jedynie dla liczebnosci 110 zaobserwowano wzrost jego wartosci wobec
odchylenia dla n = 100. Dla estymatora X, (mm +1) WZrost Sredniej dlugodci przedziatu
wystapit dla n =110, 130 1 160 dla wszystkich wzigtych pod uwage rozktadow, zas dla
rozktadow CHI(10), N(5,1) i N(5,4) jeszcze dla n = 180. Wzrost $redniego odchylenia
standardowego zaobserwowano jedynie dla n = 110.

Relacja potowy sredniej dtugosci przedzia%u ufnosci dla o= 0,05 do S$redniego
odchylenia standardowego estymatora X (mm+1y J€St TOwna 1,88, a dla estymatora
X (*,i m+1) 288 2,11. Moze to wskazywac, ze rozktad estymatora X ( jest blizszy
rozkladowi normalnemu niz estymatora X, J——

Pruska (2007) badata miedzy innymi wplyw zwigkszania liczebnosci proby o jeden,
dla prob 20 i 40 elementowych, na oszacowanie odchylenia standardowego estymatora
bootstrapowego w postaci mediany z proby. Z badan tych wynikato, ze zwigkszenie
liczebnosci (do liczebnos$ci nieparzystej) skutkowato dla wigkszosci badanych rozkta-
doéw zmniejszaniem odchylenia standardowego.

Oszacowania odchylenia standardowego bootstrapowych estymatorow mediany
w postaci mediany z proby przedstawione w tabelach 2, 4 i 5, nie wskazuja na tak jed-
noznaczne wyniki. Dla rozktadu F(20,10) odchylenia standardowe, dla prob o liczeb-
nosciach nieparzystych o jeden wigkszych niz o liczebnosciach parzystych, byty
w 10 na 20 przypadkow wigksze, dla F(2,10), CHI(2) i CHI(10) w 11, dla N(5,1)
1 N(5,4) w 13. Potowy szerokoS$ci przedziatdéw ufnosci zas, byly we wszystkich przy-
padkach wieksze dla prob o nieparzystej (wigkszej o jeden) liczebnosci, co moze
wynika¢ ze znacznie wigkszej liczby realizacji estymatora X (*le m +1) 0d estymatora X (*m).
Oparte na podobnych zasadach poréwnanie odchylen standardowych estymato-
row X, (* ) i X" (1) dato wyniki przeciwne. Oszacowane odchylenia standardowe

estymatora X | (m) bYly mniejsze w wigkszo$ci przypadkéw niz estymatora X7 (
podobnie jak potowy dlugosci przedziatdéw ufnosci.

my ,my+1)

my ,m;+1)?

6. PODSUMOWANIE

W artykule pokazano, ze doktadna metoda percentyli moze by¢ wykorzystana do
szacowania mediany. Stosujac estymator standardowy, dla prob o wybranych nieparzy-
stych i parzystych liczebnosciach, wyznaczono numery obserwacji stanowigce granice
przedziatow ufnosci. Pokazano, ze nie jest w tym przypadku potrzebne losowanie
prob wtornych.

Dla wzigtych pod uwage rozktadow i liczebno$ci prob, estymator w postaci
mediany z proby o parzystej liczbie obserwacji dawat prawidlowe oszacowania prze-
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dzialow ufnosci, ktore zawieraty faktyczna mediane rozktadu ze zliczeniowym pozio-
mem ufnosci zblizonym do zalozonego.

Estymator w postaci mediany z proby o parzystej liczbie obserwacji ma mniejszg
wariancj¢ od estymatora standardowego i dawal doktadniejsze oszacowania mediany
(krétsze przedziaty ufnosci). Zastosowanie jego wymaga jednak znacznie wigkszego
naktadu obliczen.

Zwigkszenie liczebno$ci proby o jeden (z parzystej do nieparzystej liczebno$ci)
skutkowato wzrostem odchylenia standardowego i dtugosci przydziatoéw ufnosci
w potowie lub wigcej przypadkéw dla estymatora w postaci mediany z proby, zas
zwykle zmniejszeniem tych wielkosci w przypadku estymatora standardowego.
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ROZKEADY WYBRANYCH BOOTSTRAPOWYCH ESTYMATOROW MEDIANY
ORAZ ZASTOSOWANIE DOKEADNEJ] METODY PERCENTYLI
DO JEJ PRZEDZIALOWEGO SZACOWANIA

Streszczenie
W artykule przedstawiono wyniki zastosowania doktadnej metody percentyli do szacowania mediany.

Dla proby o nieparzystej liczbie obserwacji zastosowano estymator w postaci mediany z proby (estymator
standardowy), za$ dla proby o parzystej liczbie obserwacji estymator w postaci mediany z proby oraz
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estymator standardowy. Przedstawiono formuty okreslajace rozktad estymatoréw standardowych oraz
opisano w jaki sposob mozna wyznaczy¢ rozkltad estymatora w postaci mediany z proby o parzystej
liczbie obserwacji. Badania przeprowadzono dla wybranych rozktadéw i wybranych liczebnosci proby.
Oszacowano odchylenia standardowe wzigtych pod uwage estymatoréow oraz przedziaty ufnosci wyzna-
czone przy ich pomocy. W pracy pokazano, ze uzycie doktadnej metody percentyli dla estymatorow
standardowych jest znacznie prostsze niz stosowanie metody klasycznej z losowaniem prob wtdrnych.

Stowa kluczowe: doktadna metoda precentyli, estymacja mediany

DISTRIBUTION OF SELECTED BOOTSTRAP MEDIAN ESTIMATORS
AND APPLICATION OF THE EXACT PERCENTILE METHOD
FOR ITS INTERVAL ESTIMATING

Abstract

The article presents the results of the use of exact percentiles methods for estimating median.
For a sample with an odd number of observations used estimator in the form of the sample median
(standard estimator), and for a sample with an even number of observations, used estimator in the
form of the sample median and standard estimator. It presents a formula defining the distribution of
standard estimator and describes how you can determine the distribution of the estimator in the form
of the sample median for sample with an even number of observations. The study was conducted for
the selected distributions and selected sample size. It was estimated standard deviation and confidence
intervals for selected estimators. The study shows, that the use of exact percentiles method for standard
estimators is much simpler than using the classical method with the resampling.

Keywords: exact percentiles method, median estimating
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MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI W TABLICY TROJDZIELCZEJ 2x2x2

1. WPROWADZENIE

Moc testow to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy nie jest
ona prawdziwa. Testy niezalezno$ci nalezg do najczgsciej stosowanych narzedzi sta-
tystycznych, a dane do nich aranzuje si¢ w postaci tablic wielodzielczych, a w szcze-
gblnosci tablic trojdzielczych (TT) 2x2x2, Wydawac by si¢ moglo, ze o metodach
analizy tablic wielodzielczych powiedziano juz wszystko. Jednak w dobie szeroko
rozwinigtej informatyzacji i mozliwosci przeprowadzania symulacji komputerowych,
na wiele zagadnien mozna spojrze¢ ,,nowym okiem”.

W (Cressie, Read, 1984) zaproponowano dla tablic dwudzielczych (TD) w x k
rodzing 6 statystyk, ktére maja asymptotyczny rozktad chi-kwadrat z (w — 1)(k — 1)
stopniami swobody. Do tzw. ,statystyk chi-kwadrat” nalezg nastepujace staty-
styki: x> Pearsona (Pearson, 1900), G? ilorazu wiarygodnosci (Sokal, Rohlf, 2012),
N Neymana (Neyman, 1949), KL Kullbacka-Leiblera (Kullback, 1959), FT Freemana-
Tukeya (Freeman, Tukey, 1950) oraz CR Cressiego-Reada (Cressie, Read, 1984).
W pracy Sulewskiego (2014) pokazano, ze ,,statystyki chi-kwadrat” sg wystarczajaco
bliskie rozktadowi chi-kwadrat dla probek liczacych przynajmniej kilkaset elementow.
Aby mozna bylo skorzysta¢ z probek mniej licznych wyznaczono wartosci krytyczne
na drodze symulacji komputerowych metoda Monte Carlo. Wyznaczanie warto$ci kry-
tycznych na podstawie np. 100.000 wartos$ci statystyki testowej — w dobie wydajnych
komputeréw z procesorami wielordzeniowymi — nie stanowi problemu.

W pracy Sulewski (2013) zaproponowano statystyke modulowa bedaca mody-
fikacjg statystyki > Pearsona dla TD w x k. Statystyke modutowg poréwnano pod
wzgledem mocy testu ze ,,statystykami chi-kwadrat” dla TD 2x2 (Sulewski, 2016a)
oraz dla wybranych rozmiaréw TD wigkszych niz 2x2 (Sulewski, 2016b).

Celem pracy jest przedstawienie teorii dotyczacej autorskiej statystyki modutowej
mierzacej niezalezno$¢ zmiennych dla TT 2x2x2 i zbadanie jej wlasnosci w odniesie-
niu do znanych ,,statystyk chi-kwadrat”, opisanie procedury generowania zawartos$ci
tych tablic metoda slupkowa, wprowadzenie nowej miary nieprawdziwosci Hy.

Praca sktada si¢ z siedmiu punktéw. W punkcie drugim zdefiniowano TT 2x2x2
oraz opisano metod¢ stupkowa generacji zawartosci tych tablic. W punkcie trzecim

I Akademia Pomorska w Shupsku, Instytut Matematyki, ul. Arciszewskiego 22, 76-200 Shupsk,
Polska, e-mail: piotr.sulewski@apsl.edu.pl.
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rozszerzono postac ,,statystyk chi-kwadrat” oraz statystyki modutowej na TT 2x2x2.
W punkcie czwartym opisano sposéb wyznaczania wartosci krytycznych. W punkcie
piatym zaproponowano miar¢ nieprawdziwosci hipotezy H, zdefiniowang dla réznych
schematéw wyznaczania prawdopodobienstw p;, (i,,t = 1,2), dla ktorych H jest nie-
stuszna. Warto$ci proponowanej miary sity zwigzku poréwnano z warto§ciami wspot-
czynnikéw: Graya-Williamsa (Gray, Williams, 1975), Marcotorchino (Marcotorchino,
1984), Lombardo (Lombardo, 2011). W punkcie szdstym testy niezaleznosci wykorzy-
stujace statystyke modutowg oraz ,,statystyki chi-kwadrat” porownano ze wzgledu na
ich moc — czyli zdolnos$¢ testu do odrzucenia hipotezy Hy méwiacej o tym, ze nie ma
zwigzku miedzy cechami X, Y, Z w sytuacji, gdy w rzeczywistosSci jest ona fatszywa.
Punkt ostatni poswigcono podsumowaniu.

2. TABLICA TROJDZIELCZA 2x2x2

Tablice, ktora gromadzi wynik podzialu proby wedtug trzech cech X, Y, Z nazy-
wamy tablica trojdzielcza (TT). Mozna sobie ja wyobrazi¢ jako kostke z ,,w” wier-
szami, ,,k” kolumnami i ,,p” ptaszczyznami. TT mozna takze zilustrowa¢ rozktadajac
ptaszczyzny p obok siebie. TT ulatwia odczytywanie zalezno$ci migdzy cechami tak
ilo§ciowymi, jak i jakoSciowymi. Najprostsza jej postacig jest tablica 2x2x2 (tabela 1),
ktora sktada si¢ z 8 liczebnosci ny;, (i,j,t = 1,2) rozktadu facznego cech X, Y, Z.

Tabela 1.
Tablica trojdzielcza 2x2x2
V4 A Z,
Razem

X\Y Y Y, Y Y,

X iy 31 12 ny2 Nyee

X5 1 221 12 Ny Mee
Razem Ny Ny n.yp Ny n

Zrodto: opracowanie wilasne.

Liczebnosci oczekiwane dla TT 2x2x2 — przy zaloZzeniu niezalezno$ci badanych
zmiennych — wyznacza si¢ ze wzoru

o, = e M Mo i 12), (1)

ijt 2
n

TT 2x2x2 mozna takze przedstawi¢ za pomocg prawdopodobienstw p;, (i,j,t = 1,2)

takich, ze Z; Z; Z; p;; =1. W odniesieniu do tabeli 1 wartosci te wyznaczane sg
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ze Wzoru p« = nx/ n. Latwo udowodni¢, ze sumy brzegowe liczebnosci oczekiwanych
e;;; s takie same jak sumy brzegowe liczebnosci ;.

Generacj¢ zawartosci TT 2x2x2 niezbedng do przeprowadzenia symulacji i wyzna-
czenia mocy testow przeprowadzono metoda stupkowsa (Sulewski, 2014). W tym celu
przedziat (O,l> podzielono na 2-2-2 podprzedziatéw o szeroko$ciach rownych warto$ci
prawdopodobienstw p;;; w taki sposob, ze pierwszy podprzedzial ma szerokos¢ pyy,

drugi—py2,..., ostatni — py,,. Wielkosci p;;, spelniajg oczywiscie warunek normalizacji

Z; Z; Z; Py =1 1 dobrano je w taki sposob, aby uzyska¢ zadang wartos¢ miary
nieprawdziwosci Hy. Kazda z n wygenerowanych liczb losowych réwnomiernych
»wpada” do jednego z podprzedzialdéw i tym samym zostaje o jedng zwigkszona
liczba obiektow w odpowiadajgcej temu podprzedzialowi komorce TT. Wielkosci n;,
.. , L N2 N2 N2 . L. o .
spetniajagce roéwnosé Z,-:1 ZFI . ;; =n sa liczebnodcig obicktow w poszczegdl-
nych komorkach TT. Rysunek 1 przedstawia schemat wypetnienia komorek TT 2x2x2
dla liczebnosci proby n = 200, gdy hipoteza zerowa jest stuszna, czyli p;;, = 1/8 dla
kazdego i, j, t = 1,2. Tabela 2 prezentuje odpowiadajaca temu schematowi TT 2x2x2.

| n =200 liczb losowych rownomiernych |

Pin P2 Pi21 P12 Pan P21z P221 P22

0 0,1255 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1

Xin=23 Xin=29 Xi21=28  Xin=25 Xon=16 X;p=26 Xp=29 Xom=24

Rysunek 1. Schematyczne ujecie metody stupkowej

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Tabela 2.
TT 2x2x2 uzyskana metoda stupkowa
Z Z1 ZZ
Razem

X\y Y, Y, Y, Y,

X, 23 28 29 25 105

X, 16 29 26 24 95
Razem 39 57 55 49 200

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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3. TESTY NIEZALEZNOSCI W TT 2x2x2

W analizie niezalezno$ci cech X, Y, Z mozna bada¢: niezalezno$¢ petna, nie-
zalezno$¢ brzegowa, niezalezno$¢ czgsciowa, niezaleznos¢ taczng oraz niezaleznos$c
warunkowa. W pracy niniejszej badania ograniczone zostaly tylko do niezaleznosci
pelnej, ktora mozna wyrazi¢ zapisem (XYZ, XY, XZ, YZ).

Przy badaniu niezaleznosci pelnej cech w tablicy 2x2x2 zatozono hipoteze zerowa,
ze migdzy cechami X, Y, Z zwigzek nie wystepuje, tzn.

H) Py = Piee Puojo Pou )

dla kazdego i,j,t = 1,2.
Do badania niezaleznosci pelnej cech X, Y, Z w tablicy 2x2%2 skorzystano ze
statystyki modutowej, ktéra ma postac

- = My~ €
=222 —— 3)

i=l j=1 t=1 ijt

oraz z rodziny statystyk, ktore sg rozszerzeniem ,statystyk chi-kwadrat” dla TD
(Cressie, Read, 1984). Zalicza si¢ do nich:
1) statystyke x> Pearsona

2 2 2 (p —e F
XEZZZ@?QL )
, 2.2 2 n,
G*=2>>>"n,In| |, )
; e
3) statystyke N Neymana

N= 2;”_7 (6)

KL= 222122122:%[ h{Z—’J (7)
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5) statystyke F'T Freemana-Tukeya

FT=43 33 (fn, -, ). ®

CRz%iiinw {"—f’j ~1|. ©)

Powyzsza rodzina statystyk dla TT 2x2x2 przy prawdziwos$ci hipotezy H, ma
asymptotyczny rozklad chi-kwadrat z 4 stopniami swobody i dlatego jest okreslana
mianem ,,statystyk chi-kwadrat”.

Charakterystyke statystyk ,,chi-kwadrat” dla tablic dwudzielczych, trojdziel-
czych i czterodzielczych wraz z implementacja komputerowg mozna znalezé
w Sulewski (2014).

Liczebnosci ny;, (it = 1,2) w TT 2x2x2 sg zmiennymi losowymi. Godnym uwagi
jest fakt, ze zmienne losowe bedace odwrotnosciami lub ilorazami zmiennych loso-
wych (patrz statystyki (6) i (7)) moga nie posiada¢ wartosci oczekiwanej i w konse-
kwencji takze niektorych momentéw wyzszych rzedow. Rozktad chi-kwadrat — jak
powszechnie wiadomo — posiada wszystkie momenty.

Ponadto pozadanym jest, aby poszczegolne sktadniki statystyki testowej — gdy H,,
o niezalezno$ci cech X 1 Y jest stuszna — byly tego samego znaku i jak najblizsze 0.
Sktadniki statystyk (5), (7) i (9) sa r6znego znaku i wzajemnie si¢ rekompensuja i tylko
dla prob liczacych przynajmniej kilkaset elementow podlegaja rozktadowi chi-kwadrat
(Sulewski, 2014). Tabela 3 przedstawia warto$ci poszczegdlnych sktadnikow ,,statystyk
chi-kwadrat” wyznaczonych symulacyjnie dla TT 2x2x2 i liczebnosci proby n = 200,
gdy H, o niezaleznosci cech X, Y, Z jest sluszna. Tabele t¢ wygenerowano metoda
stupkowa opisang powyzej dla p;;; = 0,125 (i,/,¢ = 1,2). Wartosci ujemne pogrubiono.

Tabela 3.
Wartosci sktadnikow ,,statystyk chi-kwadrat”

Sktadnik Ve G? N KL FT CR
i=lLj=11t=1 0,667 7,297 0,801 -8,758 0,730 -4,123
i=lLj=11t=2 0,260 -5,197 0,235 -4,702 0,247 -3,224
i=1lLj=2t=1 0,010 -1,036 0,010 -1,015 0,010 -0,625
i=1,j=2,t=2 0,041 -2,076 0,040 -1,994 0,041 -1,262
i=2,j=11t=1 2,573 -18,370 1,948 -13,907 2,228 12,111
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Tabela 3. (cd.)

Sktadnik Ve G? N KL FT CR
i=2,j=11t=2 1,719 -11,081 2,338 -15,074 1,993 -6,011
i=2,j=2,t=1 0,773 -8,234 0,932 -9,929 0,847 -4,645
i=2,j=2,t=2 0,346 -6,328 0,310 -5,674 0,327 -3,938
Razem 6,389 -6,394 6,614 -6,468 6,422 -6,383

Zrodlo: opracowanie wilasne.

4. WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH

W okresie ostatnich kilkudziesigciu lat zaproponowano rozne testy niezaleznosci
dla tablic kontyngencji oraz okre$lono warunki ich stosowalnosci szczegodlnie dla
matych prob, ktore najczesciej sa przedmiotem badan statystycznych. Warunki te
gtéwnie dotycza bardzo popularnego i powszechnie stosowanego testu niezaleznosci
y? Pearsona. W dobie powszechnie stosowanych i ciggle rozwijajacych sig¢ technologii
komputerowych mozna za pomocg stosownego oprogramowania znies¢ te ograniczenia
1 droga symulacyjng wyznaczy¢ wartosci krytyczne.

Przy wyznaczaniu warto$ci krytycznych, gdy migdzy cechami nie ma zwigzku,
zawartos¢ TT 2x2x2 o liczebnosci proby n wygenerowano za pomocg metody stup-
kowej przyjmujac p;, = 0,125 (i,j,t = 1,2).

Niech @ bedzie jedng z rozpatrywanych siedmiu statystyk. Dla kazdej TT 2x2x2
obliczono r = 10° razy warto$ci statystyki testowej m, ktore nastepnie uporzadkowano
w kolejnosci rosnacej. Warto$¢ krytyczng na poziomie istotnosci a = 0,1 wyznaczono
na podstawie dziewigtego decyla ze wzoru cv, = @(9g00). Tak duza liczba powtorzen r
przy wyznaczaniu wartosci statystyki testowej zapewnia uzyskanie doktadnego wyniku.

5. MIARY SILY ZWIAZKU DLA TT 2x2x2

Przeprowadzajac badanie populacji generalnej istotna jest nie tylko zaleznos¢ ist-
niejaca migdzy cechami, ale takze jej sita. Teoria poswigcona miarom sity zwigzku dla
TT nie jest tak bogata jak dla TD, gdzie na szczegdlng uwage zastuguje wspotczynnik
Tt Goodmana—Kruskala (Goodman, Kruskal, 1979). Numerycznymi rozszerzeniami
tego wspotczynnika dla TT sg: wspotczynnik Graya—Williamsa (Gray, Williams, 1975),
wspolczynnik Marcotorchino (Marcotorchino, 1984) oraz wspodtczynnik Lombardo
(Lombardo, 2011). Informacje o innych mniej popularnych miarach mozna znalez¢
w pracach Tuckera (1963), Harshmana (1970), Beha, Davy (1998) i Lombardo,
Beha (2010).

Jezeli dwie cechy (np. Y, Z) sg cechami objasniajacymi lub predyktorami wza-
jemnie zaleznymi (ang. dependent predictor variables), a trzecia cecha (np. X) jest
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cecha objasniang lub odpowiedzi (ang. response variable), to wspotczynnik Graya—
Williamsa ma postac:

2 2 L 5 2 -l

TGWZ Zzzpoﬁ(pijt'pojt_pin) : 1_zpioo s (10)
i=1 i=1

=l j=1 t=1

gdzie p« = n« / n. Wspotczynnik ten przyjmuje wartosci z przedzialu <O,1>. Jezeli
cechy Y i Z nie dostarczaja informacji o cesze X, wtedy 75y = 0. Wraz ze wzrostem
informacji dostarczanej przez cechy Y i Z o cesze X warto$¢ tego wspodtczynnika
zbliza si¢ do jednosci.

Jezeli dwie cechy (np. Y, Z) sg cechami objasniajacymi lub predyktorami wzajem-
nie niezaleznymi (ang. independent predictor variables), a trzecia cecha (np. X) jest
cecha objasniang lub odpowiedzi (response variable), to wspotczynnik Marcotorchino
ma postac:

2 2 2 2 -1
Ty = {ZZZP.,. poipy -2 P2 —p,-..)z}-[l—Zpi.} : (11)
= i=1

=1 j=1 1=l

gdzie p«=n«/ n. Jezeli pjjy= Pjv. Puje Pouss 10 T3y = 0, natomiast gdy py;= pja. pous 10 737 = 1.

Jezeli dwie cechy (np. X, Y) sa cechami objasnianymi lub odpowiedzi (ang. inde-
pendent response variables) a trzecia cecha (np. Z) jest cecha objasniajaca lub predyk-
torem, to wspotczynnik Lombardo — zwany takze wspotczynnikiem delta — ma postaé

2 2 2 5 2 2 B
Z-L=|: Zzpoof(pijt'p:olt_pi-o'p-j.):|.l:1_zpizco zpczjc:| > (12)
i=1 J=1 i=l

Jj=1 t=1

gdzie p« = n«/ n. Jezeli pyj; = pju. poje Pour t0 7, = 0. Warto$¢ maksymalna 7; = 1, gdy
py= 0 dla pewnych (.t = 1,2) i pyy. = 0,5 dla pewnych (b,c=1,2;b# j nc #1).
Wigcej informacji na temat trzech powyzszych wspolczynnikow — w tym takze
ich implementacj¢ komputerowa w jezyku VBA — mozna znalez¢ w pracach Sulewski
(2014, 2015).
Bazujac na klasycznej definicji niezalezno$ci cech X, Y, Z proponuje si¢ miarg
nieprawdziwosci Hy w postaci:

mn:ZZZ Pijt 7 Piee " Pejo " Pout|* (13)

=l j=1 1

2 2 2
=] 1=

Hipoteza zerowa H, — mdéwiaca o tym, ze mi¢dzy cechami X, Y, Z w TT 2x2x2
nie ma zwigzku — jest stuszna, gdy p;;= p;.. * poj. - py dlai,j,t = 1,2. Zatem miara (13)
przyjmuje wartos¢ 0, gdy hipoteza H, jest stuszna. Im wieksze wartos$ci mn, tym
wigksza jest mozliwos¢ fatszywosci Hy,.

Miar¢ mn jako naturalng — wynikajgca z definicji niezalezno$ci cech — wykorzy-
stano w procesie wyznaczania mocy testow.
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6. MOC TESTU

W celu wyznaczenia mocy testu — czyli zdolnosci TT do odrzucenia hipotezy zero-
wej Hy moéwiacej o tym, ze nie ma zwigzku miedzy cechami X, Y, Z — gdy w istocie
zwiazek jest, niezbedna staje si¢ generacja zawarto$ci TT. Uwzgledniajac narzucong
site zwigzku migdzy cechami uzyskang dzigki generatorowi liczb losowych i wyra-
zong za pomocg miary nieprawdziwosci mn, do wypelnienia TT 2x2x2 skorzystano
z metody ,,stupkowej” wykorzystujacej prawdopodobiefistwa p;; (i,j,t = 1,2).

Znajac warto$¢ statystyki testowej @ dla réznych liczebnosci proby n wyznaczono
moc testu za pomocg wzoru m = q / r, gdzie g okre$la liczbe tych sposrod r = 10°
wszystkich mozliwych przypadkow, kiedy to warto$¢ statystyki testowej @ jest nie
mniejsza od warto$ci krytycznej cv,,.

Do wyznaczenia mocy testu skorzystano ze schematow A, B, C, AB, AC, BC
wyznaczania prawdopodobiefistw p;; (i,j,t = 1,2) (tabela 4).

Tabela 4.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami X, Y, Z
Schemat A
V4 A Z,
X\vy Y, Y, Y, Y,
X Po—k - Ap Po Po—k - Ap Po
X Po Pot k- Ap Po Pot k- Ap
Schemat B
Z Z Z
X\y Y, Y, Y, Y,
Xi Po—k - Ap Po Po—k Ap Po
X Pot k- Ap Po pot k- Ap Po
Schemat C
Z Z A
X\vy Y, Y, Y, Y,

Xi Po—k - Ap Pot k- Ap Po—kAp Pot k- Ap
X Pot k- Ap Po— k- Ap Pot k- Ap Po—k - Ap
Schemat AB

Z Z Z
X\v Y Y, Y Y,
X Po—k - Ap Po Po—k Ap Do
X Po Pot k- Ap Pot k- Ap Po
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Schemat AC
Z 7 7
xX\Y Y, Y, Y Y,

X Po—k - Ap Po Po—k - Ap PotkAp
X Po Pot k- Ap Pot k- Ap Po—k - Ap
Schemat BC

V4 Z Z)
X\Yy Y, Y, Y, Y,

X Po—k - Ap Do Po—k - Ap Pot k- Ap
X pot k- Ap Po Pot k- Ap Po—k Ap

Gdzie p, = 0,125, Ap = 0,125%1073, k = 0,...,1000.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Warto$¢ minimalna miar sity zwigzku (13) wynosi zero, dlatego w tabeli 5 przed-
stawiono tylko warto$ci maksymalne czterech miar sity zwigzku dla réznych sche-
matoéw prawdopodobienstw. Moc testu zostata wyznaczona dla warto$ci miary mn
w punktach u# = 0,1,...,9. Miara ta dla wszystkich schematéw prawdopodobienstw
zmienia si¢ ze statym krokiem. W celu uzyskania takiej sytuacji nalezato odpowiednio
dobra¢ wartosci indeksu nieprawdziwosci k (tabela 6).

Tabela 5.
Wartosci maksymalne miar sity zwigzku
Miara A B C AB AC BC
oW 0,111 0,333 1 0,222 0,644 0,733
Ty 0,111 0,333 1 0,378 0,716 0,733
7 0,026 0,091 0,333 0,099 0,241 0,234
mn 0,25 0,5 1 0,44 0,67 0,75
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 6.
Warto$¢ indeksu nieprawdziwosci £ w punkcie u
u A B, C, BC AB AC
0 0 0 0 0
1 316 100 115 107
2 448 200 226 211
3 548 300 334 314
4 633 400 438 416
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u A B, C, BC AB AC
5 707 500 539 516
6 775 600 636 615
7 837 700 733 713
8 895 800 826 813
9 949 900 917 904

10 1000 1000 1000 1000

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 6. (cd.)

Aby mozna byto porownaé analizowane testy niezaleznosci, liczebnosci komorek
TT muszg by¢ niezerowe, czyli n;, # 0 dla kazdego i,j,t = 1,2, w sytuacji przeciwne;j
nie da si¢ obliczy¢ wartosci statystyk G2, N, KL. W zwigzku z powyzszym moc testow
niezalezno$ci zostanie obliczona dla u = 0,1,...,9. Minimalng liczebno$¢ proby n dla
danego schematu dobrano tak, aby n,;, # 0 dla kazdego i,j,t = 1,2. Maksymalng liczeb-

no$¢ proby ustalono tak, aby uzyska¢ maksymalng moc testu.

Rysunki 2-7 przedstawiaja zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary nie-
prawdziwos$ci Hy dla ré6znych schematéw prawdopodobienstw, na poziomie istotnosci

o = 0,1 1 liczebno$ci proby n.

Moctestum

Moc testu m

Miara nit

0 0025 005 0075 01 0,125

0,15

0175 0,2 0,225

0,125

0475 02 0,225

Moctestum

Moctestum

i

0 0,025 005 0,075 0,1 0,125

Rysunek 2. Moc testow niezalezno$ci dla schematu A prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 40 (I), n = 60 (II), n = 80 (III), n = 100 (IV)

0,15

Miara nieprawdziwoscimn

0,175 0,2 0,225 0

0,025

Zrodto: opracowanie wilasne.

0,05

0,125
Miara nieprawdziwoscimn

0175 02 0,225
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Moc testum

~Ixl -x2

G2

=N

KL -=FT

Moctestum

0 0,05 01 0,15 02 0,25 03 0,35 04 045 0 0,05 01 0,15 02 0,25 03

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

035

Moc testu m

Moctestu m

o 0,05 0,1 0,15 02 0,25 03 0,35 04 0,45 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 03
Miara nieprawdziwoscimn

Miara nieprawdziwosci mn
Rysunek 3. Moc testow niezaleznosci dla schematu B prawdopodobienstw
i liczebnos$ci proby n = 40 (I), n = 60 (11), n = 80 (III), n = 100 (IV)

Zroédlo: opracowanie wilasne.

035

Moctestum

Moctestum

0 0,1 02 03 04 05
Miara nieprawdziwoscimn

06 0,7 08 09 [ 01 0,2 03 04 0,5 06
Miara nieprawdziwoscimn

Rysunek 4. Moc testow niezalezno$ci dla schematu C prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 30 (I), n = 40 (II)
Zrédto: opracowanie wlasne.

0,7

08
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Moctestu m

Moc testu m

I

0,044

0088 0132 0176 0,22 0,264
Miara ni iwosci

0308 0352 0,39 0 0,044 0,088

0132 0176 022 0264 0308 0352  039%

Miara ni iwosci mn

Moctestu m

Moctestu m

i

0

0,044

008 0132 0176 022 0,264
Miara ni iwosci

0308 0352 039 o 0,044 0,088

0132 0176 022 0264 0308 0352  039%

Miara ni¢

Moc testu m

Rysunek 5. Moc testow niezaleznosci dla schematu AB prawdopodobienstw
i liczebnos$ci proby n = 60 (I), n = 80 (II), n = 100 (III), n = 120 (IV)

Zroédlo: opracowanie wiasne.

Moc testu m

0,0 -+

0,0
0,000

0,067

0,134 0,201 0,268 0,335 0,402
Miara nieprawdziwoscimn

0469 0536 0,603 0,000 0,067

'
0,134

- - . 1
0201 0268 0335 0402 0469 0536 0,603
Miara ni i imn

. v v

Rysunek 6. Moc testow niezalezno$ci dla schematu AC prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 30 (I), n = 40 (II)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Moctestum

Moctestum

I I

+ + + + + 0,0 + + + + + + + + y

0 0,075 0,15 0,225 03 0,375 0,45 0,525 06 0,675 0 0,075 015 0225 03 0375 045 0525 0,6 0,675
Miara nit i i Miara nit i imn

Rysunek 7. Moc testow niezalezno$ci dla schematu BC prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 30 (I), n = 40 (II)

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Dla statystyki modutowej || oraz statystyki %> Pearsona jako reprezentanta ,,sta-
tystyk chi-kwadrat”, uzyskane wyniki poréwnano za pomoca testu o rownosci praw-
dopodobienstw stawiajac hipoteze zerowa, ze moce testow sg rowne. Symbol ,,+”
oznacza, ze roznice mi¢dzy mocami testOw sg statystycznie nieistotne, symbol ,,-” — sa
statystycznie istotne (tabele 7-9).

Tabela 7.
Istotnoéé statystyczna mocy testow || i x> dla schematéw A i B
Schemat A Schemat B
mn n=100|n =150 | n =200 | n = 250 mn n=40 | n=60 | n=80 | n=100
0 + + + + 0 + + + +
0,025 + + + + 0,05 + + + +
0,05 - - - - 0,1 + + + +
0,075 - - - - 0,15 + + + +
0,1 - - - - 0,2 + + + +
0,125 - . . . 0,25 . - - -
0,15 - - - - 0,3 ; ; ) _
0,175 - - - - 0,35 - - - -
0,2 - - - - 0,4 - - - -
0,225 + - + + 0,45 - - - +

Zrodlo: opracowanie wilasne.
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Istotnosé statystyczna mocy testow |x| i x> dla schematéow C i AB

Schemat C
mn n =30 n =40
0 + +
0,1 + +
02 |+ +
03 |+ +
04 |+ +
05 |+ +
06 |+ +
0,7 |+ +
08 |+ +
09 |+ +

Zrodto: opracowanie wilasne.

Istotno$¢ statystyczna mocy testow [y| i %> dla schematéw AC i BC

Schemat AC
mn n =30 n =40
0 + +
0,067 + +
0,134 + +
0,201 + +
0,268 + +
0,335 + +
0,402 + +
0,469 + +
0,536 + +
0,603 + +

Zrédlo: opracowanie whasne.

Piotr Sulewski
Tabela 8.
Schemat AB
mn n =60 n=280 | n=100 | n=120
0 + + + +
0,044 + + + +
0,088 + + + +
0,132 + + + +
0,176 + + + +
0,22 + + + +
0,264 - - - -
0,308 - - - -
0,352 - - - -
0,396 + + + +
Tabela 9.
Schemat BC

mn n =130 n =40

0 + +

0,075 + +

0,15 + +

0,225 + +

0,3 + +

0,375 + +

0,45 + +

0,525 + +

0,6 + +

0,675 + +
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Z rysunkow 2-7 wynika, ze testy niezalezno$ci wykorzystujace ,,statystyki chi-
-kwadrat” we wszystkich schematach prawdopodobienstw charakteryzuja si¢ podobna
mocg dla danej liczebnosci proby # i miary mn. Wyjatkiem jest tylko schemat A dla kto-
rego miara mn przyjmuje najmniejsze wartosci. Test wykorzystujacy statystyke modu-
towa ma podobng moc jak pozostate testy niezaleznosci dla schematow C, AC, BC.
Dla schematu A test wykorzystujacy statystyke modutowag ma wigkszg moc niz testy
zwigzane ze ,statystykami chi-kwadrat” i ta przewaga jest statystycznie istotna dla
mn > 0,025. Podobna sytuacja jest takze dla schematu B, gdy mn > 0,02 oraz dla sche-
matu AB, gdy mn > 0,022.

7. PODSUMOWANIE

Kwadrat uzyty w liczniku statystyki y*> powoduje, ze duze rozbieznosci miedzy
liczebnoscia empiryczng a teoretyczng sg jeszcze wieksze, a mate rozbieznosci jeszcze
mniejsze. Innym celem zastosowania kwadratu bylo uniknig¢cie wzajemnego niwelo-
wania si¢ rozbieznosci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchylen mozna uzy¢
takze ich wartosci bezwzglednej, stad pomyst na statystyke modutowa.

Artykul zwraca uwage na fakt, ze testy niezaleznosci wykorzystujace ,,statystyki chi-
-kwadrat” we wszystkich schematach prawdopodobienstw charakteryzuja si¢ podobna
moca dla danej liczebnosci proby » i miary mn. Nieznacznym wyjatkiem od tej reguly
jest schemat A, w ktérym miara nieprawdziwos$ci mn przyjmuje najmniejsze wartosci.
Statystyka modulowa charakteryzuje si¢ podobna moca jak ,,statystyki chi-kwadrat”
dla schematow C, AC, BC oraz wigksza mocg dla schematow A, B, AB. Przewaga na
korzys$¢ nowej statystyki szczeg6lnie jest widoczna dla mniejszych liczebno$ci proby
w ramach danego schematu.

Badajac niezalezno$¢ trzech cech w pewnych schematach prawdopodobienstwa
dla statystyki modutowej uzyskano wyzsza moc wykrywania zaleznosci, rozumianej
W sensie zaproponowanej miary mn. Na korzy$¢ proponowanej statystyki przema-
wia takze fakt, ze mozna z niej skorzysta¢ w sytuacji, gdy komorki TT sa puste.
Statystyki G? ilorazu wiarygodnosci, N Neymana i KL Kullbacka-Leiblera nie spetniajg
tego zatozenia.

Zatem mozna wnioskowaé, ze statystyka modutowa jest nie mniej skuteczna niz
,Statystyki chi-kwadrat” i moze stanowi¢ alternatywe, zwlaszcza uwzgledniajac jej
inne zalety.
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MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI W TABLICY TROJDZIELCZEJ 2x2x2
Streszczenie

Pierwszym celem pracy jest przedstawienie teorii dotyczacej autorskiej statystyki modutowej mie-
rzacej niezalezno$¢ zmiennych dla tablic trojdzielczych 2x2x2 i zbadanie jej wlasnosci w odniesieniu
do znanych ,,statystyk chi-kwadrat”. Drugim celem jest opisanie procedury generowania zawartosci tych
tablic metoda stupkowsa. Trzecim celem jest zaproponowanie miary nieprawdziwosci hipotezy zerowej,
a takze porownanie jako$ci testow niezalezno$ci za pomocg ich mocy. Wartosci krytyczne dla testow
niezalezno$ci wyznaczono symulacyjnie metodami Monte Carlo.

Stowa kluczowe: statystyka modulowa, tablica trojdzielcza, test niezaleznosci, metoda stupkowa,
Monte Carlo
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POWER ANALYSIS OF INDEPENDENCE TESTING
FOR THREE-WAY CONTINGENCY TABLE 2x2x2

Abstract

The first aim of this paper is to present the theory of the proposal of the author in the form of
modular statistics for three-way contingency table 2x2x2 and examine its properties in relation to
known “chi-squared statistics”. The second aim is to describe the procedure of generating the content
of these tables using the bar method. The third aim is to propose the measure of untruthfulness of null
hypothesis as well as to compare the quality of independence tests using their power. Critical values
for all analyzed statistics were determined by simulation methods of Monte Carlo.

Keywords: three-way contingency tables, modular statistics, independence test, bar method, Monte
Carlo method
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1. WSTEP

Proces konstrukcji klasyfikatora obejmuje trzy zasadnicze etapy: wybor cech opisu-
jacych klasyfikowane obiekty (zmiennych predykcyjnych), wybor metody/modelu oraz
finalng oceng jego jakosci. Jakosc¢ klasyfikatora utozsamiana jest z jego umiejetnoscia
przewidywania (prognozowania) przynaleznosci do rozwazanych populacji obiektow,
dla ktérych przynalezno$¢ ta nie jest znana. Miarg tak zdefiniowanej jakosci moze by¢
btad predykcji klasyfikatora. Badania poswigcone klasyfikacji obiektow koncentruja
swoja uwage na wykorzystywaniu coraz bardziej zaawansowanych metod klasyfikacji,
przyjmujac powszechnie stosowane metody szacowania btedu predykcji. Jednoczes$nie
podkresla sie, iz niezaleznie od stopnia zaawansowania metody klasyfikacji, jakos¢
decyzji podjetych na podstawie skonstruowanego za jej pomoca modelu uzalezniona
jest od tego, jak wiarygodnie zostanie oszacowana jego zdolnos¢ predykcyjna (Isaksson
i inni, 2008).

W literaturze wskazuje sig, iz ocena zdolno$ci predykcyjnej klasyfikatora powinna
by¢ dokonana na podstawie duzej, niezaleznej proby obiektow, ktore nie zostaty
uwzglednione przy konstrukcji modelu. Czesto jednak, szczegolnie w przypadku badan
dotyczacych polskiego rynku kapitatowego, trudno takg probe uzyskac. Rozwigzaniem
tej sytuacji jest wowczas wykorzystanie jednej z wielu, zaproponowanych w literatu-
rze, metod szacowania bledu predykcji klasyfikatora. W zagranicznych publikacjach
mozna spotka¢ opracowania, ktorych celem jest ich empiryczna analiza poréwnaw-
cza. | tak na przyktad Wehberg, Schumacher (2004) wykorzystali w tym celu metodg
resubstytucji, metode walidacji krzyzowej oraz metody wielokrotnego reprobkowania.
Molinaro i inni (2005) rozszerzyli wspomniang liste porownywanych metod o prosta
metode podziatu, Braga-Neto, Dougherty (2004) oraz Kim (2009) uwzglednili z kolei
w swoich badaniach powtarzang walidacje krzyzowa oraz powtarzana prosta metode
podziatu. Analizy te zostaly przeprowadzone na podstawie zmiennych opisujacych
wyniki eksperymentow genetycznych oraz danych uzyskanych w wyniku symulacji.
W polskiej literaturze brakuje podobnego opracowania o charakterze empirycznym,

I Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra
Ekonometrii, al. Niepodlegtosci 10, 61-875 Poznan, Polska, e-mail: sergiusz.herman@ue.poznan.pl.
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poswieconego metodom szacowania btedu predykcji. Przeglad metod szacowania
btedu predykcji klasyfikatora mozna znalez¢ np. w pracach Gatnara (2001, 2008).

Celem artykutu jest dokonanie przegladu oraz empirycznej analizy poréwnaw-
czej wybranych metod szacowania btedu predykcji klasyfikatora, skonstruowanego
z wykorzystaniem liniowej analizy dyskryminacyjnej. W analizie porownawczej esty-
matoréw wykorzystano trzy miary tj. odchylenie standardowe, obcigzenie oraz biad
sredniokwadratowy. Zbadano, czy wyniki analizy uzaleznione sg od wielko$ci proby
oraz metody wyboru zmiennych do modelu. W tym celu badanie przeprowadzono
dla prob o roznej liczebnosci oraz wykorzystano trzy statystyczne metody wyboru
zmiennych do modelu.

Wryniki przeprowadzonej analizy pozwola wskaza¢ metod¢ szacowania btedu pre-
dykcji klasyfikatora, ktora posiada najbardziej pozadane wilasnos$ci, na przykladzie
problemu prognozowania upadtosci spotek akcyjnych w Polsce.

2. BLAD PREDYKCIJI KLASYFIKATORA I WYBRANE METODY JEGO SZACOWANIA

Na podstawie notacji zaproponowanej m.in. przez Efrona, Tibishiraniego (1997)
zagadnienie konstrukcji klasyfikatora oraz szacowania btgdu predykcji mozna przed-
stawi¢ w sposob formalny. Pierwszym krokiem badania jest zgromadzenie danych dla
obiektow tworzacych probe uczaca x. Proba ta sktada sie z n obiektow, z ktorych kazdy
opisany jest wektorem x; = (#;, y;), gdzie t; to wektor zmiennych (cech) opisujacych
i-ty obiekt, natomiast y; jest zmienng okreslajaca przynalezno$¢ tego obiektu do popu-
lacji. Wykorzystujac tak zdefiniowany zbior uczacy x konstruowany jest klasyfikator
(model) r,, ktory w oparciu o wartosci zawarte w wektorze cech ¢; dla i-tego obiektu,
pozwala okresli¢ przynalezno$¢ tego obiektu do badanych populacji, oznaczanej przez
re (). W przypadku, gdy problem dotyczy klasyfikacji dychotomicznej (zmienne y;
oraz r (t;) przyjmujg warto$¢ 0 lub 1) mozna w nastgpujacy sposéb zdefiniowaé miarg
rozbieznosci miedzy rzeczywistg a prognozowang przynaleznoscig i-tego obiektu:

0jezelir,(t;) =y,

Qlyun(t) ] = {1jeZeli e (t) # yi.

(M

Skonstruowany klasyfikator wykorzystywany jest do prognozowania przynalezno-
$ci obiektow, tworzacych probe testowa. Oznaczajac taki obiekt za pomoca xy = (¢, 1)
przedstawiong wlasnie miare rozbieznosci (wzor 1) mozna dla niego zapisa¢ w skrocie
Qyo, 7« (fp)]- Porownuje ona rzeczywista przynalezno$¢ badanego obiektu y,, z przy-
naleznoscig ustalong za pomocg klasyfikatora 7, skonstruowanego w oparciu o zbidr
uczacy x, przy wykorzystaniu wektora cech 7, opisujacego klasyfikowany obiekt.

Przyjmujac, iz obserwacje x; = (¢, ¥;) z proby uczacej sa probg losowa z pewnego
rozktadu F oraz ze obiekt z proby testowej xo = (¢, Vo) takze charakteryzuje si¢ tym
rozktadem, mozna zdefiniowac tzw. prawdziwy btad predykcji (ang. true error rate)
klasyfikatora za pomocg nastgpujacej warto$ci oczekiwane;j:
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Err = EorQlyo, 1 (to)]- (2)

Klasyfikator zostat skonstruowany w oparciu o dana probe uczaca x, stad tez blad Err
jest takze okreslany mianem warunkowego btedu predykcji (ang. conditional error
rate). Oszacowanie prawdziwego bledu predykcji wymaga posiadania duzej, nieza-
leznej proby testowej. W przypadku, gdy badacz nie dysponuje nig, jego zadaniem
jest oszacowanie prawdziwego btedu predykcji w oparciu o posiadang probe uczaca x
(Efron, Tibshirani, 1997).

Najprostszym sposobem oszacowania prawdziwego btedu predykcji jest wykorzy-
stanie wszystkich dostepnych obserwacji, zarowno w celu zbudowania, jak i oceny
konstruowanego klasyfikatora. Oszacowaniem warunkowego bledu predykcji jest
wowczas tzw. estymator resubstytucji (ang. resubstitution estimator):

1 n
e = Qi n(t)] &)

i=1

Zgodnie z tym zapisem, klasyfikator zostaje skonstruowany w oparciu o caty zbior
uczacy x. Nastepnie dla kazdego obiektu i zostaje poréwnana jego rzeczywista przyna-
leznos¢ y; z ta, prognozowang za pomoca klasyfikatora — . (¢;). Na tej podstawie zostaje
obliczona $rednia przedstawiona we wzorze (3). Uzyskany za pomocg przedstawione;j
metody estymator btedu predykcji jest nadmiernie ,,optymistyczny”, to znaczy nie
doszacowuje wartosci ryzyka warunkowego (McLachlan, 1992, s. 339-340).

Druga, bardzo czesto stosowang w badaniach metoda szacowania warunkowego
btedu predykcji klasyfikatora, jest tzw. prosta metoda podziatu (ang. split sample/
holdout metod). Polega ona na jednokrotnym podziale dostepnych danych, zgodnie
z wcezesniej ustalong proporcja p, na probe uczaca i testowq. Klasyfikator jest konstru-
owany w oparciu o pierwsza z nich. Nastepnie jest on wykorzystywany do prognozo-
wania przynalezno$ci obiektow z proby testowej. Blad predykcji wyrazany jest jako
udziat btednie zaklasyfikowanych obiektéw z proby testowej xy = (fo, o) W 0golnej
liczebnosci tej proby. Zaleta tej metody jest jej prostota i fakt, ze nie pociaga za sobg
obszernych obliczen, poniewaz klasyfikator jest konstruowany tylko raz. Jej wada
natomiast jest fakt, iz kazdy obiekt przyporzadkowany zostaje tylko do jednej z ana-
lizowanych préb. Ma to istotny wptyw na uzyskane wyniki, szczegolnie w przypadku
wystepowania w zgromadzonych danych obserwacji odstajacych. Z prostej metody
podziatlu nalezy korzysta¢ tylko wtedy, gdy dysponuje si¢ dostatecznie szerokim zbio-
rem danych, ktére pozwola na wyodrebnienie odpowiednio licznych, niezaleznych
zbioréw: uczacego i testowego (Ripley, 1996, s. 67).

W wielu dziedzinach nauki badania empiryczne muszg by¢ przeprowadzane na
podstawie zbiorow danych o ograniczonej, niewielkiej liczbie obserwacji. W tej sytu-
acji przedstawiona prosta metoda podziatu, ze wzgledu na wspomniane wady, nie
gwarantuje wiarygodnych wynikéw. Z tego tez powodu opracowano szereg metod



452 Sergiusz Herman

szacowania btedu predykcji, z ktorych kazda bazuje na odpowiednim, wielokrotnym
podziale dostgpnego zbioru danych na probe uczaca oraz testowa.

Pierwsza z takich metod jest walidacja krzyzowa (Lachenbruch, Mickey, 1968;
Geisser, 1975). W metodzie tej klasyfikator konstruowany jest n-krotnie. Za kazdym
razem z dostepnej proby usuwany jest jeden obiekt, ktory wykorzystywany jest jako
jednoelementowy zbior testowy, reszta obiektow stuzy natomiast do uczenia modelu.
Tym samym formute wykorzystywang przy szacowaniu warunkowego btedu predykcji
mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Eren = 25" 0 [y @) o)
i=1

gdzie x(;) oznacza probg uczgca po usunigciu z niej i-tego obiektu. Opisana metoda
szacowania btedu predykcji okreslana jest mianem walidacji krzyzowej typu ,,pozostaw
jedna poza” (ang. leave-one-out cross-validation).

Innym wariantem tej metody jest k-krotna walidacja krzyzowa. W tym przypadku
dostepna proba zostaje podzielona na k czesci. Nastepnie k-krotnie klasyfikator jest
konstruowany na podstawie k& — 1 czgsci, oraz testowany na tej, nieuwzglednionej
w uczeniu. Oszacowaniem biedu predykcji jest srednia z uzyskanych w ten sposéb
k wynikow posrednich. Zaleta walidacji krzyzowej jest fakt, iz kazda z obserwacji
zostaje uwzgledniona zarowno przy szacowaniu modelu, jak i przy jego testowaniu.
Wada metody jest wickszy (w porownaniu z metodami wcze$niej opisanymi) koszt
obliczeniowy.

Losowy podzial proby na k czg¢sci w przypadku walidacji krzyzowej powoduje,
iz otrzymany za pomocg tej metody estymator charakteryzuje wysoka zmienno$¢
— okreslana w literaturze mianem wariancji wewnetrznej (ang. internal variance)
(Braga-Neto, Dougherty, 2004). Jednym ze sposobow jej redukcji jest wielokrotne
powtorzenie calego procesu (tj. dzielenia dostgpnej proby, konstruowania klasyfika-
tora oraz szacowania bledu predykcji). Metoda ta okreslana jest mianem powtarzanej
k-krotnej walidacji krzyzowej (ang. repeated cross-validation)

Kolejna metoda szacowania btedu predykcji jest powtarzana prosta metoda
podziatu (ang. repeated hold-out) (Kim, 2009). Polega ona na losowym, k-krotnym
podziale badanej proby (sktadajacej si¢ z n obiektow) na dwa podzbiory: uczacy
i testowy zgodnie z ustalong proporcja p. Dla kazdego powtdrzenia n - p obserwa-
cji jest przyporzadkowywanych do zbioru testowego, pozostate n - (1 — p) obiek-
tow traktowane jest jako zbior testowy. Blad predykcji szacowany jest jako Srednia
z wszystkich k iteracji — losowan. Przewagg tej metody nad przedstawiong wczesniej
walidacja krzyzowg jest fakt, iz w tym przypadku mozliwe jest uzyskanie wigkszej
liczby, roznych w stosunku do siebie, podziatéw pierwotnego zbioru obserwacji.

Ostatnig grupa metod szacowania btedu predykcji, ktore zostaly uwzglednione
w badaniu sg metody wielokrotnego reprobkowania (ang. bootsrapping). Ta grupa

metod bazuje na generowaniu B prob typu bootstrap x*!, x2, x3, ..., x"® w taki
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sposob, ze kazda z nich powstaje poprzez n-krotne losowanie proste ze zwracaniem
obiektéw z dostepnej proby n obiektow {x;, x, ..., x,}. Proby te wykorzystywane sa
nastgpnie jako proby uczace. Obiekty niewylosowane w kolejnych probach stanowia
probe testowa. Miare rozbiezno$ci miedzy rzeczywista a prognozowana przynalezno-
$cig i-tego obiektu, dla uczacej proby b, mozna wyrazi¢ w nastgpujacy sposob:

QP = Q[yi (8], (5)

Niech NP odpowiada liczbie przypadkéw, w ktorych obiekt x; zostat wylosowany

w b-tej probie bootstrap. Dla kazdego obiektu i oraz kazdej proby bootstrap b okre-

slona zostanie nast¢pujgca zmienna dychotomiczna:

T ©
0 jezeli N7 > 0.

Biorgc pod uwage powyzsze oznaczenia, estymator btedu predykeji typu ,,pozo-
staw jedng poza” (ang. leave-one-out bootstrapp) mozna przedstawi¢ nastepujaco
(Efron, 1983):

ﬁr(l) — ZiZb Ilb le
ZiZblib

Badania pokazaty, iz otrzymany w ten sposob estymator warunkowego btedu pre-
dykcji przeszacowuje jego wartos¢. Dzieje si¢ tak, poniewaz kazda z wylosowanych
podprob uczacych zawiera w przyblizeniu tylko 0,632n unikatowych (niepowtarzajg-
cych sie) obserwacji. Z tego tez powodu Efron (1983) zaproponowat jego modyfikacje.
W celu uniknigcia problemu przeszacowania, estymator opisany wzorem (7) zostat
skorygowany o przedstawiony wczesniej, niedoszacowany estymator resubstytucji
(wzor 3) w nastepujacy sposob:

(7

Err(©632) = 0,368err + 0,632Err™). 8)

Jednak badania empiryczne przeprowadzone przez Efrona, Tibshiraniego (1997) wska-
zaly na znaczaca wade tego estymatora. Okazalo sig, ze posiada on tendencje do
nadmiernego, ujemnego obciazenia, zwlaszcza w przypadku klasyfikatorow majacych
tendencj¢ do nadmiernego przeuczenia — dopasowania do obiektéw, na podstawie
ktorych jest on konstruowany. W takich sytuacjach estymator resubstytucji przyj-
muje wartosci bliskie zeru, a tym samym warto$¢ btgedu predykcji (wzor 8) jest zbyt
optymistyczna. Efron oraz Tibshirani zaproponowali, by zwigkszy¢ wage przypisang
estymatorowi Err( wtedy, kiedy skala nadmiernego dopasowania (przeuczenia) mie-
rzona za pomocg réznicy miedzy wartoéciami Err() a err wzrasta. Przedstawiono
estymator nast¢pujacej postaci (Efron, Tibshirani, 1997):
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Err©6325) = (1 — W) -err + w - Err®, )

gdzie:
err — estymator opisany wzorem (3)

R 0,632
W= (10)
1-0,368R

. __E?ﬁil)—-é7?

=

(11)

y —err

Q YL'rx(tj)]/nz- (12)

M:

n
=2,
i=1 j=1

Wystepujaca w liczniku wzoru (11) miara przeuczenia Err() — err skalowana
jest z wykorzystaniem poziomu tzw. btedu braku informacji ¥ (ang. no-information
error rate), ktory pojawitby si¢ wtedy, gdyby ¢; oraz y; byty niezalezne (wzor 12).
W przypadku dychotomicznego problemu klasyfikacji btad ten mozna przedstawic¢ za
pomoca zalezno$ci:

7=0.1-q,) +§.(1—py), (13)

gdzie:
p1 — 0znacza zaobserwowang czestos¢ y; przyjmujacych wartosc 1,
g1 — oznacza zaobserwowang czgstosS¢ 7, (1) przyjmujqcygh warto$¢ 1.

Uzyskany w ten sposob wzgledny poziom przeuczenia R, przyjmuje wartosci z prze-
dziatu od 0 (dla braku przeuczenia, gdy Err™ = err), do wartosci 1 (kiedy poziom
przeuczenia odpowiada wartosciowo poziomowi ¥ — err). Waga W we wzorze (9)
moze przyjmowaé wowczas wartosci z przedziatu 0,632 do 1, a tym samym wartos$¢
estymatora E7r(%632%) jest nie mniejsza od ETr(®%32) oraz nie wicksza od Err(,

Efron, Tibshirani (1997) podkreslaja w swojej pracy, iz mogg si¢ zdarzy¢ sytu-
acje, gdy ¥ < e7F lub err < y < Err™W. Zaproponowali, by wowczas zmodyfikowaé
wcezesniej przedstawione zaleznosci (wzory 7 1 11) w nastepujacy sposob:

Err®’ = min(Err®W, ), (14)
Err® —err coli Er @D > 577 [ 7 > 57
R = W]ezel rri >erriy > err, (15)

0 w pozostatlych przypadkach.
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W badaniach empirycznych wykorzystano oba opisane estymatory prawdziwego
btedu predykcji (wzory 8 i 9). Nalezy jednak zaznaczy¢, iz istnieje szereg innych,
opisanych w literaturze metod reprobkowania stuzacych do szacowania prawdziwego
btedu predykcji (np. Jiang, Simon, 2007). Estymatory Err(%32) oraz Err(0632+) zostaly
wybrane przez autora ze wzgledu na fakt, iz sg one najbardziej popularne w literaturze.

3. WYKORZYSTANA PROBA BADAWCZA

Analiza porownawcza metod szacowania bledu predykcji klasyfikatora wyma-
gata zgromadzenia odpowiedniej proby badawczej, reprezentujgcej dwie roztgczne
grupy obiektow. W tym celu wykorzystano dane finansowe przedsiebiorstw o zlej
oraz dobrej kondycji finansowej. Kryterium decydujacym o zaklasyfikowaniu przed-
sigbiorstw do pierwszej grupy byl fakt ogltoszenia przez odpowiedni sad ich upadtosci.
W celu wyselekcjonowania proby wykorzystano informacje zawarte w Internetowym
Monitorze Sadowym i Gospodarczym. Postanowiono ograniczy¢ selekcje przedsie-
biorstw do spotek akcyjnych, reprezentujacych trzy rézne branze gospodarki. W ten
sposob, biorac takze pod uwage dostepnos¢ danych finansowych, wyselekcjonowano:
— 30 spotek akcyjnych z branzy budownictwo (PKD 41.10-43.99z),

— 30 spotek akcyjnych z branzy przetworstwo przemystowe (PKD 10.11-33.20z),
— 30 spotek akcyjnych z branzy handel hurtowy i detaliczny (PKD 46.11-47.99z).

Do kazdej z nich zostata dobrana spétka akcyjna o dobrej kondycji finansowe;.
Za kryteria dopasowania poszczegdlnych par przyjeto: sektor, dzialalno$¢ gléwna oraz
wielkos¢ aktywow. Dane finansowe spotek upadlych pochodzity z ich sprawozdan
finansowych z roku, poprzedzajacego ten w ktéorym ztozono pierwszy wniosek o ogto-
szenie upadlosci. Dotyczyly one lat 2000-2013. Sprawozdania finansowe dla spotek
zdrowych pochodzily z tych samym okresow. Zrodtem danych byly bazy firm Notoria
Serwis i Bisnode Dun & Bradstreet oraz Monitor Polski B.

Tabela 1.

Lista wskaznikow finansowych wykorzystanych w badaniu

Symbol Formuta wskaznika

Wskazniki rentownos$ci

ROA zysk netto / $rednia warto$¢ aktywow

ROE zysk netto / Srednia warto$¢ kapitalow wiasnych

ZB zysk brutto / $rednia warto$¢ aktywow

A zysk ze sprzedazy / §rednia warto$¢ aktywow

MZ zysk brutto / przychody ze sprzedazy

MZ2 zysk netto / przychody ze sprzedazy

MZO | zysk operacyjny / przychody ze sprzedazy
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Tabela 1. (cd.)

Symbol Formuta wskaznika

Wskazniki ptynnosci

KP kapitat pracujacy / suma bilansowa

WBP | majatek obrotowy / zobowiazania krotkoterminowe

WSP (majatek obrotowy-zapasy)/zobowigzania krotkoterminowe

WPP | (majatek obrotowy-zapasy-naleznosci)/zobowigzania krotkoterminowe

Wskazniki struktury kapitatowo-majatkowe;j

Z0 zobowigzania ogdtem / aktywa ogdtem

ZD zobowigzania dtugoterminowe / aktywa ogotem

Kw kapital wiasny / aktywa ogotem

KWZ | kapital wlasny / zobowigzania ogotem

Wskazniki sprawnosci dziatania

RN srednia warto$¢ naleznosci / przychody ze sprzedazy netto*365

RZ srednia warto$¢ zapasow / przychody ze sprzedazy netto*365

RZob srednia warto$¢ zobowigzan / przychody ze sprzedazy*365

Rakt srednia warto$¢ aktywow/przychody ze sprzedazy*365

Zrodto: opracowanie wilasne.

W badaniach empirycznych wykorzystano 19 wskaznikow finansowych charak-
teryzujacych rentownos¢, ptynnosé, strukture kapitatowo-majatkowg oraz sprawnosé
dziatania przedsigbiorstw (tabela 1).

Ich wyboru dokonano na podstawie przegladu literatury — sg to wskazniki pojawia-
jace sie najczesciej w modelach prognozowania upadtosci. W wyborze kierowano si¢
takze dostgpnoscig danych w sprawozdaniach finansowych spotek. Wartosci wskaz-
nikow finansowych zostaty obliczone dla roku poprzedzajacego ten, w ktoérym zto-
zono pierwszy wniosek o ogloszenie upadtosci przedsiebiorstwa — dla spotek, wobec
ktorych ogloszono upadto$¢ oraz dla tego samego roku dla odpowiadajacych im
spotek zdrowych.

Wsrdd zatozen przyjmowanych przy konstruowaniu funkcji dyskryminacyjnej sa
te dotyczace rozktadu normalnego oraz rowno$ci wariancji zmiennych opisujacych
obiekty w badanych grupach. W literaturze podkresla si¢ jednak, iz niespetnienie tych
wymagan nie pogarsza istotnie wynikow uzyskanych za pomocg omawianej metody
(Hand, 1981, s. 27; Hadasik, 1998, s. 94). Z tego tez powodu — pomimo niespetnienia
wspomnianych zatozen? — w badaniu wykorzystano liniowg analize dyskryminacyjna.

2 Jedynie w przypadku trzech wskaznikow (KP, ZO oraz KW) dla spotek zdrowych oraz jednego
wskaznika (WBP) dla spotek, wobec ktorych ogloszono upadtos¢, spelnione jest zatozenie o ich rozkta-
dzie normalnym. Tylko w przypadku trzech wskaznikow sprawno$ci dziatania (RN, RZ oraz Rakt) nie
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4. EMPIRYCZNA ANALIZA POROWNAWCZA WYBRANYCH METOD
SZACOWANIA BLEDU PREDYKCJI KLASYFIKATORA

Celem badania empirycznego jest porownanie réznych metod szacowania praw-
dziwego bledu predykcji. Przeprowadzona analiza sktada si¢ z M iteracji. W kazdym
powtorzeniu m (m =1, 2, ..., M) nastepuje, sposrod przedstawionej grupy 180 spotek
akcyjnych, losowanie stratyfikowanej® podproby, sktadajacej sie z n obiektow. Kazda
z nich pelni w badaniu dwojaka role. Po pierwsze, na jej podstawie zostaja osza-
cowane, zgodnie z przedstawionymi wczesniej metodami, estymatory prawdziwego
btedu predykcji E7r. Po drugie, traktujac kazda z wylosowanych podpréb jako probe
uczaca, a pozostate 180 — n obiektéw jako duza, niezalezng probe testowa, oszacowano
warto$¢ prawdziwego btedu predykcji Err (zgodnie z wzorem (2)). W celu porow-
nania réznych metod szacowania wykorzystano trzy nast¢pujgce miary: odchylenie
standardowe (SD) zmiennej ETr oraz obciazenie (Bias) i btad $redniokwadratowy
(MSE) zmiennej Err — Err (wzory 16-18).

1 & A —\2
SD = i Z (Errnlm — Errn) , (16)
m=1
L &
Bias = i Z (Ertym — Errym), 17)
m=1
M
1 — 2
MSE = Z (Evtm — Ertiym)’ (18)
m=1

W przypadku kazdej metody szacowania prawdziwego bledu predykcji, proces
uczenia poprzedzony byt kazdorazowo selekcja zmiennych do modelu. Inne podejscie,
polegajace na tylko jednorazowym wyborze zmiennych do modelu, skutkowatoby
obcigzonym estymatorem prawdziwego btedu predykcji (Simon i inni, 2003; Jiang,
Simon, 2007).

W celu przeprowadzenia badania empirycznego przyjeto nastepujace zalozenia:
— liczba iteracji M réwna jest 1000,

— liczba obiektow losowanych do podprob w kolejnych iteracjach n = 60, n = 90,

n =120,

ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej mowiacej o tym, iz populacje, z ktorych pochodza obiekty
majg jednakowa wariancje.

3 Kazda wylosowana podproba charakteryzuje sie taka samg proporcja spotek, ktore ogtosity upa-
dlos¢ i spotek zdrowych, jak miato to miejsce w oryginalnej probie 180 spotek, czyli 1:1.
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— dla prostej metody pod21a¥u przyjeto proporcje p podzialu proby na uczaca oraz

testowa p = »P=3P=

— dla k-krotnej wahdacy krzyzowej przyjeto k=n, k=3, k=>5.

— dla powtarzanej k-krotnej walidacji krzyzowej oraz powtarzanej prostej metody
podzialu przyjeto liczbe powtdrzen réwna 10,

— dla metod wielokrotnego reprébkowania przyjeto liczebnos¢ losowanych prob typu
bootstrap B = 50.
Liste badanych estymatorow btedu predykeji przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2.
Estymatory btedu predykcji porownywane w badaniu
Oznaczenie :
Metoda szacowania
estymatora
RS metoda resubstytucji — proba testowa odpowiada probie uczacej

Split 1/5 | metoda prosta podziatu (proba testowa — 1/5 catej proby)

Split 1/3 | metoda prosta podziatu (proba testowa — 1/3 catej proby)

Split 1/2 | metoda prosta podziatu (proba testowa — 1/2 catej proby)

CV3 walidacja krzyzowa — podziat proby na 3 czesci

CV5 walidacja krzyzowa — podziat proby na 5 czgsci

CV3 r10 |powtarzana walidacja krzyzowa — podzial proby na 3 czesci, 10 powtorzen

CV5 r10 |powtarzana walidacja krzyzowa — podziat proby na 5 czgsci, 10 powtorzen

LOOCV | walidacja krzyzowa typu ,,pozostaw jedna poza”

0,632 wielokrotne reprobkowanie, estymator 0,632, liczba losowanych prob typu bootstrap B = 50

0,632+ | wielokrotne reprobkowanie, estymator 0,632+, liczba losowanych préb typu bootstrap B = 50

rSplit powtarzana 50-krotna prosta metoda podziatu (proba testowa — 1/5 calej proby)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Do konstrukeji modelu klasyfikacyjnego (klasyfikatora) wykorzystano, jak wspo-
mniano wczesniej, liniowg analiz¢ dyskryminacyjng. W celu unikni¢cia skorelowania
zmiennych opisujgcych obiekty przyjeto, iz kazdorazowo przed procesem uczenia
usuwane sg te zmienne, ktore sa silnie skorelowane z pozostatymi (wspotczynnik
korelacji Pearsona wyzszy od 0,90)*. Dodatkowo w celu wyselekcjonowania tych
wskaznikéw finansowych, ktore charakteryzuja sie najwyzsza zdolnoscia dyskrymi-
nacyjng w badaniu wykorzystano 3 statystyczne metody wyboru zmiennych:

4 W przypadku gdy dwie zmienne s3 silnie skorelowane z dalszej analizy usuwana jest ta z nich,
dla ktorej $rednia z wartosci bezwzglednych wspotczynnikow korelacji miedzy ta zmienng z pozostatymi
jest wyzsza.
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— wybor 4 zmiennych, ktorych warto$¢ bezwzgledna statystyki z-studenta dla testu
poréwnujacego $rednig warto§¢ zmiennej dla badanych grup jest najwyzsza (metoda
oznaczona dalej jako t4zmienne),

— metoda krokowa w przdd, przyjeto poziom istotnosci dla wartosci statystyki F rowny
0,1 (krokowa),

— dobdr zmiennych silnie skorelowanych ze zmienna grupujaca — wspotczynnik kore-
lacji Pearsona jest statystycznie istotny przy poziomie o = 0,05 (korelacja).
Cato$¢ obliczen zostata wykonana z wykorzystaniem $rodowiska statystycznego R.
W tabelach 3-5 przedstawiono charakterystyki tj. odchylenie standardowe (SD),

obcigzenie (Bias) oraz btad $redniokwadratowy (MSE) estymatorow btedu predykeji,

uzyskane dla wymienionych statystycznych metod wyboru zmiennych do modelu.
Analizujac dane zawarte w tabelach mozna zauwazy¢, iz w przypadku estymatora

resubstytucji analizowana zmienna Err — Err, bez wzgledu na liczebnoéé losowanych
w kolejnych iteracjach podprob, zawsze charakteryzuje si¢ ujemnym obcigzeniem.
W przypadku estymatoréw uzyskanych prosta metoda podzialu odchylenie standar-
dowe zmiennej Err jest zdecydowanie wyzsze, od pozostatych poréwnywanych
w badaniu. Zestawiajac te wartosci z bledami predykcji oszacowanymi za pomoca
metod walidacji krzyzowej wyraznie wida¢, iz te drugie charakteryzuja si¢ zar6wno
znacznie mniejszym odchyleniem standardowym, jak i mniejszymi warto§ciami ble-
dow sredniokwadratowych. Bioragc pod uwage obcigzenie analizowanej zmiennej, naj-
lepsze wlasno$ci (wsrod estymatorow szacowanych metodg jednokrotnej walidacji
krzyzowej) posiada estymator CVS5.

Tabela 3.

Analiza poréwnawcza estymatorow biedu predykcji. Metoda wyboru zmiennych do modelu: t4zmienne

n =60 n =90 n =120
Estymator
SD Bias MSE SD Bias MSE SD Bias MSE
RS 0,0600 | -0,0317 | 0,0046 | 0,0549 | -0,0232 | 0,0036 | 0,0581 | -0,0189 | 0,0037

Split 1/5 | 0,1283 | -0,0041 | 0,0165 | 0,1098 | -0,0047 | 0,0121 | 0,0981 | -0,0010 | 0,0096
Split 1/3 | 0,1036 | -0,0073 | 0,0108 | 0,0868 | -0,0048 | 0,0076 | 0,0852 | -0,0066 | 0,0073
Split 1/2 | 0,0918 | -0,0189 | 0,0088 | 0,0825 | -0,0140 | 0,0070 | 0,0803 | -0,0119 | 0,0066
CVv3 0,0702 | -0,0082 | 0,0050 | 0,0632 | -0,0066 | 0,0040 | 0,0639 | -0,0074 | 0,0041
CVs5 0,0671 | -0,0036 | 0,0045 | 0,0607 | -0,0042 | 0,0037 | 0,0630 | -0,0037 | 0,0040
CV3rlo 0,0625 | -0,0087 | 0,0040 | 0,0570 | -0,0072 | 0,0033 | 0,0610 | -0,0063 | 0,0038
CVsrl0 0,0621 | -0,0046 | 0,0039 | 0,0569 | -0,0041 | 0,0033 | 0,0606 | -0,0028 | 0,0037
LOOCV | 0,0724 | -0,0163 | 0,0055 | 0,0601 | -0,0111 | 0,0037 | 0,0625 | -0,0072 | 0,0040
0,632 0,0592 | -0,0021 | 0,0035 | 0,0548 | -0,0004 | 0,0030 | 0,0594 | -0,0019 | 0,0035
0,632+ 0,0598 | -0,0003 | 0,0035 | 0,0551 | -0,0011 | 0,0030 | 0,0591 | -0,0008 | 0,0035
rSplit 0,0645 | -0,0053 | 0,0042 | 0,0575 | -0,0044 | 0,0033 | 0,0617 | -0,0027 | 0,0038

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 4.
Analiza porownawcza estymatoréw bledu predykcji. Metoda wyboru zmiennych do modelu: krokowa
n =60 n =90 n =120
Estymator
SD Bias MSE SD Bias MSE SD Bias MSE
RS 0,0615 | -0,0494 | 0,0062 | 0,0573 | -0,0399 | 0,0049 | 0,0605 | -0,0376 | 0,0051
Split 1/5 0,1314 | -0,0083 | 0,0173 | 0,1097 | -0,0061 | 0,0121 | 0,1008 | -0,0001 | 0,0102
Split 1/3 0,1074 | -0,0181 | 0,0119 | 0,0888 | -0,0077 | 0,0079 | 0,0831 | -0,0042 | 0,0069
Split 1/2 0,0953 | -0,0246 | 0,0097 | 0,0813 | -0,0182 | 0,0069 | 0,0794 | -0,0090 | 0,0064
CV3 0,0716 | -0,0129 | 0,0053 | 0,0647 | -0,0081 | 0,0043 | 0,0652 | -0,0020 | 0,0043
CV5 0,0683 | -0,0082 | 0,0047 | 0,0633 | -0,0052 | 0,0040 | 0,0649 | -0,0006 | 0,0042
CV3rlo 0,0590 | -0,0132 | 0,0036 | 0,0557 | -0,0083 | 0,0032 | 0,0610 | -0,0033 | 0,0037
CV5r10 0,0607 | -0,0080 | 0,0038 | 0,0562 | -0,0047 | 0,0032 | 0,0611 | -0,0012 | 0,0037
LOOCV 0,0743 | -0,0221 | 0,0060 | 0,0680 | -0,0160 | 0,0049 | 0,0679 | -0,0097 | 0,0047
0,632 0,0581 | -0,0006 | 0,0034 | 0,0551 | -0,0019 | 0,0030 | 0,0600 | -0,0060 | 0,0036
0,632+ 0,0587 | -0,0047 | 0,0035 | 0,0554 | -0,0013 | 0,0031 | 0,0603 | -0,0008 | 0,0036
rSplit 0,0614 | -0,0083 | 0,0038 | 0,0570 | -0,0052 | 0,0033 | 0,0621 | -0,0017 | 0,0039
Zrodto: opracowanie wihasne.
Tabela 5.
Analiza porownawcza estymatoréw bledu predykcji. Metoda wyboru zmiennych do modelu: korelacja
n =60 n =90 n =120
Estymator
SD Bias MSE SD Bias MSE SD Bias MSE
RS 0,0631 | -0,0730 | 0,0093 | 0,0558 | -0,0532 | 0,0060 | 0,0609 | -0,0431 | 0,0056
Split 1/5 0,1333 | -0,0110 | 0,0179 | 0,1063 | -0,0065 | 0,0114 | 0,1017 | -0,0057 | 0,0104
Split 1/3 0,1065 | -0,0099 | 0,0114 | 0,0884 | -0,0108 | 0,0079 | 0,0850 | -0,0084 | 0,0073
Split 1/2 0,1011 | -0,0229 | 0,0108 | 0,0815 | -0,0232 | 0,0072 | 0,0801 | -0,0174 | 0,0067
CV3 0,0705 | -0,0136 | 0,0052 | 0,0649 | -0,0119 | 0,0044 | 0,0657 | -0,0100 | 0,0044
CV5 0,0730 | -0,0077 | 0,0054 | 0,0601 | -0,0056 | 0,0036 | 0,0642 | -0,0057 | 0,0042
CV3rl0 0,0620 | -0,0144 | 0,0041 | 0,0564 | -0,0118 | 0,0033 | 0,0618 | -0,0095 | 0,0039
CV5r10 0,0630 | -0,0073 | 0,0040 | 0,0563 | -0,0063 | 0,0032 | 0,0618 | -0,0052 | 0,0038
LoocCv | 0,0727 | -0,0185 | 0,0056 | 0,0620 | -0,0126 | 0,0040 | 0,0649 | -0,0117 | 0,0044
0,632 0,0599 | -0,0070 | 0,0036 | 0,0538 | -0,0045 | 0,0029 | 0,0603 | -0,0046 | 0,0037
0,632+ 0,0611 | -0,0021 | 0,0037 | 0,0543 | -0,0005 | 0,0029 | 0,0606 | -0,0015 | 0,0037
rSplit 0,0647 | -0,0085 | 0,0043 | 0,0566 | -0,0069 | 0,0033 | 0,0620 | -0,0051 | 0,0039

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Prezentujac teoretyczne podstawy roznych metod szacowania bledu predykcji zwro-
cono uwage na to, iz bledy predykcji estymowane metodami (jednokrotnej) walidacji
krzyzowej ,,narazone s3” na dodatkowa zmienno$¢, okreslang mianem wewngtrznej.
Przedstawionym sposobem jej redukcji byto wielokrotne powtorzenie procesu szacowa-
nia btedu predykcji — powtarzana k-krotna walidacja krzyzowa. Weryfikujac skutecznos¢
takiego postepowania, nalezy porownaé charakterystyki estymatorow CV3 oraz CV5
z ich odpowiednikami, uwzgledniajagcymi 10-krotne powtarzanie procesu szacowania
btedu: CV3r10 oraz CV5r10. Analizujac wyniki zawarte w tabelach mozna stwierdzi¢, iz
uwzglednienie powtdrzen w procesie szacowania bledu predykcji w kazdym przypadku
redukuje, zgodnie z oczekiwaniami, zmienno$¢ wynikow uzyskanych z wykorzystaniem
badanych estymatoréw. Ma to swoje odzwierciedlenie w zmniejszonych wartosciach
btedu sredniokwadratowego. Na tej podstawie mozna wyciagna¢ wniosek, iz wiekszy
koszt obliczeniowy, zwigzany z 10-krotnym powtarzaniem procesu szacowania btedu
predykcji, pozwala osiggna¢ korzystniejsze wiasnosci uzyskanych estymatorow.

Analiza danych zawartych w tabelach 3-5 pozwala stwierdzi¢, iz niezaleznie
od przyjetej metody wyboru zmiennych do modelu oraz wielkosci wylosowane;j
podproby, wartosci odchylenia standardowego oraz btedu sredniokwadratowego sa
najnizsze w przypadku estymatoréw uzyskanych metodami wielokrotnego reprob-
kowania (oznaczone jako 0,632 oraz 0,632+). Obcigzenie analizowanej zmiennej,
w przypadku estymatora 0,632 (wzér 8) jest zawsze najnizsze, jednak bardzo czesto
ujemne. Potwierdzono tym samym, o czym wspomniano w pierwszym podrozdziale,
iz estymator wielokrotnego reprobkowania 0,632 (wzor 8) niedoszacowuje wartos$ci
btedu predykeji.

5. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Celem niniejszego artykutu byty przeglad oraz empiryczna analiza poréwnawcza
wybranych metod szacowania btedu predykc;ji klasyfikatora, skonstruowanego z wyko-
rzystaniem liniowej analizy dyskryminacyjnej. Badanie empiryczne zostalo przeprowa-
dzone na przyktadzie problemu prognozowania upadtosci spotek akcyjnych w Polsce.

W przeprowadzonej analizie zbadano wtasnosci statystyczne 12 estymatoroOw praw-
dziwego btedu predykeji klasyfikatora (ang. true error rate). Podsumowujac wyniki
przeprowadzonego badania sformulowa¢ mozna nastepujace wnioski, dotyczace metod
szacowania btedu predykcji klasyfikatora:

— Estymator resubstytucji ma znaczacg tendencj¢ do niedoszacowywania wartosci
prawdziwego bledu predykcji. Uzyskane za jego pomoca wyniki sg nadmiernie
optymistyczne.

— Estymatory uzyskane za pomocg prostych metod podziatu charakteryzuja si¢ naj-
wyzsza zmiennoscia sposrod wszystkich poddanych analizie.

— Uwzglednienie powtorzen w metodach walidacji krzyzowej poprawia jako$¢ uzy-
skanych za ich pomocg estymatorow. Zwigzane jest to jednak z wyzszym kosztem
obliczeniowym.
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— Estymatory 0,632 szacowane metodg wielokrotnego reprobkowania charakteryzuja
si¢ w wigkszos$ci przypadkoéw ujemnym obcigzeniem, co oznacza, ze niedoszacowuja
one wartosci prawdziwego bledu predykcji.

— Metoda wyboru zmiennych do modelu oraz liczebnos¢ losowanych podprob n nie
wplywa na wnioski, jakie mozna sformutowaé na podstawie analizy poréwnawczej
badanych estymatorow.

Podsumowujac, uzyskane wyniki §wiadcza o tym, iz estymator prawdziwego bledu
predykcji 0,632+ charakteryzuje si¢ najbardziej pozadanymi wlasno$ciami w przy-
padku prognozowania upadtosci spoétek akcyjnych w Polsce.

Szacowanie btedu predykcji jest kluczowym etapem konstrukcji kazdego klasy-
fikatora. Z tego tez powodu, nalezy kontynuowaé przedstawiony kierunek badan.
W badaniu wykorzystano wybrane estymatory punktowe. W ostatnich latach w litera-
turze podkresla sie, iz uzyskane w ten sposob wyniki, szczegdlnie w przypadku mato-
licznych prob badawczych, moga by¢ niewiarygodne. Z tego tez powodu wskazuje sig,
iz lepszym, cho¢ tez nie idealnym, rozwigzaniem moze by¢ okreslanie przedzialow
ufnosci dla szacowanych bledoéw predykceji klasyfikatora (Hanczar, Dougherty, 2013).
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ANALIZA POROWNAWCZA WYBRANYCH METOD
SZACOWANIA BLEDU PREDYKCJI KLASYFIKATORA

Streszczenie

Klasyfikacja nazywamy algorytm postgpowania, ktory przydziela badane obserwacje/obiekty, bazujac
na ich cechach do okreslonych populacji. W tym celu konstruowany jest odpowiedni model — klasy-
fikator. Miara jego jakosci jest przede wszystkim zdolno$¢ predykcyjna, mierzona m.in. za pomoca
prawdziwego btedu predykcji. Wartos¢ tego bledu, ze wzgledu na brak odpowiednio duzej, niezaleznej
proby testowej, musi by¢ czgsto szacowana na podstawie dostgpnej proby uczace;.

Celem artykutu jest dokonanie przegladu oraz empirycznej analizy poréwnawczej wybranych metod
szacowania bledu predykcji klasyfikatora, skonstruowanego z wykorzystaniem liniowej analizy dys-
kryminacyjnej. Zbadano, czy wyniki analizy uzaleznione sa od wielkosci proby oraz metody wyboru
zmiennych do modelu. Badanie empiryczne zostato przeprowadzone na przyktadzie problemu progno-
zowania upadtosci spotek akcyjnych w Polsce.

Stowa kluczowe: blad predykcji, walidacja krzyzowa, prosta metoda podziatu, wielokrotne reprob-
kowanie, upadtos¢ przedsigbiorstw, klasyfikacja

COMPARATIVE ANALYSIS OF SELECTED METHODS
FOR ESTIMATING THE PREDICTION ERROR OF CLASSIFIER

Abstract

Classification is an algorithm, which assigns studied companies, taking into consideration their
attributes, to specific population. An essential part of it is classifier. Its measure of quality is especially
predictability, measured by true error rate. The value of this error, due to lack of sufficiently large and
independent test set, must be estimated on the basis of available learning set.

The aim of this article is to make a review and compare selected methods for estimating the pre-
diction error of classifier, constructed with linear discriminant analysis. It was examined if the results
of the analysis depends on the sample size and the method of selecting variables for a model. Empirical
research was made on example of problem of bankruptcy prediction of join-stock companies in Poland.

Keywords: prediction error, cross-validation, holdout method, bootstrapping, corporate bankruptcy,
classification
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