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MAREK WALESIAK!'

WIZUALIZACJA WYNIKOW PORZADKOWANIA LINIOWEGO
DLA DANYCH PORZADKOWYCH
Z WYKORZYSTANIEM SKALOWANIA WIELOWYMIAROWEGO

1. WPROWADZENIE

W artykule przedstawiono propozycj¢ zastosowania skalowania wielowymiaro-
wego (Borg, Groenen, 2005; Borg i inni, 2013) w porzadkowaniu liniowym zbioru
obiektow, opisanych zmiennymi porzadkowymi, bazujacym na wzorcu rozwoju
(Hellwig, 1968, 1972). Propozycje rozwiazania dla danych metrycznych zaprezento-
wano w pracy (Walesiak, 2016b).

Zaproponowano dwukrokowa procedurg badawcza pozwalajaca na wizualizacje
wynikoéw porzadkowania liniowego. Najpierw w wyniku zastosowania skalowania
wielowymiarowego otrzymuje si¢ wizualizacje rozmieszczenia obiektow w przestrzeni
dwuwymiarowej. Nastepnie przeprowadza si¢ porzadkowanie liniowe obiektow na
podstawie odlegtosci Euklidesa od wzorca rozwoju. Zaproponowane podejscie zilu-
strowano przyktadem empirycznym.

W artykule wykorzystano koncepcj¢ izokwant i $ciezki rozwoju (osi zbioru —
najkrétszej drogi taczacej wzorzec i antywzorzec rozwoju®) zaproponowang w pracy
(Hellwig, 1981). Graficzna prezentacja wynikow porzadkowania liniowego w tej kon-
cepcji mozliwa byta dla dwoch zmiennych. Zastosowanie skalowania wielowymia-
rowego rozszerzylo mozliwosci zastosowania wizualizacji wynikow porzadkowania
liniowego dla m zmiennych.

2. DANE PORZADKOWE

W teorii pomiaru rozréznia si¢ cztery podstawowe skale pomiaru wprowadzone
przez Stevensa (1946): nominalng, porzadkowa, interwatowa (przedziatowa), ilora-
zowg (stosunkowg). Skale przedziatows i ilorazowg zalicza si¢ do skal metrycznych,
natomiast nominalng i porzadkowa do niemetrycznych. Skale pomiaru sa uporzadko-

! Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu, Wydziatl Ekonomii, Zarzadzania i Turystyki, Katedra

Ekonometrii i Informatyki, ul. Nowowiejska 3, 58-500 Jelenia Gora, Polska, e-mail: marek walesiak(@
ue.wroc.pl.

2 Wzorzec (gorny biegun) obejmuje najkorzystniejsze wartosci (kategorie) zmiennych, antywzorzec
(dolny biegun) za$ najmniej korzystne warto$ci (kategorie) zmiennych preferencyjnych.
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wane od najstabszej (nominalna) do najmocniejszej (ilorazowa). Z typem skali wiaze
si¢ grupa przeksztatcen, ze wzgledu na ktore skala zachowuje swe wiasnosci. Na
skali porzadkowej dozwolonym przeksztatceniem matematycznym dla obserwacji jest
dowolna $ci$le monotonicznie rosngca funkcja, ktéra nie zmienia dopuszczalnych
relacji, tj. rownosci, réznosci, wickszosci 1 mniejszosci.

Zasdb informacji skali porzadkowej jest niepordwnanie mniejszy niz skal metrycz-
nych. Jedyna dopuszczalng operacja empiryczng na skali porzadkowej jest zlicza-
nie zdarzen (tzn. wyznaczanie liczby relacji wigkszo$ci, mniejszosci i roéwnosci).
Szczegdtowa charakterystyke skal pomiaru zawieraja m.in. prace (Walesiak 1996,
s. 19-24; 2016a, s. 15-17).

3. GENEZA KONCEPCJI WZORCA ROZWOIJU I MIARY ROZWOJU

Pierwszy referat poSwigcony koncepcji wzorca rozwoju i miary rozwoju
w jezyku angielskim zostal zaprezentowany przez Profesora Zdzistawa Hellwiga
na konferencji UNESCO w Warszawie w 1967 roku (Hellwig, 1967). Praca uka-
zala si¢ drukiem w jezyku angielskim w monografii pod redakcja Z. Gostkowskiego
(Hellwig, 1972).

Pierwszy artykul poswigcony koncepcji wzorca rozwoju i miary rozwoju
w jezyku polskim ukazal si¢ w czasopismie ,,Przeglad Statystyczny” w 1968 roku
(Hellwig, 1968).

W pracach tych wprowadzono pojecia:

— stymulant i destymulant (ang. stimulants and dis-stimulants),
— wzorca rozwoju (ang. pattern of development),
— miary rozwoju (ang. measure of development) jako odlegtosci od wzorca rozwoju

(ang. distance from the pattern of development).

Idea Hellwiga zapoczatkowala, mozna bez przesady powiedzie¢, lawing propozycji
tworzenia metod porzadkowania liniowego. Modyfikacje te zmierzaty do (zob. Borys
i inni, 1990; Pociecha, Zajac, 1990):

a) rdéznicowania sposobu normalizacji warto$ci zmiennych,

b) wprowadzenia do zbioru zmiennych nominant,

¢) odmiennego ustalania wzorca rozwoju (bazy poréwnawczej),

d) wykorzystania r6znych konstrukcji miary agregatowej (tzw. miary rozwoju),
e) wykorzystania zbioréw rozmytych w konstrukcji miary agregatowe;.

W ostatnim okresie w porzagdkowaniu liniowym bazujagcym na wzorcu rozwoju
powstaly koncepcje wykorzystujace liczby rozmyte (zob. np. Wysocki, 2010; Jefmanski,
Dudek, 2016), dane symboliczne interwalowe (Mtodak, 2014) oraz uwzgledniajace
zaleznosci przestrzenne (Antczak, 2013; Pietrzak, 2014).
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4. TYPOWA PROCEDURA POSTEPOWANIA W PORZADKOWANIU LINIOWYM
BAZUJACYM NA WZORCU DLA DANYCH PORZADKOWYCH

Typowa procedura postepowania w porzadkowaniu liniowym bazujacym na wzorcu
(gorny biegun) lub antywzorcu (dolny biegun) dla danych porzadkowych obejmuje
nastepujace kroki:

P>4—>X—>SDN—>T, —>d —R, (D

gdzie:

P — wybor zjawiska ztozonego (nadrz¢dne kryterium porzadkowania elementéw
zbioru A, ktdre nie podlega pomiarowi bezposredniemu),

A — wybor obiektow,

X — dobér zmiennych porzadkowych. Zgromadzenie danych i konstrukcja macie-
rzy danych w przestrzeni m-wymiarowej [x;],., (x; — kategoria j-tej zmiennej
porzadkowej dla i-tego obiektu, i = 1,...,n — numer obiektu, j = 1,...,m — numer
zmiennej),

SDN — identyfikacja zmiennych preferencyjnych (stymulanty, destymulanty, nomi-
nanty). Zmienna M; jest stymulantg (Hellwig, 1981, s. 48), gdy dla kazdych dwoch

jej obserwacji x;, x;; odnoszacych si¢ do obiektow A;, A jest x; > x; = A4, > 4,

(> oznacza dominacj¢ obiektu 4; nad obiektem A;). Zmienna M; jest desty-

mulantg (Hellwig, 1981, s. 48), gdy dla kazdych dwoch jej obserwacji xl.f , x,fj).
odnoszacych si¢ do obiektow A, 4 jest x; > x;) = A4, < 4, (< oznacza domi-
nacj¢ obiektu 4; nad obiektem 4,). Zmienna M, jest nominantg jednomodalng
(Borys, 1984, s. 118), gdy dla kazdych dwoch jej obserwacji xl;V , xg odnoszacych
si¢ do obiektow A;, Ay (nom; oznacza nominalny poziom j-tej zmiennej): jezeli
Xy s Xy Snomy, o x> x; = A = A jezeli x;[, x> nom,to x> x = A, < 4,.

T,, — transformacja nominant w stymulanty lub destymulanty (w przypadku zastoso-
wania miar odlegtosci od antywzorca rozwoju). Metody transformacji nominant
dla zmiennych mierzonych na skali porzadkowej w destymulanty przedstawiono
w pracy Walesiak (2011),

d; — obliczenie dla i-tego obiektu warto$ci miary agregatowej — zastosowanie miar
odlegtosci od wzorca lub antywzorca z udziatem wag,

R — uporzadkowanie obiektow wedlug wartosci d,.

W tabeli 1 przedstawiono miary odleglosci od wzorca rozwoju dla danych porzad-

kowych.
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Tabela 1.
Miary odlegtosci od wzorca rozwoju dla danych porzadkowych
Nazwa Odlegtos¢ d; zfrfizeildnzciii
Zaj mj le+21;aj ilj w/]
J
1-GDM2; =+ + S ;
2 m n 2
Odlegtos¢ GDM?2 20> > aa, ZZal 2
(Walesiak, 1993, j=l 1=l == [0:1]
1999) 1 jezeli x;>x, (x > x”)
-1 jezeli x,<x, (x < xq)
dla p=w,l; r=i,l
GDM2_ TOPSIS ~
(miara TOPSIS GDM2i [01]
(Hwang, Yoon, 1981) GDM?2; + GDM 2! ’
z odlegtoscia GDM?2)

GDM 2/ (GDM?2;) - odlegtos¢ GDM2 obiektu i-tego od wzorca (antywzorca), x,,; = X, (x,; = x_;) dla GDM 2! (GDM 2,);
x4 (x;) — j-ta wspolrzgdna obiektu wzorca (antywzorca), i,/ = 1,...,n — numer obiektu, j = 1,...,m — numer zmiennej,
a; — waga j-tej zmiennej (o, €[0;1] i Z"ila/ =1 lub a; €[0;m] i r:zlaj =m).

Zrodlo: opracowanie wilasne.

5. PROCEDURA BADAWCZA POZWALAJACA NA WIZUALIZACJE
WYNIKOW PORZADKOWANIA LINIOWEGO ZBIORU OBIEKTOW

Procedura badawcza pozwalajaca na wizualizacje wynikéw porzadkowania
liniowego zbioru obiektéw opisanych zmiennymi porzadkowymi obejmuje nastepu-
jace kroki:

1. Wybor zjawiska ztozonego w porzadkowaniu liniowym, ktoére nie podlega
pomiarowi bezposredniemu (np. poziom atrakcyjnosci nieruchomosci lokalowych).

2. Ustalenie zbioru obiektéw oraz zbioru zmiennych porzagdkowych merytorycz-
nie zwigzanych z badanym zjawiskiem ztozonym. Po zgromadzeniu danych konstruuje
si¢ macierz danych [x;],, (x; — kategoria j-tej zmiennej dla i-tego obiektu; i = 1,...,n’
— numer obiektu, j = 1,...,m — numer zmiennej).

3. Wsrdd zmiennych wyrdznia si¢ zmienne preferencyjne (stymulanty, desty-
mulanty, nominanty).

4. Do zbioru obiektow dodaje si¢ wzorzec (gorny biegun rozwoju) oraz antyw-
zorzec (dolny biegun rozwoju) otrzymujgc macierz danych [x;],y, (n = n'+ 2).
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5. Wzmacnia si¢ skale pomiaru zmiennych wykorzystujac metodyke zapropo-
nowang w pracy Walesiak (2014). Propozycja wzmacniania skali pomiaru zmiennych
porzadkowych bazuje na odleglosci GDM2 wiasciwej do zastosowania dla danych
porzadkowych. W wyniku przeksztatcenia zmiennych porzadkowych na zmienne
metryczne dla destymulant i nominant nastgpi dodatkowo przeksztalcenie w stymulanty.

6. Oblicza si¢ odlegtosci migdzy obiektami i zestawia w macierz odlegtosci [0;].
Zastosowano tutaj kwadrat odlegtosci euklidesowej (uwzgledniajac wagi zmiennych):

Oy =§:af(x,.j _xkj)z, 2)
=1

gdzie: i,k = 1,...,n — numery obiektoéw, j = 1,...,m — numer zmiennej,

x;j (xi;) — wartoS¢ j-tej zmiennej dla i-tego (k-tego) obiektu,

a; — waga j-tej zmiennej (o, €[0;1] i Zj’zla ;=D.

Mozna wykorzysta¢ inne miary odlegtosci dla danych metrycznych (odlegtos¢
miejska, odlegtos¢ Euklidesa, odlegtos¢ Czebyszewa, odlegltos¢ GDM1).

7. Przeprowadza si¢ skalowanie wielowymiarowe: f:0, —d,. Skalowanie
wielowymiarowe jest metodg reprezentacji macierzy odlegtosci migdzy obiektami
w przestrzeni m-wymiarowej [0;;] w macierz odlegtosci migdzy obicktami w prze-
strzeni g-wymiarowej [0;] (¢ < m) w celu graficznej wizualizacji relacji zachodzacych
miedzy badanymi obiektami oraz interpretacji wynikéw. Wymiary g nie sa bezpo-
srednio obserwowalne. Maja one charakter zmiennych ukrytych, ktore pozwalaja na
wyjasnienie podobienstw i réznic mi¢dzy badanymi obiektami. Ze wzgledu na mozli-
wos¢ graficznej prezentacji wynikow porzadkowania liniowego ¢ wynosi 2. Iteracyjny
schemat postgpowania w algorytmie smacof przedstawiono w pracy (Borg, Groenen,
2005, s. 204-205). Ostatecznie otrzymuje si¢ macierz danych w przestrzeni dwuwy-
miarowej [V

8. Prezentacja graficzna oraz interpretacja wynikdw w przestrzeni dwuwymiaro-
wej (wyniki skalowania wielowymiarowego) oraz jednowymiarowej (rezultaty porzad-
kowania liniowego):

— na rysunku w przestrzeni dwuwymiarowej (wyniki skalowania wielowymiaro-
wego) taczy si¢ linig prosta punkty oznaczajgce antywzorzec i wzorzec w tzw.
0$ zbioru. Wyznacza si¢ od punktu wzorca izokwanty rozwoju (krzywe jedna-
kowego rozwoju)’. Np. podzielenie osi zbioru na 4 czesci pozwala wyznaczy¢
4 izokwanty. Podziat osi zbioru na 4 cze$ci ma charakter umowny. Mozna tutaj
wykorzystaé statystyczne kryteria podzialu uwzgledniajace dwa kryteria: $rednia
arytmetyczna i odchylenie standardowe lub mediang i medianowe odchylenie bez-
wzgledne (zob. np. Wysocki, 2010, s. 167-169). Obiekty znajdujace si¢ pomiedzy
izokwantami prezentujg zblizony poziom rozwoju. Ten sam poziom rozwoju moga
osiggna¢ obiekty znajdujace si¢ w rdéznych punktach na tej samej izokwancie

3 Przebieg izokwant rozwoju zobrazowano z wykorzystaniem funkcji draw.circle pakietu plotrix
(Lemon i inni, 2016).
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rozwoju (z uwagi na inng konfiguracj¢ obserwacji na zmiennych). Dzieki takiej
prezentacji wynikow wzbogaca si¢ interpretacje¢ wynikow porzadkowania linio-
Wego;

— oblicza sie unormowane odleglosci d;” obiektu i-tego od wzorca rozwoju zgodnie
ze wzorem (Hellwig, 1981, s. 62):

g +J

(Vu‘ V- )2

N
=
!
<
—

d’ = , (3)

M

~.
LR

gdzie: d; €[0;1],
2
Z(v” -, /.)Z — odlegtos¢ Euklidesa obiektu i-tego od obiektu wzorca (gornego bie-
J=l guna rozwoju),

/Z(V+./ - v_/,)2 — odleglos¢ Euklidesa obiektu wzorca (gornego bieguna rozwoju) od
J=l obiektu antywzorca (dolnego bieguna rozwoju).
Porzadkuje si¢ obiekty badania wedtug rosnacych warto$ci miary odlegtosci (3).
Wyniki porzadkowania liniowego przedstawione zostaja graficznie na rysunku.

6. WYNIKI BADANIA EMPIRYCZNEGO

W tabeli 2 zaprezentowano dane dotyczace 27 nieruchomosci lokalowych na jele-
niogorskim rynku nieruchomosci opisanych 6 zmiennymi. Celem badania jest przepro-
wadzenie porzadkowania liniowego 27 nieruchomosci lokalowych na jeleniogérskim
rynku nieruchomosci ze wzgledu na ich atrakcyjnos$¢.

Mieszkalne nieruchomosci lokalowe zostaty opisane nastgpujacymi zmiennymi:
x1. Lokalizacja srodowiskowa nieruchomosci gruntowej, z ktorg zwigzany jest lokal

mieszkalny (1 — zta, 2 — niecodpowiednia, 3 — dostateczna, 4 — dobra, 5 — bardzo

dobra).

x2. Standard uzytkowy lokalu mieszkalnego (1 — zty, 2 — niski, 3 — $redni, 4 — wysoki).

x3. Warunki bytowe wystepujace na nieruchomosci gruntowej, z ktérg zwigzany jest
lokal mieszkalny (1 — zte, 2 — przecietne, 3 — dobre).

x4. Potozenie nieruchomosci gruntowej, z ktora zwigzany jest lokal mieszkalny, w stre-
fie miasta (1 — centralna, 2 — $rodmiejska, 3 — posrednia, 4 — peryferyjna).

x5. Typ wspolnoty mieszkaniowej (1 — mata, 2 — duza).

x6. Powierzchnia gruntu, z ktérg zwigzany jest lokal mieszkalny (1 — ponizej obrysu
budynku, 2 — obrys budynku, 3 — obrys budynku z otoczeniem akceptowalnym,
np. na parking, plac zabaw, 4 — obrys budynku z otoczeniem zbyt duzym).
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Tabela 2.

Macierz danych
Zmienne porzadkowe
Nr nieruchomosci
x1 x2 x3 x4 x5 x6
1 5 3 1 3 1 3
2 3 3 3 3 2 2
3 5 4 3 4 1 2
4 2 3 1 3 2 3
5 5 4 2 4 1 2
6 4 3 2 3 1 3
7 3 4 3 3 2 2
8 4 4 3 4 1 1
9 5 3 2 4 1 2
10 4 2 1 3 1 3
11 5 4 3 4 1 4
12 4 3 1 4 1 2
13 4 4 3 3 1 1
14 4 4 3 3 2 3
15 5 4 2 3 2 4
16 3 3 2 3 1 1
17 4 2 1 3 2 3
18 4 1 2 4 1 2
19 3 3 2 3 2 4
20 3 2 1 3 1 3
21 4 3 2 3 1 1
22 5 3 2 4 1 2
23 5 4 3 4 1 2
24 4 2 2 3 1 2
25 3 2 1 2 2 3
26 3 3 1 1 2 3
27 2 3 1 1 2 3
Wzorzec 5 4 3 1 1 3
Antywzorzec 1 1 1 4 2 1

Zrodho: opracowano na podstawie pracy Pawlukowicz (2006, s. 238).
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W artykule zastosowano skrypt programu R przygotowany zgodnie z procedura
badawcza z sekcji 5, w ktorej zastosowano nastgpujaca metodyke postepowania:

— zmienne x1, x2 i x3 s3 stymulantami, zmienne x4 1 x5 — destymulantami,
a zmienna x6 jest nominantg o kategorii nominalnej (najkorzystniejszej) wyno-
szacej 3.

— do zbioru 27 nieruchomosci lokalowych dodano wzorzec i antywzorzec. Macierz
danych obejmuje zatem 29 obiektow opisanych 6 zmiennymi (zob. tabela 2).

— wzmacnia si¢ skal¢ pomiaru zmiennych x1—x6 wykorzystujac metodyke zapropo-
nowang w pracy (Walesiak, 2014). Propozycja wzmacniania skali pomiaru zmien-
nych porzadkowych bazuje na odlegtosci GDM2 wlasciwej do zastosowania dla
danych porzadkowych. Ze wzgledu na to, ze metoda wzmacniania skali pomiaru
zmiennych porzadkowych z wykorzystaniem odlegtosci GDM2 dotyczy kazdej
zmiennej z osobna, wzér na odlegtos¢ GDM2 w tej sytuacji jest nastepujacy:

n
yibyy + D by,
1=1
1

d, =—- L dlaj=1,..,m, 4)

iw 1
2 n 5 n X 2
2 Zaﬂf 'walj
=1 =1

gdzie: wyjasnienie symboli a;,, b,,,; (dla p = w, [; r = i, ]) znajduje si¢ w tabeli 1.
Do przeksztalcenia zmiennej porzadkowej w zmienng metryczng zastosowany
zostanie wzor:

Siw =1 —dyy dlaj = 1,..0m. )

W wyniku zastosowania wzoru (5) nastapi wzmocnienie skali porzadkowej w skale
metryczng zgodnie ze schematem:

X,
obliczenie podobienstw (5)
dane porzadkowe | x, |= bazujacych na odleglosci | s, |= dane metryczne.
GDM?2 od obiektu wzorca

an Snj

W tej sytuacji we wzorze (4) x,,; (j = 1,...,m) oznacza¢ bedzie kategori¢ najbardziej
korzystna sposrdd wszystkich kategorii danej zmiennej. Dla stymulanty i destymulanty
jest to kategoria odpowiednio maksymalna i minimalna. Z kolei dla nominanty jed-
nomodalnej jest to kategoria nominalna zmiennej. W wyniku takiego przeksztatcenia
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zmiennej porzadkowej na zmienng metryczng dla destymulanty i nominanty nastapi
dodatkowo przeksztalcenie w stymulante.

W tabeli 3 zaprezentowano dane dotyczace 27 nieruchomosci lokalowych na
jeleniogérskim rynku nieruchomosci opisanych 6 zmiennymi po wzmocnieniu skali
pomiaru zmiennych x1—x6.

Tabela 3.
Macierz danych po wzmocnieniu skali pomiaru zmiennych
Nr nieruchomosci Zmienne metryczne
sl s2 s3 s4 s5 s6
1 1 0,662221 0,225 0,702548 1 1
2 0,313499 0,662221 1 0,702548 0,465414 0,684466
3 1 1 1 0,12725 1 0,684466
4 0,140809 0,662221 0,225 0,702548 0,465414 1
5 1 1 0,725 0,12725 1 0,684466
6 0,725 0,662221 0,725 0,702548 1 1
7 0,313499 1 1 0,702548 0,465414 0,684466
8 0,725 1 1 0,12725 1 0,311438
9 1 0,662221 0,725 0,12725 1 0,684466
10 0,725 0,247643 0,225 0,702548 1 1
11 1 1 1 0,12725 1 0,817526
12 0,725 0,662221 0,225 0,12725 1 0,684466
13 0,725 1 1 0,702548 1 0,311438
14 0,725 1 1 0,702548 0,465414 1
15 1 1 0,725 0,702548 0,465414 0,817526
16 0,313499 0,662221 0,725 0,702548 1 0,311438
17 0,725 0,247643 0,225 0,702548 0,465414 1
18 0,725 0,109801 0,725 0,12725 1 0,684466
19 0,313499 0,662221 0,725 0,702548 0,465414 0,817526
20 0,313499 0,247643 0,225 0,702548 1 1
21 0,725 0,662221 0,725 0,702548 1 0,311438
22 1 0,662221 0,725 0,12725 1 0,684466
23 1 1 1 0,12725 1 0,684466
24 0,725 0,247643 0,725 0,702548 1 0,684466
25 0,313499 0,247643 0,225 0,937014 0,465414 1
26 0,313499 0,662221 0,225 1 0,465414 1
27 0,140809 0,662221 0,225 1 0,465414 1
Wzorzec 1 1 1 1 1 1
Antywzorzec 0,084773 0,109801 0,225 0,12725 0,465414 0,311438

Zrodho: obliczenia whasne z wykorzystaniem pakietu clusterSim (Walesiak, Dudek, 2016a) programu R.
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macierz odlegtosci [d;,] migdzy obiektami obliczono z wykorzystaniem kwadratu
odlegtosci euklidesowej (2), dla ktorej zastosowano wagi jednakowe.
przeprowadzono skalowanie wielowymiarowe 29 obiektow (27 nieruchomosci plus
wzorzec i antywzorzec) ze wzgledu na poziom atrakcyjnosci nieruchomosci loka-
lowych z wykorzystaniem funkcji smacofSym pakietu smacof (Mair i inni, 2016)
otrzymujac konfiguracj¢ 29 obicktéw (punktow) w przestrzeni dwuwymiarowej
[Vij]29x2-

na rysunku 1 przedstawiono graficzng prezentacj¢ wynikdéw skalowania wielowy-
miarowego 29 obiektow. Antywzorzec (obiekt 29) i wzorzec (obiekt 28) potaczono
linig prosta otrzymujac tzw. 0§ zbioru. Wyznaczono 4 izokwanty rozwoju dzielac
0§ zbioru na 4 réwne czesci.

Wymiar 2 (D2)

Wymiar 1 (D1)

Rysunek 1. Graficzna prezentacja wynikow skalowania wielowymiarowego
w przestrzeni dwuwymiarowej 29 obiektéw obejmujacych 27 nieruchomosci,
wzorzec (obiekt 28) i antywzorzec (obiekt 29) ze wzgledu na poziom atrakcyjnosci

Zrodto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

obliczono odlegtosci kazdego obiektu (nieruchomosci) od wzorca rozwoju zgod-
nie ze wzorem (3). Uporzadkowano nieruchomosci wedtug rosnacych wartosci
miary (3), a nastgpnie wyodrgbniono 4 klasy nieruchomosci podobnych pod
wzgledem poziomu atrakcyjnosci. Uporzadkowanie 29 obiektow obejmujacych
27 nieruchomosci, wzorzec (obiekt 28) i antywzorzec (obiekt 29) ze wzgledu na
poziom atrakcyjnosci wedtug rosngcych warto$ci miary (3) prezentuje tabela 4.
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Uporzadkowanie nieruchomos$ci wedtug rosngcych wartosci miary (3)

Nr nieruchomosci Odlegtos¢
28 0,0000000
14 0,1583928
13 0,1603719
15 0,1632594

7 0,2420548
2 0,3195323
21 0,3198637
11 0,3306159
3 0,3392882
23 0,3392882
16 0,3409411
6 0,3499601
5 0,3579128
8 0,3759838
9 0,4007961
22 0,4007961
19 0,4064514
24 0,4469689
1 0,5260473
12 0,5322337
18 0,6023688
10 0,6201668
26 0,6230692
4 0,6277490
17 0,6398830
27 0,6771382
20 0,6800868
25 0,7277380
29 1,0000000

Zrodho: obliczenia whasne z wykorzystaniem programu R.

Tabela 4.
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Graficznie wyniki uporzadkowania liniowego 29 obiektow obejmujacych 27 nie-
ruchomosci, wzorzec (obiekt 28) i antywzorzec (obiekt 29) ze wzgledu na poziom
atrakcyjnosci wedtug rosngcych wartosci miary (3) przedstawia rysunek 2.

0,8

0,6 °

Odlegtos¢ od wzorca

0,2

o]
T T LI Il rmrm T T
] = ~ §Re° @ F o °F®= R R {

Rysunek 2. Graficzna prezentacja wynikow porzadkowania liniowego 29 obiektow
obejmujacych 27 nieruchomosci, wzorzec (obiekt 28) i antywzorzec (obiekt 29)
ze wzgledu na poziom atrakcyjnosci wedtug rosngcych wartosci miary (3)

Zrodto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

Taka forma prezentacji wynikow pozwala na:

— przedstawienie uporzadkowania nieruchomosci ze wzgledu na poziom atrakcyjno-
sci wedhug wartosci miary (3) oraz w formie prezentacji graficznej na rysunku 2,

— wyodrebnienie klas nieruchomos$ci lokalowych (nieruchomosci znajdujace si¢
pomiedzy izokwantami) o zblizonym poziomie atrakcyjnosci (zob. rysunek 1),

— zidentyfikowanie nieruchomosci o zblizonym poziomie atrakcyjnosci, ale r6znia-
cych si¢ potozeniem na izokwancie rozwoju (zob. rysunek 1). Np. nieruchomo-
sci 2121, 13114, 191 22 oraz 19 i 9 majg zblizony poziom atrakcyjnosci, ale
ro6znia si¢ potozeniem na izokwancie rozwoju. Zatem nieruchomosci te osiagaja
zblizony poziom rozwoju, ale majg istotnie réznigce si¢ konfiguracje obserwacji
na zmiennych.
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7. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono propozycje procedury badawczej pozwalajacg na wizu-
alizacje wynikow porzadkowania liniowego zbioru obiektow dla danych porzadko-
wych wykorzystujac do realizacji tego celu skalowanie wielowymiarowe. Przy ocenie
poprawnosci wynikow skalowania wielowymiarowego w kroku 7 zaprezentowanej
procedury badawczej nalezy wziag¢ pod uwage wartos¢ funkcji dopasowania STRESS,
udziaty procentowe obiektow w wartosci miary dopasowania STRESS (ang. stress per
point) oraz interpretowalno$¢ wynikow. W funkcji smacofSym pakietu smacof stoso-
wana jest miara dopasowania STRESS-1 Kruskala (Borg, Groenen, 2005, s. 250-254).
Z punktu widzenia skalowania wielowymiarowego pozadane jest jak najmniejsze
odchylenie rozktadu btedéw dla poszczegdlnych obiektow od rozktadu réwnomier-
nego. Dodatkowymi kryteriami akceptowalnosci wynikow skalowania wielowymia-
rowego sg wykresy ,,Residual plot” oraz ,,Shepard diagram”, ktére pozwalaja ocenié
dopasowanie wybranego modelu skalowania oraz zidentyfikowa¢ obiekty odosob-
nione (De Leeuw, Mair, 2015). Szerzej o tym zagadnieniu traktuje praca Walesiak,
Dudek (2016b).

Koncepcja izokwant i $ciezki rozwoju zaproponowana w pracy (Hellwig, 1981)
pozwala na graficzng prezentacj¢ wynikow porzadkowania liniowego tylko dla dwoch
zmiennych. Zastosowanie skalowania wielowymiarowego rozszerza mozliwosci zasto-
sowania wizualizacji wynikow porzadkowania liniowego dla m zmiennych. Dzigki
takiemu rozwigzaniu wzbogacono interpretacj¢ wynikow porzadkowania liniowego.

Zaproponowane podejscie zilustrowano przyktadem empirycznym z zastosowa-
niem skryptu przygotowanego w $rodowisku R (R Development Core Team, 2016).
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WIZUALIZACJA WYNIKOW PORZADKOWANIA LINIOWEGO
DLA DANYCH PORZADKOWYCH
Z WYKORZYSTANIEM SKALOWANIA WIELOWYMIAROWEGO

Streszczenie

W artykule zaproponowano dwukrokowg procedur¢ badawcza pozwalajaca na wizualizacje wynikow
porzadkowania liniowego dla danych porzadkowych. W pierwszym kroku w wyniku zastosowania ska-
lowania wielowymiarowego (zob. Borg, Groenen, 2005; Mair i inni, 2016) otrzymuje si¢ wizualizacje
obiektow w przestrzeni dwuwymiarowej. W nastepnym kroku przeprowadza si¢ porzadkowanie liniowe
zbioru obiektow na podstawie odlegtosci Euklidesa od wzorca rozwoju. Zaproponowane podejscie
zilustrowano przyktadem empirycznym z zastosowaniem skryptu przygotowanego w $srodowisku R.

W artykule wykorzystano koncepcje¢ izokwant i $ciezki rozwoju (osi zbioru — najkrotszej drogi
taczacej wzorzec i antywzorzec rozwoju) zaproponowang w pracy Hellwig (1981). Zaproponowane
podejscie rozszerzyto mozliwosci interpretacyjne wynikoéw porzadkowania liniowego zbioru obiektow.

Stowa kluczowe: porzadkowanie liniowe, skalowanie wielowymiarowe, dane porzadkowe, miary
agregatowe, program R

VISUALIZATION OF LINEAR ORDERING RESULTS FOR ORDINAL DATA
WITH APPLICATION OF MULTIDIMENSIONAL SCALING

Abstract

A two-step procedure was proposed to visualization of linear ordering results for ordinal data.
In the first step as a result of the application of multidimensional scaling (see Borg, Groenen, 2005;
Mair et al., 2016) is to visualize objects in two-dimensional space. In the next step, a linear ordering
is carried out with the use of the Euclidean distance from the pattern (ideal) object. The proposed
approach expanded the possibilities of interpretation of the results of the linear ordering of set of objects.

The article uses the concept of isoquant and path of development (the shortest way connecting
ideal and anti-ideal object) proposed by Hellwig (1981). The proposed approach is illustrated by an
empirical example with application of script of R environment.

Keywords: linear ordering, multidimensional scaling, ordinal data, composite measures,
R environment
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SCIEZKI WZROSTU W MODELU SOLOWA
PRZY ALTERNATYWNYCH TRAJEKTORIACH LICZBY PRACUJACYCH*

1. WPROWADZENIE

W neoklasycznym modelu wzrostu Solowa (1956) (podobnie jak w jego rozszerze-
niach prezentowanych w pracach Mankiwa i inni, 1992, czy Nonnemana, Vanhoudta,
1996, por. tez np. Tokarski, 2011), przyjmuje si¢ m.in. zatozenie, ze liczba pracujacych
w gospodarce rosnie wedtug pewnej statej stopy wzrostu (stanowigc staly odsetek
rosnacej wyktadniczo liczby ludnos$ci). Opierajac si¢ na tym zatozeniu pokazuje sie,
ze w warunkach dtugookresowej rownowagi gospodarki techniczne uzbrojenie pracy
oraz wydajnos¢ pracy sa tym wyzsze, im nizsza jest stopa wzrostu liczby pracujacych.

Guerrini (2006) (por. tez Zawadzki, 2007 lub Bucci, Guerrini, 2009) wykazat, ze
jesli w modelu Solowa przyjmie sie zaloZenie, Ze stopa wzrostu liczby pracujacych’
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zmiennej x w momencie £. x(t): o pierwsza pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli (ekonomicznie
t

. L. .. . . - d x
rzecz biorac) przyrost wartosci owej zmiennej w momencie #, za$ x(t): ? — druga pochodna x po 7.
t
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L(t)/L(z): /1(t) charakteryzuje si¢ tym, ze dla dowolnego nieujemnego momentu ¢
0< i(t) <X oraz lim ﬂ,(t) =4, € [O,A*J, to rownanie rézniczkowe:
t—>+00

k(e)=sf (k(e)) - (5 + 2()k()

opisujace proces akumulacji technicznego uzbrojenia pracy posiada asymptotycznie
stabilny, nietrywialny punkt stacjonarny.

Ponadto w pracach Ferrary, Guerriniego (2009) oraz Guerriniego (2010a) roz-
waza si¢ model wzrostu typu Ramseya z logistyczna Sciezkg wzrostu liczby ludnosci.
Wykazuje si¢ tam, ze analizowany model ma dokladnie jeden nietrywialny punkt
stacjonarny (por. tez Guerrini, 2010b). Podobne analizy prowadzone byly réwniez
na gruncie modeli typu AK (Bucci, Guerrini, 2009) oraz Mankiwa-Romera-Weila
(Guerrini, 2010c). Natomiast oddzialywanie op6znionej dynamiki liczby ludnos$ci (przy
logistycznej trajektorii tej zmiennej) na dlugookresowa rownowage modelu wzrostu
Solowa znalez¢ mozna m.in. w pracy Bianci, Guerriniego (2014).

W prezentowanych w pracy rozwazaniach zatozenie dotyczace stopy wzrostu liczby
pracujacych w modelu Solowa sg rowniez modyfikowane. Autorzy przyjmuja, ze liczba
pracujacych rosnie do pewnej asymptoty po krzywej logistycznej (co jest szczeg6l-
nym przypadkiem stopy wzrostu liczby pracujacych z pracy Guerriniego, 2006) lub,
ze liczba ta poczatkowo ro$nie, nastepnie za§ maleje asymptotycznie do 0. Punktem
odniesienia jest model Solowa z rosnacg wyktadniczo liczba pracujacych.

Zatozenie o dazacej do pewnej asymptoty logistycznej Sciezce wzrostu liczby
pracujacych wynika stad, ze w wielu $rednio i wysoko rozwinietych gospodarkach
liczba ludno$ci rosnie coraz wolniej. Jesli zas zatozy si¢ malejacy wskaznik aktyw-
nosci ekonomicznej ludnosci (rozumiany jako iloraz liczby pracujacych i liczby lud-
nos$ci), wynikajacy chociazby z rosngcego odsetka oséb w wieku poprodukcyjnym na
skutek starzenia si¢ spoteczenstw, to moze si¢ okazaé, ze liczba pracujacych rosnaé
bedzie jedynie do pewnej asymptoty. Z drugiej strony, spadajaca liczba ludnosci oraz
zmniejszajgcy si¢ wskaznik aktywno$ci ekonomicznej moze prowadzi¢ do tego, ze
liczba pracujacych od pewnego momentu moze rowniez male¢ (w szczegdlnym przy-
padku do 0).

Struktura prezentowanego opracowania przedstawia si¢ nastepujaco. W punk-
cie 2 scharakteryzowano wspomniane uprzednio Sciezki wzrostu liczby pracujacych.
Punkt 3 zawiera analityczne rozwigzania modelu Solowa, przy alternatywnych zatoze-
niach dotyczacych trajektorii liczby pracujacych. W punkcie 4 skalibrowano parame-
try modelu oraz przedstawiono symulacje numeryczne $ciezek wzrostu technicznego
uzbrojenia pracy i wydajnosci pracy towarzyszgce wybranym poziomom stop inwesty-
cji. Opracowanie konczy punkt 5, w ktorym znajduje si¢ podsumowanie prowadzonych
W nim rozwazan oraz wazniejsze wnioski.
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2. ZALOZENIA O ALTERNATYWNYCH SCIEZKACH
WZROSTU LICZBY PRACUJACYCH

Jak juz wspomniano, w prowadzonych dalej analizach przyjmowane bedg trzy
alternatywne zatozenia dotyczace $ciezek wzrostu liczby pracujacych w modelu
Solowa (1956) z funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1928). Przyjmowac si¢ bedzie
mianowicie, ze liczba pracujacych okreslona jest przez jedno z trzech nastepujacych
réwnan:

L(f)=e", (1)
gdzie n > 0,
L= ®)
przy n>0,m>21iT>0, lub:
L(t)=e"", 3)

gdzie:

Alr)= 2nt[1 - t),

2T

przy czym n > 0 i T > 0. Interpretacja ekonomiczna parametréw n, m oraz T w rOw-

naniach (1-3) podana zostanie w dalszej cze$ci opracowania®.

Sciezka wzrostu liczby pracujacych (1) nazywana bedzie dalej standardowa $ciezka
wzrostu, gdyz taki ksztalt owej §ciezki wzrostu zaproponowany zostat tak w orygi-
nalnym modelu wzrostu Solowa. Sciezka (2) to logistyczna $ciezka wzrostu, gdyz jej
posta¢ wyznacza funkcja logistyczna (por. np. Pindyck, Rubinfeld, 1991). Natomiast
$ciezka wzrostu liczby pracujacych (3) nazywana bedzie dalej gaussowska $ciezka
wzrostu, bo jej ksztalt zblizony jest do wykresu funkcji gestosci rozktadu normalnego
Gaussa N(u,0).

Z roéwnania (1) wynika, ze w kolejnych momentach ¢ € [0;+oo) liczba pracujacych
ro$nie od 1 do +oo, za$ stopa wzrostu tej zmiennej, czyli L(t)/ L(t), réwna jest n.

Rownanie (2) implikuje natomiast:

L(0)=1 & & =m—1,

co powoduje, ze:

In(m—1)
2n

T= 4)

¢ Parametry w funkcjach (1-3), opisujacych $ciezki wzrostu liczby pracujacych (w alternatywnych
wariantach modelu Solowa) dobrano tak, by spetniony byt warunek L(0) = 1.
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Warunek (4) gwarantuje, ze na §ciezce wzrostu (2) liczba pracujacych w momencie
t = 0 przyjmuje wartos¢ 1.
Ponadto z rownan (2) i (4) wyciagnag¢ mozna nastepujace wnioski:

() lim L(t)=m

t—>+o0
e2n(T—t)

(ll) Vte [O,+CO) L(f)z 2nmm >0.

» 2n(T~1) _
(i) Vre[0;+0) L(t)=4n*me* T 673,
(1+62n(77r))
dla’ t € (0;T) oraz ujemne dla ¢ € (T;+0).
(iv) L(T)=m)/2.

Oznacza to, ze jesli spelnione sg rownania (2) i (4), to liczba pracujacych rosnie
coraz szybciej od 1 do m/2 w przedziale czasu (0;7"), natomiast w przedziale (7;+o0)
liczba ta rosnie coraz wolniej od m/2 do m. A zatem m jest maksymalng liczba pracu-
Jacych na trajektorii (2), za$ 7 — momentem, w ktorym $ciezka ta ma punkt przegigcia.

Oznaczmy teraz przez A(t)=L(¢)/ L(t) stope wzrostu liczby pracujacych w kolej-

co powoduje, ze L(z) jest dodatnie

nych momentach 7 € [0;+oo). Woéwczas, przy dodatnio nachylonej logistycznej Sciezce
wzrostu liczby pracujacych (2), stope wzrostu liczby pracujacych mozna zapisa¢ naste-
pujacym wzorem:

eZn(T—t)
At)=2
) 1+
lub, po uwzglednieniu rownania (4):
—2nt
20)=2n =1 )

1+(m e

Z zaleznosci (5) wynika m.in., Ze: (po pierwsze) w kazdym momencie > 0 A(¢) < 0

2(0)= 2n(m - 1)

(po drugie) , (po trzecie) /1(T )zn oraz (po czwarte) lim /1(t)=0

Oznacza to, ze przy logistycznej Sciezce wzrostu liczby pracujacych (2) w przedziale

2n(m 71)

czasu [0;+o0) stopa wzrostu owej zmiennej spada od ——— przez n w momencie
m
ln(m - 1)
2n

T= do 0 przy ¢t — +o0.

7 T=0 w przypadku, w ktorym m = 2.
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Rozwazajac za$ gaussowska Sciezke wzrostu liczby pracujacych (3) okazuje sie, ze:

(i) L(0)=e " =1.

(i) lim L(z)=0.
t—>+o0

(i) L(t) = A(t)eA(’), azatem: sgn L(t) =sgn [\(t). Co wiecej, poniewaz A(t) = 27{1 - ;),
wiec w przedziale (0;T) L(t)> 0, za$ V1 e (T';+00)L(t) < 0.

(iv) Ponadto: L(T) = e".

.....

ro$nie w przedziale czasu (0;7) od 1 do "7, by nastepnie spadaé¢ do 0. A zatem T jest
momentem, w ktorym liczba pracujacych na gaussowskiej $ciezce wzrostu (3) osigga
swa maksymalng wartosc.

Oznaczmy przez m > 1 maksymalng liczbe¢ pracujacych na $ciezce wzrostu (3).
Woweczas zachodzi rownos¢:

Inm
T=—-: (6)
n

W prowadzonych dalej rozwazaniach analizowali bedziemy $ciezke wzrostu (3) zakta-
dajac, ze zachodzi rownanie (6).

Zauwazmy réwniez, ze na $ciezce wzrostu liczby pracujacych (3) stope wzrostu
owej zmiennej makroekonomicznej mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

Alt)= L) _ At)= Zn(l —;j

co wraz z rownaniem (6) daje:

At)=Al)= 2n(1 - ’”) 7)

Inm

Z rownania (7) wynika co nastepuje. Po pierwsze, w momencie ¢ = 0 stopa wzrostu
T Inm

liczby pracujacych A réwna jest 2n. Po drugie, w momencie 3 = ™ stopa ta wynosi 7.
n

Po trzecie, w momencie ¢ = T spada do 0, by nastgpnie male¢ do -co.
Sciezki wzrostu liczby pracujacych opisane przez rdwnania (1-3) przy
m=e~= 27182818 i n = 0,01, zilustrowano na rysunku 1.
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Rysunek 1. Standardowa, logistyczna oraz gaussowska $ciezka wzrostu liczby
pracujacych przy m = e oraz n = 0,01
Zrodto: obliczenia wiasne.

3. ANALITYCZNE ROZWIAZANIA MODELU

Przejdzmy teraz do modelu Solowa z funkcja produkceji Cobba-Douglasa. Zatozenia
tego modelu mozna zapisa¢ przy pomocy trzech nastepujacych rownan:
I. Proces produkcyjny opisuje funkcja produkcji Cobba-Douglasa dana wzorem®:

Y(e)= (K ()" (L)), (8)

gdzie a e (0;1). Y(¢) w funkcji produkeji (8) oznacza wielkos¢ wytworzonego produktu,
K(f) — naktady kapitatu (rzeczowego), zas a jest elastycznoscig produktu wzgledem
naktadow kapitatu rzeczowego.

II. Akumulacj¢ kapitalu opisuje nastepujace rownanie rézniczkowe:

K(t)=sY(t)- K(2), ©)

przy czym s,0 € (0;1). s oznacza stope oszczednosci/inwestycji, o za§ — stope depre-
cjacji kapitatu.
I1I. Sciezke wzrostu liczby pracujacych opisuje rownanie (1), (2) lub (3).
Oznaczmy teraz przez k(t) = K(¢)/L() techniczne uzbrojenie pracy, natomiast przez
w(t) = Y(t)/L(t) — wydajnos¢ pracy. Wowczas z rownan (8-9) wyprowadzi¢ mozna
rownanie Solowa postaci:

8 Oryginalna funkcja produkcji Cobba-Douglasa opisana jest wzorem:

Y = AK“L'™%, gdzie A > 0 oznacza laczng produkcyjnos¢ czynnikéw produkeji. Zaktadamy jednak, ze
Yi K (wyrazone w jednostkach pieni¢znych w pewnych cenach statych) zdeflowane sa tak, ze w momencie
t=0 Y 1K (podobnie jak L) réwne sa 1 i wowczas 4 = 1.
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k(t)=s(k(e))" —0(e)k(2), (10)
gdzie funkcja:
0(t)=6+ Alt)
opisuje $ciezke wzrostu stopy ubytku kapitatu na pracujacego, zas funkcje A(¢) wyni-
kajg z rownan (1), (2) lub (3).
Roéwnanie rozniczkowe (10) jest (matematycznie rzecz biorgc) rownaniem rdznicz-

kowym Bernoulliego. Szukajac nietrywialnej catki owego réwnania rézniczkowego’
mozemy je stronami przemnozy¢ przez k~* > 0, co daje:

(k(0))k(t)= s = O Ne(e)) ™ (11)

Wezmy teraz podstawienie Bernoulliego postaci:

q(t)= (k)] = ﬂ=(k(t))’“1€(t), (12)

l-a

co powoduje, ze nieliniowe rownanie rézniczkowe (11) sprowadzamy do réwnania
liniowego niejednorodnego danego wzorem:

4()=(1-a)s - (1-a)o(t)g ). (13)

Zapiszmy catke ¢(#) rownania (13) jako:

qt)=e " (1), (14)

gdzie g,(¢) jest nieznang catkg uzupetniajacag. Wowczas:
4(1)=~(1-a)ole)e "N g, )+ eI NNG, (). (15)
Wstawiajac podstawienia (14) i (15) do réwnania rézniczkowego (13) uzyskujemy:
d,0)= (1 kel 170,
co powoduje, ze:

q,(t)= (l—a)sj elmalietd gy (16)

 Réwnanie rozniczkowe (10) posiada réwniez rozwigzanie trywialne k(¢) = 0 dla kazdego ¢ € [0;+00).
Jednak rozwigzanie to bedzie dalej pomijane z dwoch przyczyn. Po pierwsze, jest ono sprzeczne z warun-
kiem k(0) = 1. Po drugie, jest niecickawe tak z matematycznego, jak i ekonomicznego punktu widzenia.
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Liczac catki (16) i (14), przy danej funkcji 6(¢), mozna znalez¢ catke k(f) rbwnania
Solowa (10). Calka ta wyznaczala bedzie $Sciezke wzrostu technicznego uzbrojenia
pracy. Stad za$ oraz z faktu, iz z funkcji produkeji (8) wyprowadzi¢ mozna funkcje
wydajno$ci pracy postaci:

y(t)= k() (17)

wynika, ze znajgc $ciezke wzrostu technicznego uzbrojenia pracy k(f) poznamy takze
sciezke wzrostu wydajnosci pracy y(z).

Calek (16) i (14) poszukiwaé bedziemy przy standardowej, logistycznej 1 gaus-
sowskiej $ciezce wzrostu liczby pracujacych.

Przy standardowej $ciezce wzrostu liczby pracujacych (1) nietrywialna catka row-
nania rézniczkowego (10) dana jest wzorem (por. np. Tokarski, 2011, rozdziat 7):

1

s s oy |4
k(t)= +1- mafoenk 18
() (§+n [ 5+nje (1%

Rownanie (18) wyznacza $ciezke wzrostu technicznego uzbrojenia pracy przy Sciezce
wzrostu liczby pracujacych okreslonej przez réwnanie (1). Wstawiajac to roOwnanie
do funkcji wydajnosci pracy (17) dochodzimy do wniosku, iz $ciezke wzrostu owej
zmiennej makroekonomicznej opisuje rownanie:

s s o
t)= +|1- ~(-a)n) . 19
y( ) (5+ n ( o+ nje (19

Sciezki wzrostu (18) i (19) s3 jawnymi funkcjami elementarnymi. Zatem tatwo poka-
za¢, ze przy s > 6 + n (s < 6 + n) w kazdym nieujemnym momencie ¢ pochodne k()

i y(t) sa dodatnie (ujemne), natomiast przy s = + n k(t)= y(¢)=0. Co wigcej, w kaz-
1

o+n
Plyng stad dwa nastepujace wnioski. Po pierwsze, jezeli s > 0 + n (s < 0 + n), to
zaré6wno techniczne uzbrojenie pracy k, jak 1 wydajno$¢ pracy y ros$nie (maleje) od 1
1 a

do ( WH oraz ( Wlia. Po drugie, przy s = 6 + n w kazdym nieujemnym
\o+n) \o0+n)

momencie ¢ owe zmienne makroekonomiczne przyjmuja warto$¢ rowng 1.
Jesli wezmiemy logistyczng $ciezke wzrostu liczby pracujacych (2), to funkcje
6(f) mozna zapisa¢ nastepujaco:

dym ze wspomnianych przypadkéw lim k(t)= (—5s ]Ia oraz lim y(t) :( 5 jla.
t—+0 +n i

o 2n(m-1)e"
0t)=o+ ™ (20)
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co powoduje, ze jedna z catek powyzszego rownania mozna zapisaé wzorem:

[o(eyir = 501+ (m-1)e™"). Q1)

Wstawiajac rownanie (21) do zwigzku (14) mamy:

q(t)=(leaqd (¢)- (22)

Natomiast ze zwigzkow (16) i (21) otrzymujemy:

e(l—a)&z
q,\t)=\1-a)s — (23)
d() ( )'[(1+(m_1)eznt)l
Dokonujac podstawienia:
u=e'" = du=e'dt (24)

(1 a)ot

el T

u(l—a)b‘fl u(l—a)b‘ ( (1 — a)5 (1 a)5 -2n )
d — 2F1 _ ’1 — 1 C 25
J‘(1+(m—1)uz" )HZ ! (1-a)s 2n . B A

dt mozemy sprowadzi¢ do catki'”

catke I

gdzie 2Fl(a,b;c;z) jest funkcja hipergeometryczng Gaussa'!, za§ C € R — stalg catko-
wania. Ze zwiazkow (24-25) mamy:

(1 a)s-1

1+ (m— 1))

""" Funkcja hipergeometryczna zFl(a,b; c;z) jest nieelementarng funkcja bedaca rozwigzaniem naste-
pujacego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu:

d*w dw
z(lfz) P +(cf(a+b+l)z)z = abw(z),

gdzie a, b sa dowolnymi statymi rzeczywistymi, za$ ¢ # 0. Funkcj¢ t¢ mozna zapisa¢ wzorem:

10 Catke I du policzono korzystajac z programu Mathematica.

2E(a,b;c;z)z 1+Zynz",

n=1

[ﬁ(w-lﬂ[ﬁww—n}

J=1 J=1

przy: v, = -
n![H(c+j—l)J

J=1
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(1-a)ot

(1-a)a (l - )5 2n— (1 - )5
e e a a
d = L F - 1 o . 1 —2nt C ,
'[ (1 + (m —1)e " )1"“ ' (1 - a)5 : 1( 2n ’ 2n ’ ( )e j

co wraz z zaleznos$cia (23) daje:

qd(t) — Se(l—zz)&,2F{(_ (1 - 0!)5 l—a; 2n— (1 — 0!)5 ;_(m _ l)e—Zntj + C(l _ a)s.
o 2n 2n

Wstawiajac za$ powyzsza catke do réwnania (22) otrzymujemy:

2n 2n

(- a)s(lea |

g()= %(1+(m 1) )""‘-2141(— (-a)p_,2n-(1-a) ;—(m—l)e'z”’j+

5t
e

co, po uwzglednieniu podstawienia Bernoulliego (12), daje'?:

2n 2n

k()= B (1+(m-1)>") ., F, (_(1—05)5,1 _a;z”’—(lw;_(m_l)ezmj .

1

+C(1—a)s[1+(m_.l)e_2mJ N (26)

e ot

a to, wraz z funkcja wydajnosci pracy y(¢)= (k())”, prowadzi do réwnosci:

2n 2

0= Sl R 2D,

+C(1- a)s[H(m_&l)e%J o 27)
e

Wrhasciwosci matematyczne owej funkcji scharakteryzowane sa np. w pracach Korn, Korn (1983, s. 269
i dalsze) lub Cattani (2006). Natomiast jej wykorzystanie w modelowaniu procesow wzrostu gospodarczego
na gruncie tzw. modelu Lucasa-Uzawy znajduje si¢ w opracowaniach Boucekkine, Ruiz-Tamarit (2004,
2008) i Zawadzkiego (2015), na gruncie modelu Solowa w pracy Guerriniego (2006) lub na gruncie
modelu Mankiwa, Romera, Weila w opracowaniu Krawca, Szydlowskiego (2002).

12 Stata catkowania C w rownaniach (26) i (27) dobrana bedzie w prezentowanych dalej symulacjach
numerycznych tak, by speliony byl warunek 4(0) = »(0) = 1.
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Zwiazki (26) i (27) wyznaczaja sciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy i wydaj-
nosci pracy z logistyczna funkcja liczby pracujacych (2). Sciezki te sa funkcjami
nieelementarnymi i z tego wzgledu ich ksztalt analizowany bedzie w czgéci opisujacej
wyniki symulacji numerycznych.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze przy t — +o funkcja hipergeometryczna:

zF](— (1—2a)5 I 2n—(1-a)s ;—(m—l)e*”’jﬁzlﬁ(— (1-a)s I 2n—(1—05)5;0j _1,
n 2n 2n 2n

1

1 —>+00

co powoduje, ze — zgodnie z rdéwnaniami (26—27) — zachodzi: k(t) - (Sjl_a oraz
1

y(t) - (%J]a. Wielkosci (gj]a i (%Ta wyznaczaja (odpowiednio) dtugookre-
sowe techniczne uzbrojenie pracy oraz wydajno$¢ pracy w modelu Solowa ze $ciezka

wzrostu liczby pracujacych okreslong przez funkcje¢ logistyczng (2). Poniewaz
1

1 a a
s |- s e s\« s e ) L. ) ..
— > oraz | — > , zatem wielkosci te sg wyzsze, niz
1) o+n o o+n

w analogicznym, oryginalnym modelu Solowa (z funkcja produkcji Cobba-Douglasa).
Przy gaussowskiej Sciezce wzrostu liczby pracujacych (3) $ciezke wzrostu ubytku
kapitatu na pracujacego okresla rownanie:

0(t)=5+Alt)= 5+2n—27nl,
co powoduje, ze jedng z catek JH(t)dt mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

[o()ar = [(5+2n)—;tjt. (28)

Stad za$ oraz z rownania (14) ptynie wniosek, iz w rozwazanym tu przypadku zachodzi:

q(t):exp(_(l_a)((mzn)_;t})qd (0). 29)

Natomiast catke g,(f) dang réwnaniem (16), po uwzglednieniu zwigzku (28), mozna
zapisa¢ wzorem:

0,(0)=(1-a)s jexp[[(a v on)- ;tﬂm = (- a)sGl0). (30)

Zapiszmy catke G(f)= J exp“(é‘ + 2n)—;tjt}dt z rownania (30) jako:
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Glr)= [ explar —br* Jir = | exp{— (\/Zt - 235) + ledt,

gdzie:a=0+2n>0orazb=n/T>0, lub:

<;@)::exp(ZZJjexp[_[\ﬁn-2ik)j2]av.

Dokonujac podstawienia:

a
Ut+——

h e b du
u(t)= bt 2\/B:n() 7 =dt 7

catke G(f) mozemy zapisa¢ wzorem:

co powoduje, ze:
J;exp[f]
() =—— 22 o)+
2Jb ’

gdzie erflu) jest funkcjg bledu Gaussa'3, za§ C € R — stalg catkowania, lub:

J;expm

4b a
G(t)= mey(ﬁt—m}c,

co (po uwzglednieniu podstawien a = ¢ + 2n oraz n = T / n) daje:

13 Funkcja ta okreslona jest nastepujagcym wzorem: erf(z - dv. Funkcja blgdu Gaussa

)=
N
charakteryzuje si¢ m.in. nastepujacymi wiasciwosciami (za Opyrchat, 2014 oraz https://www.wolfram

alpha.com/):

() erf(-2) = —erf(2),

(i) erf(0) =0,

(i) lim erf(z)=1,
Z—>+0

derf (z

¥4

~—

(iv) VzeR >0,

2 2
(v) Vz<0 d er];(z) >0 oraz Vz>0 d erj:(z) <0.
dz dz
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\/;exp[(é‘ +42:)2T] e
G(t)= N erf(\/%t—;T/_’;]w. 31)

Wstawiajac za$ caltke (31) do réwnania (30) mamy:

s ex (5+2")2TJ
g (r):(1 b p( ) oy let—‘5+2” Cl-a)s.  (32)
‘ 2nIT T 2Jn/T '

Po wstawieniu rownania (32) do zwiazku (29) dochodzimy do zaleznosci:

Calsdrexp 62T
(1 )\/7 p( 4n Jerf \/;t— 0+2n +C(1—0!)S
2Nn/T T 24nl/T

exp{(l - a)((cf +2n)- ? tH 7

co, po uwzglednieniu podstawienia Bernoulliego k(t): (q(t))ﬁ i funkcji wydajnosci
pracy (1) = (k(¢))", daje':

q(t)=

1
1-a

v ex (5+2")2TJ
(-a)oim ;{ o [ s o
24n/T T 24nlT
ko) (33)

epr(5 +2n)— % t]t}

e GF20)T
(el p( . Lf o)
24n/T T 24n/T

exp{a((& +2n)— % t]t}

14 Réwniez w rownaniach (33) i (34) statg catkowania C dobrano w symulacjach numerycznych
tak, by zachodzit warunek £(0) = y(0) = 1.

oraz:

B

()=

(34
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Roéwnania (33) i (34) wyznaczajg Sciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy
i wydajnosci pracy w modelu Solowa z gaussowska $ciezka wzrostu liczby pracu-
jacych. Poniewaz funkcja bledu Gaussa jest funkcja nieelementarng, zatem rowniez
rownania te opisujg funkcje nieelementarne. Mozna jednak zauwazy¢, ze przy ¢t — +oo

n Oo+2n n .
erf| .| —t—-———=|—1 a ex S+2n)——t |t |—= 0", co powoduje, ze wowczas
f[VT 2«/n/TJ p((( ) r N ’ :

k(£) = +o0 i y(t) = +oo.

4. KALIBRACJA PARAMETROW MODELU I SYMULACJE NUMERYCZNE

Podobnie jak w pracach Filipowicz, Tokarskiego (2015) oraz Filipowicz i inni
(2015) autorzy skalibrowali parametr a na takim poziomie, by przy relacji technicz-
nego uzbrojenia pracy w dwoch gospodarkach réwnej 5 stosunek wydajnosci pracy
wynosit 3. Wowczas przy funkcji wydajnoéci pracy (17) mamy'>:

_In(y/ps) 103 ceret.

In(k,/k,) In5

Ponadto arbitralnie przyjeto, ze 6 = 0,07, n = 0,01 oraz m = e. Woéwczas moment T

przy logistycznej $ciezce wzrostu rowny jest T :M ~ 27,066, za$ przy gaus-
sowskiej $ciezce wzrostu T = 1n_e1 =100. Stope inwestycji zmieniano co 10 punktow

procentowych od 10% do 40%. 10% stopy inwestycji nazywane beda dalej niskimi
stopami inwestycji, 20% — $rednimi, 30% — wysokimi, 40% za§ — bardzo wysokimi
stopami inwestycji.

W tabeli 1 zestawiono symulacje wydajnosci pracy w czterech wyroéznionych
wariantach stop inwestycji przy zalozeniu standardowej ()), logistycznej (,) oraz
gaussowskiej (y3) trajektorii liczby pracujacych. We wszystkich wariantach symu-
lacyjnych przyjeto, iz w momencie ¢ = 0 techniczne uzbrojenie pracy i wydajnos¢
pracy sa rowne 1.

Natomiast na rysunkach 2—5 przedstawiono trajektorie odpowiednich wydajnos$ci
pracy przy 10%, 20%, 30% i 40% stopie inwestycji'®.

15" Gdyby (zgodnie z dekompozycja Solowa, 1957) przyjaé, ze a = /3, to przy ki/k, = 5 otrzymuje sie:
k L . .
BT k—l =35~ 1,70998, co wydaje si¢ wielkoscig mocno niedoszacowana.
Y2 2

16 Ksztalt $ciezek wzrostu technicznego uzbrojenia pracy jest bardzo zblizony do ksztattu $ciezek
wzrostu wydajnosci pracy.
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Tabela 1.

Symulacje wydajnos¢ pracy przy standardowej (y), logistycznej (y,) oraz gaussowskiej (y;) trajektorii
liczby pracujacych i przy 6 = 0,07, n = 0,01, a = 0,68261 i m = e

Stopa inwestycji s (%)
Rok ¢ 10 20 30 40
M1 Y2 V3 Y1 Y2 V3 M1 Y2 V3 Y1 Y2 V3
10 | 1,124 | 1,110 | 1,067 | 1,866 | 1,845 | 1,779 | 2,810| 2,781 | 2,689 | 3,963 | 3,924 | 3,802
20 | 1,226 | 1,207 | 1,132 | 2,738 | 2,701 | 2,555| 4,908 | 4,846| 4,0606| 7,762| 7,672| 7,311
50 | 1,428 | 1,437 | 1,331 | 4,825 | 4,866 | 4,558 (10,451 (10,548 | 9,924 | 18,431 | 18,609 | 17,551
75 | 1,514 | 1,587 | 1,512 | 5,868 | 6,151 | 5,907 | 13,385 | 14,030 | 13,514 | 24,258 | 25,425 | 24,528
100 | 1,562 | 1,716 | 1,721 | 6,463 | 7,090 | 7,147 | 15,093 | 16,548 | 16,708 | 27,686 | 30,345 | 30,664
150 | 1,601 | 1,912 | 2,262 | 6,970 | 8,310 | 9,841 16,565 19,732 |23,372|30,655|36,503 | 43,240
200 | 1,612 | 2,033 | 3,065 | 7,117 | 8,969 | 13,501 |16,990|21,399|32,215|31,516|39,682|59,738
+oo | 1,616 | 2,153 | +oo | 7,175 | 9,562 | +oo |17,161(22,870| +oo |31,860(42,459| +oo

Zréodlo: obliczenia wlasne.

Z prezentowanych wynikéw symulacji numerycznych mozna wyciggnaé¢ naste-
pujace wnioski:

— Jesli zalozy si¢, ze pewna gospodarka cechuje si¢ niska stopa inwestycji (na

poziomie 10%) oraz liczba pracujacych rosngcg wyktadniczo, to dlugookresowa
wydajno$¢ pracy w tej gospodarce (czyli wydajnos¢ pracy przy ¢ — +o) bedzie
wyzsza o niewiele ponad 60%, niz w momencie poczatkowym (¢ = 0). Jezeli
za§ przyjmiemy, ze liczba pracujacych bedzie rosng¢ do asymptoty réownej e,
to wydajno$¢ pracy ustabilizuje si¢ na poziomie o ponad 110% wyzszym, niz
w momencie ¢ = 0. Z kolei przyjmujac gaussowska trajektori¢ liczby pracujacych
okazuje sie, ze juz po 100 latach wydajnos¢ pracy bedzie o ponad 70% wyzsza
niz w momencie ¢ = 0, a po 150 latach o ponad 120% wyzsza niz w momencie
poczatkowym (por. rysunek 2).

Przyjmujac za$, ze gospodarka cechuje si¢ $rednimi stopami inwestycji oraz ze
w momencie poczatkowym cechowata si¢ wydajnoscig pracy réwna 1, wow-
czas w dlugim okresie w przypadku standardowej trajektorii liczby pracujacych
wydajnos$¢ pracy ustabilizuje si¢ na poziomie 7,175, a w przypadku trajektorii
logistycznej na poziomie 9,562. W trzecim wariancie zmian liczby pracujacych
(gaussowskim), wydajnos¢ pracy juz po 100 latach osiggnie poziom 7,147, po 150
latach 9,841, a po 200 latach 13,501 i dalej bedzie rosna¢ do +oo (por. rysunek 3).
Rozwazajac wariant z wysokimi stopami inwestycji, w 200-letnim horyzoncie
czasowym wydajnos¢ pracy zwigkszy sie do poziomu 16,990 (przy standardowe;j
trajektorii liczby pracujacych), do poziomu 21,399 (przy logistycznej trajektorii)
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oraz do poziomu 32,215 (przy gaussowskiej trajektorii). Ponadto zaktadajac, iz
liczba pracujacych bedzie zmieniac¢ si¢ zgodnie z gaussowska trajektorig, po 150
latach wydajnos$¢ pracy bedzie wynosi¢ 23,372 i tym samym bedzie wyzsza niz
dtugookresowe wartosci omawianej zmiennej makroekonomicznej dla standardo-

wej oraz logistycznej Sciezki wzrostu.

Zaktadajac zas, ze gospodarka bedzie cechowac si¢ bardzo wysokimi stopami

inwestycji, dochodzimy do wniosku, ze wydajno$¢ pracy ustabilizuje si¢ wowczas
na poziomie 31,860 dla standardowej $ciezki wzrostu liczby pracujacych oraz
na poziomie 42,492 dla $ciezki logistycznej. Przy gaussowskiej trajektorii liczby
pracujacych juz po 100 latach poziom wydajnosci pracy bedzie wynosit 30,664,

a po 150 latach 43,240 i dalej bedzie si¢ zwigkszat do +oo (por. rysunek 5).

35 T T T T T
====s standardowa
logistyczna
— gaussowska
Y e
3 T —
2 g ;;;;;;;;;;}*—*—1—"“—*1
T -
- - P ssasassmEssEEssEsReEsEERasESEEEssEEEEsEEEmEssERER
D P S b o CETEL L Ll _
u= ===
s
== 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Rysunek 2. Sciezki wzrostu wydajnosci pracy przy standardowe;j, logistycznej
oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 10%
Zrodto: obliczenia wiasne.
14 T
------ standardowa
== == = [0gistyczna
12| mmmmm—gaussoWwska f — — — - - - - - - - — — — — — — — — - - - - - - - - -~ —

0 | | | | |

0 20 40 60 80 100 1‘20 11‘10 1(‘30 1‘80 200
Rysunek 3. Sciezki wzrostu wydajnosci pracy przy standardowej, logistycznej
oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 20%

Zrodho: obliczenia wiasne.
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i
----- standardowa I I I I I
== == = |0gistyczna | | | | |
30 || mem— gaussowska [ — — + — — — — — + - + - - == 4= T e el el - —

Rysunek 4. Sciezki wzrostu wydajnoéci pracy przy standardowej, logistycznej

oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 30%

Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Rysunek 5. Sciezki wzrostu wydajnoéci pracy przy standardowej, logistycznej
oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 40%

Zrodlo: obliczenia wiasne.

5. PODSUMOWANIE

Prowadzone w pracy rozwazania mozna podsumowa¢ nastepujaco:

(i) W oryginalnym modelu wzrostu Solowa zaktada si¢ m.in., ze liczba pracujacych
ro$nie wedtug statej stopy wzrostu. W prezentowanych w pracy rozwazaniach
zaktada si¢ za$, ze liczba pracujacych zmienia si¢ po trajektorii okreslonej przez
funkcje logistyczng Iub funkcje przypominajaca ksztattem funkcje gestosci roz-
ktadu normalnego Gaussa.

(i) Przy logistycznej §ciezce wzrostu liczby pracujacych trajektorie technicznego
uzbrojenia pracy i wydajnosci pracy okreslone sa przez pewne funkcje ztozone
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z funkcja hipergeometryczna Gaussa, natomiast przy gaussowskiej §ciezce wzro-
stu liczby pracujacych — przez funkcje ztozone z funkcja btedu Gaussa.

(iii) W prowadzonych w pracy symulacjach numerycznych elastyczno$¢ produkeji
wzgledem naktadow kapitatu skalibrowano na poziomie rownym 0,68216, za$
stopy inwestycji zmieniano co 10 punktow procentowych od 10% do 40%.

(iv) We wszystkich czterech wariantach stop inwestycji, przy standardowej oraz
logistycznej trajektorii liczby pracujacych, wydajno$¢ pracy rosnie do pewnej
asymptoty, przy czym asymptota ta jest polozona wyzej dla funkcji logistycz-
nej. Natomiast przy gaussowskiej Sciezce wzrostu liczby pracujacych wydajnosé
pracy rosnie do +oo. Ponadto dynamika wydajnos$ci pracy przy standardowej oraz
logistycznej trajektorii liczby pracujacych przez poczatkowe 50 lat jest bardzo
zblizona. Nastgpnie wystepuje znaczne spowolnienie tempa wzrostu wydajnosci
pracy w modelu ze standardowg trajektorig liczby pracujacych. Z kolei wydajnos¢
kowo jest nizsza niz w przypadku pozostalych dwoch $ciezek, jednak po 75
latach dogania poziom wydajno$ci pracy przy standardowej $ciezce, a po 100
latach zaczyna przewyzszaé takze poziom wydajnosci pracy przy logistycznej
trajektorii liczby pracujacych.

(v) Roéznice w przyjetych zatozeniach o stopach inwestycji prowadza do bardzo istot-
nych réznic w poziomie wydajno$ci pracy niezaleznie od rozwazanej $ciezki wzro-
stu liczby pracujacych. Przyjecie stopy inwestycji kolejno na poziomie 10%, 20%,
30% i 40% pozwoli oczekiwaé zwigkszenia wydajnosci pracy z | w momencie
t =0 do kolejno 1,562—-1,721, 6,463-7,147, 15,093-16,708, oraz 27,686—-30,664
w 100-letnim horyzoncie czasowym. Jest to zgodne z odpowiednim wnioskiem
wynikajagcym z oryginalnego modelu Solowa, z ta r6znica, ze przy gaussow-
skiej $ciezce wzrostu liczby pracujacych rownanie Solowa nie ma nietrywialnego
punktu stacjonarnego, zas wydajnos¢ pracy rosnie do +oo.
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SCIEZKI WZROSTU W MODELU SOLOWA
PRZY ALTERNATYWNYCH TRAJEKTORIACH LICZBY PRACUJACYCH

Streszczenie

Celem prezentowanego opracowania jest analiza porownawcza ksztaltowania si¢ $ciezek wzrostu
podstawowych zmiennych makroekonomicznych (wydajnosci pracy i technicznego uzbrojenia pracy)
w modelu wzrostu Solowa przy 3 alternatywnych zatozeniach dotyczacych trajektorii liczby pracujacych.
Trajektoriami tymi sg trajektoria standardowa (tj. rosngca wyktadniczo liczba pracujacych), trajektoria
logistyczna (na ktdrej liczba pracujacych rosnie do pewnej asymptoty) oraz tzw. trajektoria gaussowska
(na ktorej liczba pracujacych przypomina ksztaltem funkcje¢ gestosci rozktadu normalnego Gaussa).

Uzyskane, niestandardowe Sciezki wzrostu owych zmiennych makroekonomicznych okre$lone sa
przez pewne funkcje ztozone m.in. z funkcja hipergeometrycznga i funkcja bledu Gaussa (nalezace
do tzw. funkcji specjalnych Gaussa). Co wigcej, na wyznaczonych przez autoréow Sciezkach wzrostu
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wydajno$¢ pracy i techniczne uzbrojenie pracy przy logistycznej $ciezce wzrostu rosng do asymptoty
wyzej potozonej, niz w oryginalnym modelu Solowa, za$ przy gaussowskiej $ciezce wzrostu liczby
pracujacych wydajno$¢ pracy oraz techniczne uzbrojenie pracy rosng do nieskonczonosci.

Stowa kluczowe: stopa wzrostu liczby pracujacych, réwnowaga modelu Solowa, funkcje spe-
cjalne Gaussa

GROWTH PATHS IN THE SOLOW MODEL
WITH ALTERNATIVE TRAJECTORIES OF THE NUMBER OF WORKERS

Abstract

The aim of the study is a comparative analysis of growth paths of basic macroeconomic variables
(labor productivity and capital labor ratio) in the Solow growth model with three alternative assumptions
about the trajectory of the number of workers. There are standard trajectory (the number of workers
increasing exponentially), logistics trajectory (the number of workers is growing to the certain asymptote)
and so-called Gaussian trajectory (the number of workers is similar to the density function of Gaussian
distribution).

In the result, nonstandard growth paths of macroeconomic variables are defined by certain functions
compose with hypergeometric function and Gauss error function (so called Gaussian special functions).
Moreover, labor productivity and capital labor ratio for logistic trajectory is growing to asymptote, which
is located higher than in the original Solow model. The labor productivity and capital labor ratio for
Gaussian trajectory of the number of workers increase to infinity.

Keywords: growth rate of the number of workers, equilibrium of Solow model, Gaussian
special functions
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PRAWO OKUNA NA REGIONALNYCH RYNKACH PRACY W POLSCE?

1. WPROWADZENIE

Bezrobocie jest jednym z najwazniejszych probleméw ekonomicznych Polski.
Wysokie bezrobocie w Polsce pojawito si¢ po roku 1990, w okresie transformacji
gospodarczej 1 w duzej mierze bylo konsekwencja zmian strukturalnych w gospodarce
(deindustrializacji 1 likwidacji panstwowych gospodarstw rolnych) oraz przeksztatcenia
istniejacego wezesniej bezrobocia ukrytego (nadmiernego zatrudnienia w przedsigbior-
stwach) w bezrobocie jawne.

Przyczyny utrzymywania si¢ wysokiego poziomu bezrobocia analizowano m.in.
w artykule (Gora, 2005). Oprdcz przyczyn instytucjonalnych i spotecznych, takich jak
niska aktywnos¢ zawodowa spoteczenstwa, ochrona zatrudnienia, czy mata efektyw-
no$¢ posrednictwa pracy, wskazano réwniez na zwigzek bezrobocia z fluktuacjami
wzrostu gospodarczego, czyli na zaleznos¢, ktorg w literaturze ekonomicznej okresla
si¢ jako ,,prawo Okuna”.

Drugim faktem zwigzanym z bezrobociem z Polsce jest jego duze zrdéznicowanie
przestrzenne. Obok regionéw o bardzo wysokiej stopie bezrobocia, istniejg obszary, na
ktoérych przez caly okres po transformacji stopa bezrobocia utrzymywata si¢ na niskim
poziomie. Analiz¢ zréznicowania przestrzennego bezrobocia mozna znalez¢ w artyku-
tach Kwiatkowski, Tokarski (2007) oraz Majchrowska i inni (2013). Autorzy wiaza
je z réznicami kulturowymi pomig¢dzy regionami Polski (wynikajgcymi z czynnikow
historycznych, takich jak przynalezno$¢ do roéznego zaboru), czynnikami historycz-
nymi oraz zréznicowaniem struktury produkcji w regionach w momencie transfor-
macji systemowej. Wskazujg tez na to, ze inny jest wplyw fluktuacji gospodarczych
na bezrobocie w regionach uprzemystowionych i regionach, w ktorych duza role
odgrywa rolnictwo.

W artykule probujemy odpowiedzie¢ na pytanie, jak fluktuacje gospodarcze wpty-
waja na bezrobocie w réznych regionach Polski oraz czy istniejag pewne grupy regio-
noéw (wojewodztw), w ktorych wplyw ten jest podobny. W szczegdlnosci interesuja
nas podobienstwa pomiedzy sasiadujacymi wojewodztwami, ktore — jak pokazano

' Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra

Ekonomii Matematycznej, al. Niepodleglosci 10, 61-875 Poznan, Polska, e-mail: p.kliber@ue.poznan.pl.
2 Autor chcialby podzickowaé dwu anonimowym recenzentom, ktérych uwagi znacznie przyczynity
si¢ do poprawy artykuhu.
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w Perman, Tavera (2005) — §wiadcza o istnieniu jednego rynku pracy dla tych woje-
wodztw 1 o podobienstwach strukturalnych lokalnych gospodarek.

Artykul sklada si¢ z pigciu czesci. Po wprowadzeniu przedstawiamy tematyke
prawa Okuna i metod jego badania. W czesci trzeciej przechodzimy do zagadnienia
estymacji wspotczynnikow Okuna w wymiarze regionalnym i przedstawiamy wyniki
uzyskane na podstawie danych rocznych. W czesci czwartej przedstawiamy wyniki
uzyskane na podstawie danych kwartalnych. Cze$¢ piata zawiera podsumowanie
1 wnioski.

2. PRAWO OKUNA I WSPOLCZYNNIKI OKUNA

Przedstawiona w artykule Okuna (1962) zalezno$¢ miedzy wzrostem PKB a bez-
robociem, okreslana za nazwiskiem odkrywcy prawem Okuna, jest jedng z najwaz-
niejszych i najlepiej potwierdzonych zalezno$ci empirycznych w ekonomii. W swoim
artykule Arthur Okun rozwazat metody szacowania potencjalnego PKB i zwigzku mig-
dzy bezrobociem a lukg PKB (r6znicg miedzy potencjalnym i rzeczywistym poziomem
produkcji). Przedstawit trzy metody pomiaru. Pierwsza z nich, metoda przyrostowa,
polegala na wyznaczeniu regresji zmian bezrobocia wzgledem stop wzrostu PKB.
Druga metoda, szacowania luki, polegata na probie szacowania luki PKB za pomoca
funkcji wyktadniczej. W trzeciej metodzie, trendu i elastycznosci, zaktadano, ze ela-
styczno$¢ relatywnej luki zatrudnienia sity roboczej (stosunku rzeczywistego poziomu
zatrudnienia do potencjalnego poziomu zatrudnienia) wzgledem relatywnej luki PKB
jest stala i mozna ja szacowa¢ metodami ekonometrycznymi. Wszystkie trzy metody
doprowadzity do tego samego wniosku: wzrost bezrobocia o kazdy punkt procentowy
powyzej naturalnego poziomu bezrobocia (wynoszacego 4%) prowadzi do wzrostu
luki PKB o 3%. Nalezy tez zauwazy¢, ze naturalny poziom bezrobocia (tj. 4%) nie
byt wyznaczany empirycznie, ale zostat przyjety na okre$§lonym poziomie, zgodnie
z konsensusem panujacym wowczas wsrod ekonomistow.

Dwie pierwsze z zastosowanych przez Arthura Okuna metod daty poczatek dalszym
badaniom i obecnie w literaturze mozna spotka¢ dwie postaci prawa Okuna, co — jak
zwrocili uwage np. Barreto, Howland (1993) — prowadzi niekiedy do nieporozumien
i niejasno$ci. W postaci przyrostowej (ang. differential form) prawo Okuna przedsta-
wia zalezno$¢ miedzy stopg wzrostu PKB a zmianami stopy bezrobocia. Zalezno$¢
te mozna przestawi¢ nastepujaco:

Au, =a - pAy, +¢, (1

gdzie 1, to stopa bezrobocia w okresie ¢, y, to logarytm PKB, a ¢, to zaklocenia losowe.
Parametr f nazywany jest wspotczynnikiem Okuna i informuje, jak zmiany w stopie
wzrostu PKB przektadaja si¢ na wzrost bezrobocia (doktadniej: o ile punktow pro-
centowych rosnie stopa bezrobocia, gdy stopa wzrostu PKB zmniejsza si¢ o 1 punkt
procentowy).
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Druga spotykana w literaturze posta¢ prawa Okuna, to posta¢ oparta na luce (ang.
gap form), wiazaca luk¢ PKB z luka zatrudnienia. Zaleznos¢ t¢ mozna przedstawic
nastepujaco:

0=a-py +e, )

gdzie u, to luka bezrobocia (réznica miedzy rzeczywista a naturalng stopa bezro-
bocia) w okresie £, a y, to (wyrazona logarytmicznie) luka PKB, tj. r6znica migdzy
logarytmem potencjalnego PKB i logarytmem rzeczywistego PKB. Parametr E jest
takze nazywany wspotczynnikiem Okuna, co moze rodzi¢ niejasnosci, poniewaz jego
interpretacja jest inna niz parametru S z postaci przyrostowej prawa Okuna. Prawo
Okuna w postaci opartej na luce ma intuicyjne uzasadnienie — w sytuacji, gdy sity
produkcyjne nie sa w pelni wykorzystane (istnieje bezrobocie), produkcja w gospo-
darce jest ponizej produkcji potencjalnej, ktora zostataby wytworzona przy pelnym
wykorzystaniu mocy produkcyjnych.

Od czasu poczatkowego artykutu Okuna (1962) w wielu badaniach sprawdzano
obowigzywanie prawa Okuna, stosujac zarowno postac przyrostows, jak i posta¢ oparta
na luce. Weryfikacje przeprowadzano dla ré6znych okresow i krajow oraz w oparciu
o dane kwartalne, jak i roczne. Artykut Ball i inni (2013) zawiera przeglad wynikow
tych badan, prowadzonych przez 50 lat, oraz zawiera wlasne obliczenia. Stwierdzono,
ze ,,[Prawo Okuna] nie jest tak uniwersalne, jak prawo grawitacji (ktére ma te same
parametry we wszystkich gospodarkach rozwinigtych), ale wedlug standardow makro-
ekonomii jest pewne i stabilne”. Uwaza si¢, ze prawo Okuna jest najlepiej potwier-
dzong empirycznie zalezno$cig makroekonomiczng.

Duzg cze$¢ literatury poswigcono sprawdzaniu stabilnosci wspotczynnikéw Okuna
w czasie. Mozna tu wskaza¢ prace Knoteka (2007) (gdzie estymowano wspotczynniki
stosujac okna regresji), Schnabla (2002), Owyanga, Sekhposyana (2012) (zawiera-
jaca m.in. interpretacje zmian wspotczynnikéw po kryzysie finansowym z 2008 r.)
1 Webera (1995) (gdzie pokazano duzg stabilno$¢ wspotczynnikow, nawet po zmianach
strukturalnych). Osobng grupe prac stanowia te, w ktorych sprawdzano obowigzy-
wanie prawa Okuna i warto$ci wspolczynnikow Okuna w réznych krajach. Mozna
tu wymieni¢ prace Harrisa, Silverstone’a (2001), Kaufmana (1988), Moosy (1997),
Sodgnera, Stiassny’ego (2002), Permana, Tavery (2005) (gdzie sprawdzano wspot-
czynniki Okuna w kontekscie konwergencji gospodarek UE), Leeego (2000), Lala
i inni (2010). Ogo6lny wniosek z tych badan jest nastepujacy: prawo Okuna wydaje si¢
obowigzywa¢ w wigkszosci z badanych gospodarek narodowych, ale wspotczynniki
Okuna w réznych krajach maja r6zne wartosci. Ball i inni (2013) pokazali, ze r6znic
w warto$ciach wspolezynnikow Okuna w réznych krajach nie mozna wyjasni¢ jedynie
roznicami ochrony prawnej zatrudnienia. Z kolei Perman, Tavera (2005) wykazali
istnienie ,,klubow” krajow Unii Europejskiej charakteryzujacych si¢ podobnymi war-
tosciami wspdlczynnikow Okuna, co ma $swiadczy¢ o podobienstwie rynkdéw pracy
i konwergencji gospodarczej w ramach tych , klubéw”.
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W artykutach Gordona, Clarka (1984) oraz Prachowny’ego (1993) przedstawiono
probe teoretycznego uzasadnienia prawa Okuna, przyjmujac odpowiedni model pro-
dukcji. Z kolei w pracach Hsinga (1991), Palleya (1993), Viréna (2001), Mayesa,
Viréna (2002) oraz Beatona (2010) zwrocono uwagg na to, ze zalezno$¢ migdzy wzro-
stem gospodarczym a bezrobociem moze by¢ nieliniowa. Przedstawiono nieliniowg
posta¢ prawa Okuna, a w szczegolnosci rozwazono sytuacje, gdy inna reakcja bez-
robocia na przyspieszenie tempa wzrostu r6zni si¢ od reakcji na jego spowolnienie.

Prawo Okuna stosowano rowniez do analizy rynku pracy. Na przyktad, w pracach
Hutengs, Stadtmann (2013) i Hutengs, Stadtmann (2014) oszacowano wspotczynniki
Okuna dla réznych grup wiekowych w grupie gospodarek strefy euro i gospodarek
Europy Wschodniej (w tym Polski). Jak si¢ okazato, wspotczynniki te sa znacznie
wyzsze w mtodszych grupach wiekowych, co pokazuje, ze mtodsi pracownicy sa
bardziej podatni na zmiany koniunktury (co stwierdza juz tytut drugiego z tych arty-
kutow: ,,Nie ufaj nikomu po trzydziestce”). Zmiany we wspotczynnikach Okuna po
kryzysie finansowym badali m.in. Burda, Hunt (2011) (gospodarka Niemiec), Cazes
i inni (2012) (gospodarki Stanow Zjednoczonych i Europy) i D’ Apice (2014) (gospo-
darki krajow Europy Wschodniej).

W tym artykule zajmujemy si¢ analizg rynkéw pracy wojewoddztw Polski za
pomoca wspotczynnikow Okuna. Probujemy ustali¢ wartosci tych wspotczynnikéw
oraz tzw. ,,naturalng stope wzrostu” (tj. stopge wzrostu PKB zapewniajaca stabilnosé¢
stopy bezrobocia) dla poszczegdlnych wojewodztw, uwzgledniajac mozliwos¢ wyste-
powania wspolnych dla pewnych grup wojewodztw szokow (zaburzen) na regional-
nych rynkach pracy. Nastepnie sprawdzamy, podobnie jak Perman, Tavera (2005),
czy wsrod polskich wojewddztw istniejg ,,kluby” charakteryzujace si¢ takimi samymi
wspotczynnikami Okuna, co §wiadczytoby o podobienstwach strukturalnych rynku
pracy w tych wojewodztwach.

3. PRAWO OKUNA W WYMIARZE REGIONALNYM

Cho¢ prawo Okuna formutuje si¢ i bada zazwyczaj dla gospodarek narodowych,
istnieje literatura, ktéra zajmuje si¢ tym prawem na poziomie regionalnym. Taka
analiza pozwala na badanie regionalnych rynkow pracy i na wykrywanie struktural-
nych podobienstw i rdznic pomigdzy regionami. Umozliwia to sformutowanie zale-
cen dotyczacych polityki zwalczania bezrobocia — w réznych regionach standardowe
metody ozywiania gospodarki, takie jak stymulacja popytu, mogg mie¢ rézne skutki
w zakresie zatrudnienia. Badania na poziomie regionalnym umozliwiajg tez wykrywa-
nie podobienstw strukturalnych migdzy regionami i wskazanie, gdzie mozna mowic
o ponadregionalnych rynkach pracy.

Badania na poziomie regionalnym prowadzono dla wigkszosci gospodarek rozwi-
nigtych. Pionierski byl artykut Freemana (2000), w ktérym rozpatrywano 6 regionéw
Stanow Zjednoczonych. Adanu (2005) badat regiony Kanady i wykryt r6znice warto$ci
wspolezynnikow Okuna zwigzane z uprzemystowieniem danego regionu. Podobne
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badania dla réznych krajow prowadzili Binet, Facchini (2013) (Francja) Apergis,
Rezitis (2003) oraz Christopaulos (2004) (Grecja), Villaverde, Maza (2007) oraz
Villaverde, Maza (2009) (Hiszpania), a takze Revoredo-Giha i inni (2012) (Szkocja).
Z badan tych wynikaja dwa ogdélne wnioski. Po pierwsze, prawo Okuna niekoniecznie
obowigzuje na poziomie regionalnym — we wszystkich badaniach istniaty regiony,
w ktorych nie udato sie wykry¢ ujemnej zaleznos$ci miedzy wzrostem a stopg bezro-
bocia. Mozliwym wyjasnieniem sa migracje pracownikow i bezrobotnych pomiedzy
regionami w sytuacji asymetrycznych szokow (spowolnienie wzrostu dotyka jedynie
konkretny region lub grupe regionow). Drugim wnioskiem jest istnienie znacznych
roznic w wartosci wspdtczynnikow Okuna pomigdzy regionami, przy czym regiony
uprzemystowione charakteryzuja si¢ na ogét wigkszymi wartosciami tych wspotczyn-
nikéw, podczas gdy w regionach, w ktorych wigkszg rolg gospodarcza odgrywa rol-
nictwo, warto$ci wspotczynnikow sg mniejsze. Jest to zwiazane z r6zng dynamika
produkcji i zatrudnienia w tych sektorach.

Badania prawa Okuna i wyznaczanie wspolczynnikoéw Okuna dla regionow
Polski moze mie¢ duze znaczenie dla analizy lokalnych rynkéw pracy i planowania
polityki gospodarczej. Istniejg regiony, w ktorych stopa bezrobocia w catym okresie
po transformacji pozostawata niska, gdy w innych czesciach kraju stopa bezrobo-
cia przez caly czas byla na wysokim poziomie. Rysunek 1 przedstawia przestrzenne
zrdznicowanie stopy bezrobocia w roku 1998 i roku 2011 mierzonego na podstawie
badan ankietowych BAEL. Jak mozna zauwazy¢, zréznicowanie przestrzenne bezro-
bocia w Polsce jest dla obu tych okreséw bardzo podobne. Z tego powodu zasadne
wydaje si¢ analizowanie wplywu wzrostu gospodarczego na bezrobocie na poziomie
wojewodztw.

W artykule Shevchuk (2010) przedstawiono badania dotyczace prawa Okuna dla
gospodarki Polski. Oszacowano wspotczynnik Okuna na podstawie obserwacji dla
wszystkich wojewodztw Polski, przy czym przyjeto, ze wspotczynnik ten jest staty
— nie rozwazono mozliwos$ci jego zréznicowania regionalnego. Zastosowano 0szaco-
wania zarOwno na podstawie postaci przyrostowej prawa Okuna, jak i na podstawie
postaci opartej na luce.

W artykule Kwiatkowski, Tokarski (2007) przeprowadzono kompleksowa analize
regionalnych stop bezrobocia w okresie od 1995 do 2005 roku. W artykule skupiono si¢
na zjawisku histerezy (dtugotrwalego utrzymywania si¢ bezrobocia) i badano wplyw
wzrostu PKB na to zjawisko.

W obu tych artykutach zastosowano regresj¢ klasyczng metodg najmniejszych kwa-
dratéw z wykorzystaniem obserwacji dla wszystkich wojewodztw. Nie podejmowano
w nich proby wyodrebniania grup podobnych regionéw — o takich samych wspot-
czynnikach Okuna. Przyj¢ta metoda nie pozwala rowniez na analizg sytuacji wyste-
powania zaktocen na rynku pracy dotykajgcych kilku wojewodztw (np. zamknigcie
duzego zaktadu pracy, w ktorym pracujg mieszkancy sasiadujacych ze soba regionow
lub zmian w sektorze produkcji, ktory odgrywa duzg role w kilku wojewddztwach).
W tym artykule chcemy uzupehni¢ t¢ analize.
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(a) Rok 1998

PM
(8,5%)

PL
(9.2%)

LD : 10
(9,3%)

(b) Rok 2011
Rysunek 1. Stopa bezrobocia w wojewddztwach Polski (na podstawie BAEL)
Zrédto: na podstawie Banku Danych Lokalnych GUS, http:/stat.gov.pl.

Analiz¢ bezrobocia na poziomie regionalnym w Polsce przeprowadzono réwniez
np. w artykule Majchrowska i inni (2013). Autorzy przeprowadzili badania dotyczace
poziomu i zmian bezrobocia oraz czynnikow, ktore na to wptywaja. Przeprowadzili tez
teoretyczng analize czynnikow wplywajacych na dynamike bezrobocia na lokalnych
rynkach pracy. Badania byly przeprowadzone na poziomie powiatéw i na podstawie
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danych rocznych. Jako miare produkcji w regionach przyjeto produkcje sprzedana
przemystu, z uwagi na brak danych na temat PKB na poziomie powiatow.

W artykule Kliber (2014) podjeto probg wyznaczenia wspotczynnikéw Okuna dla
wojewodztw Polski wykorzystujac dane roczne dotyczace PKB i stopy bezrobocia oraz
stosujac modele pozornie niezaleznych regresji (ang. seemingly unrelated regressions,
SUR), aby uwzgledni¢ wplyw zaktocen wspdlnych dla kilku regionéw. Z powodu braku
odpowiednio dhugich serii danych modele SUR szacowano dla grup sasiadujacych ze
sobg wojewodztw. Odpowiednie testy statystyczne potwierdzity istnienie wspolnych
szokow, co oznacza, ze wyniki uzyskane z modeli SUR s3 bardziej wiarygodne niz
wyniki z niezaleznych regresji.

Dodatkowo, podobnie jak w Perman, Tavera (2005), przeprowadzono procedure
majaca za zadanie wykrycie odpowiednich ,,.klubow” regionow, charakteryzujacych sig¢
takimi samymi wspotczynnikami Okuna. Ostatecznie wykryto dwa takie kluby: jeden
ztozony z wojewddztw zachodniej czegsci polski (wojewddztwa dolnoslaskie, lubuskie,
pomorskie, wielkopolskie i zachodniopomorskie) i drugi z regionéw z wschodniej
czesei kraju (wojewodztwa lubelskie, podlaskie i warminsko-mazurskie)?.

0,39
(3.8%)

0,46
(3,0%)

0,35
(3,6%)

0,18
(3,3%)

Rysunek 2. Wspotezynniki Okuna i naturalne stopy bezrobocia (na podstawie danych rocznych)

Zrodlo: obliczenia wiasne.

Wyniki oszacowan zostaly przedstawione na rysunku 2. Znajduja si¢ na nim war-
tosci wspoteczynnikow Okuna dla wszystkich wojewodztw oraz (w nawiasach) natu-

3 Testy statystyczne wykryly tez trzeci klub, regionéw potudniowych (wojewddztwa matopolskie,

podkarpackie, $laskie i $wigtokrzyskie), ale otrzymane wspotczynniki regresji byly nieistotne statystycznie,
a ich interpretacja ekonomiczna byla nieprawdopodobna.
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ralnych stop wzrostu, czyli stop wzrostu PKB, dla ktérych bezrobocie jest state. Dla
wojewodztw nalezacych do jednego ,.klubu” wartosci wspotczynnikéw Okuna zostaty
wyznaczone wspoélnie. Dla wojewddztw spoza ,.klubéw” wspotczynniki Okuna
zostalty wyznaczone za pomoca modeli SUR dla grupy sasiadujacych regionow.

4. WSPOLCZYNNIKI OKUNA DLA WOJEWODZTW POLSKI — DANE KWARTALNE

Jednym z gléwnym problemoéw zwiagzanych z szacowaniem wspotczynnikow
Okuna i analizg zaleznosci miedzy produkcja i bezrobociem w regionach Polski sg
krotkie szeregi czasowe. Nowy podzial administracyjny Polski zostal wprowadzony
z poczatkiem 1999 roku. Dane dotyczace PKB w nowym uktadzie wojewddztw sa
dostepne od roku 1998 roku, a najnowsze dane dotyczace wojewoddztw podawane sg ze
znacznym opoznieniem?. Sprawia to, ze nie mozna zastosowa¢ bardziej zaawansowa-
nych metod — np. nie sposoéb oszacowa¢ modelu SUR dla wszystkich wojewodztw,
ktory uwzgledniatby wspotzaleznoscei szokow w catej gospodarce. Liczba szacowanych
parametrow jest zbyt duza w pordwnaniu z liczbg obserwacji. Wspolne szoki (lub zabu-
rzenia) dla regiondw to zaktdcenia losowe na rynku pracy (lub wielkosci produkcji),
ktore dotykajag kilka sasiadujacych ze soba (lub wszystkich) regionow. Statystycznie
— sg to skorelowane ze soba zaktdcenia losowe w kilku wojewodztwach. Model SUR
pozwala na uwzglednienie takich korelacji i dzigki temu zapewnia estymatory o mniej-
szej wariancji. Praktycznie — sg to wydarzenia, ktore wptywajg na stope bezrobocia
calym kraju lub w kilku wojewodztwach. Hipotetycznym przyktadem mogloby by
by¢ zamkniecie jednego z centréw logistycznych Amazona — pracownicy sg do nich
dowazeni z odlegtos$ci nawet kilkuset kilometrow.

Dostepne s3 dane kwartalne dotyczgce bezrobocia w wojewodztwach Polski®, ale
dane na temat kwartalnego PKB w wojewddztwach nie sa publikowane. Nie mozna
wigc zastosowac podejscia z oryginalnego artykutu Okuna (1962), gdzie wspotczyn-
niki szacowano na podstawie danych kwartalnych. Zamiast danych na temat PKB
w wojewodztwach mozna zastosowac dane dotyczace produkcji sprzedanej przemystu
(ktore s publikowane dla wojewoddztw w ujeciu kwartalnym), ale takie podej$cie ma
wiele wad. Miara ta obejmuje jedynie produkcje¢ przemystowa w przedsigbiorstwach
zatrudniajacych co najmniej 10 oséb. Pomija zatem np. produkcje rolng i produkcje
w mniegjszych przedsiebiorstwach, ktorych sytuacja moze by¢ istotna dla regionalnego
rynku pracy. Dla dostatecznie dtugich szeregéow czasowych mozliwa jest dezagregacja
obserwacji (a wiec w naszym przypadku — podziat rocznego PKB na PKB kwartalne)

4 Problem szacowania niepublikowanych jeszcze wartosci regionalnego PKB w Polsce opisany byt

np. w Batog (2011).

5> Dane dotyczace regionalnych stop bezrobocia pochodza z badan ankietowych aktywnosci eko-
nomicznej ludnosci BAEL. Osobng kwestia jest to, jakie dane na temat stopy bezrobocia zastosowac:
bezrobocie rejestrowane, czy dane z BAEL. Kwestie pomiaru bezrobocia tymi obiema metodami sa
dyskutowane w artykule Jankukowicz (2010), gdzie wskazano wady i zalety obu metod.
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za pomocg modeli ARMAS. Jednak w rozwazanym przez nas przypadku dostepne
szeregi czasowe sg zbyt krotkie.

W przypadku PKB istniejg specjalistyczne metody dezagregacji danych na obser-
wacje o wickszej czgstotliwosci. Pipien i Roszkowska (2015a) podaja przeglad takich
metod. W tym samym artykule przeprowadzono oszacowania dotyczace kwartalnego
PKB w wojewodztwach Polski w okresie od 1995 do 2012 roku. Oszacowania wyko-
nano dokonujac regresji regionalnego PKB wzgledem PKB w Polsce

POL

yz‘lf =Yoo tVuYu T éEu (3)

(gdzie y; to PKB w regionie i w roku ¢, " to PKB Polski w roku ¢, ¢; to zakt6-
cenia losowe, a y,; 1 y;; to szacowane parametry regresji dla regionu 7), a nastepnie
wyznaczajac wartosci teoretyczne z oszacowanego réwnania regresji na podstawie
kwartalnych obserwacji PKB Polski. Metoda ta ma te wade, ze zaktada wspolny wzo-
rzec sezonowos$ci PKB dla wszystkich wojewodztw — taki sam jak dla catego kraju’.
Jednak odsezonowane wyniki daja dobre oszacowania kwartalnego PKB w regionie.

Szacunki kwartalnego PKB z artykutu Pipien, Roszkowska (2015a) wykorzystano
do wyznaczenia wspotczynnikow Okuna. Kwartalne obserwacje stopy bezrobocia
i tempa wzrostu PKB odsezonowano za pomoca programu X-13ARIMA-SEATSS.
Aby uwzgledni¢ inercje rynku pracy, podobnie jak w Ball i inni (2013) w rownaniu
regresji oprocz stopy wzrostu PKB w danym kwartale uwzgledniono tez stopg wzro-
stu PKB w dwu poprzednich kwartatach — w réownaniu (1) uwzgledniono wiec dwa
opoznienia zmiennej objasniajacej. Wyboru liczby opdznien dokonano na podstawie
testow autokorelacji sktadnika losowego (testu Durbina-Watsona i Ljunga-Boxa —
wyniki przedstawiono w tabeli 1).

W oszacowaniu wspotczynnikéw przyjeto model pozornie niezaleznych regresji
(SUR) dla wszystkich wojewddztw Polski. Réwnanie regresji dla pojedynczego woje-
wodztwa miato postaé:

Au, =a;, = By, = B — B, + &4 (4)

przy czym zaklocenia losowe ¢; dla r6znych wojewodztw w tym samym okresie ¢
moga by¢ ze soba skorelowane, a ich macierz korelacji jest stata w czasie i wynosi X:

X= E[stsf], gdzie g, = (glt,gzt...,ng. )T, ®)]

gdzie M to liczba regiondw (w naszym przypadku M = 16). Parametry modelu szaco-
wano uogolniong metoda najmniejszych kwadratow (ang. feasible generalized least

6 Patrz np. Liitkepohl (2006, rozdz. 18.2).

7 Wojewddztwa, w ktorych dominuja rézne gatezie gospodarki moga mieé r6zng strukture sezonowo-
$ci PKB. Na przyktad, struktura sezonowos$ci w budownictwie jest inna niz w transporcie lub przemysle.

8 Opracowanego przez United States Census Bureau. Patrz US Census Bureau (2016).
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squares, FGLS). Estymatorem wektora parametrow o = (0‘1 B By Qs Buns Bura )T
jest’

S=(X"E"o1,)X)' X' [E" ®1,)z, (6)

gdzie z to wektor wszystkich obserwacji zmiennych zaleznych (dla wszystkich woje-
wodztw, 4. z = (Autyy, Attyy ey Aty g, Aty .y Aty .oy Atk ..y At ). Macierz X to blo-
kowa macierz diagonalna stworzona z macierzy obserwacji niezaleznych dla kazdego
wojewodztwa, X = diag(Xl,...,XM ), gdzie

1 Ay, —Ay, - Ay,

|1 =Ay, - Ay, — Ay,
Xt = ‘yl4 .yl3 'ytZ (7)

1 -Ay, Ay, —Ayy,

Macierz ¥ to oszacowanie macierzy kowariancji X na podstawie regresji (4) wyko-
nanych dla kazdego wojewodztwa oddzielnie metoda najmniejszych kwadratow.

Dla sprawdzenia, czy w obserwacjach rzeczywiscie wystgpuja wspolne szoki
(j. czy zakldcenia losowe poszczegdlnych réwnan sg ze soba skorelowane) nalezy
postuzy¢ si¢ testem na posta¢ macierzy kowariancji X. Testowana jest hipoteza zerowa
o braku korelacji miedzy zaktéceniami losowymi dla réznych rownan (co oznacza,
ze X jest diagonalna), wobec hipotezy alternatywnej, zgodnie z ktorg takie korelacje
istnieja. Jednym z podstawowych testow jest test ilorazu wiarygodnosci, oparty na
statystyce testowe;j!”

e = T(In[Z,| - In[x]), (®)

gdzie oszacowanie macierzy kowariancji sktadnikow losowych dla uktadu réwnan
(4) szacowanych niezaleznie metoda najmniejszych kwadratow (MNK). Statystyka
testowa ma rozktad chi-kwadrat z M(M — 1)/2 stopniami swobody. Innym testem jest
test Brausha-Pagana oparty na mnozniku Lagrange’a!!. W teScie tym wykorzystuje si¢
jedynie oszacowania MNK, a statystyka testowa dana jest wzorem

i—1

M
Agp = Tzzrz'j25 ©)
i=2 j=1
gdzie r”z jest wspotczynnikiem korelacji migdzy resztami z rownan i oraz j. Statystyka
ma taki sam rozktad jak statystyka testowa w tescie ilorazu wiarygodnosci.

% Patrz np. Greene (2008, rozdz. 10.2) lub Maddala (2006, rozdz. 15.5).
10 Patrz Greene (2008), rozdz. 10.2.7.
' Patrz Breusch, Pagan (1980).
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Model SUR mozna wykorzysta¢ do badania rownosci wspotczynnikow Okuna
w roznych regionach. Sprowadza si¢ to do badania hipotezy o rownosci wspotczyn-
nikow f;:

H,:B=p,=...=0, (10)
ktorag mozna testowaé wykorzystujac standardows statystyke Walda'?

P :ﬁRTﬁ[R varl§R"]" RS, (11)

gdzie R jest macierzg restrykcji liniowych, czyli w naszym przypadku

0 -1 0100 - 00
0 -10001 - 00

e . (12)
0 -1 0000 - 01

Wyniki oszacowan przedstawia tabela 1. Podano w niej oszacowania wspotczyn-
nikéw oraz wyniki testow autokorelacji zaklocenia losowego (statystyki Durbina-
Watsona oraz p-warto$ci dla testu Ljunga-Boxa). Testy te pokazujg brak autokorelacji
zakldocen losowych, a wigc nie ma potrzeby uwzgledniania wigkszej liczby op6znien.
Przeprowadzono tez odpowiednie testy dotyczace zasadnos$ci zastosowania modelu
SUR — testy ilorazu wiarygodnosci (10) oraz test Breuscha-Pagana (11). Wartos$ci
statystyk testowych wyniosly odpowiednio 4;p = 436,25 1 Azp = 858,48, natomiast
warto$¢ krytyczna dla poziomu istotnosci 0,01 wynosi 158,95. Nalezy zatem odrzucic¢
hipoteze o braku korelacji migdzy zaktoceniami losowymi réznych rownan. Nalezy to
zinterpretowac jako wystepowanie skorelowanych ze sobg zaktocen, ktére wptywaja na
regionalne rynki pracy w ré6znych wojewddztwach. W takim przypadku zastosowanie
metody SUR jest bardziej efektywne niz niezalezne oszacowania dla poszczegodlnych
wojewodztw.

Jak wida¢ z tabeli 1 w wigkszos$ci wojewddztw Polski prawo Okuna obowigzuje
— wspoélczynniki przy zmiennych opisujacych stopy wzrostu PKB (aktualne i opdz-
nione) sg istotne i mniejsze od zera. Jednak w przypadku pewnych regiondéw jakos$¢
dopasowania (mierzona R?) nie jest dobra W przypadku wojewddztwa lubelskiego,
mazowieckiego i wielkopolskiego, dodatkowo parametry przy pewnych opdznieniach
majg niewlasciwy znak.

12 Metode te wykorzystano np. w: Kliber (2014) lub Pipiefi, Roszkowska (2015b).
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Tabela 1.
Szacunki wspotczynnikow Okuna na podstawie danych kwartalnych — model SUR
. Durbin- Ljung-Box
Region * P P P R Watson (p-warto$¢)

DS 0,544 -0,04 -0,36 -0,2 0,177 1,527 0,060
(0,035) (0,805) (0,021) (0,212)

KP 0,398 -0,282 -0,074 -0,219 0,045 1,894 0,795
(0,339) (0,455) (0,839) (0,557)

LB 0,153 0,056 -0,603 0,326 0,135 2,126 0,553
(0,584) (0,819) (0,013) (0,180)

LS 0,551 -0,222 -0,395 -0,266 0,205 1,695 0,077
(0,033) (0,271) (0,047) (0,184)

LD 0,513 -0,262 -0,174 -0,133 0,232 0,610 0,000
(0,005) (0,011) (0,079) (0,182)

MP 0,658 -0,391 -0,127 -0,114 0,355 1,462 0,067
(0,000) (0,001) (0,248) (0,323)

MZ 0,435 -0,32 0,158 -0,251 0,092 2,163 0,484
(0,228) (0,181) (0,478) (0,287)

OP 0,696 -0,602 -0,021 -0,537 0,243 2,321 0,151
(0,011) (0,033) (0,938) (0,055)

PK 0,481 -0,209 -0,235 -0,11 0,198 1,753 0,412
(0,010) (0,123) (0,075) (0,408)

PL 0,385 -0,293 -0,027 -0,246 0,151 2,315 0,210
(0,071) (0,097) (0,871) (0,157)

PM 0,511 -0,073 -0,441 -0,051 0,135 1,678 0,090
(0,081) (0,651) (0,007) (0,748)

SL 0,338 -0,237 -0,005 -0,242 0,073 1,529 0,071
(0,254) (0,321) (0,983) (0,305)

SK 0,408 -0,271 -0,202 -0,019 0,160 1,528 0,119
(0,044) (0,074) (0,168) (0,898)

WM 0,454 -0,121 -0,243 -0,411 0,195 1,534 0,130
(0,045) (0,488) (0,156) (0,020)

WP 0,37 -0,517 -0,065 0,157 0,098 1,838 0,638
(0,340) (0,073) (0,809) (0,578)

zpP 0,752 -0,127 -0,566 -0,719 0,321 1,778 0,678
(0,002) (0,620) (0,026) 0,007

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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Powodem, dlaczego w pewnych wojewodztwach nie wykryto istotnej statystycznie
reakcji zmian w stopie bezrobocia w odpowiedzi na zmiany stopy wzrostu PKB, moze
by¢ to, ze regionalne rynki pracy przekraczajg granice wojewodztw. Wyniki uzyskane
na podstawie danych rocznych sugerujg istnienie dwoch regionalnych rynkéw pracy
lub ,.klubow”: ztozonego z wojewodztw wschodnich i zachodnich. Przeprowadzono
analiz¢ analogiczng do omowionej w punkcie 2. W badaniu tworzono spojne grupy
wojewddztw, testujac, czy wspotczynniki Okuna dla wszystkich wojewodztw w gru-
pie sa takie same. W procedurze ustalania ,.klubéw” przyjeto nastepujace kryteria:
1) grupy powinny by¢ spojne (tj. sktada¢ si¢ z wojewodztw sasiadujacych ze soba),
2) wspodtczynniki Okuna we wszystkich wojewddztwach grupy powinny by¢ takie
same (co sprawdzano stosujac test Walda liniowych restrykcji dla regresji), 3) wspot-
czynniki w grupie wojewodztw powinny by¢ statystycznie istotne, mie¢ odpowiedni
znak i ,,rozsadne wartosci”.

Ostatecznie wykryto dwa takie ,,kluby”. Pierwszy z nich sktada si¢ z wojewodztw:
dolnoslaskiego, lubuskiego, opolskiego, slaskiego i wielkopolskiego (a wigc regionow
z zachodu Polski), a drugi z wojewodztw lubelskiego, mazowieckiego, podkarpackiego,
podlaskiego i warminsko-mazurskiego (regionéw ze wschodu Polski)!3. Ostateczne
wyniki obliczen przedstawiono na rysunku 3. Pokazano na nim warto$ci wspdtczynni-
kéw Okuna oraz naturalne stopy wzrostu (wyrazone rocznie). Dla wojewddztw, ktore
nalezaty do jednego z dwoch ,.klubow”, obliczenia wykonano na podstawie modelu
SUR obejmujacego regiony nalezace do klubu. Dla kazdego klubu przeprowadzono
testy dotyczace zasadnosci zastosowania modelu SUR. W przypadku pierwszego klubu
otrzymano A;p = 62,3 i Azp = 78,5, a dla drugiego klubu: 2;p = 108,0 i Azp = 110,3,
przy warto$ci krytycznej 23,2, co oznacza wystepowanie korelacji miedzy zakloce-
niami losowymi.

W przypadku pozostatych wojewddztw oszacowania przeprowadzono na podsta-
wie danych dotyczacych danego wojewddztwa. We wszystkich przypadkach zmienne
byly istotne statystycznie. Nalezy zwroci¢ uwagg, ze obliczenia na podstawie danych
kwartalnych potwierdzity istnienie dwdch grup regionéw: wschodniej i zachodniej
czesci Polski, w ktorych rynek pracy odmiennie reaguje na zmiany w produkeji.
Warto tez zauwazy¢, ze wspotczynniki Okuna dla wojewodztw z ,,grupy wschod-
niej” sg mniejsze niz w przypadku wojewddztw z zachodu Polski. Jest to zgodne ze
stwierdzong we wczesniejszych badaniach zalezno$cia wspotczynnikow od poziomu
uprzemystowienia regionu.

13 Na podstawie testu rownosci wspotczynnikow w grupie wykryto jeszcze klub ztozony z wojewddztw
,centralnych”: mazowieckiego, t6dzkiego, kujawsko-pomorskiego, lubelskiego, podlaskiego i warminsko-
-mazurskiego, czyli wojewddztw sasiadujacych z wojewodztwem mazowieckim. Jednak wspolczynniki
Okuna nie okazaty si¢ statystycznie istotne i nie miaty ,,rozsadnych” wartosci, a wiec grupa ta nie spetniata
trzeciego kryterium.
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Rysunek 3. Wspotezynniki Okuna i naturalne stopy bezrobocia z uwzglednieniem istnienia ,,klubow”
(na podstawie danych kwartalnych)
Zrodto: obliczenia wiasne.

5. PODSUMOWANIE

W artykule podj¢to probe oszacowania wspdlczynnikoéw Okuna dla wojewodztw
Polski oraz sprawdzenia, czy wspodtczynniki te sg takie same dla pewnych grup woje-
wodztw. Szacunki takie maja wazne znaczenie, poniewaz od zmian gospodarczych
w 1990 bezrobocie w Polsce wykazuje wyrazng struktur¢ regionalng — w pewnych
regionach przez caly czas bylo znacznie wyzsze niz w innych. Gtéwnym problemem
zwiazanym z oszacowaniem wspotczynnikow Okuna jest fakt, ze szeregi czasowe, na
podstawie ktorych nalezy dokonywaé obliczen, sg krotkie — dane dotyczace PKB dla
wojewddztw Polski sa dostgpne od roku 1998. Wobec tego przeprowadzono dwa obli-
czenia. W pierwszym z nich wykorzystano roczne dane dotyczace PKB i bezrobocia
w wojewodztwach, a w drugim uzyto danych kwartalnych, przy czym za kwartalne
obserwacje PKB w wojewddztwach przyjeto oszacowania z pracy Pipien, Roszkowska
(2015a). Nastepnie w kazdym z tych podej$¢ probowano ustali¢ ,,kluby” wojewddztw
cechujace si¢ takimi samymi warto§ciami wspotczynnikéw Okuna.

Wyniki uzyskane na podstawie tych dwoch metod w pewnym zakresie r6znia si¢
od siebie. Warto$ci wspolczynnikdw Okuna uzyskane na podstawie danych kwartal-
nych na ogét sa wyzsze niz odpowiednie wartosci na podstawie danych rocznych.
Jednak oba podejscia prowadza do pewnego wspdlnego wniosku: istnienia dwoch grup
regionow o takich samych wspoétczynnikach Okuna. Na podstawie obu podej$¢ mozna
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wyodrebni¢ grupe wojewodztw zachodnich i grupe wojewodztw wschodnich — cho¢
istnieja pewne roznice dotyczace doktadnego sktadu tych grup.

Oba podejscia prowadzg tez do podobnych wnioskéw dotyczacych polityki utrzy-
mania stalego bezrobocia lub zmniejszania bezrobocia. Zgodnie z otrzymanymi wyni-
kami naturalna stopa wzrostu w wigkszo$ci regiondw Polski znajduje si¢ w przedziale
od ok 3%-5%. Taka roczna stopa wzrostu PKB zapewnia brak wzrostu bezrobo-
cia. Nalezy tez zauwazy¢, ze stopa ta jest znacznie zroznicowana przestrzennie. Na
przyktad, dla wojewddztwa mazowieckiego wynosi az 6% (wynik ten otrzymano na
podstawie obu metod szacowania). Polityka walki z bezrobociem powinna by¢ zatem
dostosowana do regionalnej specyfiki lokalnego rynku pracy.
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PRAWO OKUNA NA REGIONALNYCH RYNKACH PRACY W POLSCE
Streszczenie

W artykule podjeto probe analizy bezrobocia na regionalnych rynkach pracy w Polsce. Zgodnie
z dobrze znanym w ekonomii prawem Okuna, zmiany bezrobocia sa zwiazane ze zmianami tempa wzrostu
gospodarczego. Sprawdzono, czy prawo to jest spelnione na regionalnych rynkach pracy. Wyznaczono
wspotczynniki Okuna dla wojewodztw Polski, a nastepnie przeprowadzono analiz¢ polegajaca na gru-
powaniu wojewodztw w wigksze regiony, dla ktorych wspotczynniki Okuna sg jednakowe 1 estymacji
metoda pozornie niezaleznych regresji (ang. seemingly unrelated regressions, SUR). Wyniki pokazuja,
ze metoda polegajaca na laczeniu regionéw daje lepsze oszacowania, poniewaz uwzglednia korelacje
szokow losowych w roéznych wojewodztwach. Znalezione regiony o jednakowych warto$ciach wspot-
czynnikow Okuna, podobnie jak w pracy Perman, Tavera (2005) traktuje si¢ jako ,.kluby” wojewodztw
o podobnej strukturze makroekonomicznej. Badania wykazaty istnienie dwoch takich klubow: ztozonego
z wojewddztw w zachodniej czesci kraju oraz klubu wojewddztw ze wschodniej czgéci Polski.

Stowa kluczowe: prawo Okuna, bezrobocie, polityka makroekonomiczna, wzrost regionalny

THE OKUN’S LAW IN THE REGIONAL LABOUR MARKETS IN POLAND
Abstract

In the article we attempt to analyse unemployment in regional labour markets in Poland. According
to the well-known Okun’s Law changes in unemployment are associated with changes in economic
growth. We have examined whether the law is valid in the Polish regional labour markets. We have
calculated Okun’s coefficients in the regions of Poland provinces and then estimated these coefficient
for the groups of regions using seemingly unrelated regressions (SUR) method, which allows to take
account for common shocks. The results show that the later approach (grouping regions) gives a better
estimate, because it includes the correlation of random shocks in different provinces. Following the
work of Perman, Tavera (2005), the groups of regions with the same values of Okun’s coefficients
are treated as “clubs” of provinces with similar macroeconomic structure. Research have revealed the
existence of two such clubs: one composed of regions in the western part of the country and the second
one consisting of provinces from the eastern part of the Poland.

Keywords: Okun’s law, unemployment, macroeconomic policy, regional growth
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1. WPROWADZENIE

Pod pojeciem instrumentu finansowego rozumiemy uprawnienie do przyszlego
przychodu finansowego wymagalnego w $cisle okreslonym terminie wymagalnosci.
Wartos¢ tego przychodu interpretujemy, jako antycypowana wartos¢ przyszta (w skro-
cie FV) tego instrumentu. Zgodnie z tezg o niepewnosci (Mises, 1962; Kaplan, Barish,
1967), kazdy przyszly nieznany nam stan rzeczy jest niepewny. Niepewnos¢ w uje-
ciu Misesa i Kaplana jest skutkiem braku naszej wiedzy o przyszlym stanie rzeczy.
W rozpatrywanym przypadku, mozna jednak okresli¢ ten przyszly moment czasu,
w ktorym rozpatrywany stan rzeczy bedzie juz nam znany. Ten rodzaj niepewnosci
Misesa-Kaplana nazywamy w skrocie niepewnos$cig. Jest to warunek wystarczajacy
na to, aby modelem niepewnosci byto prawdopodobienstwo (za Kotmogorow, 1933,
1956; Mises, 1957; Lambalgen, 1996; Sadowski, 1976, 1980; Czerwinski, 1960, 1969;
Caplan, 2001). Z tego powodu niepewnos¢ nazywamy tez niepewnoscia kwantyfiko-
walng. Réwnoczes$nie warto tutaj zauwazy¢, ze FV nie jest obcigzona niepewnoscia
Knighta (1921). Wszystko to prowadzi do stwierdzenia, ze FV jest zmienng losowa.

Punktem odniesienia do oceny instrumentu finansowego jest jego wartos¢ biezaca
(w skrécie PV), zdefiniowana, jako terazniejszy ekwiwalent platnosci dostgpnej w usta-
lonym momencie czasu. Powszechnie jest juz akceptowany poglad, ze PV przysztych
przeptywow finansowych moze by¢ wartoscig przyblizong. Naturalng konsekwencja
takiego podejscia jest ocena PV za pomocg liczb rozmytych. Odzwierciedleniem tych
pogladéw byto zdefiniowanie rozmytej PV, jako zdyskontowanej rozmytej prognozy
wartosci przyszlego przeptywu finansowego (Ward, 1985). Koncepcja zastosowania
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liczb rozmytych w arytmetyce finansowej wywodzi si¢ od Buckleya (1987). Definicja
Warda jest uogoélniona w (Greenhut i inni, 1995) do przypadku nieprecyzyjnie osza-
cowanego odroczenia. Sheen (2005) rozwija definicje Warda do przypadku rozmytej
stopy nominalnej. Buckley (1987), Gutierrez (1989), Kuchta (2000) i Lesage (2001)
dyskutujag problemy zwigzane z zastosowaniem rozmytej arytmetyki do wyznaczania
rozmytej PV. Huang (2007) rozwija definicj¢ Warda do przypadku, kiedy przyszty
przeptyw finansowy jest dany, jako rozmyta zmienna losowa. Bardziej og6lna definicja
rozmytej PV jest proponowana przez Tsao (2005) zaktadajacego, ze przyszty przeplyw
finansowy jest okreslony, jako rozmyty zbidr probabilistyczny. Wszyscy ci autorzy
przedstawiaja PV, jako dyskonto nieprecyzyjnie oszacowanej warto$¢ przyszlego prze-
ptywu finansowego. Odmienne podejscie zostato zaprezentowane w Piasecki (2011a,
2011c, 2014b), gdzie rozmyta PV oceniono na podstawie biezacej ceny rynkowe;j
instrumentu finansowego.

Podstawowym narzedziem oceny korzysci ptynacych z posiadania instrumentu
finansowego jest stopa zwrotu zdefiniowana, jako malejaca funkcja PV i rownocze$nie
rosngca funkcja FV.

W Piasecki (2011c¢) pokazano, ze jesli PV jest rozmyta liczba rzeczywista, to wtedy
stopa zwrotu jest rozmytym zbiorem probabilistycznym (Hiroto, 1981). W Siwek
(2015) przedstawiono przypadek prostej stopy zwrotu, gdzie PV jest rozmyta liczba
trojkatna, natomiast FV jest zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdopodobien-
stwa. W ten sposob, jako punkt wyjscia wybrano zatozenie o normalnym rozktadzie
prostej stopy zwrotu, przyjete w klasycznej pracy Markowitz’a (1952). Za opisaniem
PV za pomoca trojkatnej liczby rozmytej przemawiaja natomiast wyniki dyskusji prze-
prowadzonej w Buckley (1987), Gutierrez (1989), Kuchta (2000) i Lesage (2001).
Narzedziem stosowanym do oceny korzysci z posiadania instrumentu finansowego
byta rozmyta oczekiwana stopa zwrotu.

Z posiadaniem instrumentu finansowego jest tez zwigzane ryzyko utraty posia-
danego bogactwa. W Siwek (2015) do oceny ryzyka zastosowano przedstawiony
w Piasecki (2011c) trojwymiarowy obraz ryzyka.

Poprzez portfel finansowy rozumiemy dowolny, skonczenie elementowy zbior
instrumentow finansowych. Kazdy portfel finansowy jest instrumentem finansowym
1 w zwiazku z tym jest oceniany w ten sam sposob, co jego sktadniki. W Markowitz
(1952) przedstawiono przypadek prostej stopy zwrotu, gdzie PV jest dodatnig liczba
rzeczywistg, natomiast FV jest zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdopo-
dobienstwa. Droga dedukcji matematycznej wykazano tam mig¢dzy innymi, Ze stopa
zwrotu z portfela jest §rednig arytmetyczng stop zwrotu z jego poszczegdlnych sktad-
nikdw wazong za pomoca udziatow tych sktadnikow w portfelu.

Praca Markowitza (1952) stanowita i stanowi punkt wyjscia do dalszego rozwoju
teorii portfelowej. Na rozwoj tej teorii miata wptyw miedzy innymi teoria zbiorow
rozmytych zainicjowana w Zadeh (1965). Teoretycy i praktycy finanséw dostrzegali
problem nieprecyzyjnosci oceny stop zwrotu oraz problem nieprecyzyjnosci nakta-
danych ograniczen. Zaowocowalo to powstaniem wielu rozmytych modeli portfela
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instrumentow finansowych. Kompetentnym zrédlem informacji o tych modelach sa
monografie Fang i inni (2008) i Gupta i inni (2014). Badania nad przedstawionymi
modelami sg nadal kontynuowane, czego dowodem moga by¢ wyniki przedstawione
w przyktadowych pracach: Huang (2007b), Duan, Stahlecker (2011), Li, Jin (2011),
Wu, Liu (2012), Liu, Zhang (2013), Zhang i inni (2013), Mehlawat (2016), Guo i inni
(2016), Saborido i inni (2016)°.

Jedna ze wspolnych cech faczacych wszystkie wymienione powyzej prace jest sto-
sowanie funkcji przynalezno$ci zbiorow rozmytych, jako substytutu rozktadu praw-
dopodobienstwa. Oznacza to, ze losowos¢ jest w tych modelach zastgpowana przez
nieprecyzyjno$¢. Taki paradygmat badawczy zostat sformutowany w pracy Kosko
(1990).

Prace Piasecki (2011a, 2011b, 2011c), Siwek (2015) i prezentowana praca nie
mieszczg sie¢ w tym nurcie badawczym, gdyz w opisanych tam modelach funkcja
przynaleznosci nie zastgpuje rozktadu prawdopodobienstwa, ale jedynie wchodzi z tym
rozktadem w interakcje. To rozszerzenie modelu w istotny spos6b wzbogaca mozliwo-
$ci rzetelnego opisu stopy zwrotu. Pomimo uwzglednienia nieprecyzji w oszacowaniu
stopy zwrotu, w zaproponowanym rozmytym modelu mozna wykorzysta¢ bez zmian
calg bogatg empiryczng wiedz¢ zebrang na temat rozkltadéw prawdopodobienstwa
stop zwrotu. Jest to wysoce korzystna cecha zaproponowanego modelu, gdyz przy-
bliza mozliwo$¢ jego realnych zastosowan. Losowos¢ jest w tych modelach wcho-
dzi w interakcj¢ z nieprecyzyjnoscia. Podejscie takie jest zgodne z paradygmatem
badawczym sformutowanym w pracy Hiroto (1981). W chwili obecnej rozwijane sa
badania wedlug obu wymienionych powyzej paradygmatow. Modeli uwzgledniaja-
cych interakcje losowos$ci z nieprecyzyjnoscia jest niestety mniej. Najprawdopodobniej
wynika to z faktu wyzszej ztozono$ci matematycznej tych modeli. Na niwie finanséw
skwantyfikowanych do tego nurtu badawczego mozemy zaliczy¢ prace wymienione
juz w tym akapicie prace oraz Tsao (2005), Huang (2007a), z czego do analizy port-
felowej odnosi si¢ jedynie praca Siwek (2015).

Istotnym mankamentem wszystkich cytowanych prac z wytaczeniem Siwek (2015)
z zakresu rozmytej teorii portfelowej jest zdefiniowanie ex cathedra rozmytej stopy
zwrotu z portfela, jako funkcjonatu liniowego okreslonego nad wielowymiarowa prze-
strzenig stop zwrotu z poszczegolnych sktadnikow tego portfela. Jedynym uzasadnie-
niem takiego stanu rzeczy byto mechaniczne uogoélnienie modelu Markowitza (1952)
do przypadku rozmytego. Proponowane postacie funkcjonatu liniowego przypisujacego
stopom zwrotu ze sktadnikow portfela stope zwrotu z portfela nie byly uzasadniane
drogg dedukcji matematycznej. W istotny sposob ostabiato to wiarygodnos¢ przepro-
wadzanych obliczen.

Gléwnym celem pracy Siwek (2015) bylo porownanie oceny portfela dwusktad-
nikowego z ocenami jego sktadnikow. W wyniku tej analizy uzyskano bardzo skom-

> Dobér wymienionych tutaj artykutow autorzy zawdzigczaja sugestii jednego z recenzentow, za
co w tym miejscu mu dzigkuja.
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plikowane zalezno$ci. Skomplikowana posta¢ tych zalezno$ci uniemozliwiata dalsza
formalng analiz¢ wtasciwosci portfela. W tej sytuacji ograniczono si¢ do eksperymentu
numerycznego.

Celem prezentowanej pracy jest przedstawienie alternatywnego podejsécia do roz-
wigzania problemu opisanego w Siwek (2015). Do oceny korzyS$ci ptynacych z posia-
dania instrumentu finansowego zostanie tutaj zastosowany rozmyty oczekiwany czyn-
nik dyskonta. Wykorzystany tez zostanie to, ze kazda z trojkatnych liczb rozmytych
ma ograniczony nosnik. Dzigki temu tam stosowana miara unormowana bedzie mogta
by¢ zastgpiona przez miar¢ Khalili’ego (1979).

2. WYBRANE ELEMENTY TEORII LICZB ROZMYTYCH

Za pomocg symbolu F(R) oznaczamy rodzing wszystkich podzbiorow rozmy-
tych w prostej rzeczywistej R. Dubois, Prade (1979) definiuja liczbe rozmyta jako
taki podzbiér rozmyty L € F(R) o ograniczonym nosniku reprezentowany przez swa
funkcje przynaleznosci p;, € [0; 1]® spelniajgca warunki:

HXER #L(x) = 19 (1)
Vyners: X <y <z = p (y) = min{u, (x), u,(2)}. )

Operacje arytmetyczne na liczbach rozmytych zostaly zdefiniowane w (Dubois,
Prade, 1978). Zgodnie z zasada rozszerzenia Zadeha (1965) suma liczb rozmytych
K,L € F(R) reprezentowanych odpowiednio przez swe funkcje przynaleznosci
U, 1y, € [0; 1]® jest podzbiorem rozmytym:

G=K®L 3)
opisanym przez swa funkcje przynaleznosci pg € [0; 1]® dang za pomoca tozsamosci:
g (z) = sup{ug (x) A p (z — x): x € R} “)

W ten sam sposob, iloczyn liczby rzeczywistej y € RT i liczby rozmytej L € F(R)
reprezentowanej przez swg funkcje przynaleznosci y; € [0; 1]®R jest podzbiorem roz-
mytym:

H=yOL (5)

opisanym przez swg funkcjg przynaleznosci puy € [0; 1]® dang za pomoca tozsamosci:

V4

wu(2) = (;) (6)
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Ponadto, jesli y = 0, to wtedy iloczyn (5) jest rowny doktadnej liczbie zero. Klasa
rozmytych liczb rzeczywistych jest zamknigta ze wzgledu na operacje (3) i (5). Nasze
dalsze rozwazania ograniczymy do liczb rozmytych o ograniczonym nosniku.

Kazda z liczb rozmytych jest informacja o nieprecyzyjnym oszacowaniu roz-
wazanego parametru. Rozwazajac pojecie nieprecyzyjnosci, mozemy wyr6zni¢ nie-
jednoznaczno$¢ informacji oraz nicostros¢ informacji (Klir, 1993). Wieloznacznosé
informacji interpretujemy tutaj jako brak jednoznacznego wyro6znienia rekomendo-
wanego przyblizenia parametru. Nieostro$¢ informacji interpretujemy, jako brak jed-
noznacznego rozréznienia pomigdzy rekomendowanymi przyblizeniami parametru
a wartosciami wykluczonymi, jako przyblizenia tego parametru. Nasilanie si¢ niepre-
cyzyjnosci kazdej informacji obniza jej przydatnos¢. Stad powstaje problem oceny
nieprecyzyjnosci.

Wiasciwym narzedziem do pomiaru wieloznacznosci liczby rozmytej jest zapropo-
nowana przez de Luca, Terminiego (1979) miara energii. Wobec przyjecia zalozenia
0 ograniczonym nosniku liczby rozmytej, mozemy tutaj zrezygnowac ze stosowania
znormalizowanej miary sugerowanej w Piasecki (2011c). W naszych rozwazaniach
miar¢ energii d: F(R) —» R{ okre§limy za pomoca miary Khalili’ego (1979). Dla
dowolnej liczby rozmytej L € F(R) reprezentowanej przez swa funkcje przynaleznosci
u;, € [0; 1]® mamy tutaj:

d(L) = f uy (X)dx. %)

Wtlasciwym narzgdziem do pomiaru nieostrosci liczby rozmytej jest miara entropii
zaproponowana przez de Luca, Terminiego (1972). W naszych rozwazaniach miarg
energii e: F(R) - R} okreslimy zgodnie z sugestiami Kosko (1986). Dla dowolnej
liczby rozmytej L € F(R) mamy tutaj:

d(Ln L")

el) = d(LUL®)

®)
Ze wzgledu na dobre syntetyczne uzasadnienie oraz uniwersalizm powyzszej zalez-
nosci, zaproponowana przez Kosko miara entropii jest obecnie powszechnie stosowana.
Stosujac w tej pracy liczby rozmyte szczegdlng uwage poswiecimy rozmytym licz-
bom trojkatnym. Liczba rozmyta T (r, s, u) wyznaczona dla dowolnego niemalejacego
ciggu {r,s,u} © R za pomoca swej funkcji przynaleznosci u(: |r,s,u) € [0,1]® danej
za pomocg tozsamosci:

0 x <,
(x—1) r<x<s,
s—r
ulx|r,s,u) =< 1 X =s, 9)
1

“(x—u) s<x<u,

s—u
. 0 x>u,
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jest rozmyta liczbg trojkatng. Podstawowymi zaletami liczb trdjkatnych sg prostota
ich dodawania i mnozenia przez nieujemny skalar oraz prostota pomiaru nieprecy-
zyjnosci. Dla dowolnej pary rozmytych liczb trojkatnych T(ry, s1,u1) i T(1y, S5, uy)
oraz a,b € R mamy:

T@ary+b-r,as;+b-s,a-u; +b-uy) =

(10)
= (@O Ty, s1,u1) @ (b O T(rz,52,u2)),
1
d(T(T1v51:u1)) = E (ug — 1), (11)
1
e(T(rl,sl,ul)) =3 (12)

3. STOPA ZWROTU Z INSTRUMENTU FINANSOWEGO

Wszystkie rozwazania w tym i kolejnym rozdziale prowadzi¢ bedziemy dla usta-
lonego momentu t > 0. Rozwaza¢ bedziemy prostg stope zwrotu 7, zdefiniowang za
pomoca zalezno$ci:

Vt - VO

e (13)

rt=

gdzie:
— V, jest FV opisang za pomocg zmiennej losowej V,: Q = - R,
— Vy jest PV oszacowang w sposob doktadny lub przyblizony.

Za Markowitzem (1952) zaktadamy, ze prosta stopa zwrotu 7;: Q = - R wyzna-
czona za pomocg (13) dla PV réwnej cenie rynkowej C ma normalny rozktad prawdo-
podobienstwa N (7, ). Zmienna losowa FV jest okre$lona wtedy za pomocg zaleznoSci:

Vi(w) =C-(1+#(w)). (14)

W tym artykule zaktadamy dodatkowo, Ze PV jest oszacowana za pomoca rozmytej
liczby trojkatnej T(a, C, b) opisanej za pomocg (9) przez swa funkcje przynaleznosci
u(- |a, C, b) € [0,1]R.

Ograniczenie to pierwotnie zostato zaproponowane przez Kuchte (2000) i zostato
zastosowane w (Siwek, 2015). Parametry liczby trojkatnej T(a, C, b) zostaty tam zin-
terpretowane sa interpretowane w ten sposob, ze:

— a jest maksymalnym dolnym oszacowaniem PV,
— b jest minimalnym gérnym oszacowaniem PV.
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Przyktad metody wyznaczania parametréw a, b przedstawiono w (Piasecki, Siwek,
2015). Parametry a, C, b s3 zawsze nieujemne.

Zgodnie z zasadg rozszerzenia Zadeha, prosta stopa zwrotu wyznaczona dla tak
oszacowanej PV jest rozmytym zbiorem probabilistycznym reprezentowanym przez
swa funkcje przynaleznosci p € [0; 1]®*? dang jest za pomoca tozsamosci:

< v v . . 1+7 <
plr,w) = sup{u(x|a,C,b):x = %,x € ]R} = u(%‘a, C,b> = u(C- 1 :_t(rw) ‘a,C,b). (15)

Zgodnie z (9) powyzsza funkcja przynaleznosci przyjmuje postac:

fc".1+ft(0))_ 1 .
T . 1+7(w =
%, dla a < C%E")< C,
—-a
. 1+ 7 (w .
p(r,w) =11, dla c-f(rhc, (16)
X 1+ft((l))
C— - . 2 1+ R(w
—*r dla (<C 1+ 7w <b,
C—->b 1+r
co w rownowaznej postaci mozemy zapisac jako:
1+1=t(w) a
Lrlw) 2 147
1+T—aC, dla ig + 7 (w) )
1-3 C 1+r
1+ 7 (w
p(r,w) =41, dla 1+‘*(r ) - 1, (17)
1+ft((1)) b
. T F 1+#(w) b
HT—bC’ dla 1 <f()g_v
\ 1_E r C

W tej sytuacji oczekiwana stopa zwrotu R € F(R) jest liczbg rozmytg dang za
pomoca swej funkcji przynaleznosci p € [0,1]® okreslonej przez tozsamos¢:

(1+7 a 147
T F a T
BTt dla << <1,
-3 C 1+r
1+7
p(r) =11, dla 157 1, (18)
147 b 14 b
T F T
Lr . dia 1 <=
1=-2 1+r~ ¢
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Czynnik dyskontujacy v, wyznaczony za pomoca stopy zwrotu 1; jest okreslony przez
zalezno$¢:

1
= ) 19
vt 1+n (19)
W tej sytuacji funkcja § € [0; 1]® okre$lona za pomocg tozsamosci:
1
s :5<___)= 20
) =6(1=) = p( (20)

jest funkcjg przynaleznosci czynnika dyskonta D € F(R) wyznaczonego za pomoca
oczekiwanej stopy zwrotu R € F(R). Powyzszy czynnik dyskontujgcy nazywac
bedziemy oczekiwanym czynnikiem dyskonta. Zestawiajgc razem (18) i (20) otrzy-
mujemy:

g—l.v_ﬂ a
£ odla =<7 lwv<1
a ’ ] )]

1_E C

S(v) =41, da 771-v=1, (21
gy =2 b
—~X, dla 1<vl-v<o,
1—= C
c

gdzie ¥ jest czynnikiem dyskontujgcym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy
zwrotu 7. Stosujac elementarne przeksztatcenia, funkcje przynaleznosci & € [0; 1R
przeksztalcamy do postaci:

(17—17% a _
—, dla 7-=<v<7,
UV—v = C
v—ﬁg ~ b

7 dla v<v<v-<
b — 7= C
Vv

Latwo mozna dostrzec, ze wyznaczony powyzej oczekiwany czynnik dyskonta
jest rozmyta liczba trojkatng T (v VU3

Wzrost wieloznacznosci oczeklwanego czynnika dyskonta oznacza, ze wzrastaé
bedzie ilos¢ alternatywnych rekomendacji inwestycyjnych. Powoduje to wzrost ryzyka
wybrania sposréd rekomendowanych alternatyw takiej decyzji finansowej, ktora
ex post zostanie obarczona stratg utraconych szans. Ten rodzaj ryzyka nazywamy
ryzykiem wieloznaczno$ci. Ryzyko wieloznacznosci obarczajace oczekiwany czyn-
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nik dyskonta D € F(R) ocenia¢ bgdziemy za pomocg miary energii. Zgodnie z (11),
miara ta jest rowna:

d(D) = 5 —a). (23)
Wzrost nieostrosci oczekiwanego czynnika dyskonta oznacza zacieranie si¢ granic
wyrézniajacych rekomendowane alternatywy decyzyjne. Powoduje to wzrost ryzyka
wyboru decyzji nierekomendowanej. Ten rodzaj ryzyka nazywamy ryzykiem nieostro-
$ci. Ryzyko nieostrosci obarczajace oczekiwany czynnik dyskonta D € F(R) oceniaé
bedziemy za pomocg miary entropii e(D). Zgodnie z (12), miara ta jest stata.

Oddziatywujace wspolnie ryzyko wieloznacznosci i ryzyko nieostro$ci nazywamy
ryzykiem nieprecyzyjnosci.

W kazdym z rozpatrywanych przez nas przypadkoéw stopa zwrotu byta funkcjg FV,
ktora ze swej natury jest niepewna, na co juz wskazano w Rozdziale 1. Niepewno$¢ ta
przenosi si¢ na oceng stopy zwrotu i jest odzwierciedleniem braku wiedzy o przysztych
stanach rynku finansowego. Brak tej wiedzy powoduje brak pewnos$ci u inwestora, co
do przysztych zyskow lub strat. Wzrost niepewnosci wywoluje wzrost ryzyka podjecia
decyzji nietrafnej. Ten rodzaj ryzyka nazywamy ryzykiem niepewnosci. W naszym
modelu ryzyko niepewnoS$ci ocenia¢ bedziemy za pomocg wariancji g2 stopy zwrotu.

Formalna prostota uzyskanych opisow oczekiwanego czynnika dyskonta zacheca
do jego zastosowania, jako narzedzia analizy portfelowej. Kryterium maksymalizacji
oczekiwanej stopy zwrotu zostanie wtedy zastapione kryterium minimalizacji oczeki-
wanego czynnika dyskonta. W przypadku nierozmytych wartosci obu tych parametrow
sa to kryteria rtownowazne.

4. PORTFEL DWUSKEADNIKOWY

Poprzez portfel finansowy rozumie¢ dowolny, skonczenie elementowy zbidr instru-
mentow finansowych. Kazdy z tych instrumentéw finansowych jest charakteryzowany
przez swg oszacowang wartos¢ biezaca i przewidywang stope zwrotu.

Rozwazmy teraz przypadek dwuskladnikowego portfela m, zlozonego z instru-
mentdéw finansowych V; i Y,. Za Markowitzem (1952) zaktadamy, ze dla kazdego
instrumentu Y;(i = 1;2) znamy rozktad prawdopodobienstwa prostej stopy zwrotu
#:Q =-> R wyznaczonej za pomocg (13) dla PV réwnej cenie rynkowej C;.
Identycznie jak Markowitz, zaktadamy, ze dwuwymiarowa zmienna losowa (rt AT
ma laczny rozktad normalny N((7y,7,)", ), gdzie macierz kowariancji przyjmuje
postac:

2
x =< % C‘”’;Z). (24)

covy, 03
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Kazdemu instrumentowi Y; przypisujemy wtedy jego FV okreslona za pomocg zalez-
nosci:

Vi) = G- (14 7 (w)). (25)
Udzial p; instrumentu Y; w portfelu m jest okreslony przez zalezno$¢:

pi = (26)

Q<| O

FV portfela m wtedy wynosi:
V() = Vi(w) + Vi(w)=C; - (1 + ftl(w)) +C,- (1 + ftz(w)) =C- (1 + ft(a))), 27)
gdzie:
fi(w) = py - 7 (@) + py - 7 (W) (28)
jest stopa zwrotu z portfela . Oczekiwana stopa zwrotu 7 z portfela jest wtedy rowna:
r=p;-1+py 1 (29)

Zatozmy, ze dla i = 1,2, PV instrumentu Y; jest okreslona, jako trojkatna liczba
rozmyta T (a;, C;, b;) opisana w poprzednim rozdziale. Dzigki (22), wszystkie te dane
pozwalaja przypisa¢ instrumentowi finansowemu Y; oczekiwany czynnik dyskonta:

_a _ b
Di:T Ui'CTl,Ui,Ui'CTi , (30)
gdzie v; jest czynnikiem dyskontujagcym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy
zwrotu 7;. Zgodnie z (23), miara energii tej liczby rozmytej jest rowna:

U

e (- a. (1)

d(Di) =

Stosujac (10) mozna wykaza¢, ze PV portfela m jest opisana, jako trojkatna liczba
rozmyta:

T(a,C,b) = T(ay + ay, C; + Cy, by + by). (32)

Stosujac (22), portfelowi m przypisujemy oczekiwany czynnik dyskonta:

)
,v,v-—v), (33)

a
D=T<17-T
C C
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gdzie ¥ jest czynnikiem dyskontujacym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy
zwrotu 7. Bezposrednio z (29) wynika warunek:

1
_=hy P (34)
VoD T
dzieki ktoremu kolejno otrzymujemy:
5= (P &‘1_<& &)‘1. _(& &)‘1.(&.- &.-) 35
v_<171+172) =575, @wtr)=(5+5 5 1T, ) (33)
v v _ by b, p1 P2\t (P (. b p2 (. by
=b==-(by+b,) =7v- =+ = =(_—+_—) =" =+ =" =11 36
¢ ¢ (by ) =70 <P1 c D2 C2> 5 7, 7 21 c o, ) c, ( )
L T 2 - ' e O (SR S (S
FA=z (a;+a,) =7 (p1 Cl+p2 52>_(171+172> (771 (vl é1>+52 <v2 Cz>>' (37

Nastepnie, zestawiajac razem (10), (22) i (33)+(37) wnioskujemy, ze:

_ p1 DP2\"' D p1  P2\"' P2
-8 2)on)ol((BR) B)on) o

Biorac pod uwage powyzszg zaleznos$¢ oraz (10) i (11), ostatecznie otrzymujemy, ze
miara energii oczekiwanego czynnika dyskonta D € F(R) spelnia warunek:

-1
d(D) = (@+%) <z_—i d(D,) +Z—z-d(D2)>. (39)

U1 2

Zatem miara energii oczekiwanego czynnika dyskonta portfela m jest §rednig wazong
miar energii oczekiwanych czynnikow dyskonta skladnikoéw Y; tego portfela. Wagi
przypisane poszczegdlnym sktadnikom Y; sa wprost proporcjonalne do ich udziatu p;
w portfelu i odwrotnie proporcjonalne do ich czynnika dyskonta ;. Oznacza to, ze
dazac do minimalizacji ryzyka wieloznacznosci portfela powinnismy przede wszystkim
minimalizowaé ryzyko wieloznacznosci tych jego sktadnikow, ktére charakteryzuja
si¢ najwyzszymi oczekiwanymi stopami zwrotu, gdyz zgodnie z zasadami analizy
portfelowej, warto$ci udziatow p; sa okreslane post factum, po zebraniu dostepnych
informacji na temat sktadnikow portfela. Warunek (39) pokazuje, ze w rozwazanym
przypadku dywersyfikacja portfela jedynie ,,usrednia” ryzyko wieloznacznosci.
Zgodnie z (12), miara entropii oczekiwanego czynnika dyskonta portfela m jest
rowna mierze entropii kazdego z oczekiwanych czynnikow dyskonta sktadnikow Y;
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tego portfela. W ten sposob warunek (12) wskazuje, ze w omawianym przypadku
dywersyfikacja portfela nie zmienia ryzyka nieostrosci.
Wariacja stopy zwrotu z portfela wynosi:

02 =pi-of +2-p;pycovyy + 503 (40)

Korzystajac z tej powszechnie znanej zaleznosci Markowitz wykazal, ze istnieje
mozliwo$¢ skonstruowania portfela takiego, ze wariancja jego stopy zwrotu bedzie
mnigjsza od kazdej wariancji stopy zwrotu ze skladnika tego portfela. W ten sposob
Markowitz wykazat, ze dywersyfikacja portfela moze stuzy¢ , minimalizacji” ryzyka
niepewnosci.

5. STUDIUM PRZYPADKU

Portfel 7 sktadamy z instrumentéw finansowych Y; i Y,. PV instrumentu Y; jest
okreslona za pomocg trojkatnej liczby rozmytej T(50;90; 110). Wykres funkcji przy-
nalezno$ci (- [50;90;110) € [0,1]® tej liczby zostal przedstawiony na rysunku 1.

08l s -

06 . -

mifx)

04+ ; ; .

I
50 100 150 200 250
Cena

Legenda: —— PVY,
--------- PVY,
PVrm

Rysunek 1. Funkcje przynaleznosci PV instrumentéw finansowych Y; i Y, i portfela

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przewidywana stopa 7}:02 — R zwrotu z instrumentu Y; jest zmienna losowa
z rozktadem normalnym N(0,25; 0,5). Wtedy, zgodnie z (18), oczekiwana stopa zwrotu
z instrumentu Y; jest liczba rozmyta R; € F(R) dang za pomoca swej funkcji przy-
nalezno$ci p, € [0,1]® okreslonej przez tozsamos¢:
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2,25
j —1  dla 125>7r> 025,
1+7r
p1(r) =41,

dla r =0,25,
| —5,625
k + 5,5 dla
1+7r

(41)
0,25 >r > 0,0227

1 przedstawionej na rysunku 2. Latwo mozna dostrzec, ze tak okreslona oczekiwana
stopa zwrotu nie jest rozmytg liczbg trojkatng.

08

06

ro(r)

04r

02

Legenda:

Rysunek 2. Funkcje przynaleznosci oczekiwanych stop zwrotu Ry i R,

Zrodto: opracowanie wiasne.

Nastepnie, wyliczamy oczekiwany czynnik dyskonta D; € F(R) wyznaczony za
pomoca oczekiwanej stopy zwrotu R;. Zgodnie z (19) i (33), mamy tutaj:

1 50 1 1
D1=T(

. . 110
1+0,25 90°1+0,25"1+0,25 90

) = T(0,4444;0,8;0,9778). (42)

Wykres funkcji przynalezno$ci §; € [0; 1]® oczekiwanego czynnika dyskontuja-
cego D, zostal przedstawiony na rysunku 3. Korzystajac z (23) wyznaczamy miarg
energii tego czynnika:

d(D;) = - (110 - 50) = 0,2667.

(43)
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08~

02

Legenda:

Rysunek 3. Funkcje przynaleznosci oczekiwanych czynnikéw dyskonta Dy, D, i D

Zrodto: opracowanie wilasne.

PV instrumentu Y, jest okreslona jako trojkatna liczba rozmyta T(90;96; 144).
Wykres funkcji przynaleznosci u(- [90; 96; 144) € [0,1]R tej liczby zostat przedsta-
wiony na rysunku 1.

Przewidywana stopa 77:0 — R zwrotu z instrumentu Y, jest zmienng losowa
z rozktadem normalnym N (0,5; 0,4). Wtedy, zgodnie z (18), oczekiwana stopa zwrotu
z instrumentu Y, jest liczba rozmyta R, € F(R) dang za pomoca swej funkcji przy-
naleznosci p, € [0,1]® okre$lonej przez tozsamo$é:

( 24
— 15, dla 06>7r>0,5,
1+r
p2(r) = J 1, dla r=0,5, (44)
-3
+3 dla 05>r=>=0
1+r

i przedstawionej na rysunku 2. Latwo mozna dostrzec, ze takze tutaj oczekiwana stopa
zwrotu nie jest rozmytg liczbg trojkatna. Nastepnie, wyliczamy oczekiwany czynnik
dyskonta D, € F(R) wyznaczony za pomoca oczekiwanej stopy zwrotu R,. Zgodnie
z (19) 1 (33), mamy tutaj

1 90 1 1 144
Dz = (

. . . — . - 1). 45
T\1505° 9617051105 96 ) 7(0,6250;0,6667;1).  (45)
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Wykres funkcji przynaleznosci &, € [0; 1]® oczekiwanego czynnika dyskontuja-
cego D, zostal przedstawiony na rysunku 3. Korzystajac z (23) wyznaczamy miare
energii tego czynnika:

0,6667

d(Dz) = 296

- (144 —90) = 0,1875. (46)
Zgodnie z (10), PV portfela 7 jest trojkatng liczba rozmyta:
PV =T(50+490;90 + 96; 110 + 144) = T(140; 186; 254). 47

Wartos$¢ ta wyznaczamy jedynie w celach pogladowych. Wykres funkcji przynalezno-
$ci u(-1140;186;256) € [0,1]R tej liczby zostal przedstawiony na rysunku 1 w celu
poréwnania PV portfela w z PV jego sktadnikow Y; 1 Y,.

Zgodnie z (26), udziaty p; 1 p, odpowiednio instrumentéw finansowych Y; 1 Y,
w portfelu m sg réwne:

90 15 96 16

=186 30 P27 186 31 (48)

p1

Portfelowi 7 przypisujemy oczekiwany czynnik dyskonta D € F(R). Zgodnie z (38),
czynnik ten jest nastgpujacej liczbie rozmytej:

5 16\ 15 \ 5 1\ 16
p=|[[3L 4 3 3L o) 31 31 .31 D. |=
k 08 06667 0,8 OD |® 0,8+0,6667 0,6667 O D,

(49)
= (0,4386 O T(0,4444;0,8;0,9778)) @ (0,5614 ® T(0,6250;0,6667;1)) =

= T(0,5458;0,7252;0,9923).

Wykres funkcji przynaleznosci § € [0; 1]® oczekiwanego czynnika dyskontujacego D
zostat przedstawiony na rysunku 3. Miare energii tego czynnika mozemy teraz wyzna-
czy¢ za pomoca (39) w nastepujacy sposob:

d(D) = 0,4386 - d(D,) + 0,5614 - d(D,) =
(50)
= 0,4386 - 0,2667 + 0,5614 - 0,1875 = 0,2222.
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Zgodnie z tym, co przewidziano juz w Rozdziale 4, mamy tutaj:
d(Dy) > d(D) > d(D,). 5D
Zatem utworzenie portfela m usrednito ponoszone ryzyko wieloznacznosci. Laczny

rozktad wektora (7} #2)T stop zwrotu ze sktadnikow portfela 7 jest rozkladem nor-
malnym N((0,25; O,S)T, X), gdzie macierz kowariancji ma postac:

0,25 0,20
L= (0,20 0,16)' (52)
Korzystajac z (40), wyznaczamy wariancje stopy zwrotu:
%2 =0,0020 < min{o?, 62}. (53)

Oznacza to, ze utworzenie portfela m zminimalizowato ponoszone ryzyko niepew-
nos$ci. Zgodnie z (12), ponoszone ryzyko niepewnosci nie ulegto zmianie.

6. PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badania wskazujg na fakt, ze istniejg efektywne metody portfe-
lowego zarzadzania ryzykiem nieprecyzyjnosci majacym swoja przyczyne w przybli-
zonym oszacowaniu PV poszczegdlnych sktadnikow portfela. Przedmiotem badania
byt tutaj portfel dwusktadnikowy ztozony ze sktadnikéw majacych PV oszacowane,
jako trojkatne liczby rozmyte. Dla tego przypadku portfela wykazano, zZe:

— dywersyfikacja portfelowa moze zmniejszy¢ ryzyko niepewnosci;
— dywersyfikacja portfelowa usrednia ryzyko wieloznacznosci;
— dywersyfikacja portfelowa nie ma wptywu na ryzyko nieostrosci.

Oznacza to, ze istniejg portfele obarczone nieusuwalnym drogg dywersyfikacji
takim ryzykiem, ktore jest nieusuwalne drogg dywersyfikacji portfelowej. W badanym
przypadku wykazano tez, ze dywersyfikacja portfelowa nie zwigksza ryzyka nieprecy-
zyjnos$ci. Oznacza to, ze zmniejszenie ryzyka niepewnosci nie wywoluje powigkszenia
si¢ ryzyka nieprecyzji.

Fakt braku wptywu dywersyfikacji portfelowej na ryzyko nicostrosci moze sta-
nowi¢ istotna wade modelu opisanego w tej pracy. Zrodlo tej wady jest oczywiste.
Wszystkie rozmyte liczby trojkatne maja identyczng miarg entropii. W tej sytuacji
rodzi si¢ postulat opisu PV za pomoca wybranej klasy liczb rozmytych o zmiennej
mierze entropii. Najbardziej oczywistym przyktadem takiej klasy liczb sg rozmyte
liczby trapezoidalne.

W tej pracy i w Siwek (2015) rozwazano identyczny przypadek problemu zarza-
dzania ryzykiem nieprecyzji. Obie prace w diametralny sposob r6znig si¢ sposobem
podejscia do tego problemu. W Siwek (2015) powyzsze wnioski uzyskano jedynie
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dla pojedynczego studium przypadku bedacego eksperymentem numerycznym. Tutaj,
stosujac alternatywne podejscie, te wnioski uzyskaliSmy droga dedukcji formalnej
dla dowolnego portfela dwusktadnikowego zlozonego ze sktadnikéw majacych PV
oszacowane, jako trojkatne liczby rozmyte. Pozwala to wykaza¢ przewage poznaw-
cza zastosowanego tutaj alternatywnego podej$cia nad podej$ciem zastosowanym
w Siwek (2015).

Uzyskane powyzej wyniki badan zachgcaja do ich kontynuacji. Sugerowanym
kierunkiem przysztych badan moze by¢ uogoélnienie przedstawienia wartosci bieza-
cej na przypadek rozmytej liczby trapezoidalnej. Stosujac indukcje matematyczna,
wszystkie uzyskiwane tg drogg wyniki mozna bedzie uogélni¢ do przypadku portfela
n-sktadnikowego.
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PORTFEL DWUSKLADNIKOWY
Z TROJKATNYMI ROZMYTYMI WARTOSCIAMI BIEZACYMI
— PODEIJSCIE ALTERNATYWNE

Streszczenie

Glowny celem jest przedstawienie whasciwosci portfela dwusktadnikowego dla przypadku, kiedy
warto$¢ biezaca jest oszacowana za pomoca trojkatnej liczby rozmytej. Wyznaczone zostaly rozmyty
oczekiwany czynnik dyskonta z portfela oraz oceny ryzyka nieprecyzyjnosci obciazajacego ten portfel.
Dzigki temu zostal opisany wplyw dywersyfikacji portfelowej na ryzyko nieprecyzyjnosci.

Stowa kluczowe: portfel dwuskladnikowy, warto§¢ biezaca, trojkatng liczba rozmyta, czynnik
dyskonta

TWO-ASSET PORTFOLIO WITH TRIANGULAR FUZZY PRESENT VALUES
— AN ALTERNATIVE APPROACH

Abstract

The main purpose of this article is to present characteristics of a two-asset portfolio in case of
present values of assets being given by a triangular fuzzy number. Fuzzy expected discounting factor for
a portfolio and imprecision risk assessments for the imprecision burdening a portfolio were appointed
throughout the paper. Thanks to this, the influence of portfolio diversification on an imprecision risk
was analyzed and some interesting conclusions were stated.

Keywords: two-asset portfolio, present value, triangular fuzzy number, discounting factor
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ESTYMACJA PRZYCHODU PRZEDSIEBIORSTW
NA PODSTAWIE MODELU FAYA-HERRIOTA*

1. WPROWADZENIE

Badania reprezentacyjne, prowadzone przez Gtowny Urzad Statystyczny (GUS),
sq jednym z najwazniejszych zrodet informacji o miesigcznych charakterystykach
sektora matych przedsiebiorstw. Wybdr przekrojow, w jakich szacowane moga by¢
parametry, determinowany jest przez takie aspekty jak rozmiar proby, schemat badania
czy metoda szacunku. Badania statystyczne prowadzone przez GUS metodg reprezen-
tacyjna z reguly opieraja si¢ na probach, umozliwiajacych ocene parametru dla stosun-
kowo duzych jednostek terytorialnych i przedmiotowych. W badaniu DG1, bedacym
najwickszym badaniem z zakresu statystyki krotkookresowej przedsigbiorstw, proba
pozwala na precyzyjne szacunki parametrow jedynie na poziomie wojewodztw lub
w przekroju sekcji PKD. Zejscie na nizszy poziom agregacji, przy zachowaniu kla-
sycznego podejscia, prowadzi do znacznego spadku precyzji szacunku oraz wzrostu
obcigzenia. Utrzymanie jednak estymacji na poziomie NTS 2, wobec zglaszanego
zapotrzebowania na szczegdétowa informacje, nie jest mozliwe. Zmiana metodyki
badania w kierunku zwigkszenia liczebno$ci proby wigzataby si¢ przede wszystkim
ze wzrostem kosztow badania oraz wydtuzeniem czasu jego realizacji. Stad tez raczej
powinny by¢ brane pod uwage rozwigzania zmierzajace w kierunku odejscia od kla-
sycznych metod estymacji, na rzecz chociazby estymacji posredniej, proponowanej
przez statystyke matych obszarow. W przeciwienstwie do klasycznych estymatordw,
estymatory posrednie wykorzystuja dodatkowe zrodla danych zawierajace informacje
o tak zwanych zmiennych pomocniczych, wspomagajacych szacunek. Poprawe precy-
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zji uzyskuje si¢ poprzez pozyczanie mocy spoza badanej domeny studiow lub spoza
badanego przedziatu czasowego. Takie podej$cie umozliwia estymacj¢ parametrow
dla bardzo matych jednostek, nawet przy tzw. zerowej probie w przypadku niektorych
wyrdznionych domen. Szersza aplikacja nieklasycznych metod w badaniach staty-
stycznych wymaga prowadzenia szeregu badan empirycznych w celu oceny wlasno-
$ci estymatorow posrednich. W artykule zaproponowano wykorzystanie w estymacji
podejscia typu model-based na poziomie obszaru. Celem badania byl szacunek rocz-
nych przychodoéw matych przedsigbiorstw w przekroju wojewddztw oraz sekcji PKD
w oparciu o model Faya-Herriota (Fay, Herriot, 1979). W estymacji, w celu poprawy
jakosci szacunku, uwzgledniono zmienne pomocnicze, ktorych zrodtem byly rejestry
administracyjne Ministerstwa Finansow oraz ZUS.

Niniejsza publikacja zostala podzielona na cztery czg¢sci. Pierwsza z nich zawiera
charakterystyke wykorzystanych w pracy zbioréw danych, druga opis przeprowadzo-
nego badania empirycznego. W czgsci trzeciej przedstawiono teoretyczne podstawy
analizowanych metod szacunku. Ostatnig cz¢$¢ poswiecono rezultatom badania empi-
rycznego.

2. ZRODLA DANYCH DO BADANIA

Badanie empiryczne oparto na danych pochodzacych z badania statystycznego
DG1. Podlegaja mu przedsigbiorstwa, w ktdrych liczba pracujacych jest nie mniejsza
niz 10 oso6b. Operat losowania zawiera 98 tysiecy jednostek, przy czym 19 tysiecy
to przedsiebiorstwa $rednie oraz duze, a pozostatych 80 tysiecy jednostek to mate
przedsigbiorstwa. Badaniem objgta jest 10-procentowa proba matych jednostek oraz
wszystkie Srednie i duze podmioty gospodarcze. Oznacza to, ze proba liczy okoto
30 tysiecy przedsigbiorstw. Badanie prowadzone jest z czestotliwoscia miesigczng.
Dostarcza informacji m.in. na temat takich zmiennych, jak przychod, koszt, wynagrodze-
nia, liczba zatrudnionych pracownikow, wielko$¢ sprzedazy hurtowej oraz detalicznej,
podatek akcyzowy, dotacje podmiotowe.

3. CHARAKTERYSTYKA BADANIA

W przeprowadzonym badaniu empirycznym ograniczono si¢ do matych przed-
sigbiorstw (liczba pracujacych zawarta jest w przedziale od 10 do 49 os6b). Dane
dotyczyly jednostek aktywnie dziatajacych w grudniu 2012 roku. W pracy rozpa-
trzono modele dla dwoch zmiennych objasnianych. Pierwszg z nich byly przychody
netto ze sprzedazy produktow (wyrobow i ustug wilasnej produkcji) — SW. Za druga
zmienng objasniang natomiast przyjeto przychody netto ze sprzedazy towaréw i mate-
riatow — SH. Obydwie zmienne wyrazaja warto$¢ przychodu (w tysigcach ztotych)
uzyskang przez przedsigbiorstwo w 2012 roku. Jako zmienne pomocnicze w obydwu
modelach uwzgledniono przychéd oraz liczbe pracujacych. Zrédtem informacji o nich



Estymacja przychodu przedsiebiorstw na podstawie modelu Faya-Herriota 81

byly odpowiednio: rejestr administracyjny Ministerstwa Finanséw oraz rejestr ZUS,
wedlug stanu na grudzien 2011 roku. Przyjecie takiego schematu badania wynikato
z dostgpnosci danych administracyjnych z jaka spotyka si¢ GUS w praktyce badan
statystycznych. Wykorzystanie zasobdw rejestrow ciagle bowiem uzaleznione jest od
pewnych ograniczen. Jednym z nich jest przesuni¢cie czasowe, jakie obserwujemy
pomigdzy okresem, ktorego dotycza dane, a okresem, w ktdrym sg udostepnione staty-
styce publicznej. W przeprowadzonym badaniu empirycznym zostato to uwzglednione
wlasnie przy doborze zmiennych pomocniczych.

Wartosci przychodu SW i SH oszacowano w przekroju 16 wojewo6dztw oraz wybra-
nych 8 sekeji Polskiej Klasyfikacji Dziatalnoéci (PKD)>:

—  Przetworstwo przemyslowe (przemyst),
— Dostawa wody, gospodarowanie $ciekami i odpadami oraz dziatalno$¢ zwigzana

z rekultywacja (gospodarka wodna),

— Budownictwo (budownictwo),

— Handel hurtowy i detaliczny, naprawa pojazdéw samochodowych (handel),

— Transport i gospodarka magazynowa (transport),

— Dzialalno$¢ zwigzana z zakwaterowaniem i ustugami gastronomicznymi (zakwa-
terowanie),

— Dzialalno$¢ w zakresie ustug administrowania i dziatalno$¢ wspierajaca (admini-
strowanie),

— Dziatalno$¢ zwigzana z kultura, rozrywka i rekreacja (kultura).

Gtownym celem badania byta ocena mozliwosci wykorzystania modelu Faya-
Herriota (FH) do szacunku s$rednich rocznych przychodéow matych przedsigbiorstw,
w przekroju wojewddztw oraz sekcji PKD. Oceny dokonano biorgc pod uwage dwie
podstawowe wlasnosci estymatorow: efektywnos$¢ i obciazenie. Efektywno$¢ osza-
cowan przeanalizowano przyjmujac jako punkt odniesienia klasyczne, bezposrednie
podejscie reprezentowane przez estymacje Horvitza-Thompsona (HT). Poréwnanie
ocen estymatora bezposredniego (HT) 1 posredniego (model FH) pozwolito na przeana-
lizowanie wplywu zastosowania nieklasycznej metody estymacji na precyzje szacunku.
Na potrzeby niniejszego badania empirycznego jako miar¢ precyzji oszacowan uzyska-
nych na podstawie estymatora HT oraz modelu FH przyj¢to wspdtczynnik zmiennosci,
okreslony jako stosunek btedu standardowego do oceny parametru.

Analiza obcigzenia wymagataby znajomo$ci warto$ci szacowanych parametrow
(przychodow netto ze sprzedazy produktow — SW oraz przychodow netto ze sprzedazy
towarow 1 materiatow — SH) w populacji generalnej. Ze wzgledu na to, ze w populacji
generalnej znana byta jedynie warto$¢ przychodu ogotem — stanowigcego sume sktad-
nikow SW i SH, podjeto decyzje o ograniczeniu oceny wielkosci obcigzenia do jego
przyblizonej warto$ci przyrownujac zmienng przychodu ogétem do sumy oszacowan
otrzymanych dla parametru SW i SH (Dehnel, 2015).

5 W nawiasach podano przyjete w dalszej czesci artykutu skroty nazw sekcji PKD.
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4. WYBRANE METODY ESTYMACII

4.1. ESTYMATOR BEZPOSREDNI HORVITZA-THOMPSONA

Przez s oznaczmy probe wylosowang z populacji U, gdzie s; oznacza podprobke
z domeny d. Liczebno$ci w domenach spetniajg nastepujace ograniczenie: ny; < N,
przy czym n, oznacza liczebno$¢ proby z domeny d, natomiast N, to liczebno$c
populacji z tejze domeny.

Estymator bezposredni Horvitza-Thompsona (HT) zaliczany jest do grupy kla-
sycznych estymatoréw stosowanych w ramach metody reprezentacyjnej (Horvitz,
Thompson, 1952). Estymator $redniej w domenie d jest dany nastepujacym wzorem:

- I ¢
yfiﬂ =A72ydiwdis (1)
Nd i=1

~ nd
gdzie: p"'" jest szacunkiem $redniej wartosci cechy y w domenie d oraz N, = de[,

Vv, to warto$¢ badanej cechy dla i-tej jednostki w d-tej domenie, natomiast w,, ozlfllacza
wage wynikajacag ze schematu losowania dla i-tej jednostki w d-tej domenie.

Powyzej przedstawiony estymator bezposredni jest nieobcigzony i zgodny przy
n, — . Charakteryzuje si¢ on bardzo malg efektywno$cia w przypadku domen, dla
ktorych liczba jednostek w probie jest bardzo mata. Ponadto nie jest mozliwe uzyskanie
szacunku dla domen niereprezentowanych przez zadna jednostk¢ w probie (n, = 0)
(Guadarrama i inni, 2016). Problemy, na jakie napotykamy stosujgc ten rodzaj estyma-
¢ji, mozna poming¢ wykorzystujagc w badaniu metody estymacji posredniej propono-
wane przez statystyke matych obszarow. Ich idea polega na ,,wzmocnieniu” estymacji
poprzez wykorzystanie wszelkich wiarygodnych zZrodet informacji, takich jak: spisy
powszechne, czy rejestry administracyjne. W niniejszym artykule podjeto probe zasto-
sowania jednej z metod estymacji posredniej reprezentujacej podejscie typu model-
-based na poziomie obszaru — modelu Faya-Herriota.

4.2. MODEL FAYA-HERRIOTA

Model Faya-Herriota (1979) opracowano i po raz pierwszy wykorzystano w bada-
niu przeprowadzonym w USA. Jego celem byt szacunek poziomu dochodu gospo-
darstw domowych w przekroju matych domen. Z uwagi jednak na specyfike podejscia,
stosunkowo mata jego ztozono$¢, a takze wiasciwosci empiryczne, model FH obecnie
wykorzystywany jest przy szacowaniu wielu wskaznikow w réznych dziedzinach.
Przyktadem moga by¢ badania prowadzone w ramach statystyki przedsigbiorstw, czy
oceny poziomu ubodstwa (Pratesi, Salvati, 2008; Wawrowski, 2014). Model FH jest
budowany na poziomie obszaru i opiera si¢ na warto$ciach zmiennych pomocniczych
okreslonych na poziomie badanej domeny. Mozna go zapisa¢ nastepujacym wzorem:
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édzx’dﬂ+ud+ed, 2)

przy czym 6 ', 0znacza zmienng objasniang — wektor oszacowan bezposrednich, szaco-
wanej zmiennej, x', to wektor zmiennych pomocniczych, S to wektor parametrow regre-
sji, u, jest losowym efektem domeny, niezaleznym i o identycznym rozktadzie (0,57),
a e, jest niezaleznym btgdem losowania, o rozktadzie (0,¥ +). Rozktad efektu losowego
u, jest okreSlany na podstawie modelu, natomiast parametry rozkladu e, wynikaja ze
schematu losowania.

Zaktada si¢, ze wariancja z losowania ¥ jest znana, jednak w praktyce jest ona
z reguly szacowana. Podobnie jak wariancja losowego efektu o, ktorg réwniez nalezy
oszacowac. W tym celu postuzy¢ si¢ mozna szeroka gamg metod, takich jak metoda
momentow, metoda najwickszej wiarygodnosci (ML) czy metoda najwigkszej wiary-
godnosci z ograniczeniami (REML). Wspomniane metody bazuja na podejsciu ite-
racyjnym. W przypadku, gdy nie istnieje dodatnie rozwiazanie parametru 67, wOw-
czas przyjmuje si¢ 6. = 0 co oznacza, ze w modelu nie ma efektow losowych. Po
oszacowaniu wyzej wskazanych komponentow, mozna wyznaczy¢ warto$¢ estymatora
EBLUP, ktérego posta¢ przedstawia si¢ nastepujacym wzorem:

~ EBLUP HT P

Ya :?dj}d +(1_7>d)x'dﬂa 3)

gdzie $!"" oznacza oceny bezposrednie szacowanej zmiennej, x', to wektor zmiennych
pomocniczych, S to wektor parametrow regresji. Z rownania (3) wynika, Zze oceny
otrzymane na podstawie modelu FH sg $rednig wazong szacunku estymatora bezpo-

sredniego HT oraz wartosci teoretycznych uzyskanych na podstawie modelu regresji
~2

liniowej. Wagi wyrazone jako y, = &ZO-T“[/}, mierza ,,niepewnos$¢” oceny szacowanego
u d
parametru otrzymanej na podstawie modelu regresji. W przypadku, gdy wariancja
oszacowania na podstawie estymatora bezposredniego i/, jest mala, warto$¢ wagi jest
duza. Oznacza to, iz estymator EBLUP w wigkszym stopniu opiera si¢ na szacunku
bezposrednim, poniewaz uzyskane na jego podstawie oceny cechuja si¢ dostateczna
precyzja. W przeciwnym wypadku wigkszy udzial w oszacowaniu ma warto$¢ wynika-
jaca z modelu regresji (Boonstra, Buelens, 2011). Parametry regresji mozna oszacowac

zgodnie z ponizszg formula:

b -1
B= (Z ﬁdxdxvd]
a1

gdzie y, — oznacza wagg dla d-tej domeny, x', to wektor zmiennych pomocniczych,
a " oznacza oceny bezposrednie szacowanej zmiennej.

Dla domen niereprezentowanych w probie przez zadna jednostke, a takze w przy-
padku, gdy & = 0, oszacowanie posrednie parametru jest rowne wytacznie szacunkowi
otrzymanemu na podstawie modelu regres;ji.

M

J;dxd);fr’ 4)

U
Il

1
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4.3. OCENA PRECYZJI OSZACOWAN

Jedna z podstawowych bezwzglednych miar wykorzystywanych przy ocenie jako-
$ci szacunku jest sredni btagd kwadratowy (MSE). W celu jego wyznaczenia, w przy-
padku estymacji bezposredniej, postuzono si¢ linearyzacjg Taylora przy zalozeniu
losowania prostego. Z kolei w przypadku modelu FH wykorzystano estymator MSE
opisany w monografii Rao, Moliny (2015) dany wzorem:

MSE(JA/:JEBLUP):gld(&i)‘FgZd(aAj)‘*‘gsd(GAj)a Q)

gdzie: g, (67) mierzy niepewno$¢ zwiazana z planem losowania i wariancja z proby 7,
g, d(&f ) odpowiada za btad estymacji parametrow /;’, a sktadnik g, d(é‘j ) odpowiada
za blad estymacji wariancji efektu losowego 6.

W artykule wykorzystano dwie ré6zne metody oceny MSE. W podejsciu bezposred-
nim $redni blad estymatora mierzony byt ze wzgledu na plan losowania, a w przypadku
estymacji posredniej ze wzgledu na model. Porownanie i ocena MSE na podstawie
tak wyznaczonych wartos$ci jest jednak stosowana w literaturze przedmiotu (Benavent,
Morales, 2015; Rao, Molina, 2015).

Wzgledng miarg jako$ci szacunku oparta na MSE jest wspotczynnik zmiennosci
(CV), dany wzorem:

B MSE,
CV, =— . (6)
Ya

Wskaznik ten okresla udziat btedu estymacji w wartosci szacowanej zmiennej
na poziomie domeny. W badaniach prowadzonych przez GUS oraz badaniach empi-
rycznych przyjmuje si¢, ze wyniki szacunkéw mogg by¢ uznane za wiarygodne jesli
warto$¢ wspotczynnika zmiennosci nie przekracza 10%. Jesli CV przyjmuje warto$ci
z przedzialu 10-20% szacunki powinny by¢ interpretowane w sposob ostrozny. Jezeli
natomiast poziom CV jest wyzszy od 20%, oceny estymatorow na analizowanym
poziomie agregacji nie sa uznawane za wiarygodne i moga by¢ publikowane jedynie
na wyzszym poziomie agregacji (GUS 2013).

5. WYNIKI PRZEPROWADZONEGO BADANIA

5.1. ESTYMACJA PRZYCHODU

Analize rozpoczgto od oceny rozktadow liczby przedsiebiorstw bioracych udziat
w badaniu DG1 uwzgledniajac przyjety w badaniu empirycznym poziom agregacji
przestrzenno-rzeczowe;j.
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Rysunek 1. Wielko$¢ proby malych przedsigbiorstw w wojewodztwach, w przekroju sekcji PKD
Zrodho: opracowanie wlasne na podstawie danych z badania DGI.

Najwigksza zmiennoscig pod wzgledem wielkosci proby w wojewodztwach cecho-
waly si¢ sekcje: przemyst (od 129 do 440 przedsigbiorstw) oraz handel (od 131 do 562).
Duze zréznicowanie liczebnosci proby jest widoczne rowniez w sekcji budownictwo
(od 41 do 197 jednostek). W pozostatych pigciu sekcjach PKD dyspersja liczby przed-
sigbiorstw w wojewodztwach jest zdecydowanie mniejsza, a wielko$¢ proby w zadnej
domenie nie przekracza 102 podmiotow gospodarczych. Relacje pomiedzy wielkoscia
proby, a wielko$cia populacji generalnej zaprezentowano na rysunku 2. Zgodnie z zato-
zeniami badania DG1 udziat proby w populacji ksztattuje si¢ na poziomie okoto 10%.
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Rysunek 2. Poréwnanie wielko$ci proby matych przedsigbiorstw w wojewodztwach,
w przekroju sekcji PKD z wielkoscia populacji

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DGI.
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Szacunki przeprowadzone w ramach badania empirycznego dotyczyly dwoch
opisanych wyzej rodzajow przychodéw SW i SH. Oceng ich jako$ci oparto na ana-
lizie precyzji i przyblizonej wartos$ci obcigzenia. Przy ocenie precyzji jako punkt
referencyjny przyjeto oszacowania parametrow otrzymane na podstawie klasycznego
podejscia reprezentowanego przez estymator HT. W tabeli 1 przedstawiono wybrane
charakterystyki opisujace rozktady otrzymanych ocen estymatora bezposredniego
w przekroju wszystkich wyroznionych w badaniu domen.

Tabela 1.

Wybrane charakterystyki opisowe oszacowan bezposrednich HT $redniego przychodu netto
ze sprzedazy produktéw SW i przychodu netto ze sprzedazy towaréw i materialow — SH
w wojewoOdztwach, w zaleznosci od sekcji PKD (w tys. zl)

Przychody netto Przychody netto
Sekeja PKD ze sprzedazy produktow — SW ze sprzedazy towarow i materialow — SH
Mediana | Wsp. zmienno$ci % | Sko$nos$¢ | Mediana | Wsp. zmiennosci % | Sko$nos¢
Przemyst 7664 22,31 0,38 1169 84,38 1,73
Sg;izdarka 4996 4223 1,00 355 260,91 3,71
Budownictwo 7240 23,72 0,28 339 68,84 1,91
Handel 1214 31,08 1,75 15346 40,33 3,06
Transport 9247 44,96 1,90 691 91,77 1,93
Zakwaterowanie 1981 28,65 0,70 1461 57,78 291
Administracja 3674 43,37 1,35 251 91,29 0,97
Kultura 1913 76,11 0,88 59 201,80 3,49

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie danych z badania DG1.

Widoczne sg réznice w ocenie parametrow struktury przedsigbiorstw pomiedzy
badanymi zmiennymi. Zmienna SH — przychody netto ze sprzedazy towaréw i mate-
riatow ksztaltuje si¢ na zdecydowanie nizszym poziomie (poza sekcja handel) niz
zmienna SW — przychody netto ze sprzedazy produktow. Ponadto w przypadku zmien-
nej SH obserwujemy duza dyspersje oraz silng asymetri¢. Relacje migdzy zmiennymi
w poszczegolnych sekcjach PKD zaréwno co do poziomu przecigtnego, jak i zmien-
nosci, czy sko$nosci wynikaja ze specyfiki badanej sekcji.

Na rysunku 5 przedstawiono z kolei rozktad wartosci parametru charakteryzuja-
cego precyzje szacunku zmiennych SW i SH dla matych przedsigbiorstw w przekroju
wojewddztw 1 sekcji PKD otrzymanych na podstawie estymatora bezposredniego HT.
Warto$ci wspotczynnika wskazujg, ze dla zmiennej SW zaréwno poziom przecigtny,
jak 1 dyspersja precyzji ksztaltujg si¢ na znacznie nizszym poziomie niz w przypadku
zmiennej SH. Mediana wskaznika precyzji dla cechy SW w siedmiu z o$miu anali-
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zowanych sekcji PKD wynosi ponizej 25%. Jednak we wszystkich sekcjach znalez¢
mozna wojewodztwa, w ktorych warto$¢ wspotczynnika zmiennosci przekracza prog
20% uznawany za granic¢ dopuszczalnego wzglednego btedu oszacowania. Precyzja
estymacji bezposredniej dla zmiennej SH jest zdecydowanie gorsza. Jedynie dla sekcji
handel CV nie przekracza 20%, w siedmiu sekcjach mozna z kolei natrafi¢ na domeny,
dla ktérych wzgledna miara precyzji przewyzsza 75%.

Szacunki otrzymane z wykorzystaniem estymacji bezposredniej stanowity punkt
odniesienia przy ocenie estymacji sredniego przychodu z wykorzystaniem modelu Faya-
Herriota — pehity one rolg zmiennej objasnianej. Jako zmienne pomocnicze wykorzystano
dwie cechy: przychod oraz liczbe pracujacych pochodzace z rejestrow administracyjnych.

W tabeli 2 przedstawiono wybrane charakterystyki opisujace rozktady otrzymanych
ocen posrednich w przekroju wszystkich wyréznionych w badaniu domen.

Tabela 2.

Wybrane charakterystyki opisowe oszacowan posrednich FH $redniego przychodu netto ze sprzedazy
produktow SW i przychodu netto ze sprzedazy towardéw i materiatow — SH w wojewodztwach,
w zalezno$ci od sekcji PKD (w tys. zt)

Przychody netto Przychody netto
Sekcja PKD ze sprzedazy produktow — SW ze sprzedazy towarow i materialow — SH
Mediana | Wsp. zmiennosci % | Skos$nos$¢ | Mediana | Wsp. zmiennos$ci % | Sko$no$¢
Przemyst 7177 12,10 -0,10 1017 29,72 -1,45
Gospodarka wodna | 4876 25,57 0,79 212 39,95 -0,43
Budownictwo 6994 15,50 -0,49 256 41,56 -2,31
Handel 1168 19,18 1,03 15231 18,41 -1,38
Transport 9035 21,16 0,37 417 31,66 -0,69
Zakwaterowanie 1978 21,06 0,64 1315 18,62 -0,75
Administracja 3318 42,83 1,50 100 49,66 -1,45
Kultura 1879 66,25 1,31 35 52,12 -0,63

Zrodho: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DG oraz rejestréw administracyjnych.

Zastosowanie estymacji posredniej w gldwnej mierze przyczynito si¢ do zmniej-
szenia wspotczynnika zmiennosci estymowanych cech.

Rysunek 3 przedstawia poréwnanie wartosci standaryzowanych reszt z modelu
Faya-Herriota oraz teoretycznych wartosci kwantyli rozktadu normalnego.

Rozktad reszt z modelu odbiega od rozktadu normalnego, mozna takze zidentyfi-
kowa¢ wystepowanie obserwacji odstajacych, co jest charakterystyczne przy estymacji
zmiennych opisywanych w niniejszym artykule. Pomimo niespelnienia zatozenia o nor-
malnosci reszt, oszacowania otrzymane na podstawie modelu Faya-Herriota cechuja si¢
mnigjszym bledem szacunku w porownaniu do estymacji bezposredniej (por. rysunek 5).
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Rysunek 3. Poréwnanie wartosci reszt z modelu Faya-Herriota
oraz standaryzowanych wartosci kwantyli teoretycznych

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DG1 oraz rejestrow administracyjnych.
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Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DG1 oraz rejestrow administracyjnych.
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Na rysunku 4 poréwnano oceny zmiennych SW i SH otrzymane na podstawie obu
opisanych w pracy metod.

Oszacowania otrzymane na podstawie modelu FH, w kazdej z o$miu sekcji PKD
charakteryzujg si¢ zarowno mniejszym zroznicowaniem, jak i nizszym poziomem
przecigtnym wyrazonym za pomocg mediany niz szacunki bezposrednie. Wicksze
rozbieznosci pomiedzy estymacja bezposrednig i posrednig zanotowano dla zmienne;j
SW. Podobnie, jak w przypadku estymatora HT (por. tabela 1). Oceny otrzymane na
podstawie estymatora posredniego dla sekcji handel, dla zmiennej SH (przychodu netto
ze sprzedazy towarow i materialow) zdecydowanie przewyzszaja oceny uzyskane dla
pozostatych sekcji PKD (w sekeji handel SH od ok. 12 500, do okoto 17 500 tys. zi,
w przypadku pozostatych siedmiu sekcji SH nie przekracza 5 000 tys. z1).

Jako$¢ estymacji otrzymanych w bezposrednim i posrednim ujeciu oceniono poprzez
poréwnanie rozktadow wspolczynnikow zmiennosci (por. rysunek 5). Zastosowanie
modelu FH przyniosto zdecydowang poprawe precyzji szacunku w przypadku zmien-
nej SW. Mediana wspotczynnika zmiennosci, w siedmiu sekcjach (z wyjatkiem kul-
tury), nie przekracza poziomu 20%. Ponadto dla estymacji posredniej widoczne jest
zdecydowanie mniejsze zroznicowanie warto$ci miary precyzji.
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Rysunek 5. Porownanie charakterystyk opisowych wskaznikéw precyzji szacunkéw bezposrednich HT

oraz oszacowan posrednich z wykorzystaniem modelu FH $rednich przychodow SW i SH
w wojewodztwach, w przekroju sekcji PKD

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DG1 oraz rejestrow administracyjnych.
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Precyzja szacunku dla drugiej z analizowanych zmiennych — SH jest zdecydowanie
gorsza. Co prawda, zastosowanie modelu FH przynosi poprawe, biorac pod uwage
zard6wno zroznicowanie, jak i poziom przecigtny, jednak nadal warto§ci wspotczynni-
kow CV w wigkszo$ci przypadkow przekraczaja 20%. Niska jakos¢ szacunku wynika
przede wszystkim z charakteru zmiennej badanej. Wiele podmiotéw gospodarczych
wykazuje bowiem zerowg warto$¢ przychodu ze sprzedazy towaré6w i materiatow.

Uzupetnieniem tej oceny jest analiza relacji pomigdzy warto§ciami mnoznika
gamma, okreslajgcego udziat szacunku bezposredniego w modelu FH, a precyzja sza-
cunku bezposredniego (por. rysunek 6). Mnoznik gamma przyjmuje warto$ci z zakresu
od 0 do 1 i im wyzsza jest jego warto$¢, tym wiekszy jest udzial estymatora HT
w ostatecznym szacunku otrzymanym na podstawie modelu FH.
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Rysunek 6. Zalezno$¢ pomigdzy mnoznikiem gamma, wykorzystanym w konstrukcji modelu FH,
a wskaznikiem precyzji estymatora HT, przy szacowaniu $rednich przychodow SW i SH,
w przekroju wojewodztw i sekcji PKD

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DG1 oraz rejestrow administracyjnych.

Przedstawione powyzej diagramy rozrzutu wskazuja na silng zalezno$¢ pomigdzy
warto$cig parametru gamma, a precyzja szacunku dla zmiennej SW w nastepujacych
sekcjach: przemyst (r = —0,92), gospodarka wodna (» = —0,80) oraz zakwaterowanie
(r=-0,76). W przypadku zmiennej SH nie obserwuje si¢ az tak silnej korelacji. Mozna
zauwazy¢, ze wyzszym warto$ciom wspotczynnika zmiennosci towarzyszy nizsza war-
to$¢ gamma. Na przyktad dla wszystkich wojewddztw w sekcji handel waga rowna
jest 0, co oznacza wytaczny udziat estymacji regresyjnej w szacunku modelem FH.
Z kolei nizszym wartosciom wspotczynnika zmienno$ci odpowiada wigksza wartos¢
gamma. Oznacza to, ze udziat estymacji HT w ocenie parametru wzrasta kosztem
podejscia modelowego.
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5.2. POROWNANIE PRZYCHODOW Z REJESTRAMI ADMINISTRACYINYMI

Ostatni etap badania obejmowat analiz¢ obcigzenia. Oszacowane warto$ci poréw-
nano z danymi pochodzacymi z rejestrow administracyjnych. Poréwnanie to miato
charakter przyblizony, poniewaz zasoby administracyjne nie zawieraja informacji
o kazdej z analizowanych zmiennych SW i SH, a jedynie o ich sumie — przycho-
dzie ogoétem. Stad przy ocenie obcigzenia ograniczono si¢ do poréwnania wartosci
przychodu ogoétem z sumg oszacowan otrzymanych dla zmiennych SW i SH. Relacje
pomigdzy warto§ciami rzeczywistymi, a szacunkami otrzymanymi na podstawie
estymatora HT oraz modelu FH przedstawiono w postaci diagramdéw rozrzutu na
rysunku 7. Z brakiem obcigzenia mieliby$my do czynienia, jesli punkty znajdowatyby
si¢ na przekatnej. Wyniki przeprowadzonego badania wskazuja, ze w zdecydowanej
wiekszo$ci domen, oceny estymatorow otrzymane na podstawie podejscia bezposred-
niego oraz posredniego sa przeszacowane, w porownaniu z wartosciami zawartymi
w rejestrach administracyjnych. Wigksze rozbieznos$ci widoczne sg jednak w przy-
padku estymatora HT. Co wigcej, im wyzsza jest warto§¢ przychodu, tym widoczne
sg wicksze roznice.
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Rysunek 7. Poréwnanie $rednich przychodow netto ze sprzedazy, wedlug oszacowan estymatora HT
oraz oszacowan posrednich z wykorzystaniem modelu FH, z danymi z rejestru administracyjnego,
w przekroju wojewodztw i sekcji PKD
Zrodto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DG1 oraz rejestrow administracyjnych.

W celu lepszego zobrazowania rozbieznosci pomiedzy oszacowaniami i warto-
$ciami rzeczywistymi sporzadzono wykresy mapowe ukazujace nasilenie obcigzenia
w ramach wszystkich analizowanych sekcji PKD (por. rysunek 8).
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Rysunek 8. Poréwnanie wzglednego obcigzenia szacunkéw bezposrednich HT oraz oszacowan posrednich
z wykorzystaniem modelu FH przychodow ogoétem w wojewodztwach, w przekroju sekcji PKD

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania DG1 oraz rejestrow administracyjnych.

6. WNIOSKI ORAZ DALSZE KIERUNKI BADANIA

Problemem badawczym poddanym weryfikacji w niniejszym artykule, byta ocena
mozliwo$ci wykorzystania modelu Faya-Herriota do szacunku rocznych przychodow
matych przedsigbiorstw, w przekroju wojewodztw oraz sekcji PKD. Wyniki badania
empirycznego wskazaly, ze poziom ocen otrzymanych na podstawie modelu FH jest
nieco nizszy, ale dos¢ zblizony do oszacowan otrzymanych na podstawie klasycz-
nego podejscia bezposredniego HT — biorac pod uwage wartos¢ mediany. Roznice
przede wszystkim dotycza dyspersji szacunkow. Oszacowania otrzymane na podstawie
modelu FH, w kazdej z o$miu sekcji PKD, charakteryzuja si¢ zdecydowanie mniejszym
zrdéznicowaniem niz szacunki bezposrednie. Podkresli¢ nalezy jednak, ze nie wszystkie
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oceny parametru cechuje warto$¢ wskaznika precyzji nie przekraczajaca 20% progu,
przyjetego za granic¢ uznawania szacunkow za wiarygodne.

Wielko$¢ obcigzenia pozwala stwierdzi¢, ze w znaczacej wigkszosci domen
oceny parametroOw otrzymane na podstawie zarowno podejscia bezposredniego, jak
1 posredniego przewyzszaja wartosci rzeczywiste. Co wigcej, im wyzsza jest warto$é
przychodu, tym widoczne sg wicksze rdznice. Warto jednak zauwazy¢, ze szacunki
uzyskane przy zastosowaniu modelu Faya-Herriota w wigkszosci przypadkow cecho-
waly si¢ mniejszym obcigzeniem anizeli oszacowania bezposrednie.

W dalszych badaniach planowane jest przeanalizowanie mozliwosci zastosowania
wielowymiarowego modelu Faya-Herriota, zaproponowanego przez Benavent, Morales
(2015), z ktérego mozna skorzysta¢ rowniez w sytuacji, gdy nie ma dodatniego roz-
wigzania oszacowania losowych efektow wariancji.
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ESTYMACJA PRZYCHODU PRZEDSIEBIORSTW
NA PODSTAWIE MODELU FAYA-HERRIOTA

Streszczenie

Glownym zrodtem informacji o przychodach sektora matych przedsigbiorstw sa obecnie badania
reprezentacyjne prowadzone przez Gtowny Urzad Statystyczny. Szacunki z akceptowalng precyzja, ze
wzgledu na rozmiar proby, schemat badania czy metoda szacunku, moga by¢ estymowane co najwyzej
w przekroju kraju, wojewddztw lub sekcji Polskiej Klasyfikacji Dzialalno$ci. Motywacja do podjecia
badania byto obserwowalne w ostatnich latach rosnace zapotrzebowanie na informacje w jak najmniej
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zagregowanej postaci. Celem niniejszego artykutu jest proba aplikacji modelu Faya-Herriota, wykorzystu-
jacego zmienne pomocnicze, do oszacowania przychodow przedsigbiorstw zatrudniajacych od 10 do 49
pracownikow. W badaniu wykorzystano dane z meldunku DG1, najwigkszego badania z zakresu staty-
styki przedsiebiorstw, jak roéwniez dane pochodzace z rejestrow administracyjnych. Badanie pozwolito
na zaobserwowanie pewnych prawidtowosci i charakterystyk sektora matych przedsigbiorstw w Polsce.

Slowa kluczowe: statystyka malych obszarow, estymacja posrednia, model Faya-Herriota, rejestry
administracyjne, statystyka przedsigbiorstw

ESTIMATION OF INCOME OF COMPANIES
ON THE BASIS OF THE FAY-HERRIOT MODEL

Abstract

The main source of information about revenues of small business sector is currently provided
mainly by sample surveys conducted by the Central Statistical Office. Parameters of interest can only
be estimated with acceptable precision at the level of the country and province or by NACE section.
It is caused by the sample size, method of estimation and sample design. The motivation for the study
was the growing demand for reliable estimates at a low level of aggregation. The aim of this study was
application of the Fay-Herriot model, one of the methods, which use auxiliary variables, for estimating
revenue of enterprises employing 10 to 49 employees. The study used data from a meld DG 1, the most
important research in the field of business statistics, as well as data from administrative registers. The
study allowed to observe some regularities and characteristics of the small business sector in Poland.

Keywords: small area estimation, indirect estimation, Fay-Herriot model, administrative registers
economic statistics
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MODELOWANIE UMIERALNOSCI W POLSCE
PRZY UZYCIU FUNKCJI WIELOPARAMETRYCZNYCH?

1. WPROWADZENIE

Procesy demograficzne i ekonomiczne pozostaja w dlugookresowym tancuchu
powigzan jednoczesnych, jednakze sila ich wzajemnego oddzialywania wzgledem sie-
bie nie jest symetryczna. Przyjmujac zalozenie ceteris paribus w stosunku do migracji
zewnetrznych, uwarunkowania ekonomiczne determinujag — obok innych czynnikow
— plodno$¢ i przyczyniaja si¢ do zmian w oczekiwanej dlugos$ci zycia. Sg to z kolei
czynniki, ktore jedynie nieznacznie — z perspektywy powigzan symultanicznych, t.
w ciaggu krotkiego okresu czasu, np. roku — wpltywaja na poziom zasobow demogra-
ficznych, ktoérych oddziatywanie na procesy ekonomiczne jest natychmiastowe 1 klu-
czowe, np. podaz pracy, czy wspotczynniki struktury demograficznej (np. Florczak,
2008). Stad nie popetnia si¢ nadmiernego btedu, przyjmujac, iz rozwodj] demogra-
ficzny jest w duzym stopniu egzogeniczny wzgledem uwarunkowan ekonomicznych.
Przekonujaco na ten temat pisze Reher (2011), ktérego zdaniem procesy demograficzne
sa spiritus movens zmian spoteczno-ekonomicznych zachodzacych we wspotczesnym
Swiecie.

Wspolczesne procesy demograficzne charakteryzuje sekularnie rosngca oczeki-
wana dlugos¢ zycia oraz (bardzo) niska ptodnosé, co skutkuje zawezong reproduk-
cja 1 starzeniem si¢ spoteczenstwa (np. Kotowska, 1999; Kedelski, Paradysz, 2006;
Okolski, Fihel, 2012). Juz obecnie oddziatuja one silnie na rzeczywistos¢ spoteczno-
-ekonomiczng rozwinigtych krajow, a z biegiem czasu wpltyw ten bedzie narastat
i obejmie — zgodnie z prognozami — wigkszos¢ panstw (np. Coleman, Rowthorn, 2011).
Transformacja demograficzna wymagaé¢ bedzie od rzadow poszczegdlnych panstw
daleko idacych reform instytucjonalnych w celu neutralizacji, czy choc¢by ostabienia
licznych niekorzystnych skutkow drugiego przejscia (np. Okolski, Fihel, 2012; Lee,
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Reher, 2011). Punktem wyjscia do opracowania adekwatnej agendy i harmonogramu
takich dziatan powinny by¢ rzetelne projekcje rozwoju demograficznego.

Wirdd istniejacych metod modelownia i prognozowania umieralnosci (np. Preston
i inni, 2003) — drugiego obok ptodnosci kluczowego czynnika rozwoju demograficz-
nego — wazne miejsce zajmujg modele parametryczne. Funkcje te, okreslane takze
,»prawami umieralnosci” (ang. mortality laws), objasniajg zmienno$¢ prawdopodo-
bienstw zgonu, ktore sa zréoznicowane wzgledem wieku i plci. Wyrdznia si¢ przy
tym dwa rodzaje praw umieralno$ci. Pierwsze, zdezagregowane/czaskowe, takie jak
funkcja/prawo Gompertza, Makehama, Perksa, czy krzywa logistyczna (np. Forfar,
2004; Florczak, 2009a), objasniajg prawdopodobienstwa zgonu w konkretnym wieku
x-lat lub dla wzglednie heterogenicznej grupy wiekowej, co do ktorej mozna zatozy¢,
ze zmiany (przyrosty) prawdopodobienstwa zgonu osobniczego charakteryzujg si¢
regularnoscia, ktéra mozna aproksymowac dang funkcja. W drugich, zagregowanych/
pelnych, dazy si¢ do tacznego objasnienia prawdopodobienstw zgonu dla wszystkich
etapow zycia jednoczesnie przy uzyciu jednoréwnaniowej funkcji wieloparametrycz-
nej. Niewatpliwa zaleta drugiego podejscia jest to, ze uzyskane w nich rezultaty sa
mniej eratyczne i lepiej interpretowalne od funkcji czastkowych, co jest szczeg6lnie
wazne przy probach wykorzystania praw umieralnosci do celéw prognostycznych
(np. Rogers, 1986). To wtasnie funkcje zagregowane stanowia przedmiot badan niniej-
szego artykutu.

Celem artykutu jest objasnienie umieralnosci w Polsce w latach 1990-2015 wedtug
wieku 1 plei przy uzyciu wspolczesnych modeli wieloparametrycznych i wskazanie
modeli o najwiekszym potencjale poznawczym w §wietle uzyskanych wynikow.

Pomimo potencjalnie duzego znaczenia praktycznego problematyki poruszanej
w niniejszym artykule (prognozy demograficzne) polskojezyczny dorobek naukowy
jest — w przeciwienstwie do literatury anglojezycznej, ktora jednak pomija Polske —
raczej ubogi. Jedynym — jak wynika z przegladu literatury — polskim ekonomista,
ktory obecnie zajmuje si¢ tymi zagadnieniami w sposob regularny jest prof. Ireneusz
Kuropka (1992, 2009). Tym bardziej wskazane wydaje si¢ rozpowszechnienie i pogte-
bienie stanu wiedzy w tym zakresie.

Struktura artykutu jest nastgpujaca. W kolejnym punkcie omdéwiono kwestie
metodyczne 1 statystyczne, przytaczajac zrodta danych, zastosowane funkcje wraz
z interpretacjg parametrow oraz numeryczne metody szacunku i zastosowane funkcje
celu. W sekgji trzeciej przytoczono otrzymane rezultaty i przeprowadzono adekwatng
dyskusj¢ oraz sformutowano szereg wnioskow. Artykut domykaja uwagi koncowe.

2. METODYKA I DANE

Ide¢ wieloparametrycznego modelowania umieralno$ci przedstawi¢ mozna naste-
pujaco. Niech g, oznacza szereg prawdopodobienstw zgonu, lub ich transformacje, dla
0s6b w wieku i-lat w roku 7, gdzie i =0, 1, 2, ... K (K — gorna granica wieku ustalana
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na podstawie dostepnych danych, K = 85 lub K = 100); t =1, 2, ... n (n — liczba
lat objetych badaniem. Krzywa parametryczna (prawo umieralnosci) typu g(i,7,),
gdzie 7, jest wektorem m parametrow tej krzywej, ma za zadanie aproksymowac
empiryczny rozktad umieralno$ci w roku z. Posta¢ funkcyjna jest zatem stata w czasie,
ale zmienna wzgledem parametrow m.

Dopasowanie krzywej umieralno$ci do wartosci empirycznych polega na znalezie-
niu takich warto$ci 7,, dla ktorych warto$¢ funkcji celu bedzie najmniejsza poprzez
minimalizowanie odpowiedniego kryterium, np. sumy kwadratow reszt. Metoda esty-
macji zalezy przy tym od stopnia komplikacji danego prawa umieralno$ci oraz zasto-
sowanej funkcji celu i na ogét wymaga uzycia adekwatnych metod numerycznych.

Po oszacowaniu wartosci parametrow 77, uzyskujemy mozliwo$¢ oceny stopnia
dopasowania danego modelu do wartosci empirycznych oraz konstrukcji prognoz
ich warto$ci, stosujac roéznorodne techniki prognozowania szeregow czasowych
(np. McNown, Rogers, 1989, 1992). Dysponujgc warto$ciami prognoz parametrow
modelu oraz informacjami o liczebnosci i strukturze wedtug wieku i ptci populacji
wyjsciowej mozna — po uzupetnieniu o prognozy dotyczace ptodnosci i migracji netto
— postawi¢ pelng prognoze demograficzng.

2.1. DANE I NOMENKLATURA

Dane do obliczen empirycznych przeprowadzonych w badaniu zaczerpnigto z ofi-
cjalnych baz danych GUS ze strony http://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/ludnosc/trwa-
nie-zycia/trwanie-zycia-tablice,1,1.html. Szczegdty metodyczne konstrukcji petnych
tablic trwania zycia, czytelnik znajdzie w opracowaniu GUS , Trwanie zycia w 2015
roku” (zwlaszcza strony str. 10-13).

Ponizej przedstawiono definicje gtdéwnych poj¢¢ analizy tablic trwania zycia
i rachunku aktuarialnego, na ktorych bazuja prezentowane w niniejszym artykule
badania.
ly — poczatkowy rozmiar kohorty,

[, — liczba o0s6b ktora dozywajaca wieku x-lat sposroéd poczatkowych [, oséb,

d,=1l.—[l.; — liczba zgonow x-latkow w okresie (x,x+1],

Py = Le+,/ I, — prawdopodobienstwo przezycia przez x-latka kolejnych #-lat,

qx = dx/lxa gdyz qx = 1 —Dx T 1 - Zx+l/lx = (lx - lx+l)/lx = dx/lxa

L, = f01 l +:dt — ludno$¢ stacjonarna (liczba lat przezyta przez /. osob w okresie
(x,x+1]),

__ Gx
) Lesedt
s(x) = P(X > x) — funkcja przezycia, czyli prawdopodobienstwa dozycia przez nowo-
rodzonego do wieku co najmniej x-lat.
Przedmiotem analiz sg prawdopodobienstwa zgonu wedtug wieku (ang. age-specific
mortality rates) w podziale na pte¢. Na rysunku 1 przedstawiono ich ksztalttowanie

my — moment centralny $mierci,
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si¢ jako $rednich z lat 1990-1995, 2000-2005 oraz 2010-2015. Zastosowanie $red-
nich pigcioletnich neutralizuje wplyw oddzialywania czynnikéw przypadkowych, zas
dtugi (10-letni) okres dzielacy poszczegdlne szeregi pozwala zaobserwowac generalng
tendencje spadkowa prawdopodobienstw we wszystkich grupach wieku. Latwo przy
tym zauwazy¢, iz spadki te sg relatywnie wyzsze w starszych grupach wiekowych
oraz dla nowonarodzonych. Ze wzgledu na fakt, iz warto§¢ maksymalna ¢, jest ponad
10 tysiecy razy wicksza od warto$ci minimalnej przedstawienie wszystkich prawdopo-
dobienstw zgonu na jednym rysunku bytoby niekomunikatywne. Dlatego zdecydowano
si¢ wyszczegolni¢ kilka grup wiekowych. W punkcie prezentujacym wyniki analizy
empirycznej z kolei zdecydowano si¢ na zastosowanie skali logarytmicznej, gdyz
idea modelowanie umieralnosci w przy uzyciu funkcji wieloparametrycznych zasa-
dza si¢ na uwzglednieniu przez te funkcje wszystkich grup wiekowych jednocze$nie
(vide punkt 3 artykuhu).

2.2. ZASTOSOWANE FUNKCJE PARAMETRYCZNE

Przy doborze praw umieralnosci, ktore poddano empirycznemu badaniu dla
populacji Polski, kierowano si¢ zasada ich naukowej aktualnosci i rozpowszechnie-
nia (por. Bell, 1997; Booth, Tickle, 2008)°. Stad zrezygnowano z modeli starszych,
skonstruowanych jeszcze w XIX wieku, ktorych opis zawiera Forfar (2004). Ogdtem
analizie poddano sze$¢ modeli, ktdre przedstawiono ponizej.

8-parametrowy model Heligmana-Pollarda (Heligman, Pollard, 1980)
Pollard i Heligman zapronowali rodzing modeli umieralno$ci postaci:

N
qx = Z Aie_Bi(fi(x)_Ci)Di’ (1)
Px —

x=1

Szczegdlnym przypadkiem rownania (1) jest 8-parametrowy model Heligmana-
Pollarda:

% — A(x+B)C _|_De—E(lnx—lnF)2 + GHx, (2)

Px

(gdyz A(x+B)C + De—E(lnx—lnF)2 + GH* = eln(A)(x+B)C + De—E(lnx—lnF)2 + e(lnG+xlnH)).

5 Rozwazano takze model Hannerza (2001). Jednakze ostatecznie zrezygnowano z jego prezentacji,

gdyz autorzy napotkali na nieprzezwycig¢zalne trudnosci techniczne w jego implementacji. W oryginalnym
artykule brakuje bowiem dostatecznie szczegélowych informacji umozliwiajacych replikg opisywanych
tam procedur. Na usprawiedliwienie doda¢ nalezy, iz poza oryginalnym artykutem model ten nie doczekat
si¢ zadnej innej implementacji.
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Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych GUS.
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Parametry 4, B i C réwnania (2) okre$laja umieralno$¢ w poczatkowym okresie
zycia, gdzie 4 1 B interpretowane sg jako prawdopodobienstwa zgonu odpowiednio dla
0sob w wieku 0 1 1 lat, za$ parametr C okresla tempo wygasania prawdopodobienstwa
zgonu w dalszych latach dziecinstwa.

Parametry D, E oraz F ksztaltuja umieralno$¢ zwigzang z dojrzewaniem i wczesng
dorostoscig, ktora charakteryzuje si¢ skokowym wzrostem prawdopodobienstwa zgonu
w wyniku réznego rodzaju $miertelnych urazéow (np. wypadki komunikacyjne, samo-
bojstwa, bojki ze skutkiem $miertelnym, utonigcia, zatrucia, itp.). I tak parametr D
oznacza natezenie wplywu catego komponentu prawdopodobienstwa $mierci urazowe;j
(rowniez w wieku dorostym), £ mozna interpretowaé za$ jako miare rozrzutu® wokot
wieku, w ktorym omawiana umieralno$¢ osigga swoje maksimum, o czym informuje
parametr F. Parametry G oraz H majg interpretacje taka jak w prawie umieralno$ci
Gompertza, czyli odpowiadaja odpowiednio za tzw. umieralnos¢ bazowa oraz rosna
wraz z procesem osobniczego starzenia si¢ w sposob wyktadniczy.

Roéwnanie (2) przeksztatcono — tak jak jest to czynione we wspotczesnych zasto-
sowaniach modelu Heligmana-Pollarda — wzgledem g¢,, otrzymujac:

_ fO,ABC . H)
=1y f(x,4B,C, .. H)

)

gdzie f(x, 4, B, C,...,H) rdbwna jest prawej stronie (2).
Relacja (3) postuzyta do oszacowania parametrow 8-parametrowego modelu
Heligmana-Pollarda.

9-paramerowy model Heligmana-Pollarda’ (Heligman, Pollard, 1980):

q_": A(x+B)C_|_De—E(lnx—lnF)2 + GHxK. (4)

Px

Parametry modelu maja takg samg interpretacj¢ jak dla przypadku o§mioparame-
trycznym, za$§ parametr K dodatkowo czyni bardziej elastycznym komponent odpo-
wiadajacy za proces starzenia osobniczego.

Analogicznie do przypadku o$mioparametrycznego, po dokonaniu odpowiednich
przeksztatcen, szacowano parametry nastepujacej funkcji:

B f(x,A,B,C,...,K)
=1y f0,4,B,C . K)

)

¢ Ale nie jest to symetryczna miara dyspersji, gdyz (In(x + a) — In(x)) < (In(x) — In(x — a)) dla

dowolnego a < 0 < x.
7 W prezentowanym zestawieniu intencjonalnie ominigto trzecia propozycj¢ modelu postaci:
gy = ACHBIC | po-Elnx=nF)? GHY

Tokeny gdyz warto$ci tego modelu moga przybiera¢ wartosci wigksze od

jednosci, o czym wspominaja sami autorzy tej funkcji.
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Model Kostaki (Kostaki, 1992)
Model Kostaki jest modyfikacja 8-parametrowego modelu Heligmana-Pollarda,
ale wprowadza dodatkowo warunek logiczny i liczy 9 parametrow:

Tx _ pG+BIC 4 poUiaariOEs+ lpap (OE)(nx=tnF)? 4 G ppx ©)

Px

gdzie lggy(x) przyjmuje wartos¢ 1, jesli x nalezy do zbioru ) 1 0 w przeciwnym
przypadku.

Im wyzszy jest parametr E;, tym bardziej stromy jest przyrost prawdopodobien-
stwa zgonu wynikajacego ze zwickszonej wypadkowosci. Parametr £, obrazuje zatem
spadek prawdopodobienstwa zgonu z tego tytutu po osiggnieciu szczytu D w wieku F.
Powyzsze parametry powinny przyjmowacé warto$ci wicksze od zera, za wyjatkiem
parametru £,, w ktérym to przypadku dopuszczalna jest warto$¢ ujemna, co oznacza-
loby, ze prawdopodobienstwo z tytulu zwigkszonej wypadkowosci utrzymuje si¢ na
statym poziomie (i wynosi D/(1+D)).

Tak jak we wczesniejszych modelach, estymacj¢ parametrow modelu Kostaki prze-
prowadzono dla funkcji, w ktérej zbiorem warto$ci sg prawdopodobienstwa zgonu ¢,
po przeprowadzeniu przeksztatcen analogicznych do (3) i (5).

Na rysunku 2 zinterpretowano parametry D, F'i E dla oSmioparametrowego modelu
Heligmana-Pollarda, oraz E;, E, dla modelu Kostaki. Model Kostaki dla réwnych
parametrow E; oraz E, jest rtownowazny z modelem HPS dla £ = F,;, gdyz wynika
to z rownosci:

(]]{x<F}(x)E1 + ﬂ{sz}(x)E1) = E; (ﬂ{x<1~"}(x) + ]]{sz}(x)) = E;

Ax _ A(x+B)C + De—El(lnx—lnF)2 + GHX = Ax _

Px Px (7)
— A(X+B)C +De—(ﬂ{x<p}(x)E1+]l{xzp}(x)Ez)(lnx—lnF)z + GH*.

Rysunek 2 przedstawia modelowang relacje ¢,/p, 1 prawdopodobienstwo zgonu

modelowane za pomoca drugich sktadowych powyzszych funkcji: De Enx=Inf)* oraz
De~Ux<r(DE1+ I py (0 E2) (Inx—InF)?
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Rysunek 2. Interpretacja parametrow modelu Heligmana-Pollarda oraz Kostaki

Zrodto: opracowanie wiasne.

Parametr D w modelu Helligmana-Pollarda (kolor niebieski) nalezy interpretowac
jako maksymalne prawdopodobienstwo (méwimy tu o niewielkich wartosciach ¢,/p,,
zatem ¢, = q,/p,) $mierci w nastepnym roku w wyniku umieralnosci zwigzanej ze
wczesng dorostoscig. Wiek, w ktérym wspomniane maksimum jest osiggane wynosi F.

Parametr £ jest miarg rozrzutu umieralno$ci, przy czym rozrzut jest tym wigkszy im
mniejszy jest parametr £ (np. dla linii czerwonej E (£; w przypadku modelu Kostaki)
wynosi 60, za$ dla modelu opisanego linig niebieska jest on rowny 17). Rozrzut ten
jednak nie jest symetryczny, gdyz Inx — InF jest funkcja wklesta wzgledem x, co ozna-
cza to, ze umieralno$¢ z przyczyn urazowych wygasa wolniej niz wzrasta. Uwzglednia
ona szereg ryzyk, ktore pojawiajg si¢ wraz z wkroczeniem w wiek dojrzewania, ale
ktore utrzymuja réwniez si¢ w okresie dorostosci. Mozna spodziewac si¢ bowiem
szybszego wzrostu prawdopodobienstwa zgonu z powodoéw wyzej wspomnianych dla
0so6b mtodocianych, ktérzy w okresie dziecinstwa nie byli narazeni na zagrozenia,
ktore dotycza juz osob dorostych. Model Kostaki modeluje zatem szybko$¢ wzrostu
umieralnosci z tytutu w/w ryzyk, jak i tempo spadku (czy tez wzrostu, gdy E2 < 0)
po osiggnigciu szczytu D w wieku F.

Przyktad krzywej modelujacej umieralno$¢ wedtug modelu zaproponowanego przez
Kostaki oznaczono kolorem zielonym. Jesli £, = 0 (kolor brazowy), to D oznacza praw-



Modelowanie umieralnosci w Polsce przy uzyciu funkcji wieloparametrycznych 103

dopodobienstwo $mierci z tytutlu wezesnej dorostosci, ktore pozostaje state do konca
zycia poczawszy od wieku F. Wydaje sig, ze £, < 0 (kolor czerwony) nie ma inter-
pretacji — umieralno$é modelowana wyrazeniem De~(tx<mIE1+ lp=p(OE 2)(Inx—InF)?
ro$nie bowiem do konca zycia i stanowi swoisty substytut dla umieralno$ci zwigzanej
z prawem Gompertza. Niestety w tym przypadku zatracana jest interpretacja parame-
trow D oraz E.

8-parametrowy model Carriere’a (Carriere, 1992)

Warto$ciami oryginalnej funkcji tego modelu nie sg prawdopodobienstwa zgonu
w wieku x-lat, ¢,, ale prawdopodobienstwa przezycia x-lat, s(x). Model ten stanowi zto-
zenie rozktadow przezycia Weibulla, odwroconego rozktadu Weibulla oraz Gompertza
1 jest nastgpujacej postaci:

S(x) = P151(0) + Po5,(x) + (1 — g — Py)s3(x), 3
gdzie:

—(ymi/o1 .
s;(x) =e ™ — rozktad Weibulla,

_m2
x

s;(x)=1- e_(m_z) " odwrécony rozktad Weibulla,
m3

s3(x) = e€ 7™ _ 1ozkiad Gompertza.

Interpretacja parametrow jest nastgpujaca:

P, — prawdopodobienstwo zgonu z powodow wczesno-dziecigcych,

Y, — prawdopodobienstwo zgonu w okresie nastoletnim oraz wczesnej dorostosci,

Y5 — prawdopodobienstwo zgonu z powodu biologicznego starzenia si¢ organizmu,

01, 02, 03 — miary rozrzutdw poszczeg6lnych rozktadow,

my — brak klarownej interpretacji: jesli o; = m,; moda rozktadu Weibulla rowna jest

zero, w przeciwnym przypadku jest wigksza od 0,

m, — moda odwroconego rozktadu Weibulla,

m3; — moda rozktadu Gompertza.

Zgodnie z procedurg opisang w artykule zrodtowym (Carriere, 1992), szacowane
sa jednak parametry przeksztalconej funkcji (8), w ktorej wartoscia funkcji jest ¢,, nie
za$ s(x). Ponizej wyprowadzono odpowiednie zaleznosci taczace s(x) i g,.

Niech X bedzie zmienng losowg okreslajaca dalszy czas trwania zycia noworodka,
za$ T(x) — zmienng losowa okreslajaca dalszy czas trwania zycia x-latka o kolejne #-lat.
Przyjmujac kluczowe zatozenie o tym, ze dalsze trwanie zycia x-latka jest niezalezne
od trybu dotychczasowego zycia®, otrzymujemy:

PX>x+1t)

P(T(x)>t)=PX>x+t|X>x)= P>

)

8  Zalozenie to w kontekscie tablic zycia dla catej populacji jest w pehni uzasadnione.
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Prawdopodobienstwo przezycia ¢ kolejnych lat przez x-latka dane jest nastepujaca
zaleznoscia:

Do = P(T(x) > f) = P(X > x + H)/P(X > x) = s(x + )/s(x), (10)

przy czym zgodnie z nomenklaturg aktuarialna:

Px = 1Px
Natomiast:
@ =1 — o =1 = s(xtt)/s(x), (1)
zas: dx = 19x-

Ostatecznie zatem w 8-parametrowym modelu Carriere’a szacowane sg parametry
nastgpujacej funkcji:

ge =1 —s(x + D)/s(x), (12)
w ktorej s(x) dane jest zaleznoscig (8).

11-parametrowy model Carriere’a (Carriere, 1992)

Carriere proponuje rowniez model 11-parametryczny, ktory jego zdaniem rela-
tywnie lepiej objasnia umieralnos¢ kobiet niz mezczyzn, i ktory jest dwukrotnym
ztozeniem rozktadu Weibulla i Gompertza:

s(x) = P151(0) + Pp52(0) + P353(0) + (1 =y =9, —P3)s,(x),  (13)

gdzie: )
_r X ymi/o
s;(x) =e G rozktad Weibulla,

(X ymz/o
s,(x) =e G _ rozkiad Weibulla,

3
e 03 _e(x—M3)/O'3

sz(x) =e — rozktad Gompertza,

_Mma
e 04 _px—my)/oy

s,(x) =e — rozktad Gompertza,
o;, m; — posiadaja interpretacje analogiczng do wersji 8-parametrycznej modelu.

W odrdéznieniu do wersji 8-parametrycznej parametry ¥; modelu 11-parame-
trycznego nie posiadaja interpretacji, co jest powazng staboscia tej propozycji. Tak
jak w przypadku wersji 8-parametrycznej modelu Carriere szacuje parametry funkcji
umieralnos$ci, nie za$§ przezycia:
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ge =1 —s(x + D)/s(x), (14)

w ktorej s(x) dane jest zalezno$cig (13) (por. wyprowadzenia dla wersji 8-parame-
trycznej).

Model wielowykladniczy (ang. multiexponential model; np. Heligman, Pollard, 1980)
W modelu tym argumentem funkcji sa nie prawdopodobienstwa zgonu, ale cen-
tralne momenty umieralnos$ci:

m, = ay,+ a;e”%¥ + age‘“‘*("‘”)‘e_l(x_m

+ age®e*. (15)

Sktadniki sumy drugi, trzeci i czwarty opisujag mechanizmy umieralnosci doty-
czace zgonow we wcezesnym dziecinstwie, wczesnej dorostosci oraz zwigzanej ze
starzejacym si¢ organizmem. Parametr a; oznacza nat¢zenie zgonow we wczesnym
dziecinstwie, parametr a, okresla jak szybko obniza si¢ umieralno§¢ w dalszym okre-
sie dziecinstwa, za$ ag okresla przyrost prawdopodobienstwa z tytutu starzenia si¢
organizmu. Jest to zatem model 9-cio parametryczny.

W wyniku estymacji parametrow modelu (15) otrzymuje si¢ wartosci teore-
tyczne m,, nie za§ wartosci teoretyczne g,. Aby zatem zapewni¢ porownywalno$c
wynikow z wszystkimi wczesniej przytoczonymi modelami, konieczne jest ustalenie
zaleznoéci taczacej te dwie kategorie, co uczyniono ponizej® (por. Heligman-Pollard,
1980). Przyjmujac ztozenie o jednostajnej umieralnosci w przedziale [x, x +1] lat
mamy: g, = tq, dla ¢ nalezacego do przedziatu [0, 1]. Przy zatozeniu jednostajnej
umieralnos$ci otrzymujemy:

1 1 1
1
[ttt =t [ wede=1 [ G -tede=ta-300. (6
0 0 0
A stad:

my = - = (17)

Ostatecznie zatem:

2m,

e 1
2 +m, (18)

Ax

% Przeksztalcenie to zapewnia poréwnywalno$é uzyskanych rezultatéw w modelu wielowyktadni-

czym z wynikami pozostatych modeli, w ktorych minimalizowane sa funkcje celu wzglgdem ¢,. Jest to
standardowe postgpowanie, gdy dazy si¢ do poréwnania stopnia dopasowania modeli o r6znych zmiennych
objasnianych (por. Heligman-Pollard, 1980).
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2.3. KRYTERIA MINIMALIZACJI I ZASTOSOWANE METODY ESTYMACIJI

W trakcie szacowania parametrow praw umieralnosci, opisanych w poprzedzaja-
cym punkcie, minimalizowano nastgpujace cztery funkcje celu, ktoére brane sg pod
uwage w badaniach empirycznych!® (por. Heligman, Pollard, 1980; Carriere, 1992):

1) r=o(In(g,) —In(g,))%, (19)

gdzie:
q, — tablicowe prawdopodobienstwa zgonu x-latka w wieku (x, x+1],
4, — prawdopodobienstwa teoretyczne.

Ze wzgledu na uzycie operatora logarytmicznego (,,sptaszczanie” warto$ci absolut-
nych) przypisuje si¢ w przyblizeniu taka samg wage wszystkim prawdopodobienstwom
zgonu. Zauwazy bowiem, ze In(g,) — In(g,) = In (¥). Funkcja straty zalezy zatem
od relatywnej (procentowej) rdéznicy umieralnosci.

2) Y¥=0(ax — 4%/ 43 (20)

Jest to najczesciej stosowane kryterium w badaniach empirycznych. Kwadraty
btedow wazone sg kwadratami poziomow tablicowych prawdopodobienstw zgonu, co
oznacza, 1z wagi sg proporcjonalne do kwadratu tych prawdopodobienstw. Wszystkie
prawdopodobienstwa sg w tym przypadku niejako ,,tak samo wazne”.

3) Z¥=O(QX - Q\x)z/Qx' (21)

W kryterium tym kwadraty btedow wazone sa poziomami tablicowych prawdo-
podobienstw zgonu, co oznacza, iz wagi sg proporcjonalne do wartosci tych prawdo-
podobienstw. Model dopasuje si¢ relatywnie lepiej do prawdopodobienstw zgonu dla
starszych grup wiekowych.

N
4 > (@ =300 — 3): @2
i=0

Jest to ztozenie kryterium minimalizacji $redniego btedu reszt (wyrazenie (g, — Gy))
oraz kryterium 1) (wyrazenie In(q, — 4, )). Zatem model dopasuje si¢ relatywnie lepiej
do prawdopodobienstw zgonu dla oséb starszych.

Ze wzgledu na wystgpowanie operatora logarytmowania kryteriow (19) i (22) nie
mozna zastosowac dla modelu wielowyktadniczego, gdyz zawarty w rownaniu (15)
wyraz wolny a, przyjmowac¢ moze wartosci ujemne.

10 Na ogot autorzy decyduja sie na wybér tylko jednego z w/w kryteriow.
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Ostatecznie uzyskano cztery warianty oszacowan parametréw strukturalnych dla
wszystkich 6-ciu omowionych w poprzednim punkcie modeli. Lacznie zatem osza-
cowano parametry (4 (kryteria minimalizacji) x 6 (modele) x 2 (pte¢) x 26 (liczba
lat) — 2 (kryteria ktorych nie mozna uzy¢ dla modelu wielowyktadniczego) x 1 (model
wielowyktadniczy) x 2 (pte¢) x 26 (lat) =) 1144 modeli.

Jedynie kryterium (19) daje mozliwo$¢ zastosowania nieliniowej metody najmnie;j-
szych kwadratow. W przypadku pozostatych kryteriow konieczne byto zastosowanie
numerycznych metod estymacji wyszukujgcych minimum funkcji straty. Zdecydowano
si¢ na uzycie metody wielokrotnego startu, w ktorej z ustalonych przedziatéw dla war-
tosci parametréw losowane sa (wedlug rozktadu jednostajnego na tych przedziatach)
poczatkowe punkty startowe dla metody wyszukujacej rozwigzanie lokalne. Algorytm
dokonuje optymalizacji dla wszystkich punktéw startu, a nastepnie wybiera punkt
w ktorym zoptymalizowana funkcja straty przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

W celu udoskonalenia dzialania algorytmu minimalizujacego funkcje celu przy
uzyciu gradientu funkcji, zdecydowano si¢ na analityczne wyprowadzenie gradientow.
Jest to szczegodlnie istotne, gdyz w przypadku numerycznego wyznaczania gradientu
funkcji, uzyskane wyniki moga zawiera¢ btedy przyblizen, zwlaszcza w przypadku
funkcji wyktadniczych.

W celu egzemplifikacji tego postepowania ponizej zamieszczono odpowiednie
wyprowadzenia dla parametru 6; o$mioparametrowego modelu Carrier’a i dla funkcji
straty (20). Otrzymujemy:

dg(x n) (
qx — g(x n))
dGlz (qx — g(x n)) ZZ “do, 23)

Wiadomo, ze f(x;...) =1 —s(x + 1)/s(x), gdzie s jest funkcjg przezywalnosci w modelu
Carrier’a.
Brakuje zatem warto$ci pochodnej funkcji /. Spetniona jest nastgpujaca rdéwnosé:

dg(x; 1) —dicls(x + Ds(x) +s(x + 1)6%15():)

doy s(x)?

(24)
Kolejng funkcja ktorej pochodng nalezy wyznaczy¢ jest zatem s. Mamy:

d d
ES(X) = E(‘lﬁ%(x) + Y5, (x) + (1 =y —P,)s3 (x)) Yy _51 (x), (25)
1 1

oraz
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d d _(mi)ml/ﬂ (n’l‘ )1:_11 d X 12—11
do, 1@ =gge ™ =—e d—csl(m_l) =
(26)
mil my mil mq

) () () dm_ (E) () ()7 m.
my/ \m, do, oy my/ \my o4

Aby uzyska¢ analityczng warto$¢ gradientu do (23) podstawiamy ,,kaskadowo”
poszczegblne wartosci otrzymujac ostateczny rezultat:

my

ml
~(E)er (5H1) o2 s xHomg
Pie \M/ +ihyf 1-e \ T2 +H(1-y-ple® 3¢ 3 mi
_(Xyo1
T i 1»[)19 (ml) +
NEA () my xmy
bie M 4yl 1me VM)l (1-yy—ylee P me %

_mz
¥, (1 o) 2) +
mil ml

_my x-mg\~? X+1\o7 my x Vo1 27
(1—thy —y)e® “7¢ ™ ) a;’ ( —1,[)16_("‘_1) In (X—H) (x—H) 7121 <1P1e_(m_1) +

-2 ZQ:O Ay — 1+

my my a?

T R

mi1

(1=, - lpz)ee_?_:_eﬁla—;m> IlJle_(m%)g_l In (i) (L)% miy

my/ \my a?

Wszystkie obliczenia przeprowadzono w §rodowisku programu R, po uprzednim
zakodowaniu wartos$ci analitycznych odpowiednich gradientéw. Wykorzystano funkcje
niminb, ktora umozliwia ustalanie ograniczen dolnych i goérnych, oraz pakiet bazowy
tego programu stats. Zastosowana procedura optymalizacyjna to metoda quasi-New-
tona. W celu zapewnienia wysokiej precyzji szacunkow dla kazdego parametru przy-
jeto 500 punktow startowych.

W przypadku kryterium (19) zastosowano inng procedure wyszukiwania rozwig-
zania lokalnego, bowiem funkcja celu (straty) jest postaci:

YiLo(xi — g(i,m)? - min. (28)
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Jest to oczywiscie problem nieliniowych najmniejszych kwadratéw. Pozostate
kryteria, jak juz wspomniano, nie dajg si¢ przedstawi¢ w powyzszej postaci. Metoda,
zastosowana w celu rozwigzania powyzszego problemu, wykorzystuje informacje
zawartg nie tylko w catej sumie kwadratow reszt (np. w postaci gradientu) ale rowniez
ta, ktora posiadaja poszczegdlne sktadniki sumy (reszty) w postaci jakobianu funkcji
wektorowej:

g(0,1,....N,n) = (x; — g(0,m), X, — g(1,m),..., xn — &N, m),
gdzie:
N = (1,...,ng) — wektor parametrow.

Dla ustalonych parametréow modelu ¢ jakobianem nazywamy macierz o wymiarach

9g(@i-1m)

onj ’

Do obliczen wykorzystano program R, a konkretnie funkcje¢ nlfb pochodzaca

z pakietu n/mrt. Funkcja stanowi implementacje autorskiej modyfikacji algorytmu

Marquardt’a i umozliwia ustalenie ograniczen dla parametréw funkcji celu. Szczegoty
metody mozna znalez¢ np. w Nash (1990).

Podobnie jak w metodach opartych o gradienty, jakobian jako funkcja ¢ moze
by¢ wyznaczony numerycznie, bagdz wprowadzony do modelu jako funkcja anali-
tyczna. Drugi sposob pozwala na szybsze i doktadniejsze wykonanie procedury
optymalizacyjnej. Dlatego zdecydowano si¢ na przyjecie takiego rozwigzania. Na
przyktad dla parametru 6; w o$mioparametrycznym modelu Carrier-a warto$¢ jako-
bianu w pierwszym wierszu i w kolumnie odpowiadajacej parametrowi 6; wyniesie:

N x K zawierajaca w i-tym wierszu i j-tej kolumnie pochodna czastkowa

%(qo - g(0,n) = —% g (0,n), gdzie prawa strona rownania jest roOwna prawej
1
stronie (24), dla x = 0.

3. WYNIKI I DYSKUSJA

Na podstawie danych zastanych i stosujac opisane w poprzedzajagcym punk-
cie modele oraz numeryczne metody estymacji oszacowano ltacznie parametry
1144 modeli. Z oczywistych wzgledéw zatem narracja musi zosta¢ przeprowadzona
w sposob usystematyzowany i lakoniczny'!. W tabeli 1 i 2 przedstawiono warto$ci
minimalizowanych funkcji strat wedlug kryteriow oméwionych w punkcie 2.3 dla
lat 1990-2015 w pigcioletnich odstepach. Zrezygnowano z przytoczenia oszacowan
parametrow wszystkich modeli z wyjatkiem tych, ktoére uznano za najlepsze (patrz
dalej). Nadmieni¢ nalezy jednak, iz porownanie uzyskanych oszacowan z wynikami
raportowanymi w oryginalnych artykutach nie identyfikuje w tym zakresie wyraznych
rozbieznosci.

I Czytelnicy zainteresowani pelnymi wynikami proszeni s o kontakt z autorami.
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Tabela 1.
Warto$ci funkcji strat dla mezczyzn wedtug kryteriow (19)—(22) w latach 1990-2015
Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)
Rok 1990
8-P model Heligmana-Pollarda 0,965433 1,034200 0,004684 0,004972
9-P model Heligmana-Pollarda 0,507292 0,508804 0,003544 0,003359
Model Kostaki 0,199366 0,200094 0,004600 0,004773
Model wielowyktadniczy - 0,987718 0,003372 -
8-P model Carriere’a 0,977945 1,022070 0,002689 0,002524
11-P model Carriere’a 0,554642 0,754609 0,002577 0,002631
Rok 1995
8-P model Heligmana-Pollarda 1,094095 1,216697 0,00323 0,003553
9-P model Heligmana-Pollarda 0,444128 0,44595 0,002618 0,002095
Model Kostaki 0,259436 0,260462 0,003200 0,003533
Model wielowyktadniczy - 1,282205 0,002235 -
8-P model Carriere’a 1,267859 1,328052 0,00208 0,001948
11-P model Carriere’a 0,668567 0,711153 0,001704 0,001600
Rok 2000
8-P model Heligmana-Pollarda 1,272414 1,416363 0,001677 0,001780
9-P model Heligmana-Pollarda 0,21897 0,217642 0,001693 0,002038
Model Kostaki 0,369454 0,375562 0,001657 0,001762
Model wielowyktadniczy - 1,329003 0,002209 -
8-P model Carriere’a 1,648845 1,805800 0,005288 0,004693
11-P model Carriere’a 0,533345 0,857215 0,005905 0,002383
Rok 2005
8-P model Heligmana-Pollarda 1,878108 2,021160 0,003363 0,003563
9-P model Heligmana-Pollarda 0,463726 0,462840 0,002668 0,002252
Model Kostaki 0,520942 0,511655 0,003097 0,003419
Model wielowyktadniczy - 1,213728 0,002060 -
8-P model Carriere’a 2,186219 2,188446 0,003005 0,002740
11-P model Carriere’a 0,887464 0,860657 0,003582 0,002649
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Tabela 1. (cd.)

Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)
Rok 2010
8-P model Heligmana-Pollarda 1,829949 1,854338 0,003599 0,003928
9-P model Heligmana-Pollarda 0,407300 0,408718 0,002588 0,003286
Model Kostaki 0,67702 0,666578 0,003103 0,003948
Model wielowyktadniczy - 1,331265 0,002794 -
8-P model Carriere’a 2,116816 2,061702 0,004521 0,004470
11-P model Carriere’a 0,958834 0,940442 0,002304 0,002344
Rok 2015
8-P model Heligmana-Pollarda 1,657755 1,672946 0,002818 0,003326
9-P model Heligmana-Pollarda 0,324221 0,32329 0,002424 0,003218
Model Kostaki 0,650296 0,630329 0,002520 0,003074
Model wielowyktadniczy - 1,132140 0,003442 -
8-P model Carriere’a 2,563684 1,809610 0,005088 0,004592
11-P model Carriere’a 2,310068 1,070154 0,002537 0,002649
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela 2.

Warto$ci funkceji strat dla kobiet wedtug kryteriow (19)—(22) w latach 1990-2015

Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)

Rok 1990

8-P model Heligmana-Pollarda 0,965433 0,624813 0,001130 0,001174

9-P model Heligmana-Pollarda 0,295604 0,432577 0,000856 0,000669

Model Kostaki 0,471160 0,615058 0,001040 0,001062

Model wielowykladniczy - 0,922046 0,001458 -

8-P model Carriere’a 0,582043 0,555860 0,003508 0,001458

11-P model Carriere’a 0,251071 0,206107 0,002973 0,002554
Rok 1995

8-P model Heligmana-Pollarda 1,094095 0,790615 0,001183 0,001143

9-P model Heligmana-Pollarda 0,47496 0,458072 0,001562 0,001293

Model Kostaki 0,498883 0,71042 0,001013 0,001017

Model wielowyktadniczy - 1,332652 0,001441 -

8-P model Carriere’a 0,563193 0,570995 0,004017 0,001441

11-P model Carriere’a 0,166369 0,164641 0,002849 0,002143
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Tabela 2. (cd.)

Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)

Rok 2000

8-P model Heligmana-Pollarda 1,272414 0,82159 0,002595 0,001702

9-P model Heligmana-Pollarda 0,600565 0,577622 0,002113 0,002237

Model Kostaki 0,801069 0,810949 0,001284 0,001297

Model wielowyktadniczy - 1,255143 0,001956 -

8-P model Carriere’a 0,70465 0,706761 0,004054 0,001956

11-P model Carriere’a 0,264928 0,252956 0,002852 0,002566
Rok 2005

8-P model Heligmana-Pollarda 1,878108 1,1386 0,001637 0,002545

9-P model Heligmana-Pollarda 1,016928 1,020856 0,002664 0,003082

Model Kostaki 1,106127 1,133087 0,001772 0,001776

Model wielowyktadniczy - 1,007168 0,00549 -

8-P model Carriere’a 1,293068 1,316877 0,005564 0,00549

11-P model Carriere’a 0,447484 0,428995 0,003145 0,003146
Rok 2010

8-P model Heligmana-Pollarda 1,829949 0,945641 0,004998 0,004962

9-P model Heligmana-Pollarda 0,827182 0,838371 0,005581 0,005353

Model Kostaki 0,889525 0,935693 0,004281 0,004237

Model wielowyktadniczy - 1,151489 0,003151 -

8-P model Carriere’a 0,784155 0,818122 0,006912 0,003151

11-P model Carriere’a 0,153654 0,147503 0,003881 0,002241
Rok 2015

8-P model Heligmana-Pollarda 1,657755 1,015328 0,004297 0,004222

9-P model Heligmana-Pollarda 0,955299 1,321934 0,004367 0,004487

Model Kostaki 0,785328 0,815605 0,003626 0,003581

Model wielowyktadniczy - 1,080584 0,007041 -

8-P model Carriere’a 0,688821 0,69881 0,006161 0,007041

11-P model Carriere’a 0,301543 0,305343 0,001445 0,001189

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Na podstawie zawartosci tabel 1 i 2 sformulowa¢ mozna nastepujace kluczowe

whnioski:

a) Zadna z rozwazanych funkcji nie ma statusu modelu najlepszego dla wszystkich
lat raportowanych w tabelach 1-2

b) Modele Carriere’a relatywnie lepiej objasniajg ksztaltowanie si¢ umieralnosci
kobiet niz me¢zczyzn

c) Jesli za wigzace uzna¢ kryteria (19) i (20) — a zwlaszcza kryterium (20), ktore
najczesciej jest wykorzystywane w badaniach empirycznych — to zarowno w odnie-
sieniu do mezczyzn, jak i kobiet — daje si¢ zaobserwowac zmiana na pozycji
najlepszego prawa umieralnosci. W przypadku mezczyzn byt to w latach 90-tych
model Kostaki, zas§ poczawszy od roku 2000 pozycj¢ t¢ przejgt 9-parametrowy
model Heligmana-Pollarda. Supremacja tego rozktadu nad pozostatymi wydaje si¢
umacniaé, o czym $wiadczy fakt, ze w roku 2015 model ten generuje najnizsze
wartosci funkcji strat dla wszystkich kryteriow

d) W odniesieniu do kobiet rowniez nastepuje zmiana na pozycji lidera. Jesli zdys-
kredytowa¢ 11-P model Carriere’a ze wzgledu na przeparametryzowanie oraz
brak interpretacji kluczowych parametrow tego rozktadu oraz skupi¢ si¢ jednie
na wskazaniach kryteriéw (19) i (20), wéwczas stwierdzi¢ nalezy, ze do roku 2005
rozktadem dominujagcym byta 9-cio parametryczna funkcja Heligmana-Pollarda,
ktora dopiero w ostatnim dziesigcioleciu wypart 8-parametryczny model Carriere’a.

Prospektywnym celem niniejszego badania jest rowniez opracowanie prognozy
demograficznej, dlatego dalszej analizie poddane zostang jedynie 9-parametryczny
model Heligmana-Pollarda (najlepsze biezace prawo umieralno$ci dla mg¢zczyzn) oraz
8-parametryczy model Carriere’a dla kobiet (najlepsze prawo umieralnosci dla kobiet,
gdyz nie wszystkie parametry wersji 11-parametrycznej posiadaja interpretacje, zas
sam model wydaje si¢ przeparametryzowany).

Na rysunkach 3-4 przedstawiono dopasowanie modelu Heligmana-Pollarda do
tablicowych prawdopodobienstw zgonu w roku 2015'2, odpowiednio dla wszystkich
grup wieku 1 dla grupy wiekowej 65+ lat. Rysunki 5—6 zawierajg analogiczna infor-
macj¢ w odniesieniu do modelu Carriere’a i kobiet. Ponadto w tabeli 3 przytoczono
oszacowania parametrow 9-parametrowego modelu Heligmana-Pollarda dla mezczyzn,
za$ w tabeli 4 — 8-parametrowego modelu Carriere’a dla kobiet.

Na podstawie rysunkow mozna stwierdzi¢, iz najlepsze — ,,z perspektywy wizual-
nej” — dopasowanie ma miejsce w przypadku zastosowania kryterium (20) (na rysunku
jest to kryterium 2), zarowno dla m¢zczyzn (rysunek 3), jak i kobiet (rysunek 5).
Zblizone dopasowanie daje optymalizacja wzgledem kryterium (19) (kryterium 1 na
rysunkach 3 i 5), co nie dziwi w Swietle uwag sformulowanych przy opisie zastoso-
wanych kryteriow.

12 Wybér roku 2015 nie jest przypadkowy: jest to najnowsza z dostepnych obserwacji empirycznych
i w kontekscie przysziego zastosowania analizowanego modelu do celow prognostycznych — najbardziej
adekwatna.
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Tabela 3.

Oszacowania parametréw 9-cio parametrowego modelu Heligmana-Pollarda dla m¢zczyzn w roku
w latach 1990-2015

Rok

Parametry

A

B

C

D

E

F

G

H

K

1990

0,001171

0,014358

0,13441

0,000922

14,30872

21,52977

4,63E-05

1,287643

0,788039

1991

0,001011

0,017092

0,141267

0,000907

17,82019

21,13608

5,90E-05

1,257342

0,804317

1992

0,000908

0,014556

0,133691

0,000832

16,87381

20,92495

4,49E-05

1,311817

0,772023

1993

0,000855

0,009654

0,121971

0,000736

19,08027

20,51449

3,31E-05

1,349199

0,757857

1994

0,000922

0,018371

0,133454

0,000811

19,41494

20,34671

3,75E-05

1,324991

0,767630

1995

0,000818

0,017745

0,129320

0,000676

15,61543

20,81992

3,94E-05

1,320536

0,768730

1996

0,000749

0,009888

0,111253

0,000702

16,78566

20,82895

2,76E-05

1,377591

0,746015

1997

0,000640

0,010135

0,106167

0,000784

19,07848

20,74523

2,55E-05

1,419543

0,726607

1998

0,000558

0,006371

0,098459

0,000745

17,30365

20,44067

2,22E-05

1,457308

0,712610

1999

0,000724

0,021942

0,116291

0,000755

17,68450

20,70073

2,44E-05

1,422242

0,725685

2000

0,000606

0,021115

0,116615

0,000679

18,77734

20,70212

2,07E-05

1,442489

0,719713

2001

0,000550

0,008732

0,094920

0,000632

17,69744

20,96828

1,31E-05

1,585647

0,677943

2002

0,000548

0,012346

0,101953

0,000648

14,89497

21,13334

2,03E-05

1,418418

0,729610

2003

0,000499

0,014317

0,104895

0,000612

19,60974

21,17151

2,48E-05

1,344104

0,763301

2004

0,000482

0,018141

0,109960

0,000568

16,28659

21,39559

2,12E-05

1,401094

0,736704

2005

0,000477

0,016231

0,105067

0,000643

13,99041

21,21623

1,18E-05

1,594691

0,677306

2006

0,000468

0,035362

0,127042

0,000527

20,14883

20,48596

3,75E-05

1,263002

0,803568

2007

0,000470

0,027808

0,117882

0,000599

16,20809

20,33713

1,83E-05

1,459848

0,713369

2008

0,000506

0,024499

0,108001

0,000711

15,28751

20,75003

7,30E-06

1,797032

0,636200

2009

0,000353

0,01161

0,099287

0,000719

17,06268

20,57766

1,44E-05

1,481154

0,710780

2010

0,000369

0,040634

0,129157

0,000637

16,49297

20,74308

1,91E-05

1,390044

0,742209

2011

0,000349

0,008559

0,086277

0,000703

14,17016

21,19342

5,45E-06

1,858072

0,628653

2012

0,000357

0,011047

0,090097

0,000700

13,05557

21,41910

4,56E-06

1,889705

0,626536

2013

0,000297

0,008827

0,090129

0,000665

12,72358

21,15047

8,53E-06

1,580145

0,686450

2014

0,000314

0,032896

0,117875

0,000697

14,66873

21,76740

9,40E-06

1,501699

0,709835

2015

0,000339

0,063386

0,140024

0,00058

13,11936

21,66558

1,77E-05

1,344462

0,766120

Zrédto:

obliczenia wiasne.
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Tabela 4.

Oszacowania parametréw 8-mio parametrowego modelu Carriere’a dla kobiet w roku
w latach 1990-2015

Rok

Parametry

Y1

V2

V3

4]

%)

03

my

my

ms

1990

0,006284

0,020040

0,973676

23,54317

0,065303

9,937984

39,49321

0,034133

82,62079

1991

0,020801

0,001407

0,977792

0,873730

3,125269

10,19934

0,165718

18,32435

82,26798

1992

0,020647

0,001461

0,977892

0,508311

3,169354

10,09950

0,097254

18,67527

82,61701

1993

0,019068

0,001375

0,979557

0,813477

2,876617

9,964883

0,146072

18,34894

82,77835

1994

0,018450

0,001552

0,979998

0,690921

2,949136

9,986632

0,140337

18,21153

83,03598

1995

0,016849

0,001749

0,981402

0,525709

4,251608

10,01418

0,096306

18,12963

83,22226

1996

0,015296

0,001518

0,983185

1,745155

3,767707

9,878935

0,342272

18,23203

83,24045

1997

0,013526

0,001373

0,985101

2,869705

3,143694

9,909131

0,545161

17,77889

83,54006

1998

0,013010

0,001432

0,985558

3,012854

3,499516

9,943493

0,531072

18,70849

83,85660

1999

0,011633

0,001673

0,986694

2,057619

3,788077

9,886008

0,416764

18,88700

83,92563

2000

0,011364

0,001346

0,987290

2,068226

3,253383

9,934265

0,344099

18,37330

84,38404

2001

0,011242

0,001205

0,987553

5,377029

3,560920

9,869639

0,966155

18,01364

84,72261

2002

0,001499

0,010754

0,987747

4,110569

0,184475

9,890617

19,66729

0,04252

85,10965

2003

0,001570

0,009804

0,988626

4,366984

0,102884

9,840004

20,67120

0,021221

85,14959

2004

0,001349

0,009730

0,988921

3,542314

0,134460

9,888488

19,63000

0,027275

85,47539

2005

0,010489

0,000776

0,988735

26,49887

2,544853

9,963257

4,640287

18,28435

85,68364

2006

0,001175

0,009118

0,989707

3,967297

0,336223

9,970019

19,26306

0,073919

85,88127

2007

0,001460

0,009017

0,989523

3,973681

0,182817

9,968933

19,86091

0,034364

86,01633

2008

0,008661

0,001367

0,989972

4,589377

2,881236

9,959373

0,769787

17,56193

86,24472

2009

0,001404

0,008720

0,989875

4,450478

0,242481

9,999552

18,99831

0,044716

86,29496

2010

0,000853

0,007976

0,991171

3,221150

0,302477

9,900398

19,40710

0,057087

86,70978

2011

0,008116

0,001253

0,990631

15,87338

3,262168

9,955239

2,240453

17,03991

87,06081

2012

0,001140

0,008027

0,990833

3,460679

0,236240

9,885399

19,45551

0,030150

87,06130

2013

0,001397

0,006644

0,991959

3,636242

0,130912

9,839160

19,09117

0,027440

87,24752

2014

0,001446

0,006541

0,992013

3,884676

0,219240

9,871206

20,56991

0,048857

87,71083

2015

0,001361

0,005101

0,993538

4,189055

0,107937

9,803371

19,83886

0,033754

87,61345

Zrédto:

obliczenia wiasne.
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Rysunek 3. Dopasowanie 9-P modelu Heligmana-Pollarda wedlug uzytych kryteriow,
dla me¢zczyzn w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)

Zroédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 4. Dopasowanie 9-P modelu Heligmana-Pollarda wedlug uzytych kryteriow,
dla mezezyzn w wieku 65+ lat w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)
Zrédto: opracowanie whasne.

WWiek

Rysunek 5. Dopasowanie 8-P modelu Crriere’a wedlug uzytych kryteriow,
dla kobiet w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 6. Dopasowanie 8-P modelu Carriere’a wedtug uzytych kryteriow,
dla kobiet w wieku 65+ lat w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Z ,,perspektywy wizualnej” stabe dopasowanie do wartosci faktycznych prawdopo-
dobienstw zgonu otrzymane w wyniku optymalizacji analizowanych modeli wzgledem
kryterium (21) i (22) (odpowiednio 3 i 4 na rysunkach 3 i 5) moze nieco zaskakiwac.
Powr6t do komentarzy towarzyszacych formutom dla kryteriow (21) i (22), jak réw-
niez przypomnienie, iz na rysunkach 3—6 mamy do czynienia ze skalg logarytmiczna,
rozwiewa wszelkie watpliwosci. Na poparcie powyzszego zdecydowano si¢ na pre-
zentacje rysunkow 4 i 6, gdzie wyraznie widaé, iz kryteria (21) 1 (22) lepiej ,,radza
sobie” z wysokimi prawdopodobienstwami zgonu dla 0so6b starszych. Uzyskane wyniki
sa zatem zgodne z oczekiwaniami i rezultatami otrzymywanymi w innych badaniach
empirycznych.

W $wietle dotychczasowych rozwazan i otrzymanych wynikow wydaje sig, iz
najbardziej adekwatnymi modelami do modelowania i prognozowania umieralnosci
w Polsce w nadchodzacych latach sg 9-cio parametrowy model Heligmana-Pollarda
dla mezczyzn oraz 8-parametrowy model Carriere’a dla kobiet. Zwlaszcza ten drugi
whniosek jest dowodem na koniecznos¢ monitorowania zmian w zachodzacych rozkta-
dach umieralno$ci. Wigkszo$¢ z istniejacych i zblizonych do niniejszego badan empi-
rycznych wskazuje bowiem na supremacj¢ 9-cio parametrycznego modelu Heligmana-
Pollarda w modelowaniu umieralnosci.

4, UWAGI KONCOWE

W/w modele — uzupetione o zatozenia dotyczace migracji i zmian zachodza-
cych we wzorcach i skali dzietno$ci'® (np. Podrazka-Malka, 2006; Wréblewska, 2009;
Florczak, 2009b) — stanowi¢ beda podstawe do opracowania prognozy rozwoju demo-

13 Propozycje artykutu omawiajacego modelowanie dzietnosci przy uzyciu adekwatnych rozkladow
ztozono do innego wiodacego naukowego czasopisma polskiego.
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graficznego Polski. W tym celu szeregi czasowe parametrow przedstawione w tabelach
112, po uprzednim zbadaniu ich wlasnosci statystycznych (np. Florczak, 2005) oraz
merytorycznych, wynikajacych z nadawanej im interpretacji, stang si¢ przedmiotem
modelowania badz przy uzyciu modeli szeregow czasowych (np. McNown, Rogers,
1989, 1992), badz modeli przyczynowo-skutkowych (np. Florczak, 2011), badz jako
ztozeniu obydwu w/w podej$¢ (Tabeau i inni, 2001).

Artykul niniejszy jest pierwsza tak szeroka proba zastosowania na gruncie krajo-
wym wieloparametrycznych modeli objasniajacych umieralnos¢. W zadnym ze znanych
autorom opracowania artykutlow — w tym rowniez anglojezycznych — nie dokonano
tak szerokiej analizy porownawczej tej klasy modeli dla jednego kraju. Oprocz w/w
walorow artykut zawiera kilka nowatorskich rozwigzan, do ktérych naleza dyskusja
na temat zaleznos$ci pomi¢dzy parametrami modelu Heligmana-Pollarda i Kostaki, jak
roOwniez usprawnienie zastosowanych procedur numerycznych poprzez analityczne
wyprowadzenie gradientow funkcji.

W s$wietle zachodzacych wspodtczesnie zmian w procesach spoteczno-ekonomicz-
nych, implikowanych uwarunkowaniami demograficznych, wydaje si¢ szczegélnie
wazne rozpowszechnianie i poglebianie wiedzy w obszarze ilosciowych metod mode-
lowania i prognozowania procesow demograficznych. Artykut niniejszy wychodzi
naprzeciw tym postulatom.
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MODELOWANIE UMIERALNOSCI W POLSCE
PRZY UZYCIU FUNKCJI WIELOPARAMETRYCZNYCH

Streszczenie

W swietle zachodzacych wspolczesnie zmian w procesach spoteczno-ekonomicznych, implikowanych
uwarunkowaniami demograficznych, jest szczegdlnie wazne rozpowszechnianie i poglgbianie wiedzy
w obszarze ilo$ciowych metod modelowania i prognozowania procesow demograficznych. W arty-
kule przeprowadzono analiz¢ umieralno$ci w Polsce — oddzielnie dla m¢zczyzn i kobiet — w latach
19902015 przy uzyciu funkcji wieloparametrycznych dla wszystkich grup wieku. Rozwazano szes§é¢
wspotczesnych praw umieralnosci: 8-parametrowy model Heligmana-Pollarda, 9-parametrowy model
Heligmana-Pollarda, 9-parametrowy model Kostaki, model wielowykladniczy, 8-parametrowy model
Carriere’a oraz 11-parametrowy model Carriere’a. Parametry w/w modeli oszacowano przy uzyciu sto-
sownych metod numerycznych w srodowisku programu R, dokonujac optymalizacji wzglgedem czterech
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kryteriow. Uzyskane wyniki wskazuja, iz w analizowanym okresie nastapily zmiany we wzorcach umie-
ralno$ci. Obecnie najlepszymi modelami dla wszystkich grup wieku jest dla m¢zczyzn 9-parametrowy
model Heligmana-Pollarda, za$ dla kobiet — 8-parametrowy model Carriere’a.

Stowa kluczowe: wieloparametryczne modele umieralnosci demometria, analiza aktuarialna, metody
numeryczne, prognozowanie

MODELING MORTALITY IN POLAND
BY MEANS OF MULTI-PARAMETER MORTALITY LAWS FOR WHOLE LIFE SPAN

Abstract

In view of the contemporary changes in socio-economic processes implied by demographic con-
ditions, it seems advisable to disseminate and deepen quantitative methods of modeling and foreca-
sting demographic processes. This article deals with mortality analysis in Poland, of both males and
females, in the years 1990-2015 by means of mortality laws covering the whole life span. Six models
were investigated: 8-parameter Heligman-Pollard model, 9-parameter Heligman-Pollard model, Kostaki
model, multixponential model, and finally 8- and 11-parameter Carriere models. The parameters of the
models were estimated in R environment using numerical methods minimizing four different objective
functions. The outcomes show that in the period under consideration some changes in the mortality
patterns occurred. Now it is the 9-parameter Heligman-Pollard model for males and the 8-parameter
Carriere model for females that seem best suited to model mortality in Poland.

Keywords: multi-parameter mortality models of whole life span, demometrics, actuarial analysis,
numerical methods, forecasting
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WSPOMNIENIE O PROF. DR. HAB. ANDRZEJU MALAWSKIM

Prof. dr hab. Andrzej Malawski (1948-2016)

Andrzej Malawski urodzit si¢ 10 maja 1948 roku w Krakowie. Po ukonczeniu
w 1966 roku V Liceum Ogolnoksztalcacego im. A. Witkowskiego w Krakowie pod-
jat studia na Uniwersytecie Jagiellonskim, koficzagc na nim dwa fakultety. W latach
1966—1971 studiowat matematyke a w latach 1970-1975 filozofig, uzyskujac dyplomy
magistra matematyki i magistra filozofii.

W roku 1972 podjat prace zawodowa na dwczesnej Wyzszej Szkole Ekonomicznej
w Krakowie, przechodzac kolejne stanowiska asystenta stazysty, asystenta, starszego
asystenta, adiunkta, profesora nadzwyczajnego i profesora zwyczajnego w Katedrze
Matematyki.

W roku 1979 na Wydziale Ekonomiki Obrotu Akademii Ekonomicznej w Krakowie
obronit prace doktorska pt. Systemowa formuta integracji nauki, napisang pod kie-
runkiem doc. dr Jana Czyzynskiego, uzyskujac stopien doktora nauk ekonomicznych
ze specjalnoscig ekonometria. W roku 1993 uzyskat stopien doktora habilitowanego
nauk ekonomicznych w zakresie ekonomii — ekonomii matematycznej na podstawie
rozprawy habilitacyjnej pt. Systemy wzglednie odosobnione i ich modele w ekonomii.
Recenzentami habilitacyjnymi byli profesorowie: Zbigniew Czerwinski, Michat
Kolupa, Antoni Smoluk, Jan Steczkowski. W roku 2000 uzyskat tytut profesora nauk
ekonomicznych.
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Jego zainteresowania naukowe z biegiem lat ewoluowaty od logiki matematyczne;j
i podstaw matematyki, poprzez metodologi¢ badan naukowych (poréwnanie metody
strukturalnej i dialektycznej w nauce), podstawy ogdlnej teorii systemoéw oraz teori¢
badan systemowych, do teorii ogdlnej rownowagi ekonomicznej, ekonomii ewolucyj-
nej oraz aksjomatycznego ujecia ekonomii.

Sposrod wielu publikacji Profesora Andrzeja Malawskiego na szczegdlne wyrdz-
nienie zastuguja Jego monografie naukowe dotyczace weztowych problemow meto-
dologicznych ekonomii. Do nich nalezy rozprawa habilitacyjna Systemy wzglednie
odosobnione i ich modele w ekonomii, Zeszyty Naukowe Akademii Ekonomiczne;j
w Krakowie, seria specjalna: monografie, Krakow 1992, zawierajaca mnogosciowo-
-topologiczne podstawy ogoélnej teorii systemdéw oraz wykorzystanie otrzymanych
modeli w teorii ogodlnej rownowagi ekonomicznej. Wybitng pracg Prof. Andrzeja
Malawskiego jest Metoda aksjomatyczna w ekonomi. Studia nad strukturq i ewolucjg
systemow ekonomicznych, Ossolineum, Wroctaw 1999, bedaca Jego ksigzka profesor-
ska. W pracy tej autor przedstawit na gruncie filozoficzno-metodologicznym swoje
rozwazania nad dynamizacja statycznego modelu Arrowa-Debreu ogdlnej rownowagi
ekonomicznej oraz zebral wlasne propozycje aksjomatyzacji pewnych dziatéw eko-
nomii. W szczegblnosci dotyczyto to aksjomatyzacji teorii rozwoju gospodarczego
Schumpetera. W efekcie podjat probe przyjecia dynamicznego modelu Arrowa-Debreu
jako punktu wyjscia dla zunifikowanej, ujetej matematycznie ekonomii ewolucyjne;j,
modelujacej w tym aparacie pojeciowym podstawowe kategorie schumpeterowskiej
teorii rozwoju gospodarczego a takze pewne wazne aspekty dokonujacego sie w wielu
krajach procesu transformacji gospodarczej. Za ksigzke tg uzyskat On w 2000 roku
nagrode Kronenberga Banku Handlowego za osiggni¢cia w dziedzinie teorii ekonomii
i finansow.

Prezentacja wynikow prac, szczegodlnie dotyczacych modelu Arrowa-Debreu oraz
ekonomii schumpeterowskiej, na forum krajowym i miedzynarodowym skierowata
Jego aktywnos$¢ ku udziatlowi w migdzynarodowych towarzystwach naukowych,
takich jak International J. A. Schumpeter Society oraz Society for Economic Design,
gdzie Jego prace byty dostrzegane i cenione. Bral On udzial, wraz ze swoimi wspot-
pracownikami, w migdzynarodowych konferencjach schumpeterowskich. Tytulem
przyktadu, jako efekt tej dziatalnosci, mozna tutaj przytoczy¢ Jego wspotautorstwo
w pracy: Pyka A., da Graca Derengowski F. M., Foster J., Ciatowicz B., Malawski A.,
Saviotti P. P.; Catching Up, Spillovers and Innovation Networks in a Schumpeterian
Perspective, Springer, Heilderberg 2011.

Jego pozycja w srodowisku naukowym potwierdzona zostata cztonkostwem
w krajowych gremiach i towarzystwach naukowych, takich jak Polska Akademia
Umiejetnosci, gdzie pehit funkcje zastepey przewodniczacego Komisji Ekonomicznej,
Polska Akademia Nauk gdzie byl czlonkiem Komitetu Statystyki i Ekonometrii. Byt
on takze aktywnym czlonkiem Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Profesor Andrzej Malawski byl wybitnym i wymagajacym dydaktykiem przed-
miotow matematycznych. Prowadzil zajecia z matematyki, logiki, teorii systemow,
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ekonomii matematycznej, zastosowan matematyki w ekonomii oraz matematyki finan-
sowej. Byt tez autorem lub wspotautorem wielu podrecznikow akademickich z tego
zakresu. Oprocz zaje¢ w jezyku polskim prowadzil takze zajecia w jezyku angielskim
z takich przedmiotow jak: Mathematics for Economists, Mathematical Economics,
Introduction to Transitology, General Equilibrium Theory oraz Welfare Economics.
Dbat o poziom i atrakcyjno$¢ dydaktyki, uczestniczac w gremiach dyskutujacych
o wspolczesnej dydaktyce matematyki.

Ceniony na Uniwersytecie Ekonomicznym w Krakowie jest jego wktad w rozwoj
uczelni przez dlugoletnig i wielorakg dziatalnos$¢ administracyjng. Od 1998 roku kie-
rowat Zaktadem Ekonomii Matematycznej Katedry Matematyki a od roku 2012 byt
jej kierownikiem. W latach 1993-1996 petnit funkcje zastepcy kierownika Studium
Podstawowego AE, a w latach 1996-1999 prodziekana Wydzialu Zarzadzania. W latach
2005-2008 byt prodziekanem Wydziatu Finanséw. Ukoronowaniem Jego dziatalnosci
administracyjnej byto petnienie w latach 2008-2012 funkcji prorektora Uniwersytetu
Ekonomicznego ds. badan naukowych. W uznaniu zastug w pracy naukowe;j, dydak-
tycznej i organizacyjnej zostal on odznaczony Ztotym Krzyzem Zashugi i Medalem
Komisji Edukacji Narodowe;.

Na koniec tego krétkiego wspomnienia o Profesorze Andrzeju Malawskim nalezy
podkresli¢ cechy Jego osobowosci. Byl on osoba wielkiej skromnosci i kultury oso-
bistej, pogodny i zyczliwy ludziom. Jednoczesnie byt cztowiekiem o zdecydowanych
pogladach i prawosci charakteru. W ostatnim roku zycia zmagat si¢ z cigzkg choroba,
znosit ja z godnoscia, dzigki glebokiej wierze. Zmart 13 pazdziernika 2016 roku.
Uroczystosci pogrzebowe odbyty si¢ 18 pazdziernika 2016 roku na cmentarzu
Salwatorskim w Krakowie.

Jozef Pociecha, Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydzial Zarzqdzania, Katedra
Statystyki, ul. Rakowicka 27, 31-510 Krakow, e-mail: jozef.pociecha@uek.krakow.pl.
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SPRAWOZDANIA

KRZYSZTOF JAJUGA!, JERZY KORZENIEWSKI?, MAREK WALESIAK?

SPRAWOZDANIE Z XXV KONFERENCIJI NAUKOWEJ NT.
»KLASYFIKACJA I ANALIZA DANYCH — TEORIA I ZASTOSOWANIA”

W dniach 19-21 wrzesnia 2016 roku w miejscowosci Stok k. Betchatowa
odbyta si¢ XXV Jubileuszowa Konferencja Naukowa Sekcji Klasyfikacji i Analizy
Danych PTS (XXX Konferencja Taksonomiczna) nt. ,,Klasyfikacja i analiza danych
— teoria i zastosowania”, zorganizowana przez Sekcje Klasyfikacji i Analizy Danych
Polskiego Towarzystwa Statystycznego oraz Katedre Metod Statystycznych Wydzialu
Ekonomiczno-Socjologicznego Uniwersytetu £.odzkiego.

Przewodniczacym Komitetu Organizacyjnego Konferencji byt prof. dr hab.
Czestaw Domanski, zastgpcami przewodniczacego dr hab. Alina Jedrzejczak, prof.
UL oraz dr hab. Jerzy Korzeniewski, prof. UL, sekretarzami naukowymi dr hab.
Jacek Bialek i dr hab. Dorota Pekasiewicz, a sekretarzami organizacyjnymi dr Artur
Mikulec i dr Malgorzata Misztal.

Zakres tematyczny konferencji obejmowat zagadnienia:

a) teoria (taksonomia, analiza dyskryminacyjna, metody porzadkowania liniowego,
metody statystycznej analizy wielowymiarowej, metody analizy zmiennych cia-
glych, metody analizy zmiennych dyskretnych, metody analizy danych symbolicz-
nych, metody graficzne),

b) zastosowania (analiza danych finansowych, analiza danych marketingowych, ana-
liza danych przestrzennych, inne zastosowania analizy danych — medycyna, psy-
chologia, archeologia, itd., aplikacje komputerowe metod statystycznych).
Zasadniczym celem konferencji SKAD byta prezentacja osiggni¢¢ i wymiana

doswiadczen z zakresu teoretycznych i aplikacyjnych zagadnien klasyfikacji i analizy

I Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu, Wydziat Zarzadzania, Informatyki i Finansow, Katedra

Inwestycji Finansowych i Zarzadzania Ryzykiem, ul. Komandorska 118/120, 53-345 Wroctaw, Polska.
2 Uniwersytet Lodzki, Wydziat Ekonomiczno-Socjologiczny, Katedra Metod Statystycznych,
ul. Rewolucji 1905 r. nr 41, 90-214 L6dz, Polska.
3 Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu, Wydziat Ekonomii, Zarzadzania i Turystyki, Katedra
Ekonometrii i Informatyki, ul. Nowowiejska 3, 58-500 Jelenia Gora, Polska, autor prowadzacy korespon-
dencj¢ — e-mail: marek.walesiak@ue.wroc.pl.
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danych. Konferencja stanowi coroczne forum stuzace podsumowaniu obecnego stanu
wiedzy, przedstawieniu i promocji dokonan nowatorskich oraz wskazaniu kierunkow
dalszych prac i badan.

W konferencji wzigly udziat 93 osoby. Byli to pracownicy oraz doktoranci
nastgpujacych uczelni i instytucji: Politechniki Biatostockiej, Politechniki L.odzkiej,
Politechniki Gdanskiej, Politechniki Opolskiej, Politechniki Rzeszowskiej, Szkoty
Glownej Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie, Szkoty Glownej Handlowe;j
w Warszawie, Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, Uniwersytetu
Ekonomicznego w Katowicach, Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie,
Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu, Uniwersytetu Ekonomicznego we
Wroctawiu, Uniwersytetu Gdanskiego, Uniwersytetu Jana Kochanowskiego w Kielcach,
Uniwersytetu £.odzkiego, Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, Uniwersytetu
Przyrodniczego w Poznaniu, Uniwersytetu Szczecinskiego, Zachodniopomorskiego
Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie, Uniwersytetu w Biatymstoku,
Uniwersytetu Medycznego w Poznaniu, Wyzszej Szkoty Bankowej w Toruniu,
Panstwowej Wyzszej Szkoty Zawodowej w Kaliszu, a takze przedstawiciele Urzedu
Statystycznego w todzi, Urzedu Statystycznego w Poznaniu, Free Construction
Sp. z o.0.

W trakcie dwoch sesji plenarnych oraz czternastu sesji rownolegltych wygloszono
57 referatow poswigconych aspektom teoretycznym i aplikacyjnym zagadnienia kla-
syfikacji 1 analizy danych. Odbyla si¢ rowniez sesja plakatowa, na ktorej zaprezen-
towano 24 plakaty. Obradom w poszczegodlnych sesjach konferencji przewodniczyli
profesorowie: Krzysztof Jajuga, Mirostaw Krzysko, Malgorzata Roszkiewicz, Jerzy
Korzeniewski, Andrzej Bak, Krzysztof Najman, Barbara Pawetek, Wojciech Zielinski,
Tadeusz Kufel, Andrzej Sokotowski, Matgorzata Markowska, Marek Walesiak, Jozef
Pociecha, Pawet Lula, Alina Jgdrzejczak, Danuta Strahl.

Teksty referatow przygotowane w formie recenzowanych artykutow naukowych
stanowig zawartos¢ przygotowywanej do druku publikacji z serii Taksonomia nr 28
1 29 (w ramach Prac Naukowych Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu).
Publikacje uzupetnia opracowanie Profesorow Krzysztofa Jajugi i Marka Walesiaka
pt. ,, XXX konferencji taksonomicznych — kilka faktow i refleks;ji”.

Zaprezentowano nastgpujace referaty (zestawienie uwzglednia, bedace w pro-
gramie konferencji a niezaprezentowane z obiektywnych przyczyn, dwa referaty
E. Roszkowskiej, B. Jefmanskiego i T. Wachowicza oraz E. Sobczak):

Jozef Pociecha, Polska statystyka publiczna — od Sejmu Czteroletniego do wspodtcze-
snosci

Tomasz Gorecki, Mirostaw Krzysko, Waldemar Wotynski, Wspotczynnik zgodnosci
miedzy macierzami jadrowymi dla wielozmiennych danych funkcjonalnych i jego
zastosowania

Andrzej Bak, Statystyczne metody doboru zmiennych w porzadkowaniu liniowym
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Marek Sobolewski, Andrzej Sokotowski, Grupowanie metoda k-$rednich z warunkiem
spojnosci

Mariusz Kubus, Problem zmiennych zaklécajacych w agregowanych klasyfikato-
rach kNN

Marcin Petka, Wielomodelowa klasyfikacja spektralna danych symbolicznych

Barbara Pawetek, Dorota Grochowina, Podejscie wielomodelowe w prognozowaniu
zagrozenia przedsigbiorstw upadto$cia w Polsce

Iwona Markowicz, Analiza trwania firm w powiatach wojewodztwa zachodniopo-
morskiego

Artur Mikulec, Kohortowe tablice trwania przedsigbiorstw w wojewodztwie 10dzkim
— ujecie kwartalne

Grazyna Dehnel, Winsoryzacja w ocenie matych przedsigbiorstw

Katarzyna Frodyma, Monika Papiez, Stawomir Smiech, Determinanty rozwoju OZE
w krajach Unii Europejskiej na poczatku XXI wieku

Jacek Biatek, Elzbieta Roszko-Wojtowicz, Ocena wptywu wybranych czynnikéw na
poziom innowacyjnosci gospodarek UE

Beata Bieszk-Stolorz, Funkcja skumulowanej czgstosci i modele hazardu w ocenie
ryzyka konkurencyjnego

Matgorzata Podogrodzka, Klasa kreatywna a bezrobocie w Polsce

Sabina Denkowska, Zastosowanie analizy wrazliwosci do skorygowania obcigzenia
efektow oddziatywan oszacowanych za pomoca Propensity Score Matching

Izabela Kurzawa, Aleksandra Luczak, Feliks Wysocki, Zastosowanie metod takso-
nometrycznych i ekonometrycznych w wielowymiarowej analizie poziomu zycia
mieszkancéw powiatéw w Polsce

Barbara Batog, Jacek Batog, Zastosowanie analizy korespondencji w analizie zwigzku
miedzy wielkos$cig oraz poziomem i dynamika rozwoju polskich miast

Ewa Genge, Joanna Trzgsiok, Czy tatwiej wigza¢ koniec z koncem? — badanie
sytuacji materialnej gospodarstw domowych w Polsce z wykorzystaniem modeli
panelowych

Marta Dziechciarz-Duda, Analiza zréznicowania wyposazenia gospodarstw domowych
w dobra trwate

Mariola Chrzanowska, Joanna Landmesser, Symulacja efektow ex ante programu
»Rodzina 500+”

Marcin Salamaga, Zastosowanie analizy korespondencji do badania motywow podej-
mowania BIZ przez polskie firmy

Iwona Staniec, Zastosowanie modelowania réwnan strukturalnych w poszukiwaniu
czynnikow determinujacych wspotprace w przedsigbiorczosci technologicznej

Mateusz Baryta, Analiza rozktadu pierwszej cyfry znaczacej danych finansowych
wybranych spétek z sektora mediow notowanych na GPW w Warszawie

Mirostaw Krzysko, Wojciech Lukaszonek, Waldemar Wotynski, Analiza kanoniczna
dla danych podwoéjnie wielowymiarowych
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Mirostawa Sztemberg-Lewandowska, Analiza niezaleznych gtéwnych sktadowych

Marcin Szymkowiak, Podejscie kalibracyjne wykorzystujace analizg¢ sktadowych gtow-
nych w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi

Dariusz Kacprzak, Katarzyna Rudnik, Wypukte liczby rozmyte vs. skierowane liczby
rozmyte w metodzie FSAW

Stanistaw Wanat, Analiza ryzyka systemowego na europejskim rynku ubezpieczen
z wykorzystaniem modelu copula-DCC-GARCH i wybranych metod grupowania

Marek A. Dabrowski, Stawomir Smiech, Monika Papiez, Wiarygodna klasyfikacja
faktycznych systemow kursu walutowego

Tomasz Barttomowicz, Ekonometryczna analiza kursow akcji w dniu ,,bez dywidendy”

Michat Stachura, Dariusz Wieczorek, Artur Zielinski, Identyfikacja najbardziej zblizo-
nych okresow interglacjatow z ostatnich 600.000 lat na podstawie analizy krzywej
izotopowej tlenu (LR04 §'30)

Dorota Rozmus, Pomiar stabilno$ci metod taksonomicznych z zastosowaniem pro-
gramu R

Andrzej Dudek, Miary odlegtosci dla danych symbolicznych w pakiecie symbolicDA
srodowiska R

Michat Trzgsiok, O wzbogacaniu metod klasyfikacji w zdolno$¢ do wyrazania wat-
pliwosci w przypadkach trudnych do rozstrzygniecia

Artur Zaborski, Pomiar preferencji z wykorzystaniem triad

Iwona Forys, Ocena podobienstwa wielowymiarowych obiektow w wycenie nieru-
chomosci zabudowanych domami jednorodzinnymi

Ewa Putek-Szelag, Iwona Forys, Wielowymiarowa analiza atrakcyjnos$ci lokalizacyjnej
mieszkan w Szczecinie ze szczegolnym uwzglednieniem wskaznika przestepczosci

Romana Glowicka-Wotoszyn, Agnieszka Kozera, Feliks Wysocki, Problem doboru
macierzy wag przestrzennych w identyfikacji efektow przestrzennych samodziel-
nosci finansowej gmin

Romana Glowicka-Wotoszyn, Zastosowanie modelu potencjatu w analizie przestrzen-
nego zrdéznicowania samodzielnosci finansowej gmin w wojewodztwie wielko-
polskim

Kamila Migdat-Najman, Krzysztof Najman, Analiza poziomu wczesnoszkolnego
ksztatcenia muzycznego w Polsce

Joanna Trzgsiok, Pawetl Sroka, Co szumia drzewa o tenisie? — predykcja wynikow
spotkan w tenisie ziemnym z wykorzystaniem drzew klasyfikacyjnych

Urszula Cieraszewska, Monika Hamerska, Pawel Lula, Wyznaczanie podobienstwa
zawartosci publikacji naukowych na podstawie opiséw w notacji UKD

Pawel Wotoszyn, Katarzyna Wojcik, Przemystaw Ptys, Wykorzystanie porownywania
parami w ewaluacji prac pisemnych studentow

Alina Jedrzejczak, Jan Kubacki, Analiza rozktadéw dochodu rozporzadzalnego wedtug
wojewddztw z uwzglednieniem czasu
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Marzena Filipowicz-Chomko, Ewa Roszkowska, Tomasz Wachowicz, Wykorzystanie
metody TOPSIS do oceny zréznicowania rozwoju wojewodztw Polski w latach
2010-2014 w kontekscie ksztaltowania si¢ tadu instytucjonalnego

Aleksandra Luczak, Izabela Kurzawa, Ocena poziomu zroéwnowazonego rozwoju
powiatow w Polsce z wykorzystaniem metod taksonomicznych

Katarzyna Cheba, Wielowymiarowa analiza atrakcyjnosci inwestycyjnej regionéw
Polski

Kamil Sapata, Marcin Weiss, Marcin Noyszewski, Poréwnanie wybranych metod sta-
tystycznych i metod sztucznej inteligencji do przewidywania zdarzen w oprogra-
mowaniu zabezpieczajacym systemy przechowywania dokumentow cyfrowych,
w tym systemow klasy Enterprise Content Management

Monika Rozkrut, Dominik Rozkrut, Rozrywka jako element rozwoju umiejetnosci
cyfrowych w spoteczenstwie informacyjnym, analiza wielowymiarowa

Iwona Konarzewska, Wtasnosci metod wielokryteriowych w warunkach zaleznosci
liniowej kryteriow — przyktad badania fadu srodowiskowego w Polsce w roku 2014

Pawetl Konopka, Wielokryterialna klasyfikacja pozyczkobiorcow z uwzglednieniem
wielu rozwigzan idealnych oraz anty-idealnych

Piotr Namiecinski, Tadeusz Trzaskalik, Andrzej Bajdak, Stawomir Jarek, Wykorzystanie
Stochastycznej wielokryterialnej analizy akceptowalnos$ci w prognozowaniu przy-
sztych udziatow w rynku dla nowo wprowadzanych produktow

Marek Walesiak, Wizualizacja wynikow porzadkowania liniowego z wykorzystaniem
skalowania wielowymiarowego

Czestaw Domanski, Poréwnanie metod pomiaru

Kamila Migdat-Najman, Krzysztof Najman, Big Data = Clear + Dirty + Dark data

Ewa Roszkowska, Bartlomiej Jefmanski, Tomasz Wachowicz, Zastosowanie teorii
odpowiadania na pozycje testowe do oceny zdolnosci przetwarzania informacji
preferencyjnej w negocjacjach elektronicznych

Elzbieta Sobczak, Koncentracja przestrzenna struktur pracujacych a kapitat edukacyjny
w Unii Europejskiej

W trakcie sesji plakatowej zaprezentowano 24 plakaty (uwzgledniajac dwa pla-
katy bedace w programie konferencji a niezaprezentowane z obiektywnych przy-
czyn: A. Depty; P. Tarki) przygotowane przez nastepujacych autorow: Iwona Bak;
Marcin Btazejowski, Pawet Kufel i Tadeusz Kufel; Katarzyna Chudy-Laskowska
1 Maria Wierzbinska; Adam Depta; Marta Dziechciarz-Duda i Klaudia Przybysz;
Jerzy Korzeniewski; Anna Krol; Marta Kuc; Pawet Kufel; Marta Matecka; Malgorzata
Misztal; Michal Pietrzak; Radostaw Pietrzyk; Tomasz Pisula; Malgorzata Roszkiewicz;
Anna Sowinska i Izabela Miechowicz; Marcin Szymkowiak; Piotr Tarka; Natalia
Walesa; Katarzyna Wawrzyniak; Elzbieta Zalewska; Dominik Sieradzki i Wojciech
Zielinski; Tomasz Klimanek 1 Tomasz Jozefowski; Wojciech Roszka.
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W pierwszym dniu konferencji mialo miejsce posiedzenie czlonkéw Sekcji
Klasyfikacji i Analizy Danych Polskiego Towarzystwa Statystycznego, ktéremu prze-
wodniczyt prof. dr hab. Jozef Pociecha. Ustalono plan przebiegu zebrania obejmujacy
nastgpujace punkty:

Sprawozdanie z dziatalnosci Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS.
Informacje dotyczace planowanych konferencji krajowych i zagranicznych.
Organizacja konferencji SKAD PTS w 2017 i 2018 roku.

Wybodr Rady Sekcji SKAD na kadencj¢ 2017-2018.

oaw>

Prof. dr hab. J6zef Pociecha otworzyt posiedzenie Sekcji SKAD PTS. Sprawozdanie
z dziatalnosci Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS przedstawita sekretarz
naukowy Sekcji dr hab. Barbara Pawetek, prof. nadzw. UEK. Poinformowata, ze
obecnie Sekcja liczy 231 cztonkdéw. Przypomniata, Ze na stronie internetowej Sekcji
znajduje si¢ regulamin, a takze deklaracja czlonkowska. Poinformowata, Zze zostaty
opublikowane zeszyty z serii ,,Taksonomia” nr 26 i 27 (PN UE we Wroctawiu
nr 426 i 427). W ,,Przegladzie Statystycznym” (zeszyt 4/2015) ukazato si¢ sprawoz-
danie z ubieglorocznej konferencji SKAD, ktora odbyta si¢ w Gdansku, w dniach
14—-16 wrze$nia 2015 r. Prof. Barbara Pawelek przedstawita informacje dotyczace dzia-
falno$ci migdzynarodowej oraz udziatu w waznych konferencjach cztonkow SKAD.
Poinformowata takze, Zze nie zostat rozstrzygniety konkurs na projekt logo Sekcji
SKAD. Termin sktadania propozycji zostal przedtuzony do konca listopada.

Kolejny punkt posiedzenia Sekcji obejmowat zapowiedzi najblizszych konferencji
krajowych i zagranicznych, ktorych tematyka jest zgodna z profilem Sekcji. Prof.
dr hab. Jézef Pociecha poinformowat o dwoch wybranych konferencjach krajowych
(XXXV Konferencja Naukowa ,,Multivariate Statistical Analysis MSA 2015”, £odz,
7-9 listopada 2016 r.; XI Mig¢dzynarodowa Konferencja Naukowa im. Profesora
Aleksandra Zeliasia nt. ,,Modelowanie i prognozowanie zjawisk spoteczno-gospo-
darczych”, Zakopane, 9-12 maja 2017 r.) oraz o konferencjach zagranicznych: kon-
ferencja ,,European Data Science Conference” organizowana przez The European
Association for Data Science (EuADS) odbedzie si¢ w dniach 7-8 listopada 2016 roku
w Luksemburgu; konferencja ,,SMC’2017: Data Engineering In Bioinformatics, Image
and Data Analysis” organizowana przez The Moroccan Classification Society odbedzie
si¢ w dniach 23-25 marca 2017 roku w Tangerze; konferencja Migdzynarodowego
Stowarzyszenia Towarzystw Klasyfikacyjnych — IFCS 2017 (Conference of the
International Federation of Classification Societies) odbedzie si¢ w dniach 8—10 sierp-
nia 2017 roku w Tokio; konferencja Wtoskiego Towarzystwa Klasyfikacji i Analizy
Danych SIS — CLADAG 2017 (Classification and Data Analysis Group of the Italian
Statistical Society) odbedzie si¢ w dniach 13—15 wrzesnia 2017 roku w Mediolanie;
konferencja ,,European Conference on Data Analysis” — ECDA 2017 odbedzie si¢
na Uniwersytecie Ekonomicznym we Wroctawiu (27-29.09.2017). W przeddzien
tej konferencji, tj. 26.09.2017 roku, odbedzie si¢ Niemiecko-Polskie Sympozjum
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nt. Analizy Danych i jej Zastosowann GPSDAA 2017; w 2019 roku Niemiecko-Polskie
Sympozjum nt. Analizy Danych i jej Zastosowan GPSDAA 2019 organizuje Profesor
Geyer-Schultz w Karlsruhe.

W nastgpnym punkcie posiedzenia podjgto kwestig organizacji kolejnych konfe-
rencji SKAD. SKAD 2017 zorganizuje o$rodek krakowski a SKAD 2018 — osrodek
torunski.

W kolejnej czesci zebrania dokonano wyboru cztonkéw Rady SKAD na kaden-
cje 2017-2018. Przewodnictwo w tej czesci posiedzenia powierzono Prof. Danucie
Strahl. Powotano Komisje¢ Skrutacyjna w sktadzie: dr Iwona Staniec, dr hab. Stawomir
Smiech, dr Artur Zaborski. Profesor Danuta Strahl poprosita zebranych o proponowanie
kandydatur do Rady Sekcji SKAD. Prof. Krzysztof Jajuga zgtosit kandydature Jozefa
Pociechy. Prof. Jozef Pociecha zglosil kandydature Krzysztofa Jajugi. Prof. Marek
Walesiak zaproponowat zgloszenie dotychczasowego sktadu Rady Sekcji. Nastepnie
Prof. Pawet Lula zgtosit kandydatur¢ Tadeusza Kufla, a Prof. Krzysztof Jajuga zgtosit
kandydatur¢ Grazyny Dehnel. Wszystkie osoby potwierdzity zgode na kandydowanie.
Nastepnie zgloszony zostal wniosek o zamkniecie listy kandydatow, ktory zostat jed-
nogtosnie poparty. Komisja Skrutacyjna przeprowadzita gtosowanie tajne.

W glosowaniu uczestniczyto 48 czlonkow Sekcji (oddano 47 glosow waznych).
Uzyskano nastepujace wyniki: prof. G. Dehnel 38 glosow na ,.tak”, prof. E. Gatnar
34 glosy na ,,tak”; prof. K. Jajuga 44 glosy na ,tak”; prof. T. Kufel 27 gloséw na
»tak”; prof. K. Najman 33 glosy na ,tak”; prof. J. Pociecha 45 gloséw na ,tak”,
prof. B. Pawelek 44 glosy na ,tak”; prof. A. Sokotowski 46 glosow na ,tak”, prof.
M. Walesiak 47 glosdéw na ,,tak”.

W wyniku glosowania do nowej Rady SKAD przyjeto nastgpujgce kandyda-
tury (zgodnie z Regulaminem Rada Sekcji moze liczy¢ od 5 do 8 os6b): G. Dehnel,
E. Gatnar, K. Jajuga, K. Najman, J. Pociecha, B. Pawelek, A. Sokotowski, M. Walesiak.

Nastepnie nowo wybrana Rada udata si¢ na posiedzenie tajne, podczas ktorego
dokonano wyboru reprezentantéw Rady Sekcji, w osobach:

1. Jozef Pociecha — przewodniczacy Rady Sekcji.

2. Marek Walesiak — zastepca przewodniczacego Rady Sekcji.

3. Barbara Pawetek — sekretarz Rady Sekcji.

4. Kirzysztof Jajuga, Andrzej Sokotowski, Grazyna Dehnel, Eugeniusz Gatnar,

Krzysztof Najman — czlonkowie Rady Sekcji.

Prof. Jézef Pociecha zamknat posiedzenie Sekcji SKAD.

W ostatnim dniu konferencji ogltoszono wyniki konkursu dla Autorow trzech naj-
lepszych referatow i plakatow zaprezentowanych na Konferencji SKAD 2016 przez
mtodych pracownikow nauki (z tytutem magistra lub stopniem doktora). Nagrody
pieni¢zne w Konkursie na sume 1.500 zt ufundowata firma StatSoft Polska. Decyzje
o przyznaniu nagrdd oraz kategorii nagrody na podstawie zaprezentowanego refe-
ratu lub plakatu, z uwzglednieniem tresci i formy prezentacji, podjeto Jury Konkursu
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w drodze glosowania. W sktad Jury weszli obecni na konferencji SKAD 2016 czton-

kowie Komitetu Naukowego. W wyniku decyzji Jury Konkursu przyznato nastepu-

jace nagrody:

1. Istopnia (600 z1): dr Michat Trzesiok (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach).

2. 1II stopnia (500 zt): dr Tomasz Klimanek, mgr Tomasz Jézefowski (Urzad
Statystyczny w Poznaniu).

3. I stopnia (400 z1): dr Pawel Kufel (Wyzsza Szkota Bankowa w Toruniu).

W imieniu dr. Janusza Watroby z firmy StatSoft Polska dyplomy laurecatom
Konkursu wreczyt Prof. Andrzej Sokotowski.



	STRONA REDAKCYJNA
	SPIS TREŚCI
	CONTENTS
	MAREK WALESIAK WIZUALIZACJA WYNIKÓW PORZĄDKOWANIA LINIOWEGODLA DANYCH PORZĄDKOWYCH Z WYKORZYSTANIEM SKALOWANIA WIELOWYMIAROWEGO
	KATARZYNA FILIPOWICZ, ROBERT SYREK, TOMASZ TOKARSKI ŚCIEŻKI WZROSTU W MODELU SOLOWA PRZY ALTERNATYWNYCH TRAJEKTORIACH LICZBY PRACUJĄCYCH
	PAWEŁ KLIBER PRAWO OKUNA NA REGIONALNYCH RYNKACH PRACY W POLSCE
	KRZYSZTOF PIASECKI, JOANNA SIWEK PORTFEL DWUSKŁADNIKOWY Z TRÓJKĄTNYMI ROZMYTYMI WARTOŚCIAMI BIEŻĄCYMI– PODEJŚCIE ALTERNATYWNE
	GRAŻYNA DEHNEL, MICHAŁ PIETRZAK, ŁUKASZ WAWROWSKI ESTYMACJA PRZYCHODU PRZEDSIĘBIORSTW NA PODSTAWIE MODELU FAYA-HERRIOTA
	WALDEMAR FLORCZAK, ARKADIUSZ FLORCZAK MODELOWANIE UMIERALNOŚCI W POLSCE PRZY UŻYCIU FUNKCJI WIELOPARAMETRYCZNYCH
	WSPOMNIENIE O PROF. DR. HAB. ANDRZEJU MALAWSKIM
	KRZYSZTOF JAJUGA, JERZY KORZENIEWSKI, MAREK WALESIAK SPRAWOZDANIE Z XXV KONFERENCJI NAUKOWEJ NT. „KLASYFIKACJA I ANALIZA DANYCH – TEORIA I ZASTOSOWANIA”



