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WALDEMAR FLORCZAK!, ARKADIUSZ FLORCZAK?

MODELOWANIE UMIERALNOSCI W POLSCE
PRZY UZYCIU FUNKCJI WIELOPARAMETRYCZNYCH?

1. WPROWADZENIE

Procesy demograficzne i ekonomiczne pozostaja w dlugookresowym tancuchu
powigzan jednoczesnych, jednakze sila ich wzajemnego oddzialywania wzgledem sie-
bie nie jest symetryczna. Przyjmujac zalozenie ceteris paribus w stosunku do migracji
zewnetrznych, uwarunkowania ekonomiczne determinujag — obok innych czynnikow
— plodno$¢ i przyczyniaja si¢ do zmian w oczekiwanej dlugos$ci zycia. Sg to z kolei
czynniki, ktore jedynie nieznacznie — z perspektywy powigzan symultanicznych, t.
w ciaggu krotkiego okresu czasu, np. roku — wpltywaja na poziom zasobow demogra-
ficznych, ktoérych oddziatywanie na procesy ekonomiczne jest natychmiastowe 1 klu-
czowe, np. podaz pracy, czy wspotczynniki struktury demograficznej (np. Florczak,
2008). Stad nie popetnia si¢ nadmiernego btedu, przyjmujac, iz rozwodj] demogra-
ficzny jest w duzym stopniu egzogeniczny wzgledem uwarunkowan ekonomicznych.
Przekonujaco na ten temat pisze Reher (2011), ktérego zdaniem procesy demograficzne
sa spiritus movens zmian spoteczno-ekonomicznych zachodzacych we wspotczesnym
Swiecie.

Wspolczesne procesy demograficzne charakteryzuje sekularnie rosngca oczeki-
wana dlugos¢ zycia oraz (bardzo) niska ptodnosé, co skutkuje zawezong reproduk-
cja 1 starzeniem si¢ spoteczenstwa (np. Kotowska, 1999; Kedelski, Paradysz, 2006;
Okolski, Fihel, 2012). Juz obecnie oddziatuja one silnie na rzeczywistos¢ spoteczno-
-ekonomiczng rozwinigtych krajow, a z biegiem czasu wpltyw ten bedzie narastat
i obejmie — zgodnie z prognozami — wigkszos¢ panstw (np. Coleman, Rowthorn, 2011).
Transformacja demograficzna wymagaé¢ bedzie od rzadow poszczegdlnych panstw
daleko idacych reform instytucjonalnych w celu neutralizacji, czy choc¢by ostabienia
licznych niekorzystnych skutkow drugiego przejscia (np. Okolski, Fihel, 2012; Lee,
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Reher, 2011). Punktem wyjscia do opracowania adekwatnej agendy i harmonogramu
takich dziatan powinny by¢ rzetelne projekcje rozwoju demograficznego.

Wirdd istniejacych metod modelownia i prognozowania umieralnosci (np. Preston
i inni, 2003) — drugiego obok ptodnosci kluczowego czynnika rozwoju demograficz-
nego — wazne miejsce zajmujg modele parametryczne. Funkcje te, okreslane takze
,»prawami umieralnosci” (ang. mortality laws), objasniajg zmienno$¢ prawdopodo-
bienstw zgonu, ktore sa zréoznicowane wzgledem wieku i plci. Wyrdznia si¢ przy
tym dwa rodzaje praw umieralno$ci. Pierwsze, zdezagregowane/czaskowe, takie jak
funkcja/prawo Gompertza, Makehama, Perksa, czy krzywa logistyczna (np. Forfar,
2004; Florczak, 2009a), objasniajg prawdopodobienstwa zgonu w konkretnym wieku
x-lat lub dla wzglednie heterogenicznej grupy wiekowej, co do ktorej mozna zatozy¢,
ze zmiany (przyrosty) prawdopodobienstwa zgonu osobniczego charakteryzujg si¢
regularnoscia, ktéra mozna aproksymowac dang funkcja. W drugich, zagregowanych/
pelnych, dazy si¢ do tacznego objasnienia prawdopodobienstw zgonu dla wszystkich
etapow zycia jednoczesnie przy uzyciu jednoréwnaniowej funkcji wieloparametrycz-
nej. Niewatpliwa zaleta drugiego podejscia jest to, ze uzyskane w nich rezultaty sa
mniej eratyczne i lepiej interpretowalne od funkcji czastkowych, co jest szczeg6lnie
wazne przy probach wykorzystania praw umieralnosci do celéw prognostycznych
(np. Rogers, 1986). To wtasnie funkcje zagregowane stanowia przedmiot badan niniej-
szego artykutu.

Celem artykutu jest objasnienie umieralnosci w Polsce w latach 1990-2015 wedtug
wieku 1 plei przy uzyciu wspolczesnych modeli wieloparametrycznych i wskazanie
modeli o najwiekszym potencjale poznawczym w §wietle uzyskanych wynikow.

Pomimo potencjalnie duzego znaczenia praktycznego problematyki poruszanej
w niniejszym artykule (prognozy demograficzne) polskojezyczny dorobek naukowy
jest — w przeciwienstwie do literatury anglojezycznej, ktora jednak pomija Polske —
raczej ubogi. Jedynym — jak wynika z przegladu literatury — polskim ekonomista,
ktory obecnie zajmuje si¢ tymi zagadnieniami w sposob regularny jest prof. Ireneusz
Kuropka (1992, 2009). Tym bardziej wskazane wydaje si¢ rozpowszechnienie i pogte-
bienie stanu wiedzy w tym zakresie.

Struktura artykutu jest nastgpujaca. W kolejnym punkcie omdéwiono kwestie
metodyczne 1 statystyczne, przytaczajac zrodta danych, zastosowane funkcje wraz
z interpretacjg parametrow oraz numeryczne metody szacunku i zastosowane funkcje
celu. W sekgji trzeciej przytoczono otrzymane rezultaty i przeprowadzono adekwatng
dyskusj¢ oraz sformutowano szereg wnioskow. Artykut domykaja uwagi koncowe.

2. METODYKA I DANE

Ide¢ wieloparametrycznego modelowania umieralno$ci przedstawi¢ mozna naste-
pujaco. Niech g, oznacza szereg prawdopodobienstw zgonu, lub ich transformacje, dla
0s6b w wieku i-lat w roku 7, gdzie i =0, 1, 2, ... K (K — gorna granica wieku ustalana
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na podstawie dostepnych danych, K = 85 lub K = 100); t =1, 2, ... n (n — liczba
lat objetych badaniem. Krzywa parametryczna (prawo umieralnosci) typu g(i,7,),
gdzie 7, jest wektorem m parametrow tej krzywej, ma za zadanie aproksymowac
empiryczny rozktad umieralno$ci w roku z. Posta¢ funkcyjna jest zatem stata w czasie,
ale zmienna wzgledem parametrow m.

Dopasowanie krzywej umieralno$ci do wartosci empirycznych polega na znalezie-
niu takich warto$ci 7,, dla ktorych warto$¢ funkcji celu bedzie najmniejsza poprzez
minimalizowanie odpowiedniego kryterium, np. sumy kwadratow reszt. Metoda esty-
macji zalezy przy tym od stopnia komplikacji danego prawa umieralno$ci oraz zasto-
sowanej funkcji celu i na ogét wymaga uzycia adekwatnych metod numerycznych.

Po oszacowaniu wartosci parametrow 77, uzyskujemy mozliwo$¢ oceny stopnia
dopasowania danego modelu do wartosci empirycznych oraz konstrukcji prognoz
ich warto$ci, stosujac roéznorodne techniki prognozowania szeregow czasowych
(np. McNown, Rogers, 1989, 1992). Dysponujgc warto$ciami prognoz parametrow
modelu oraz informacjami o liczebnosci i strukturze wedtug wieku i ptci populacji
wyjsciowej mozna — po uzupetnieniu o prognozy dotyczace ptodnosci i migracji netto
— postawi¢ pelng prognoze demograficzng.

2.1. DANE I NOMENKLATURA

Dane do obliczen empirycznych przeprowadzonych w badaniu zaczerpnigto z ofi-
cjalnych baz danych GUS ze strony http://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/ludnosc/trwa-
nie-zycia/trwanie-zycia-tablice,1,1.html. Szczegdty metodyczne konstrukcji petnych
tablic trwania zycia, czytelnik znajdzie w opracowaniu GUS , Trwanie zycia w 2015
roku” (zwlaszcza strony str. 10-13).

Ponizej przedstawiono definicje gtdéwnych poj¢¢ analizy tablic trwania zycia
i rachunku aktuarialnego, na ktorych bazuja prezentowane w niniejszym artykule
badania.
ly — poczatkowy rozmiar kohorty,

[, — liczba o0s6b ktora dozywajaca wieku x-lat sposroéd poczatkowych [, oséb,

d,=1l.—[l.; — liczba zgonow x-latkow w okresie (x,x+1],

Py = Le+,/ I, — prawdopodobienstwo przezycia przez x-latka kolejnych #-lat,

qx = dx/lxa gdyz qx = 1 —Dx T 1 - Zx+l/lx = (lx - lx+l)/lx = dx/lxa

L, = f01 l +:dt — ludno$¢ stacjonarna (liczba lat przezyta przez /. osob w okresie
(x,x+1]),

__ Gx
) Lesedt
s(x) = P(X > x) — funkcja przezycia, czyli prawdopodobienstwa dozycia przez nowo-
rodzonego do wieku co najmniej x-lat.
Przedmiotem analiz sg prawdopodobienstwa zgonu wedtug wieku (ang. age-specific
mortality rates) w podziale na pte¢. Na rysunku 1 przedstawiono ich ksztalttowanie

my — moment centralny $mierci,
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si¢ jako $rednich z lat 1990-1995, 2000-2005 oraz 2010-2015. Zastosowanie $red-
nich pigcioletnich neutralizuje wplyw oddzialywania czynnikéw przypadkowych, zas
dtugi (10-letni) okres dzielacy poszczegdlne szeregi pozwala zaobserwowac generalng
tendencje spadkowa prawdopodobienstw we wszystkich grupach wieku. Latwo przy
tym zauwazy¢, iz spadki te sg relatywnie wyzsze w starszych grupach wiekowych
oraz dla nowonarodzonych. Ze wzgledu na fakt, iz warto§¢ maksymalna ¢, jest ponad
10 tysiecy razy wicksza od warto$ci minimalnej przedstawienie wszystkich prawdopo-
dobienstw zgonu na jednym rysunku bytoby niekomunikatywne. Dlatego zdecydowano
si¢ wyszczegolni¢ kilka grup wiekowych. W punkcie prezentujacym wyniki analizy
empirycznej z kolei zdecydowano si¢ na zastosowanie skali logarytmicznej, gdyz
idea modelowanie umieralnosci w przy uzyciu funkcji wieloparametrycznych zasa-
dza si¢ na uwzglednieniu przez te funkcje wszystkich grup wiekowych jednocze$nie
(vide punkt 3 artykuhu).

2.2. ZASTOSOWANE FUNKCJE PARAMETRYCZNE

Przy doborze praw umieralnosci, ktore poddano empirycznemu badaniu dla
populacji Polski, kierowano si¢ zasada ich naukowej aktualnosci i rozpowszechnie-
nia (por. Bell, 1997; Booth, Tickle, 2008)°. Stad zrezygnowano z modeli starszych,
skonstruowanych jeszcze w XIX wieku, ktorych opis zawiera Forfar (2004). Ogdtem
analizie poddano sze$¢ modeli, ktdre przedstawiono ponizej.

8-parametrowy model Heligmana-Pollarda (Heligman, Pollard, 1980)
Pollard i Heligman zapronowali rodzing modeli umieralno$ci postaci:

N
qx = Z Aie_Bi(fi(x)_Ci)Di’ (1)
Px —

x=1

Szczegdlnym przypadkiem rownania (1) jest 8-parametrowy model Heligmana-
Pollarda:

% — A(x+B)C _|_De—E(lnx—lnF)2 + GHx, (2)

Px

(gdyz A(x+B)C + De—E(lnx—lnF)2 + GH* = eln(A)(x+B)C + De—E(lnx—lnF)2 + e(lnG+xlnH)).

5 Rozwazano takze model Hannerza (2001). Jednakze ostatecznie zrezygnowano z jego prezentacji,

gdyz autorzy napotkali na nieprzezwycig¢zalne trudnosci techniczne w jego implementacji. W oryginalnym
artykule brakuje bowiem dostatecznie szczegélowych informacji umozliwiajacych replikg opisywanych
tam procedur. Na usprawiedliwienie doda¢ nalezy, iz poza oryginalnym artykutem model ten nie doczekat
si¢ zadnej innej implementacji.
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Rysunek 1. Ksztaltowanie si¢ czastkowych wspotczynnikow zgonu, ¢,, dla m¢zczyzn i kobiet w Polsce
w latach 1990-2015

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych GUS.
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Parametry 4, B i C réwnania (2) okre$laja umieralno$¢ w poczatkowym okresie
zycia, gdzie 4 1 B interpretowane sg jako prawdopodobienstwa zgonu odpowiednio dla
0sob w wieku 0 1 1 lat, za$ parametr C okresla tempo wygasania prawdopodobienstwa
zgonu w dalszych latach dziecinstwa.

Parametry D, E oraz F ksztaltuja umieralno$¢ zwigzang z dojrzewaniem i wczesng
dorostoscig, ktora charakteryzuje si¢ skokowym wzrostem prawdopodobienstwa zgonu
w wyniku réznego rodzaju $miertelnych urazéow (np. wypadki komunikacyjne, samo-
bojstwa, bojki ze skutkiem $miertelnym, utonigcia, zatrucia, itp.). I tak parametr D
oznacza natezenie wplywu catego komponentu prawdopodobienstwa $mierci urazowe;j
(rowniez w wieku dorostym), £ mozna interpretowaé za$ jako miare rozrzutu® wokot
wieku, w ktorym omawiana umieralno$¢ osigga swoje maksimum, o czym informuje
parametr F. Parametry G oraz H majg interpretacje taka jak w prawie umieralno$ci
Gompertza, czyli odpowiadaja odpowiednio za tzw. umieralnos¢ bazowa oraz rosna
wraz z procesem osobniczego starzenia si¢ w sposob wyktadniczy.

Roéwnanie (2) przeksztatcono — tak jak jest to czynione we wspotczesnych zasto-
sowaniach modelu Heligmana-Pollarda — wzgledem g¢,, otrzymujac:

_ fO,ABC . H)
=1y f(x,4B,C, .. H)

)

gdzie f(x, 4, B, C,...,H) rdbwna jest prawej stronie (2).
Relacja (3) postuzyta do oszacowania parametrow 8-parametrowego modelu
Heligmana-Pollarda.

9-paramerowy model Heligmana-Pollarda’ (Heligman, Pollard, 1980):

q_": A(x+B)C_|_De—E(lnx—lnF)2 + GHxK. (4)

Px

Parametry modelu maja takg samg interpretacj¢ jak dla przypadku o§mioparame-
trycznym, za$§ parametr K dodatkowo czyni bardziej elastycznym komponent odpo-
wiadajacy za proces starzenia osobniczego.

Analogicznie do przypadku o$mioparametrycznego, po dokonaniu odpowiednich
przeksztatcen, szacowano parametry nastepujacej funkcji:

B f(x,A,B,C,...,K)
=1y f0,4,B,C . K)

)

¢ Ale nie jest to symetryczna miara dyspersji, gdyz (In(x + a) — In(x)) < (In(x) — In(x — a)) dla

dowolnego a < 0 < x.
7 W prezentowanym zestawieniu intencjonalnie ominigto trzecia propozycj¢ modelu postaci:
gy = ACHBIC | po-Elnx=nF)? GHY

Tokeny gdyz warto$ci tego modelu moga przybiera¢ wartosci wigksze od

jednosci, o czym wspominaja sami autorzy tej funkcji.
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Model Kostaki (Kostaki, 1992)
Model Kostaki jest modyfikacja 8-parametrowego modelu Heligmana-Pollarda,
ale wprowadza dodatkowo warunek logiczny i liczy 9 parametrow:

Tx _ pG+BIC 4 poUiaariOEs+ lpap (OE)(nx=tnF)? 4 G ppx ©)

Px

gdzie lggy(x) przyjmuje wartos¢ 1, jesli x nalezy do zbioru ) 1 0 w przeciwnym
przypadku.

Im wyzszy jest parametr E;, tym bardziej stromy jest przyrost prawdopodobien-
stwa zgonu wynikajacego ze zwickszonej wypadkowosci. Parametr £, obrazuje zatem
spadek prawdopodobienstwa zgonu z tego tytutu po osiggnieciu szczytu D w wieku F.
Powyzsze parametry powinny przyjmowacé warto$ci wicksze od zera, za wyjatkiem
parametru £,, w ktérym to przypadku dopuszczalna jest warto$¢ ujemna, co oznacza-
loby, ze prawdopodobienstwo z tytulu zwigkszonej wypadkowosci utrzymuje si¢ na
statym poziomie (i wynosi D/(1+D)).

Tak jak we wczesniejszych modelach, estymacj¢ parametrow modelu Kostaki prze-
prowadzono dla funkcji, w ktérej zbiorem warto$ci sg prawdopodobienstwa zgonu ¢,
po przeprowadzeniu przeksztatcen analogicznych do (3) i (5).

Na rysunku 2 zinterpretowano parametry D, F'i E dla oSmioparametrowego modelu
Heligmana-Pollarda, oraz E;, E, dla modelu Kostaki. Model Kostaki dla réwnych
parametrow E; oraz E, jest rtownowazny z modelem HPS dla £ = F,;, gdyz wynika
to z rownosci:

(]]{x<F}(x)E1 + ﬂ{sz}(x)E1) = E; (ﬂ{x<1~"}(x) + ]]{sz}(x)) = E;

Ax _ A(x+B)C + De—El(lnx—lnF)2 + GHX = Ax _

Px Px (7)
— A(X+B)C +De—(ﬂ{x<p}(x)E1+]l{xzp}(x)Ez)(lnx—lnF)z + GH*.

Rysunek 2 przedstawia modelowang relacje ¢,/p, 1 prawdopodobienstwo zgonu

modelowane za pomoca drugich sktadowych powyzszych funkcji: De Enx=Inf)* oraz
De~Ux<r(DE1+ I py (0 E2) (Inx—InF)?
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Rysunek 2. Interpretacja parametrow modelu Heligmana-Pollarda oraz Kostaki

Zrodto: opracowanie wiasne.

Parametr D w modelu Helligmana-Pollarda (kolor niebieski) nalezy interpretowac
jako maksymalne prawdopodobienstwo (méwimy tu o niewielkich wartosciach ¢,/p,,
zatem ¢, = q,/p,) $mierci w nastepnym roku w wyniku umieralnosci zwigzanej ze
wczesng dorostoscig. Wiek, w ktérym wspomniane maksimum jest osiggane wynosi F.

Parametr £ jest miarg rozrzutu umieralno$ci, przy czym rozrzut jest tym wigkszy im
mniejszy jest parametr £ (np. dla linii czerwonej E (£; w przypadku modelu Kostaki)
wynosi 60, za$ dla modelu opisanego linig niebieska jest on rowny 17). Rozrzut ten
jednak nie jest symetryczny, gdyz Inx — InF jest funkcja wklesta wzgledem x, co ozna-
cza to, ze umieralno$¢ z przyczyn urazowych wygasa wolniej niz wzrasta. Uwzglednia
ona szereg ryzyk, ktore pojawiajg si¢ wraz z wkroczeniem w wiek dojrzewania, ale
ktore utrzymuja réwniez si¢ w okresie dorostosci. Mozna spodziewac si¢ bowiem
szybszego wzrostu prawdopodobienstwa zgonu z powodoéw wyzej wspomnianych dla
0so6b mtodocianych, ktérzy w okresie dziecinstwa nie byli narazeni na zagrozenia,
ktore dotycza juz osob dorostych. Model Kostaki modeluje zatem szybko$¢ wzrostu
umieralnosci z tytutu w/w ryzyk, jak i tempo spadku (czy tez wzrostu, gdy E2 < 0)
po osiggnigciu szczytu D w wieku F.

Przyktad krzywej modelujacej umieralno$¢ wedtug modelu zaproponowanego przez
Kostaki oznaczono kolorem zielonym. Jesli £, = 0 (kolor brazowy), to D oznacza praw-
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dopodobienstwo $mierci z tytutlu wezesnej dorostosci, ktore pozostaje state do konca
zycia poczawszy od wieku F. Wydaje sig, ze £, < 0 (kolor czerwony) nie ma inter-
pretacji — umieralno$é modelowana wyrazeniem De~(tx<mIE1+ lp=p(OE 2)(Inx—InF)?
ro$nie bowiem do konca zycia i stanowi swoisty substytut dla umieralno$ci zwigzanej
z prawem Gompertza. Niestety w tym przypadku zatracana jest interpretacja parame-
trow D oraz E.

8-parametrowy model Carriere’a (Carriere, 1992)

Warto$ciami oryginalnej funkcji tego modelu nie sg prawdopodobienstwa zgonu
w wieku x-lat, ¢,, ale prawdopodobienstwa przezycia x-lat, s(x). Model ten stanowi zto-
zenie rozktadow przezycia Weibulla, odwroconego rozktadu Weibulla oraz Gompertza
1 jest nastgpujacej postaci:

S(x) = P151(0) + Po5,(x) + (1 — g — Py)s3(x), 3
gdzie:

—(ymi/o1 .
s;(x) =e ™ — rozktad Weibulla,

_m2
x

s;(x)=1- e_(m_z) " odwrécony rozktad Weibulla,
m3

s3(x) = e€ 7™ _ 1ozkiad Gompertza.

Interpretacja parametrow jest nastgpujaca:

P, — prawdopodobienstwo zgonu z powodow wczesno-dziecigcych,

Y, — prawdopodobienstwo zgonu w okresie nastoletnim oraz wczesnej dorostosci,

Y5 — prawdopodobienstwo zgonu z powodu biologicznego starzenia si¢ organizmu,

01, 02, 03 — miary rozrzutdw poszczeg6lnych rozktadow,

my — brak klarownej interpretacji: jesli o; = m,; moda rozktadu Weibulla rowna jest

zero, w przeciwnym przypadku jest wigksza od 0,

m, — moda odwroconego rozktadu Weibulla,

m3; — moda rozktadu Gompertza.

Zgodnie z procedurg opisang w artykule zrodtowym (Carriere, 1992), szacowane
sa jednak parametry przeksztalconej funkcji (8), w ktorej wartoscia funkcji jest ¢,, nie
za$ s(x). Ponizej wyprowadzono odpowiednie zaleznosci taczace s(x) i g,.

Niech X bedzie zmienng losowg okreslajaca dalszy czas trwania zycia noworodka,
za$ T(x) — zmienng losowa okreslajaca dalszy czas trwania zycia x-latka o kolejne #-lat.
Przyjmujac kluczowe zatozenie o tym, ze dalsze trwanie zycia x-latka jest niezalezne
od trybu dotychczasowego zycia®, otrzymujemy:

PX>x+1t)

P(T(x)>t)=PX>x+t|X>x)= P>

)

8  Zalozenie to w kontekscie tablic zycia dla catej populacji jest w pehni uzasadnione.
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Prawdopodobienstwo przezycia ¢ kolejnych lat przez x-latka dane jest nastepujaca
zaleznoscia:

Do = P(T(x) > f) = P(X > x + H)/P(X > x) = s(x + )/s(x), (10)

przy czym zgodnie z nomenklaturg aktuarialna:

Px = 1Px
Natomiast:
@ =1 — o =1 = s(xtt)/s(x), (1)
zas: dx = 19x-

Ostatecznie zatem w 8-parametrowym modelu Carriere’a szacowane sg parametry
nastgpujacej funkcji:

ge =1 —s(x + D)/s(x), (12)
w ktorej s(x) dane jest zaleznoscig (8).

11-parametrowy model Carriere’a (Carriere, 1992)

Carriere proponuje rowniez model 11-parametryczny, ktory jego zdaniem rela-
tywnie lepiej objasnia umieralnos¢ kobiet niz mezczyzn, i ktory jest dwukrotnym
ztozeniem rozktadu Weibulla i Gompertza:

s(x) = P151(0) + Pp52(0) + P353(0) + (1 =y =9, —P3)s,(x),  (13)

gdzie: )
_r X ymi/o
s;(x) =e G rozktad Weibulla,

(X ymz/o
s,(x) =e G _ rozkiad Weibulla,

3
e 03 _e(x—M3)/O'3

sz(x) =e — rozktad Gompertza,

_Mma
e 04 _px—my)/oy

s,(x) =e — rozktad Gompertza,
o;, m; — posiadaja interpretacje analogiczng do wersji 8-parametrycznej modelu.

W odrdéznieniu do wersji 8-parametrycznej parametry ¥; modelu 11-parame-
trycznego nie posiadaja interpretacji, co jest powazng staboscia tej propozycji. Tak
jak w przypadku wersji 8-parametrycznej modelu Carriere szacuje parametry funkcji
umieralnos$ci, nie za$§ przezycia:



Modelowanie umieralnosci w Polsce przy uzyciu funkcji wieloparametrycznych 105

ge =1 —s(x + D)/s(x), (14)

w ktorej s(x) dane jest zalezno$cig (13) (por. wyprowadzenia dla wersji 8-parame-
trycznej).

Model wielowykladniczy (ang. multiexponential model; np. Heligman, Pollard, 1980)
W modelu tym argumentem funkcji sa nie prawdopodobienstwa zgonu, ale cen-
tralne momenty umieralnos$ci:

m, = ay,+ a;e”%¥ + age‘“‘*("‘”)‘e_l(x_m

+ age®e*. (15)

Sktadniki sumy drugi, trzeci i czwarty opisujag mechanizmy umieralnosci doty-
czace zgonow we wcezesnym dziecinstwie, wczesnej dorostosci oraz zwigzanej ze
starzejacym si¢ organizmem. Parametr a; oznacza nat¢zenie zgonow we wczesnym
dziecinstwie, parametr a, okresla jak szybko obniza si¢ umieralno§¢ w dalszym okre-
sie dziecinstwa, za$ ag okresla przyrost prawdopodobienstwa z tytutu starzenia si¢
organizmu. Jest to zatem model 9-cio parametryczny.

W wyniku estymacji parametrow modelu (15) otrzymuje si¢ wartosci teore-
tyczne m,, nie za§ wartosci teoretyczne g,. Aby zatem zapewni¢ porownywalno$c
wynikow z wszystkimi wczesniej przytoczonymi modelami, konieczne jest ustalenie
zaleznoéci taczacej te dwie kategorie, co uczyniono ponizej® (por. Heligman-Pollard,
1980). Przyjmujac ztozenie o jednostajnej umieralnosci w przedziale [x, x +1] lat
mamy: g, = tq, dla ¢ nalezacego do przedziatu [0, 1]. Przy zatozeniu jednostajnej
umieralnos$ci otrzymujemy:

1 1 1
1
[ttt =t [ wede=1 [ G -tede=ta-300. (6
0 0 0
A stad:

my = - = (17)

Ostatecznie zatem:

2m,

e 1
2 +m, (18)

Ax

% Przeksztalcenie to zapewnia poréwnywalno$é uzyskanych rezultatéw w modelu wielowyktadni-

czym z wynikami pozostatych modeli, w ktorych minimalizowane sa funkcje celu wzglgdem ¢,. Jest to
standardowe postgpowanie, gdy dazy si¢ do poréwnania stopnia dopasowania modeli o r6znych zmiennych
objasnianych (por. Heligman-Pollard, 1980).
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2.3. KRYTERIA MINIMALIZACJI I ZASTOSOWANE METODY ESTYMACIJI

W trakcie szacowania parametrow praw umieralnosci, opisanych w poprzedzaja-
cym punkcie, minimalizowano nastgpujace cztery funkcje celu, ktoére brane sg pod
uwage w badaniach empirycznych!® (por. Heligman, Pollard, 1980; Carriere, 1992):

1) r=o(In(g,) —In(g,))%, (19)

gdzie:
q, — tablicowe prawdopodobienstwa zgonu x-latka w wieku (x, x+1],
4, — prawdopodobienstwa teoretyczne.

Ze wzgledu na uzycie operatora logarytmicznego (,,sptaszczanie” warto$ci absolut-
nych) przypisuje si¢ w przyblizeniu taka samg wage wszystkim prawdopodobienstwom
zgonu. Zauwazy bowiem, ze In(g,) — In(g,) = In (¥). Funkcja straty zalezy zatem
od relatywnej (procentowej) rdéznicy umieralnosci.

2) Y¥=0(ax — 4%/ 43 (20)

Jest to najczesciej stosowane kryterium w badaniach empirycznych. Kwadraty
btedow wazone sg kwadratami poziomow tablicowych prawdopodobienstw zgonu, co
oznacza, 1z wagi sg proporcjonalne do kwadratu tych prawdopodobienstw. Wszystkie
prawdopodobienstwa sg w tym przypadku niejako ,,tak samo wazne”.

3) Z¥=O(QX - Q\x)z/Qx' (21)

W kryterium tym kwadraty btedow wazone sa poziomami tablicowych prawdo-
podobienstw zgonu, co oznacza, iz wagi sg proporcjonalne do wartosci tych prawdo-
podobienstw. Model dopasuje si¢ relatywnie lepiej do prawdopodobienstw zgonu dla
starszych grup wiekowych.

N
4 > (@ =300 — 3): @2
i=0

Jest to ztozenie kryterium minimalizacji $redniego btedu reszt (wyrazenie (g, — Gy))
oraz kryterium 1) (wyrazenie In(q, — 4, )). Zatem model dopasuje si¢ relatywnie lepiej
do prawdopodobienstw zgonu dla oséb starszych.

Ze wzgledu na wystgpowanie operatora logarytmowania kryteriow (19) i (22) nie
mozna zastosowac dla modelu wielowyktadniczego, gdyz zawarty w rownaniu (15)
wyraz wolny a, przyjmowac¢ moze wartosci ujemne.

10 Na ogot autorzy decyduja sie na wybér tylko jednego z w/w kryteriow.
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Ostatecznie uzyskano cztery warianty oszacowan parametréw strukturalnych dla
wszystkich 6-ciu omowionych w poprzednim punkcie modeli. Lacznie zatem osza-
cowano parametry (4 (kryteria minimalizacji) x 6 (modele) x 2 (pte¢) x 26 (liczba
lat) — 2 (kryteria ktorych nie mozna uzy¢ dla modelu wielowyktadniczego) x 1 (model
wielowyktadniczy) x 2 (pte¢) x 26 (lat) =) 1144 modeli.

Jedynie kryterium (19) daje mozliwo$¢ zastosowania nieliniowej metody najmnie;j-
szych kwadratow. W przypadku pozostatych kryteriow konieczne byto zastosowanie
numerycznych metod estymacji wyszukujgcych minimum funkcji straty. Zdecydowano
si¢ na uzycie metody wielokrotnego startu, w ktorej z ustalonych przedziatéw dla war-
tosci parametréw losowane sa (wedlug rozktadu jednostajnego na tych przedziatach)
poczatkowe punkty startowe dla metody wyszukujacej rozwigzanie lokalne. Algorytm
dokonuje optymalizacji dla wszystkich punktéw startu, a nastepnie wybiera punkt
w ktorym zoptymalizowana funkcja straty przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

W celu udoskonalenia dzialania algorytmu minimalizujacego funkcje celu przy
uzyciu gradientu funkcji, zdecydowano si¢ na analityczne wyprowadzenie gradientow.
Jest to szczegodlnie istotne, gdyz w przypadku numerycznego wyznaczania gradientu
funkcji, uzyskane wyniki moga zawiera¢ btedy przyblizen, zwlaszcza w przypadku
funkcji wyktadniczych.

W celu egzemplifikacji tego postepowania ponizej zamieszczono odpowiednie
wyprowadzenia dla parametru 6; o$mioparametrowego modelu Carrier’a i dla funkcji
straty (20). Otrzymujemy:

dg(x n) (
qx — g(x n))
dGlz (qx — g(x n)) ZZ “do, 23)

Wiadomo, ze f(x;...) =1 —s(x + 1)/s(x), gdzie s jest funkcjg przezywalnosci w modelu
Carrier’a.
Brakuje zatem warto$ci pochodnej funkcji /. Spetniona jest nastgpujaca rdéwnosé:

dg(x; 1) —dicls(x + Ds(x) +s(x + 1)6%15():)

doy s(x)?

(24)
Kolejng funkcja ktorej pochodng nalezy wyznaczy¢ jest zatem s. Mamy:

d d
ES(X) = E(‘lﬁ%(x) + Y5, (x) + (1 =y —P,)s3 (x)) Yy _51 (x), (25)
1 1

oraz
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d d _(mi)ml/ﬂ (n’l‘ )1:_11 d X 12—11
do, 1@ =gge ™ =—e d—csl(m_l) =
(26)
mil my mil mq

) () () dm_ (E) () ()7 m.
my/ \m, do, oy my/ \my o4

Aby uzyska¢ analityczng warto$¢ gradientu do (23) podstawiamy ,,kaskadowo”
poszczegblne wartosci otrzymujac ostateczny rezultat:

my

ml
~(E)er (5H1) o2 s xHomg
Pie \M/ +ihyf 1-e \ T2 +H(1-y-ple® 3¢ 3 mi
_(Xyo1
T i 1»[)19 (ml) +
NEA () my xmy
bie M 4yl 1me VM)l (1-yy—ylee P me %

_mz
¥, (1 o) 2) +
mil ml

_my x-mg\~? X+1\o7 my x Vo1 27
(1—thy —y)e® “7¢ ™ ) a;’ ( —1,[)16_("‘_1) In (X—H) (x—H) 7121 <1P1e_(m_1) +

-2 ZQ:O Ay — 1+

my my a?

T R

mi1

(1=, - lpz)ee_?_:_eﬁla—;m> IlJle_(m%)g_l In (i) (L)% miy

my/ \my a?

Wszystkie obliczenia przeprowadzono w §rodowisku programu R, po uprzednim
zakodowaniu wartos$ci analitycznych odpowiednich gradientéw. Wykorzystano funkcje
niminb, ktora umozliwia ustalanie ograniczen dolnych i goérnych, oraz pakiet bazowy
tego programu stats. Zastosowana procedura optymalizacyjna to metoda quasi-New-
tona. W celu zapewnienia wysokiej precyzji szacunkow dla kazdego parametru przy-
jeto 500 punktow startowych.

W przypadku kryterium (19) zastosowano inng procedure wyszukiwania rozwig-
zania lokalnego, bowiem funkcja celu (straty) jest postaci:

YiLo(xi — g(i,m)? - min. (28)
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Jest to oczywiscie problem nieliniowych najmniejszych kwadratéw. Pozostate
kryteria, jak juz wspomniano, nie dajg si¢ przedstawi¢ w powyzszej postaci. Metoda,
zastosowana w celu rozwigzania powyzszego problemu, wykorzystuje informacje
zawartg nie tylko w catej sumie kwadratow reszt (np. w postaci gradientu) ale rowniez
ta, ktora posiadaja poszczegdlne sktadniki sumy (reszty) w postaci jakobianu funkcji
wektorowej:

g(0,1,....N,n) = (x; — g(0,m), X, — g(1,m),..., xn — &N, m),
gdzie:
N = (1,...,ng) — wektor parametrow.

Dla ustalonych parametréow modelu ¢ jakobianem nazywamy macierz o wymiarach

9g(@i-1m)

onj ’

Do obliczen wykorzystano program R, a konkretnie funkcje¢ nlfb pochodzaca

z pakietu n/mrt. Funkcja stanowi implementacje autorskiej modyfikacji algorytmu

Marquardt’a i umozliwia ustalenie ograniczen dla parametréw funkcji celu. Szczegoty
metody mozna znalez¢ np. w Nash (1990).

Podobnie jak w metodach opartych o gradienty, jakobian jako funkcja ¢ moze
by¢ wyznaczony numerycznie, bagdz wprowadzony do modelu jako funkcja anali-
tyczna. Drugi sposob pozwala na szybsze i doktadniejsze wykonanie procedury
optymalizacyjnej. Dlatego zdecydowano si¢ na przyjecie takiego rozwigzania. Na
przyktad dla parametru 6; w o$mioparametrycznym modelu Carrier-a warto$¢ jako-
bianu w pierwszym wierszu i w kolumnie odpowiadajacej parametrowi 6; wyniesie:

N x K zawierajaca w i-tym wierszu i j-tej kolumnie pochodna czastkowa

%(qo - g(0,n) = —% g (0,n), gdzie prawa strona rownania jest roOwna prawej
1
stronie (24), dla x = 0.

3. WYNIKI I DYSKUSJA

Na podstawie danych zastanych i stosujac opisane w poprzedzajagcym punk-
cie modele oraz numeryczne metody estymacji oszacowano ltacznie parametry
1144 modeli. Z oczywistych wzgledéw zatem narracja musi zosta¢ przeprowadzona
w sposob usystematyzowany i lakoniczny'!. W tabeli 1 i 2 przedstawiono warto$ci
minimalizowanych funkcji strat wedlug kryteriow oméwionych w punkcie 2.3 dla
lat 1990-2015 w pigcioletnich odstepach. Zrezygnowano z przytoczenia oszacowan
parametrow wszystkich modeli z wyjatkiem tych, ktoére uznano za najlepsze (patrz
dalej). Nadmieni¢ nalezy jednak, iz porownanie uzyskanych oszacowan z wynikami
raportowanymi w oryginalnych artykutach nie identyfikuje w tym zakresie wyraznych
rozbieznosci.

I Czytelnicy zainteresowani pelnymi wynikami proszeni s o kontakt z autorami.
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Tabela 1.
Warto$ci funkcji strat dla mezczyzn wedtug kryteriow (19)—(22) w latach 1990-2015
Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)
Rok 1990
8-P model Heligmana-Pollarda 0,965433 1,034200 0,004684 0,004972
9-P model Heligmana-Pollarda 0,507292 0,508804 0,003544 0,003359
Model Kostaki 0,199366 0,200094 0,004600 0,004773
Model wielowyktadniczy - 0,987718 0,003372 -
8-P model Carriere’a 0,977945 1,022070 0,002689 0,002524
11-P model Carriere’a 0,554642 0,754609 0,002577 0,002631
Rok 1995
8-P model Heligmana-Pollarda 1,094095 1,216697 0,00323 0,003553
9-P model Heligmana-Pollarda 0,444128 0,44595 0,002618 0,002095
Model Kostaki 0,259436 0,260462 0,003200 0,003533
Model wielowyktadniczy - 1,282205 0,002235 -
8-P model Carriere’a 1,267859 1,328052 0,00208 0,001948
11-P model Carriere’a 0,668567 0,711153 0,001704 0,001600
Rok 2000
8-P model Heligmana-Pollarda 1,272414 1,416363 0,001677 0,001780
9-P model Heligmana-Pollarda 0,21897 0,217642 0,001693 0,002038
Model Kostaki 0,369454 0,375562 0,001657 0,001762
Model wielowyktadniczy - 1,329003 0,002209 -
8-P model Carriere’a 1,648845 1,805800 0,005288 0,004693
11-P model Carriere’a 0,533345 0,857215 0,005905 0,002383
Rok 2005
8-P model Heligmana-Pollarda 1,878108 2,021160 0,003363 0,003563
9-P model Heligmana-Pollarda 0,463726 0,462840 0,002668 0,002252
Model Kostaki 0,520942 0,511655 0,003097 0,003419
Model wielowyktadniczy - 1,213728 0,002060 -
8-P model Carriere’a 2,186219 2,188446 0,003005 0,002740
11-P model Carriere’a 0,887464 0,860657 0,003582 0,002649
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Tabela 1. (cd.)

Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)
Rok 2010
8-P model Heligmana-Pollarda 1,829949 1,854338 0,003599 0,003928
9-P model Heligmana-Pollarda 0,407300 0,408718 0,002588 0,003286
Model Kostaki 0,67702 0,666578 0,003103 0,003948
Model wielowyktadniczy - 1,331265 0,002794 -
8-P model Carriere’a 2,116816 2,061702 0,004521 0,004470
11-P model Carriere’a 0,958834 0,940442 0,002304 0,002344
Rok 2015
8-P model Heligmana-Pollarda 1,657755 1,672946 0,002818 0,003326
9-P model Heligmana-Pollarda 0,324221 0,32329 0,002424 0,003218
Model Kostaki 0,650296 0,630329 0,002520 0,003074
Model wielowyktadniczy - 1,132140 0,003442 -
8-P model Carriere’a 2,563684 1,809610 0,005088 0,004592
11-P model Carriere’a 2,310068 1,070154 0,002537 0,002649
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela 2.

Warto$ci funkceji strat dla kobiet wedtug kryteriow (19)—(22) w latach 1990-2015

Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)

Rok 1990

8-P model Heligmana-Pollarda 0,965433 0,624813 0,001130 0,001174

9-P model Heligmana-Pollarda 0,295604 0,432577 0,000856 0,000669

Model Kostaki 0,471160 0,615058 0,001040 0,001062

Model wielowykladniczy - 0,922046 0,001458 -

8-P model Carriere’a 0,582043 0,555860 0,003508 0,001458

11-P model Carriere’a 0,251071 0,206107 0,002973 0,002554
Rok 1995

8-P model Heligmana-Pollarda 1,094095 0,790615 0,001183 0,001143

9-P model Heligmana-Pollarda 0,47496 0,458072 0,001562 0,001293

Model Kostaki 0,498883 0,71042 0,001013 0,001017

Model wielowyktadniczy - 1,332652 0,001441 -

8-P model Carriere’a 0,563193 0,570995 0,004017 0,001441

11-P model Carriere’a 0,166369 0,164641 0,002849 0,002143
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Tabela 2. (cd.)

Model Kryterium (19) | Kryterium (20) | Kryterium (21) | Kryterium (22)

Rok 2000

8-P model Heligmana-Pollarda 1,272414 0,82159 0,002595 0,001702

9-P model Heligmana-Pollarda 0,600565 0,577622 0,002113 0,002237

Model Kostaki 0,801069 0,810949 0,001284 0,001297

Model wielowyktadniczy - 1,255143 0,001956 -

8-P model Carriere’a 0,70465 0,706761 0,004054 0,001956

11-P model Carriere’a 0,264928 0,252956 0,002852 0,002566
Rok 2005

8-P model Heligmana-Pollarda 1,878108 1,1386 0,001637 0,002545

9-P model Heligmana-Pollarda 1,016928 1,020856 0,002664 0,003082

Model Kostaki 1,106127 1,133087 0,001772 0,001776

Model wielowyktadniczy - 1,007168 0,00549 -

8-P model Carriere’a 1,293068 1,316877 0,005564 0,00549

11-P model Carriere’a 0,447484 0,428995 0,003145 0,003146
Rok 2010

8-P model Heligmana-Pollarda 1,829949 0,945641 0,004998 0,004962

9-P model Heligmana-Pollarda 0,827182 0,838371 0,005581 0,005353

Model Kostaki 0,889525 0,935693 0,004281 0,004237

Model wielowyktadniczy - 1,151489 0,003151 -

8-P model Carriere’a 0,784155 0,818122 0,006912 0,003151

11-P model Carriere’a 0,153654 0,147503 0,003881 0,002241
Rok 2015

8-P model Heligmana-Pollarda 1,657755 1,015328 0,004297 0,004222

9-P model Heligmana-Pollarda 0,955299 1,321934 0,004367 0,004487

Model Kostaki 0,785328 0,815605 0,003626 0,003581

Model wielowyktadniczy - 1,080584 0,007041 -

8-P model Carriere’a 0,688821 0,69881 0,006161 0,007041

11-P model Carriere’a 0,301543 0,305343 0,001445 0,001189

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Na podstawie zawartosci tabel 1 i 2 sformulowa¢ mozna nastepujace kluczowe

whnioski:

a) Zadna z rozwazanych funkcji nie ma statusu modelu najlepszego dla wszystkich
lat raportowanych w tabelach 1-2

b) Modele Carriere’a relatywnie lepiej objasniajg ksztaltowanie si¢ umieralnosci
kobiet niz me¢zczyzn

c) Jesli za wigzace uzna¢ kryteria (19) i (20) — a zwlaszcza kryterium (20), ktore
najczesciej jest wykorzystywane w badaniach empirycznych — to zarowno w odnie-
sieniu do mezczyzn, jak i kobiet — daje si¢ zaobserwowac zmiana na pozycji
najlepszego prawa umieralnosci. W przypadku mezczyzn byt to w latach 90-tych
model Kostaki, zas§ poczawszy od roku 2000 pozycj¢ t¢ przejgt 9-parametrowy
model Heligmana-Pollarda. Supremacja tego rozktadu nad pozostatymi wydaje si¢
umacniaé, o czym $wiadczy fakt, ze w roku 2015 model ten generuje najnizsze
wartosci funkcji strat dla wszystkich kryteriow

d) W odniesieniu do kobiet rowniez nastepuje zmiana na pozycji lidera. Jesli zdys-
kredytowa¢ 11-P model Carriere’a ze wzgledu na przeparametryzowanie oraz
brak interpretacji kluczowych parametrow tego rozktadu oraz skupi¢ si¢ jednie
na wskazaniach kryteriéw (19) i (20), wéwczas stwierdzi¢ nalezy, ze do roku 2005
rozktadem dominujagcym byta 9-cio parametryczna funkcja Heligmana-Pollarda,
ktora dopiero w ostatnim dziesigcioleciu wypart 8-parametryczny model Carriere’a.

Prospektywnym celem niniejszego badania jest rowniez opracowanie prognozy
demograficznej, dlatego dalszej analizie poddane zostang jedynie 9-parametryczny
model Heligmana-Pollarda (najlepsze biezace prawo umieralno$ci dla mg¢zczyzn) oraz
8-parametryczy model Carriere’a dla kobiet (najlepsze prawo umieralnosci dla kobiet,
gdyz nie wszystkie parametry wersji 11-parametrycznej posiadaja interpretacje, zas
sam model wydaje si¢ przeparametryzowany).

Na rysunkach 3-4 przedstawiono dopasowanie modelu Heligmana-Pollarda do
tablicowych prawdopodobienstw zgonu w roku 2015'2, odpowiednio dla wszystkich
grup wieku 1 dla grupy wiekowej 65+ lat. Rysunki 5—6 zawierajg analogiczna infor-
macj¢ w odniesieniu do modelu Carriere’a i kobiet. Ponadto w tabeli 3 przytoczono
oszacowania parametrow 9-parametrowego modelu Heligmana-Pollarda dla mezczyzn,
za$ w tabeli 4 — 8-parametrowego modelu Carriere’a dla kobiet.

Na podstawie rysunkow mozna stwierdzi¢, iz najlepsze — ,,z perspektywy wizual-
nej” — dopasowanie ma miejsce w przypadku zastosowania kryterium (20) (na rysunku
jest to kryterium 2), zarowno dla m¢zczyzn (rysunek 3), jak i kobiet (rysunek 5).
Zblizone dopasowanie daje optymalizacja wzgledem kryterium (19) (kryterium 1 na
rysunkach 3 i 5), co nie dziwi w Swietle uwag sformulowanych przy opisie zastoso-
wanych kryteriow.

12 Wybér roku 2015 nie jest przypadkowy: jest to najnowsza z dostepnych obserwacji empirycznych
i w kontekscie przysziego zastosowania analizowanego modelu do celow prognostycznych — najbardziej
adekwatna.
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Tabela 3.

Oszacowania parametréw 9-cio parametrowego modelu Heligmana-Pollarda dla m¢zczyzn w roku
w latach 1990-2015

Rok

Parametry

A

B

C

D

E

F

G

H

K

1990

0,001171

0,014358

0,13441

0,000922

14,30872

21,52977

4,63E-05

1,287643

0,788039

1991

0,001011

0,017092

0,141267

0,000907

17,82019

21,13608

5,90E-05

1,257342

0,804317

1992

0,000908

0,014556

0,133691

0,000832

16,87381

20,92495

4,49E-05

1,311817

0,772023

1993

0,000855

0,009654

0,121971

0,000736

19,08027

20,51449

3,31E-05

1,349199

0,757857

1994

0,000922

0,018371

0,133454

0,000811

19,41494

20,34671

3,75E-05

1,324991

0,767630

1995

0,000818

0,017745

0,129320

0,000676

15,61543

20,81992

3,94E-05

1,320536

0,768730

1996

0,000749

0,009888

0,111253

0,000702

16,78566

20,82895

2,76E-05

1,377591

0,746015

1997

0,000640

0,010135

0,106167

0,000784

19,07848

20,74523

2,55E-05

1,419543

0,726607

1998

0,000558

0,006371

0,098459

0,000745

17,30365

20,44067

2,22E-05

1,457308

0,712610

1999

0,000724

0,021942

0,116291

0,000755

17,68450

20,70073

2,44E-05

1,422242

0,725685

2000

0,000606

0,021115

0,116615

0,000679

18,77734

20,70212

2,07E-05

1,442489

0,719713

2001

0,000550

0,008732

0,094920

0,000632

17,69744

20,96828

1,31E-05

1,585647

0,677943

2002

0,000548

0,012346

0,101953

0,000648

14,89497

21,13334

2,03E-05

1,418418

0,729610

2003

0,000499

0,014317

0,104895

0,000612

19,60974

21,17151

2,48E-05

1,344104

0,763301

2004

0,000482

0,018141

0,109960

0,000568

16,28659

21,39559

2,12E-05

1,401094

0,736704

2005

0,000477

0,016231

0,105067

0,000643

13,99041

21,21623

1,18E-05

1,594691

0,677306

2006

0,000468

0,035362

0,127042

0,000527

20,14883

20,48596

3,75E-05

1,263002

0,803568

2007

0,000470

0,027808

0,117882

0,000599

16,20809

20,33713

1,83E-05

1,459848

0,713369

2008

0,000506

0,024499

0,108001

0,000711

15,28751

20,75003

7,30E-06

1,797032

0,636200

2009

0,000353

0,01161

0,099287

0,000719

17,06268

20,57766

1,44E-05

1,481154

0,710780

2010

0,000369

0,040634

0,129157

0,000637

16,49297

20,74308

1,91E-05

1,390044

0,742209

2011

0,000349

0,008559

0,086277

0,000703

14,17016

21,19342

5,45E-06

1,858072

0,628653

2012

0,000357

0,011047

0,090097

0,000700

13,05557

21,41910

4,56E-06

1,889705

0,626536

2013

0,000297

0,008827

0,090129

0,000665

12,72358

21,15047

8,53E-06

1,580145

0,686450

2014

0,000314

0,032896

0,117875

0,000697

14,66873

21,76740

9,40E-06

1,501699

0,709835

2015

0,000339

0,063386

0,140024

0,00058

13,11936

21,66558

1,77E-05

1,344462

0,766120

Zrédto:

obliczenia wiasne.
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Tabela 4.

Oszacowania parametréw 8-mio parametrowego modelu Carriere’a dla kobiet w roku
w latach 1990-2015

Rok

Parametry

Y1

V2

V3

4]

%)

03

my

my

ms

1990

0,006284

0,020040

0,973676

23,54317

0,065303

9,937984

39,49321

0,034133

82,62079

1991

0,020801

0,001407

0,977792

0,873730

3,125269

10,19934

0,165718

18,32435

82,26798

1992

0,020647

0,001461

0,977892

0,508311

3,169354

10,09950

0,097254

18,67527

82,61701

1993

0,019068

0,001375

0,979557

0,813477

2,876617

9,964883

0,146072

18,34894

82,77835

1994

0,018450

0,001552

0,979998

0,690921

2,949136

9,986632

0,140337

18,21153

83,03598

1995

0,016849

0,001749

0,981402

0,525709

4,251608

10,01418

0,096306

18,12963

83,22226

1996

0,015296

0,001518

0,983185

1,745155

3,767707

9,878935

0,342272

18,23203

83,24045

1997

0,013526

0,001373

0,985101

2,869705

3,143694

9,909131

0,545161

17,77889

83,54006

1998

0,013010

0,001432

0,985558

3,012854

3,499516

9,943493

0,531072

18,70849

83,85660

1999

0,011633

0,001673

0,986694

2,057619

3,788077

9,886008

0,416764

18,88700

83,92563

2000

0,011364

0,001346

0,987290

2,068226

3,253383

9,934265

0,344099

18,37330

84,38404

2001

0,011242

0,001205

0,987553

5,377029

3,560920

9,869639

0,966155

18,01364

84,72261

2002

0,001499

0,010754

0,987747

4,110569

0,184475

9,890617

19,66729

0,04252

85,10965

2003

0,001570

0,009804

0,988626

4,366984

0,102884

9,840004

20,67120

0,021221

85,14959

2004

0,001349

0,009730

0,988921

3,542314

0,134460

9,888488

19,63000

0,027275

85,47539

2005

0,010489

0,000776

0,988735

26,49887

2,544853

9,963257

4,640287

18,28435

85,68364

2006

0,001175

0,009118

0,989707

3,967297

0,336223

9,970019

19,26306

0,073919

85,88127

2007

0,001460

0,009017

0,989523

3,973681

0,182817

9,968933

19,86091

0,034364

86,01633

2008

0,008661

0,001367

0,989972

4,589377

2,881236

9,959373

0,769787

17,56193

86,24472

2009

0,001404

0,008720

0,989875

4,450478

0,242481

9,999552

18,99831

0,044716

86,29496

2010

0,000853

0,007976

0,991171

3,221150

0,302477

9,900398

19,40710

0,057087

86,70978

2011

0,008116

0,001253

0,990631

15,87338

3,262168

9,955239

2,240453

17,03991

87,06081

2012

0,001140

0,008027

0,990833

3,460679

0,236240

9,885399

19,45551

0,030150

87,06130

2013

0,001397

0,006644

0,991959

3,636242

0,130912

9,839160

19,09117

0,027440

87,24752

2014

0,001446

0,006541

0,992013

3,884676

0,219240

9,871206

20,56991

0,048857

87,71083

2015

0,001361

0,005101

0,993538

4,189055

0,107937

9,803371

19,83886

0,033754

87,61345

Zrédto:

obliczenia wiasne.
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Rysunek 3. Dopasowanie 9-P modelu Heligmana-Pollarda wedlug uzytych kryteriow,
dla me¢zczyzn w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)

Zroédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 4. Dopasowanie 9-P modelu Heligmana-Pollarda wedlug uzytych kryteriow,
dla mezezyzn w wieku 65+ lat w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)
Zrédto: opracowanie whasne.

WWiek

Rysunek 5. Dopasowanie 8-P modelu Crriere’a wedlug uzytych kryteriow,
dla kobiet w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 6. Dopasowanie 8-P modelu Carriere’a wedtug uzytych kryteriow,
dla kobiet w wieku 65+ lat w roku 2015 (skala logarytmiczna); kryteria 1-4 to odpowiednio (19)—(22)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Z ,,perspektywy wizualnej” stabe dopasowanie do wartosci faktycznych prawdopo-
dobienstw zgonu otrzymane w wyniku optymalizacji analizowanych modeli wzgledem
kryterium (21) i (22) (odpowiednio 3 i 4 na rysunkach 3 i 5) moze nieco zaskakiwac.
Powr6t do komentarzy towarzyszacych formutom dla kryteriow (21) i (22), jak réw-
niez przypomnienie, iz na rysunkach 3—6 mamy do czynienia ze skalg logarytmiczna,
rozwiewa wszelkie watpliwosci. Na poparcie powyzszego zdecydowano si¢ na pre-
zentacje rysunkow 4 i 6, gdzie wyraznie widaé, iz kryteria (21) 1 (22) lepiej ,,radza
sobie” z wysokimi prawdopodobienstwami zgonu dla 0so6b starszych. Uzyskane wyniki
sa zatem zgodne z oczekiwaniami i rezultatami otrzymywanymi w innych badaniach
empirycznych.

W $wietle dotychczasowych rozwazan i otrzymanych wynikow wydaje sig, iz
najbardziej adekwatnymi modelami do modelowania i prognozowania umieralnosci
w Polsce w nadchodzacych latach sg 9-cio parametrowy model Heligmana-Pollarda
dla mezczyzn oraz 8-parametrowy model Carriere’a dla kobiet. Zwlaszcza ten drugi
whniosek jest dowodem na koniecznos¢ monitorowania zmian w zachodzacych rozkta-
dach umieralno$ci. Wigkszo$¢ z istniejacych i zblizonych do niniejszego badan empi-
rycznych wskazuje bowiem na supremacj¢ 9-cio parametrycznego modelu Heligmana-
Pollarda w modelowaniu umieralnosci.

4, UWAGI KONCOWE

W/w modele — uzupetione o zatozenia dotyczace migracji i zmian zachodza-
cych we wzorcach i skali dzietno$ci'® (np. Podrazka-Malka, 2006; Wréblewska, 2009;
Florczak, 2009b) — stanowi¢ beda podstawe do opracowania prognozy rozwoju demo-

13 Propozycje artykutu omawiajacego modelowanie dzietnosci przy uzyciu adekwatnych rozkladow
ztozono do innego wiodacego naukowego czasopisma polskiego.
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graficznego Polski. W tym celu szeregi czasowe parametrow przedstawione w tabelach
112, po uprzednim zbadaniu ich wlasnosci statystycznych (np. Florczak, 2005) oraz
merytorycznych, wynikajacych z nadawanej im interpretacji, stang si¢ przedmiotem
modelowania badz przy uzyciu modeli szeregow czasowych (np. McNown, Rogers,
1989, 1992), badz modeli przyczynowo-skutkowych (np. Florczak, 2011), badz jako
ztozeniu obydwu w/w podej$¢ (Tabeau i inni, 2001).

Artykul niniejszy jest pierwsza tak szeroka proba zastosowania na gruncie krajo-
wym wieloparametrycznych modeli objasniajacych umieralnos¢. W zadnym ze znanych
autorom opracowania artykutlow — w tym rowniez anglojezycznych — nie dokonano
tak szerokiej analizy porownawczej tej klasy modeli dla jednego kraju. Oprocz w/w
walorow artykut zawiera kilka nowatorskich rozwigzan, do ktérych naleza dyskusja
na temat zaleznos$ci pomi¢dzy parametrami modelu Heligmana-Pollarda i Kostaki, jak
roOwniez usprawnienie zastosowanych procedur numerycznych poprzez analityczne
wyprowadzenie gradientow funkcji.

W s$wietle zachodzacych wspodtczesnie zmian w procesach spoteczno-ekonomicz-
nych, implikowanych uwarunkowaniami demograficznych, wydaje si¢ szczegélnie
wazne rozpowszechnianie i poglebianie wiedzy w obszarze ilosciowych metod mode-
lowania i prognozowania procesow demograficznych. Artykut niniejszy wychodzi
naprzeciw tym postulatom.
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MODELOWANIE UMIERALNOSCI W POLSCE
PRZY UZYCIU FUNKCJI WIELOPARAMETRYCZNYCH

Streszczenie

W swietle zachodzacych wspolczesnie zmian w procesach spoteczno-ekonomicznych, implikowanych
uwarunkowaniami demograficznych, jest szczegdlnie wazne rozpowszechnianie i poglgbianie wiedzy
w obszarze ilo$ciowych metod modelowania i prognozowania procesow demograficznych. W arty-
kule przeprowadzono analiz¢ umieralno$ci w Polsce — oddzielnie dla m¢zczyzn i kobiet — w latach
19902015 przy uzyciu funkcji wieloparametrycznych dla wszystkich grup wieku. Rozwazano szes§é¢
wspotczesnych praw umieralnosci: 8-parametrowy model Heligmana-Pollarda, 9-parametrowy model
Heligmana-Pollarda, 9-parametrowy model Kostaki, model wielowykladniczy, 8-parametrowy model
Carriere’a oraz 11-parametrowy model Carriere’a. Parametry w/w modeli oszacowano przy uzyciu sto-
sownych metod numerycznych w srodowisku programu R, dokonujac optymalizacji wzglgedem czterech
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kryteriow. Uzyskane wyniki wskazuja, iz w analizowanym okresie nastapily zmiany we wzorcach umie-
ralno$ci. Obecnie najlepszymi modelami dla wszystkich grup wieku jest dla m¢zczyzn 9-parametrowy
model Heligmana-Pollarda, za$ dla kobiet — 8-parametrowy model Carriere’a.

Stowa kluczowe: wieloparametryczne modele umieralnosci demometria, analiza aktuarialna, metody
numeryczne, prognozowanie

MODELING MORTALITY IN POLAND
BY MEANS OF MULTI-PARAMETER MORTALITY LAWS FOR WHOLE LIFE SPAN

Abstract

In view of the contemporary changes in socio-economic processes implied by demographic con-
ditions, it seems advisable to disseminate and deepen quantitative methods of modeling and foreca-
sting demographic processes. This article deals with mortality analysis in Poland, of both males and
females, in the years 1990-2015 by means of mortality laws covering the whole life span. Six models
were investigated: 8-parameter Heligman-Pollard model, 9-parameter Heligman-Pollard model, Kostaki
model, multixponential model, and finally 8- and 11-parameter Carriere models. The parameters of the
models were estimated in R environment using numerical methods minimizing four different objective
functions. The outcomes show that in the period under consideration some changes in the mortality
patterns occurred. Now it is the 9-parameter Heligman-Pollard model for males and the 8-parameter
Carriere model for females that seem best suited to model mortality in Poland.

Keywords: multi-parameter mortality models of whole life span, demometrics, actuarial analysis,
numerical methods, forecasting





