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1. WSTEP

Istnieje szereg zjawisk i obiektow ekonomicznych, ktére w naturalny sposob
dajg opisywac sie za pomocga funkcji pewnego kontinuum. Mamy tutaj na uwa-
dze miedzy innymi dobowg aktywnosc¢ uczestnikéw rynku finansowego, trajekto-
rie rozwoju przedsiebiorstw, krzywe uzytecznosci konsumentéw badz funkcje
obrazujgce rozktad dochoddéw gospodarstw domowych w pewnym panstwie.
W ostatnich latach w literaturze statystycznej zaproponowano nowatorskg meto-
dologie statystyczng, ktéra pozwala analizowa¢ dane funkcjonalne (patrz Bosq,
2000; Ramsay i inni, 2009; Horvath, Kokoszka, 2012; Goérecki i inni, 2014).
Wspomniang metodologie okresla sie mianem funkcjonalnej analizy danych
(ang. Functional Data Analysis, FDA). FDA to obszar wspétczesnej statystyki,
w ramach ktérego bada sie obiekty wielowymiarowe, przy czym obiekty te roz-
patruje sie ze wzgledu na ceche, ktérg w naturalny sposdéb mozna indeksowaé
pewng niezalezng zmienng, zwigzang na przyktad z czasem badz przestrzenia.
FDA jest zasadniczo odmienna od jedno- i wielowymiarowej analizy danych
statystycznych zaréwno z punktu widzenia matematycznego jak i empirycznego.
Najwazniejsza réznica polega na tym, Zze na obserwacje patrzymy jak na reali-
zacje funkcjonalnej zmiennej losowej albo jak na trajektorie odpowiednio zdefi-
niowanego procesu stochastycznego. Za wymienionymi wyzej autorami rozwa-
zamy krzywa losowg jako funkcje rzeczywistg, ktorej dziedzing jest przedziat
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[0, T], gdzie T jest znane. Takie funkcje traktujemy jako elementy osrodkowej
przestrzeni Hilberta L?[0,T] funkcji catkowalnych z kwadratem z naturalnym dla
tej przestrzeni iloczynem skalarnym. W monografii Bosga (2000) dowiedziono,
ze istniejg rozktady prawdopodobienstwa dla tak okreslonych obiektow funkcjo-
nalnych o wartosciach w przestrzeni Hilberta.

Funkcjonalne szeregi czasowe sg ciggami funkcji indeksowanymi kolejng
chwilg, w ktérej czyniona jest obserwacja. Préby obserwacji sa realizacjami lo-
sowych funkgcji, tj. losowych elementéw pewnych przestrzeni funkcyjnych, ktére
na ogot sg nieskonczeniewymiarowymi, rzeczywistymi, osrodkowymi przestrze-
niami Banacha lub Hilberta. Osrodkowos¢ jest kluczowym zatozeniem, bowiem
zapewnia, ze liniowa kombinacja elementéw losowych jest takim elementem
losowym. Zatézmy, ze rozwazamy losowe funkcje postaci X: (Q, B,P) — V, gdzie
(Q,B,P,) jest przestrzenig probabilistyczng oraz V oznacza rzeczywistg i os$rod-
kowg przestrzen Banacha lub Hilberta wyposazong w norme ||-||, przy czym
w przypadku przestrzeni Hilberta norma indukowana jest przez iloczyn skalarny.
Dla wszystkich w € Q mamy X,:t - X(w.t) € V. Rzecz jasna, zwykle dysponu-
jemy danymi dyskretnymi, ktére nastepnie przeksztatcamy do postaci funkciji.
W tym celu stosuje sie interpolacje badz czesciej wygtadzanie za pomocg skon-
czonej liniowej kombinacji wybranych funkcji bazowych. Zwykle sg to baza Fou-
riera albo baza ztozona ze sklejek funkcji (ang. B-spline). W przypadku zasto-
sowan ekonomicznych (nietypowa okresowos¢ zjawiska bgdz brak okresowosci)
rozsadniej jest zastosowac¢ baze ztozong ze sklejek. Baza Fouriera wybierana
jest dla funkcji okresowych lub prawie okresowych. Koniecznos¢ ograniczenia
sie do bazy skonczonej powoduje redukcje liczby wymiaréw i pewne wygtadze-
nie obiektdw funkcjonalnych. Wybdr liczby funkcji bazowych ma wplyw na
wszystkie przeprowadzane dalej obliczenia. Gdy dane sg juz wyrazone jako
funkcje, to kolejnym krokiem jest dokonanie ich transformacji za pomoca analizy
sktadowych gtéwnych (por. Ramsay i inni, 2009; Horvath, Kokoszka, 2012; dla
wielowymiarowych danych funkcjonalnych patrz Gérecki i inni, 2018).

W ramach FDA rozwaza sie szereg metod wnioskowania statystycznego.
Niektére z nich stanowig funkcjonalne uogdlnienia znanych metod statystyki
jedno i wielowymiarowej. Mamy tu na uwadze, przyktadowo, funkcjonalng anali-
ze wariancji, funkcjonalny test Wilcoxona badz funkcjonalne regresje. Podobnie
jak ma to miejsce w przypadku jedno- i wielowymiarowego wnioskowania, tak
i w przypadku FDA jakos¢ wnioskowania krytycznie zalezy od wystepowania
posréd danych tzw. obserwacji odstajgcych. O ile jednak metodyke wykrywania
obserwacji odstajgcych w przypadku wielowymiarowym cechuje znaczgcy sto-
pien zaawansowania, to nie jest tak w przypadku FDA. W przypadku funkcjonal-
nym wnioskowanie bazuje czesto na niewielkiej liczbie obserwacji w poréwnaniu
do liczby stopni swobody, ponadto obserwacje funkcjonalne stosunkowo tatwo
mozna zanieczysci¢. Podczas wykonywania analizy statystycznej mozna dosy¢
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tatwo pomyli¢ obserwacje odstajgce z btedem. Tymczasem mogg one niesé
sporo istotnych informacji o badanym zjawisku. Nieuwzglednienie tej wiedzy
moze prowadzi¢ do btednego wyboru modelu, estymacji obcigzonej albo wrecz
do otrzymania niepoprawnych rezultatow. Dlatego tez wazne jest zidentyfikowa-
nie obserwacji odstajgcych przed wykonaniem wiasciwego modelowania
i analizy danych. Trzeba doda¢ w tym miejscu, ze jak na razie, pomimo podej-
mowania pewnych préb (patrz Hubert i inni, 2015), nie istnieje powszechnie
akceptowana definicja funkcjonalnych obserwacji odstajgcych. Niemniej, istniejg
dwa podejscia do problemu radzenia sobie z obserwacjami odstajgcymi. Pierw-
sze podejscie zaktada wykrycie obserwacji odstajgcych, a nastepnie ich usunie-
cie ze zbioru analizowanych danych i zastosowanie znanych metod do oczysz-
czonego zbioru danych. Drugie podejscie zaktada stosowanie metod odpornych
od samego poczgtku, prowadzenie wnioskowania statystycznego na podstawie
naszej wiedzy o ich rozktadach. Zwr6¢my uwage, ze w pierwszym podejsciu,
obserwacje odstajgce usuwa sie ze zbioru danych na podstawie arbitralnej de-
cyzji statystyka, jakiejkolwiek zaawansowanej metody by nie uzyt.

W celu wykrycia funkcjonalnych obserwacji odstajgcych stosuje sie, zapropo-
nowany przez Suna, Gentona (2011), funkcjonalny wykres pudetkowy, ktéry
umozliwia zobrazowanie rozktadu danych funkcjonalnych oraz wykrycie krzy-
wych nietypowych dla analizowanego zbioru danych. Jak na razie, pomimo bra-
ku formalnych definicji, istnieje zgoda co do tego, by obserwacje odstajgce dzie-
li¢ na dwa typy: obserwacje odstajgce ze wzgledu na amplitude (ang. magnitude
outliers) oraz na ksztatt (ang. phase outliers, shape outliers). Odzwierciedla to
zmiennos¢ funkcji ze wzgledu na rdznice skali oraz potozenia. Do wykrycia
.shape outliers” uzywa sie zaproponowanego przez Arribas-Gil, Romo (2014)
wykresu wartosci odstajgcych (ang. outliergram) a nastepnie usuwa sie je
z analizowanego zbioru danych. Nastepnie, za pomocg funkcjonalnego wykresu
pudetkowego mozna wykry¢ obserwacje odstajgce ze wzgledu na amplitude
(patrz: Tarabelloni, 2017). Do podstawowych pakietow statystycznych stuzgcych
analizie danych funkcjonalnych nalezg pakiety srodowiska R fda (Ramsay i inni,
2009) i fda.usc (patrz Febrero-Bande, de la Fuente, 2012). Wykrywanie funkcjo-
nalnych obserwacji odstajgcych umozliwiajg m. in. pakiety R roahd (patrz Tara-
belloni, 2017) oraz DepthProc (patrz Kosiorowski, 2012).

Celem niniejszej pracy jest wykorzystanie przedstawionej wyzej metodyki do
wykrycia nietypowych obserwacji funkcjonalnych pokazujgcych zanieczyszcze-
nie powietrza pytem PM10 w Katowicach oraz w Krakowie. Umozliwia to decy-
dentom wykrycie odcinkéw czasu, kiedy poziom zanieczyszczenia powietrza jest
szczegolnie dokuczliwy. Pozwala to w konsekwencji odpowiednio optymalizo-
wac miejskg i regionalng polityke w zakresie ochrony srodowiska, minimalizo-
waé negatywny wptyw zanieczyszczenia powietrza na zdrowie mieszkancow
i atrakcyjnosc turystyczng regionu.
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2. GtEBIA DLA DANYCH FUNKCJONALNYCH

Jako pierwszy pojecie gtebi zdefiniowat Tukey (1975) chcgc umozliwi¢ po-
rzgdkowanie danych wielowymiarowych, aby nastepnie umozliwi¢ korzystanie
z wypracowanych dla przypadku jednowymiarowego metod statystycznych.
Wprowadzona w ten sposdb gtebia Tukeya (gtebia domknietej potprzestrzeni)
znajduje odtad roéznorakie zastosowania. Kolejny rodzaj gtebi, gtebie symplicjal-
na, wprowadzita Liu (1990). Od tego czasu w literaturze i w zastosowaniach
pojawito sie wiele innych rodzajéw gtebi (gtebia przestrzenna, gtebia Mahalano-
bisa). Wprowadzenie pojecia gtebi umozliwia zdefiniowanie w naturalny sposéb
kwantyli dla danych wielowymiarowych.

Pojecie gtebi poddano wnikliwym badaniom teoretycznym i empirycznym
w pracach Liu, Singh (1993), Liu i inni (1999), Zuo, Serfling (2000a, 2000b) oraz
Mosler (2013), Kosiorowski (2012), Kosiorowski (2016), Kosiorowski i inni
(2017).

Gtebie w przypadku wielowymiarowym mozna zdefiniowaé nastepujaco.
Rozwazmy borelowskg o — algebre B podzbioréw RP oraz rodzine rozktaddw
prawdopodobienstwa P zdefiniowanych na B. Miara gtebi jest funkcjg postaci

D:RP x P:(z,P) - D (z|P) € [0,1]. (1)

Dysponujgc wektorem losowym X:(,B) —» R* z indukowanym rozktadem
prawdopodobienstwa P, powiemy, ze D(- |P,): RP — [0,1] jest statystyczng funk-
cja gtebi. Stwierdzimy tez, ze D(z|X) € [0,1] jest gtebig punktu z wzgledem
rozktadu prawdopodobienstwa wektora X. Dla proby X" = {x,, ..., x,} z X, zdefi-
niujemy empiryczng funkcje gtebi jako wielkos¢ D(-|X™) = D(:|B,), gdzie P,
zostaje zastgpiony przez rozktad empiryczny P,.

Dla danego wektora losowego X, miary gtebi D oraz wartosci a € [0,1] defi-
niujemy a — obszar centralny jako C,(X) = {z € RP: D(z|X) = a}. Umozliwia nam
to porzadkowanie danych wzgledem pewnego centrum, wyznaczonego przez
dane oraz wybrang gtebie.

Z czasem pojawity sie definicje gtebi dla danych funkcjonalnych (por. np.
Fraiman, Muniz, 2001; Cuevas i inni, 2006). Najbardziej chyba powszechng
definicje gtebi funkcjonalnej, gtebie pasma (ang. band depth, BD) oraz zmody-
fikowang gtebie pasma (ang. modified band depth, MBD) wprowadzili Lopez-
Pintado, Romo (2007, 2009). Gtebia tego rodzaju oparta jest na pomiarze jak
czesto dana funkcja znajduje sie w pasmie tworzonym przez inne funkcje po-
chodzgce z tej samej probki danych funkcyjnych. Jednoczesnie Lopez-
Pintado, Joérnsten (2007) podaty definicje uogolnionej giebi pasma (ang. gene-
ralized band depth, GBD) oraz skorygowanej uogdlnionej gtebi pasma (ang.
corrected generalized band depth, cGBD), ktére wydajg sie rozsgdnym rozsze-
rzeniem definicji gtebi pasma w tym sensie, ze pozwalajg uwzglednia¢ krzywe
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réznigce sie ksztattem czy amplituda. Pozwala to na wykrywanie obserwaciji
odstajgcych oraz na prowadzenie bardziej odpornej analizy dla danych funk-
cjonalnych. Dlatego tez w naszych dalszych rozwazaniach skupiamy sie na
tym rodzaju gtebi funkcjonalne;j.

Podstawowe wtasnosci gtebi pasma oraz innych gtebi funkcjonalnych bada-
li Mosler, Polyakova (2016) oraz Nieto-Reyes, Battey (2016). Najpowszech-
niejsze zastosowanie gtebi wynika z mozliwo$ci definiowania opartych na
gtebiach kwantyli. Dobre statystyczne wtasnos$ci takich obiektow (mierzalnos¢
w odpowiednim sensie oraz zgodno$¢) udowodnili Gijbels, Nagy (2015)
dla niektorych klas gtebi funkcjonalnych niecatkowalnych oraz Nagy i inni
(2016) dla klasy gtebi funkcjonalnych catkowalnych. Gtebia nalezy do klasy
gtebi funkcjonalnych (por. Def. 2.3 Nagy i inni, 2016), jezeli daje sie wyrazi¢
jako ,zwykfa” catka Lebesgue’a ze zwyktej funkcji gtebi jednowymiarowej li-
czonej dla krzywej wzgledem brzegowego rozktadu prawdopodobienstwa. Do
klasy gtebi funkcjonalnych catkowalnych nalezy MBD oraz niektére rodzaje
uogolnionych giebi pasma. Ktére doktadnie, pozostaje wcigz otwartym pro-
blemem.

Celem dalszych rozwazan podamy za Lépez-Pintado, Romo (2009) definicje
MBD. Dla kazdej funkcji x pochodzacej z préby funkcyjnej X™ = {xy, ..., x,}
oraz dla dowolnego j=1,2,...,n niech

Ax)=A (x: Xiy Xig ....xi,-) = {t € I:ri{}f?,i,- x-(t) < x(t) < e xr(t)}- 2)

bedzie podzbiorem przedziatu | (na ktérym okreslona jest funkcja x), na kté-
rym funkcja x zawiera sie w pasmie wyznaczanym przez obserwacje
Xiys Xigs ons Xi Niech A oznacza miare Lebesgue’a, wtedy dla j=2,3,...,n definiu-

jemy wielko$c¢

MBD}L")(x)z(?)_l Z /1(;12—'1(;)) (3)

1siy<--<ijsn

mierzacy “jak czesto” (czyli przy zatozeniu, ze | jest przedziatem czasu) dana
obserwacja x zawiera sie w pasmie. Jezeli ustalimy J=2,3,...,n, to zmodyfikowa-
na gtebia pasma funkcji x wzgledem préby X™ rowna sie

J

MBD, ;(x) = Z MBDY (x). (4)
j=2
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W zastosowaniach przyjmujemy zwykle J=2, czyli rozwazamy wytgcznie pa-
sma generowane przez kazdg z par funkcji. Teoretyczna wersja MBD ma po-
stac

J
MBD,(x) = Z MBDWY (x), (5)

j=2

A(Aj(x;xl.Xz.---.Xj))
AD

gdzie MBDV)(x) = E Y1ci, <cijen

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze w przypadku skonczenie-wymiarowym war-
tos¢ MBD,Sj)(X) definiowana jest jako proporcja wspotrzednych x zawartych
w przedziale tworzonym przez j réznych punktéw z prébki (por. Lopez-Pintado,
Romo, 2009). W przypadku jedno-wymiarowym BD, ktéra oparta jest o oblicze-
nie proporcji, jak czesto dana krzywa jest w catym przedziale | zawarta w kolej-
nym pasmie generowanym przez pozostate obserwacje, to po prostu MBD. Po-
nadto BD w wigkszym stopniu niz MBD uwzglednia ksztatt krzywych. Tymcza-
sem MBD uwzglednia w wiekszym stopniu amplitude lub ilo$¢ krzywych niz ich
ksztalt. Warto zanotowaé, ze krzywe pozostajgce prawie zawsze w centrum
i przyjmujgce wartosci ekstremalne w niewielkich przedziatach bedg miaty sporg
warto$¢ MBD, a nieduzg warto$¢ BD. Uzycie takiego czy innego rodzaju gtebi
zalezy od rodzaju analizowanych funkcji oraz od celu przeprowadzanego wnio-
skowania. Gdy krzywe sg bardzo nieregularne, zastosowanie MBD umozliwi
otrzymanie mniejszej liczby danych powigzanych (ang. ties), niemniej nie po-
zwoli na analizowanie réznego ksztattu tych krzywych.

3. WYKRES WARTOSCI ODSTAJACYCH

Wykrywanie obserwacji odstajgcych typu ,phase” dla jednowymiarowych
danych funkcjonalnych zostato zaproponowane w pracy Arribas-Gil, Romo
(2014). Podejscie to opiera sie na zaleznosciach pomiedzy zaproponowang
przez Lépez-Pintado, Romo (2011) zmodyfikowang gtebig pasma (ang. Modi-
fied Band Depth, MBD) oraz zmodyfikowanym indeksem nadwykresu funkgc;ji
(ang. Modified Epigraph Index, MEI) wprowadzonym przez Martin-Barregana
i innych (2015). Przypadek wielowymiarowy rozwazali leva, Paganoni (2016).

Rozwazamy losowg funkcje X o wartosciach w V= C°(I),I c R, wtedy dla
elementu Z € V definiujemy indeks nadwykresu (ang. ephigraphic index, El) oraz
indeks podwykresu (ang. hypographic index, HI) wzorami:

EIZ|X) = P{Z(t) < X(t),vt e R}) = P{G(X) < epi(Z)}), (6)
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HI(Z|IX) = P({Z(t) =z X(t),Vt € R}) = P({G(X) € hyp(2)}), (7)

gdzie epi oznacza nadwykres funkcji, a hyp oznacza podwykres funkciji.
Interpretacja obu obiektéw jest czytelna, mianowicie ElI mierzy prawdopodo-
bienstwo, ze obserwacja znajduje sie catkowicie powyzej wykresu Z, natomiast
HI mierzy prawdopodobienstwo, ze obserwacja znajduje sie catkowicie ponizej
wykresu Z.
Korzystajgc z analogii do definicji zmodyfikowanej gtebi pasma, mozna zdefi-
niowa¢ zmodyfikowane wersje obu indeksow:

MEIz)x) = AL E L i((?) =XOD _ /1(11) f P(Z(t) < X(t))dt 8)
MHI(Z|X) = Emt € Ii((tl)) =XO) = /1(11) j P(Z(t) = X(t))dt 9)
1

gdzie A oznacza miare Lebesgue’a.
Wersje probkowe MEI oraz MHI dla losowej préby X, ..., Xy przyjmujg postac

A{tel: Z(t) < X;(H)})

MEI(Z|XN) = 12N:
=72,
i=

FT0)
(10
N
b At € 1 2(0) 2 X, (0
MHI(Z|XV) = N; 10

W pracy Arribas-Gil, Romo (2014) pokazano zaskakujgco tatwg do zobrazo-
wania zaleznos¢ pomiedzy MEI oraz MBD. Relacja ta moze zosta¢ wykorzysta-
na do wykrywania obserwacji odstajgcych ze wzgledu na ksztatt. Prawdziwa jest
mianowicie nierdownosc:

MBD(Z|XM) < ay + a,MEI(Z|XN) + a, N2MEI2(Z|X"), (11)
gdzie oy = a, =-2/N(N-1) oraz a; = 2(N + 1)/(N-1).

.Nietypowe” obserwacje funkcjonalne ze wzgledu na ksztatt cechuje mata
wartos¢ MBD w pordwnaniu do parabolicznej zaleznosci w réwnaniu powyzej,
a wiec duza réznica pomiedzy lewg i prawg strong nieréwnosci jest charaktery-
styczna dla obserwacji odstajgcych. Tymczasem obserwacje ,typowe” bedg sie
koncentrowaty wokot opisanej powyzszym rownaniem paraboli. Wykres warto$ci
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odstajgcych pozwala wyrazi¢ graficznie zmiennos¢ MBD ze wzgledu na MEI, co
czyni mozliwg identyfikacje obserwacji odstajacych ze wzgledu na ksztaft.
Ostatnio leva, Paganoni (2016) uogdlnili wykres wartosci odstajgcych dla przy-
padku wielowymiarowych danych funkcjonalnych. Przypomnijmy, ze po zastoso-
waniu wykresu wartosci odstajgcych pozostang obserwacje odstajgce ze wzgle-
du na amplitude. W celu ich wykrycia stosuje sie odpowiedni funkcjonalny wykres
pudetkowy.

4. FUNKCJONALNY WYKRES PUDELKOWY

Klasyczny funkcjonalny wykres pudetkowy wprowadzili Sun, Genton (2011).
Podobnie jak dla przypadku jednowymiarowych danych rzeczywistych, funkcjo-
nalny wykres pudetkowy stuzy do zobrazowania rozktadéw prawdopodobieristwa
analizowanych danych i tym samym stuzy do okreslenia obserwacji centralnych
oraz moze postuzy¢ do wykrycia obserwacji odstajgcych. W celu zdefiniowania
danych typowych i nietypowych mozna postuzy¢ sie pojeciem gtebi funkcjonal-
nej. Rozwazamy funkcje losowe, takie jak zdefiniowano we wstepie. Jezeli ma-
my prébe losowg N funkcjonalnych obserwacji {X;,X,, ..., Xy}, to na poczatku
porzadkujemy je w porzadku malejgcym, bazujgc na wybranej gtebi funkcjonal-
nej otrzymujac zbior postaci {X(l),X(Z), ...,X(N)} W nastepnym kroku Sun, Genton
(2011) definiujg probkowy obszar a-centralny, zawierajacy a % najbardziej cen-
tralnych obserwacji z proby:

C,(X) = {(t,z(t)): i X0 <20 < _max Xr(t)}. (12)

2, la

Nastepnie, podobnie jak w przypadku klasycznego wykresu ramka-wagsy, ob-
liczamy Cos, czyli obszar zawierajgcy 50% najbardziej centralnych funkcji. Po-
tem wybieramy pewien czynnik F=1 celem powigkszenia tego obszaru, by za-
wierat kolejne obserwacje. Ograniczeniem obszaru bedag obwiednie funkcji cat-
kowicie zawierajgce a % najbardziej centralnych obserwaciji z proby (oczywiscie
teraz a < 0,5). W ten sposdb konstruujemy odpowiednik jednowymiarowego
pudetka. Obserwacje, ktére przekraczajg choéby dla jakiego$ podzbioru swojej
dziedziny funkcje ograniczajgce, uznajemy za obserwacje odstajgce. W przy-
padku zwyktego jednowymiarowego wykresu ramka-wasy, zwykle przyjmujemy
F=1,5, co oznacza, ze frakcja danych uznanych za obserwacje odstajgce wynosi
okoto 69,8%.

Bedziemy dalej rozwazali ulepszony funkcjonalny wykres pudetkowy zapro-
ponowany przez Suna, Gentona (2012), ktéry umozliwia rozwigzanie problemu
uodpornienia danych funkcjonalnych. W podej$ciu tym mozna kontrolowac
prawdopodobienstwo odrzucenia obserwacji nietypowych dla zbioréw danych
majgcych rozktad gaussowski. Takie dopasowanie parametréw pozwala na trak-
towanie funkcjonalnego wykresu pudetkowego, nie tylko jako narzedzia stuza-
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cego do zobrazowania danych, ale takze umozliwia wykrycie obserwacji odsta-
jacych. Takie podejscie ma jednak pewne wady, wypunktowane przez Tarabel-
loniego (2017), ktéry zaproponowat udoskonalenie dotychczas stosowanej pro-
cedury. Zaproponowat on mianowicie potgczenie procedury dopasowywania
parametréw wraz z wyznaczaniem naturalnego odpornego funkcjonalnego es-
tymatora potozenia i skali, co pomoze uzyska¢ odpowiednie narzedzie stuzgce
do uodpornienia danych funkcjonalnych. Przechodzac dalej do szczegdtow,
w artykule Suna, Gentona (2012) rozwazano wybor odpowiedniej wartosci F dla
przypadku funkcjonalnego wykresu pudetkowego tak, aby tylko z géry wybrana
frakcja najbardziej odstajgcych krzywych zostaje uznana za obserwacje odstaja-
ce albo odrzucona, wszystko to dla przypadku, kiedy dane generowane sg przez
odpowiedni proces gaussowski. Na tym koriczg sie analogie z przypadkiem jed-
nowymiarowym, bowiem nie istnieje sposob na otrzymanie teoretycznej warto$ci
F. Poniewaz dane funkcjonalne pochodzgce z procesu gaussowskiego sg bar-
dziej ztozone niz jednowymiarowe zmienne losowe o rozkfadzie normalnym, to
takze procedura wyznaczania wartosci F musi uwzglednia¢ empiryczng funkcjo-
nalng warto$¢ oczekiwang i funkcjonalng kowariancje badanego procesu. Innymi
stowy bedzie ona zalezata od kazdego rozpatrywanego zbioru danych funkcjo-
nalnych. Podejscie z pracy Suna, Gentona (2012) wymaga estymowania para-
metréw potozenia i rozrzutu ze zbioru danych, by nastepnie przy ich pomocy
utworzy¢ sztuczng populacje funkcji o rozktadzie gaussowskim, ktéra nie zawie-
ra obserwacji odstajgcych tak, aby optymalng warto$¢ F mozna obliczy¢ nume-
rycznie poprzez narzucenie odpowiedniego empirycznego rozktadu prawdopo-
dobienstwa. Niemniej trudno te metode zastosowa¢ w praktyce (patrz Tarabel-
loni, 2017).

Przechodzagc do szczegotow, przed przeprowadzeniem symulacji rozktadu
gaussowskiego, trzeba odpowiednio uodporni¢ zbiér danych funkcjonalnych.
Sztuczna populacja powinna posiada¢ takg samg funkcjonalng warto$¢ oczeki-
wang i funkcjonalng kowariancje, jak poczatkowy zbiér danych. Sg one jednak
przeciez nieznane i takze trzeba je wyestymowaé. Zwykle poczatkowo stosuje
sie dekompozycje Karhunena-Loévego (patrz Loéve, 1978):

X = u+ 32 &, (13)

gdzie i; to wektory wiasne, a A; wartosci wiasne C — operatora kowariancji X, na-
tomiast ¢&; ¢ to nieskorelowane, rzeczywiste zmienne losowe o zerowej wartoSci
oczekiwanej i wariancji rownej jeden. Rzecz jasna, w zastosowaniach ograniczamy
sie do pierwszych K wartosci wtasnych estymowanych dla rozpatrywanych danych
funkcjonalnych i stad odporny estymator rozrzutu powinien pozwoli¢ na otrzymanie
wartosci wtasnych i wektorow witasnych operatora kowariancji. Tarabelloni (2017)
zauwazyt, ze skorygowany wykres pudetkowy nie gwarantuje, ze te estymatory
wartosdci wtasnych i wektorow whasnych operatora kowariancji X sg wystarczajgco
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dobre. Ponadto, sg one zalezne od rozkfadu i moga nie by¢ operatorami dodatnio
okreslonymi. Sg estymatorami zgodnymi operatora kowariancji C tylko dla danych
pochodzacych z procesu gaussowskiego (patrz Sun, Genton, 2012). W zamian
Tarabelloni (2017) proponuje dwojakie podejscie do tego zagadnienia. Pierwsze
podejscie oznacza wyznaczenie empirycznego estymatora sferycznej kowariancji
(ang. spherical covariance estimator, Cs). Mozna go interpretowac jako rzutowanie
X na sfere jednostkowa, ktorej Srodek stanowi mediana przestrzenna. Cs jest wtedy
kowariancjg danych zrzutowanych na sfere jednostkowa. Za pracg Gerviniego
(2008) mozna uzy¢ koncepciji sferycznej kowariancji w odpornej analizie sktado-
wych gtéwnych dla danych funkcjonalnych, wykorzystujac fakt posiadania przez
C i Cs takich samych wektoréw wiasnych oraz korzystajgc ze wzoréw na zalezno-
$ci pomiedzy ich wartosciami wtasnymi. Dlatego tez Tarabelloni (2017) uwaza, ze
wyznaczanie Cs stanowi sensowng, bardziej odporng alternatywe dla C.

Drugie podejscie Tarabelloniego (2017) bazuje na koncepcji z pracy Krausa,
Panaretosa (2012), ktérzy zaproponowali estymowanie rozrzutu poprzez estyma-
tor kowariancji mediany przestrzennej Cu. Przy odpowiednich zatozeniach Cm ma
takie same wektory wtasne jak C, podobnie tez tak jak w przypadku pierwszego
podejscia, wartosci wtasne C i Cu sg powigzane skomplikowanymi zaleznoscia-
mi. Niemniej, ze wzgledu na obiecujgce witasnoéci spektralne i ze wzgledu na
odporno$¢, zarowno sferyczna kowariancja jak i kowariancja mediany sg uzywa-
ne do otrzymania skorygowanego funkcjonalnego wykresu pudetkowego. Uzywa
sie tych wielkosci, tzn. Cs i Cwm, by znalez¢ wartosci i wektory wtasne operatora
C i by nastepnie utworzy¢ populacje o rozkladzie gaussowskim stuzgcg do wy-
znaczenia wartosdci F. W praktyce obliczenia wartosci wlasnych sprowadzajg sie
do rozwigzania wielu jednowymiarowych probleméw estymowania parametrow
skali. Do tego celu uzyé mozna mediany wartosci bezwzglednej odchyler od me-
diany (ang. Median Absolute Deviation, MAD) albo wprowadzonych w pracy Ro-
usseeuw, Croux (1993) estymatoréw Sn i Qn. Zdefiniowane sg one nastepujgco:

MAD (x4, %, .., Xy) = b - med{|xi—med(x1,x2, ...,xN)|}, (14)
Sy=c- medizlm,\,{medjzlmN|xi—x,-|}, (15)

gdzie state parametry b>0 albo c>0 wybiera sig¢ tak, by uzyskac¢ zgodny w sensie
Fishera estymator rozrzutu. Innym, odpornym estymatorem rozrzutu, jest

N
Qy = d - {|xi-x],i <j}(k)' gdzie k = ([5] + 1), (16)
2

réwne w przyblizeniu kwantylowi rzedu 0,25 réznic par obserwacji, pomnozo-
nych przez pewng statg d>0, wybrang tak, by uzyskaé¢ zgodny w sensie Fishera
estymator rozrzutu.
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Rousseeuw, Croux (1993) doradzali zastosowanie Qn jako, ze jego punkt za-
tamania proby skoriczonej wynosi 50% i ma asymptotyczng efektywnosé rowng
okoto 88,27% dla rozktadow gaussowskich. Wybranie w procedurze obliczania
F, btednej wartosci parametru d skutkuje wyborem btednego operatora kowa-
riancji i nieprawidtowym wykresem pudetkowym. Wyjsciem z sytuacji jest wybor,
w celu utworzenia rang obserwaciji, gtebi funkcjonalnej niezmienniczej ze wzgle-
du na parametr przesuniecia i skali. Wybrana przez nas MBD spetnia ten waru-
nek (por. np. Nagy i inni, 2016). Ostatecznie Tarabelloni (2017) uzywa modelu

* Yipx _ yoo 4

gdzie ¢; ; to niezalezne zmienne losowe o standardowym rozktadzie normalnym.
Zamiast $redniej i, rozwaza przestrzenng mediang X jako parametr potozenia.

W taki sposéb otrzymujemy wartos¢ F. Ponadto iloraz \/? mozna w prosty spo-
1

s6b estymowac korzystajac z wiasnosci Qn. W rezultacie Tarabelloni (2017)
otrzymuje estymatory wektorow wiasnych i wartosci wkasnych macierzy kowa-
riancji, ktére nastepnie stuzg do wygenerowania sztucznej gaussowskiej popula-
cji, ktéra z kolei postuzy do wyznaczenia spéjnej i niezaleznej od rozktadu war-
tosci F. Zastosowanie sferycznej kowariancji bgdz kowariancji mediany wraz
z Qn powoduje, ze estymator jest bardziej odporny.

Na rysunku 1 przedstawiamy przyktadowy funkcjonalny wykres pudetkowy
utworzony z wykorzystaniem zmodyfikowanej gtebi pasma (MBD). Pokazuje on
zanieczyszczenie powietrza pytem PM10 w Katowicach w analizowanym przez
nas okresie czasu, tj. od 1 wrzesnia 2016 r. do 28 lutego 2017 r.

Rysunek 1. Funkcjonalny wykres pudetkowy utworzony z wykorzystaniem zmodyfikowanej
gtebi pasma (MBD) obrazujgcy zanieczyszczenie powietrza pytem PM10 w Katowicach
w ug/m® w analizowanym okresie
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Zrédto: opracowanie wtasne. Uzyto pakietu DepthProc.
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5. MONITOROWANIE JAKOSCI POWIETRZA W KATOWICACH | KRAKOWIE

Na zanieczyszczenie powietrza skladajg sie emisje roznego rodzaju zwigz-
kéw, sg to min. dwutlenek siarki, dwutlenek azotu, ozon, tlenek wegla, benzen,
tlenki azotu, pyt zawieszony PM2,5 oraz pyt zawieszony PM10 — czyli wszystkie
czgstki o wielkosci 10 mikrometrow lub mniejszej. Smog ma ujemy wplyw na
zdrowie mieszkancow, innymi stowy generuje koszty spoteczne i zdrowotne.
W celu monitorowania zanieczyszczenia powietrza dokonuje sie pomiarow ste-
zenia pewnych zwigzkéw chemicznych w powietrzu. Pomiaréw dokonuje sie
wytgcznie w pewne;j liczbie stacji rozmieszczonych, zwykle nieréwnomiernie, na
pewnym obszarze. W analizowanym przez nas przypadku sg to wojewodztwo
$lgskie i matopolskie, gdzie Wojewddzkie Inspektoraty Ochrony Srodowiska
w Katowicach i Krakowie (WIOS) umieszczajg na stronach internetowych
http://powietrze .katowice.wios.gov.pl oraz http://www.krakow.pios.gov.pl dane ze
stacji pomiarowych z terenu swojego wojewodztwa. Prezentowane sg tam wyni-
ki automatycznych pomiaréw jakosci powietrza, sg one przekazywane bezpo-
$rednio ze stacji pomiarowych i nie sg zweryfikowane. Zaznaczmy za WIOS, ze
wyniki te sg poddawane okresowej weryfikacji i mogg ulec zmianie. Analizowali-
Smy stezenie w powietrzu pytu zawieszonego PM10 w Katowicach (stacja przy
ul. Kossutha). Dane pochodzg z okresu 181 dni od 1 wrzesnia 2016 r. do 28
lutego 2017 r. Analizujemy 181 krzywych pokazujgcych, jak zmienia sie stezenie
w powietrzu pylu zawieszonego PM10. Analizowali$my tez dane pokazujgce
zanieczyszczenie powietrza w Krakowa z grudnia 2016 r. czterema rodzajami
substancji: tlenkiem azotu (NO), tlenkami azotu (NOXx), pytem zawieszonym PM
2,5 oraz pytem zawieszonym PM10.

Patrzymy na funkcje losowe obserwowane w regularnych odstepach czasu
jak na funkcjonalne szeregi czasowe. Mozna tez konstruowac¢ funkcjonalne
szeregi czasowe poprzez rozdzielenie ciggtego przedziatu czasowego na natu-
ralne czeéci tzn. godziny, dni, tygodnie, miesigce, lata. Na kolejnych rysunkach
znajdujg sie funkcjonalne obserwacje pokazujgce zanieczyszczenie powietrza
pytem PM10 w Katowicach. Rysunek 2 przedstawia skorygowany funkcjonalny
wykres pudetkowy pokazujgcy zanieczyszczenie powietrza pytem PM10 w Ka-
towicach w pg/m3. Wyrézniono obserwacje odstajgce ze wzgledu na amplitude.
Rysunek 3 przedstawia po lewej obserwacje funkcjonalne obrazujgce zanie-
czyszczenie powietrza pylem PM10 w Katowicach w ug/m3. Po prawej wykres
wartosci odstajgcych, na ktérym wyrézniono obserwacje funkcjonalne odstajgce
ze wzgledu na ksztalt, ponadto wskazano numery takich obserwacji. Funkcjo-
nalne obserwacje odstajgce ze wzgledu na ksztatt zostaty zestawione na rysun-
ku 4, gdzie prezentujemy je na tle wszystkich obserwacji. Funkcjonalny wykres
pudetkowy umozliwit nam wykrycie obserwacji odstajgcych ze wzgledu na ampli-
tude (wielkos¢). Zostaty one zestawione na rysunku 5, gdzie prezentujemy je na
tle wszystkich obserwacji pokazujgcych zanieczyszczenie powietrza pytem
PM10 w Katowicach. Rysunek 6 przedstawia zanieczyszczenie powietrza
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w Krakowie czterema wybranymi rodzajami substancji w pg/m®. Natomiast rysu-
nek 7 przedstawia funkcjonalne wykresy pudetkowe utworzone z wykorzysta-
niem zmodyfikowanej gtebi pasma (MBD) obrazujgce zanieczyszczenie w Kra-
kowie w pg/m® w grudniu 2016 r. czterema substancjami (NO, NOx, PM2,5
i PM10).

Rysunek 2. Skorygowany funkcjonalny wykres pudetkowy pokazujacy
zanieczyszczenie powietrza pytem PM10 w Katowicach w pg/m®
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Wyrézniono obserwacje odstajgce ze wzgledu na amplitude.
Zrédio: opracowanie wiasne. Uzyto pakietu DepthProc

Rysunek 3. Po lewej obserwacje funkcjonalne obrazujgce dobowe
zanieczyszczenie powietrza pytem PM10 w Katowicach w pg/m?.
Po prawej wykres wartosci odstajgcych, na ktérym wyrézniono obserwacje
odstajace ze wzgledu na ksztatt
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Rysunek 4. Po lewej obserwacje funkcjonalne obrazujgce zanieczyszczenie powietrza
pytem PM10 w Katowicach w ug/m®. Po prawej obserwacje funkcjonalne odstajgce co do ksztattu
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Zrédio: opracowanie wiasne. Uzyto pakietu DepthProc.

Rysunek 5. Po lewej obserwacje funkcjonalne obrazujgce zanieczyszczenie powietrza
pytem PM10 w Katowicach w ug/m®. Po prawej obserwacje funkcjonalne odstajgce
co do amplitudy (wielkosci)
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Zrédio: opracowanie wasne. Uzyto pakietu DepthProc.
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Rysunek 6. Zanieczyszczenie powietrza w Krakowie czterema wybranymi substancjami
w pg/m®*w dniach od 1.12.2016 do 31.12.2016 r.”
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Zrédio: opracowanie wiasne. Uzyto pakietu DepthProc.

Rysunek 7. Funkcjonalne wykresy pudetkowe utworzone z wykorzystaniem zmodyfikowanej gtebi
pasma (MBD) obrazujgce zanieczyszczenie powietrza tlenkiem azotu (NO), tlenkami azotu (NOx),
pytem PM2,5 i pytem PM10 w Krakowie w pg/m® w grudniu 2016 r.
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Zr 6 dto: opracowanie wiasne. Uzyto pakietu DepthProc.

Podsumowujgc, w pracy zaprezentowano metodyke wykrywania funkcjonal-
nych obserwacji odstajgcych ze wzgledu na ksztatt oraz na amplitude oraz
przedstawiono jej uzytecznos¢é empiryczng na przyktadach dotyczacych monito-
rowania zanieczyszczenia powietrza w Katowicach i Krakowie. Nalezy podkre-
8li¢, ze znane metody wnioskowania statystycznego stosowane w obrebie FDA
na ogot krytycznie zalezg od wystepowania posrdéd danych obserwaciji odstaja-



98 Przeglad Statystyczny, tom LXV, zeszyt 1, 2018

cych. Zaprezentowane metody wraz z ich implementacjami w darmowych pakie-
tach srodowiska R ,uodparniajg” metody wnioskowania i co za tym idzie prowa-
dzg do bardziej miarodajnych wnioskéw merytorycznych. Taka wiedza meryto-
ryczna umozliwia decydentom optymalizacje polityki miejskiej i regionalnej
w zakresie ochrony powietrza. Wykorzystywane w pracy metody i zbiory danych
dostepne sg w pakiecie DepthProc.
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WYKRYWANIE FUNKCJONALNYCH OBSERWACJI ODSTAJACYCH
NA PRZYKLADZIE MONITOROWANIA JAKOSCI POWIETRZA

Streszczenie

W pracy oméwiono sposoby wykrywania obserwacji odstajgcych w zbiorach
danych funkcjonalnych. Omdéwiono mianowicie funkcjonalne obserwacje odsta-
jace ze wzgledu na ksztatt i ze wzgledu na amplitude. Zdefiniowano wykres war-
tosci odstajgcych, stuzgcy do wykrywania funkcjonalnych obserwacji odstajg-
cych ze wzgledu na ksztaft. Omoéwiono tez skorygowany funkcjonalny wykres
pudetkowy stuzgcy do wykrywania funkcjonalnych obserwacji odstajacych ze
wzgledu na amplitude. Elementy statystycznej analizy stuzgcej do wykrywania
obserwacji odstajgcych zobrazowano na przyktadzie danych pokazujgcych za-
nieczyszczenie powietrza w Katowicach oraz w Krakowie wybranymi czterema
rodzajami substancji.

Stowa kluczowe: funkcjonalne obserwacje odstajgce, wykrywanie funkcjo-
nalnych obserwacji odstajgcych, statystyka odporna, gtebia funkcjonalna, anali-
za zanieczyszczenia powietrza

FUNCTIONAL OUTLIERS DETECTION BY THE EXAMPLE OF AIR
QUALITY MONITORING

Abstract

Methods of functional outliers detection in functional setting have been dis-
cussed, i.e. shape outliers and magnitude outliers. Outliergram has been dis-
cussed, a tool for functional shape outliers detection. Robust adjusted functional
boxplot has been discussed as well, a tool for functional magnitude outliers de-
tection. ,The elements of functional outliers analysis have been applied to air
pollution data for Katowice and Krakéow.”

Keywords: functional outliers, functional outliers detection, robust statistics,
functional depth, air pollution analysis





