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1. WPROWADZENIE 

 

W neoklasycznej teorii egzogenicznego wzrostu gospodarczego uwaga jest 
przede wszystkim skierowana na analizę dynamiki wzrostu na ścieżce zrówno-
ważonego wzrostu. Jeśli jednak gospodarka nie jest w równowadze, to nie po-
winno się ograniczać do rozważań nad gospodarką na ścieżce zrówno- 
ważonego wzrostu. Ayres (1999) analizując problem wzrostu poza ścieżką 
zrównoważonego wzrostu przytacza słowa angielskiej ekonomistki Joan Robin-
son (1962, s. 78) „The concept of equilibrium is, of course, an indispensable tool 
of analysis ... But to use the equilibrium concept, one has to keep 
it in its place, and its place is strictly in the preliminary stages of an analytical 
argument, not in the framing of hypotheses to be tested against the facts, 
for we know perfectly well that we shall not find facts in a state of equilibrium.” 

W pracy rozważymy neoklasyczne modele egzogenicznego wzrostu, sformu-
łowane w postaci układu dynamicznego, których dynamikę będziemy badać 
w otoczeniu równowagi długookresowej. 

W teorii wzrostu gospodarczego często jest rozważana klasa modeli formu-
łowana w matematycznym języku układów dynamicznych. Na ogół są to ukła-
dy nieliniowe z czasem ciągłym lub dyskretnym (Chiarella, 1990). W pracy 
koncentrujemy uwagę na modelach sformułowanych w języku autonomicz-
nych układów dynamicznych z ciągłym czasem, t.j. mających postać (Perko, 
2001) 
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ݔ̇  ≡
ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ Թ௡, ݐ ∈ Թ, (1)

 
gdzie ݔ jest wektorem stanu układu, ݔ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ … , -௡ሿ் oraz ݂ jest funkcją gładݔ
ką klasy ܥଶ. 

 
Rozwiązanie układu (1) ma postać odwzorowania ݔ → ,ݐሺݔ -଴ሻ, t.j., przy zadaݔ

nym warunku początkowym ݔሺݐ ൌ ଴ሻݐ ൌ -przyporząd ݐ ଴, jest to funkcja czasuݔ
kowująca w dowolnej chwili czasu ݐ położenie na krzywej ݔ௜ሺݐ,  ଴ሻ w przestrzeniݔ
fazowej ሺݔଵ, … , ,ݐ௜ሺݔ ௡ሻ. Funkcję tę nazywamy strumieniem a krzywąݔ -଴ሻ przeݔ
chodzącą przez punkt ݔ଴ trajektorią fazową. W ten sposób ewolucja układu (jego 
wektora stanu) jest reprezentowana w przestrzeni fazowej przez trajektorie fa-
zowe. 

Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania układu (1) gwarantuje, 
że rozwiązanie po pierwsze istnieje, po drugie jest jednoznacznie wyznaczone 
przez warunek początkowy ݔ଴ (Perko, 2001; Palczewski, 2004). Oznacza to, że 
w przestrzeni fazowej przez zadany punkt może przechodzić tylko jedna trajek-
toria. Szczególne miejsce pośród rozwiązań układu zajmują rozwiązania oso-
bliwe 

 
 ∀݅	݂௜ሺݔଵ, … , ௡ሻݔ ൌ 0, (2)

 
odpowiadające zerowaniu się prawych stron układu (1). O ile rozwiązania regu-
larne są reprezentowane przez zależności algebraiczne, o tyle rozwiązania oso-
bliwe są reprezentowane przez punkty, tzw. punkty stacjonarne.  

Z ekonomicznego punktu widzenia trajektorie reprezentują ewolucję układu 
(na przykład w modelu Solowa-Swana zmianę w czasie zasobu kapitału rze-
czowego na jednostkę pracy), natomiast punkty stacjonarne reprezentują punk-
ty równowagi układu. W przypadku modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila 
(1992) trajektorie reprezentują ewolucję układu na dwuwymiarowej płaszczyź-
nie fazowej. Analogicznie w modelu Nonnemana-Vanhoudta ewolucja ma miej-
sce w trójwymiarowej przestrzeni fazowej. 

W ekonomii matematycznej od lat 30. XX wieku interesowano się przede 
wszystkim punktami stacjonarnymi zgodnie z paradygmatem, że układ ekono-
miczny znajduje się w położeniu równowagi (Frisch, 1933). Układ ekonomiczny 
jest więc stabilny, ale podlega egzogenicznym szokom. 

Wtedy naturalnym językiem opisu dynamiki procesów ekonomicznych były 
układy stabilnych liniowych równań różniczkowych bądź różnicowych, w któ-
rych po prawych stronach występowały zaburzenia stochastyczne (Chiarella, 
1990, s. 4). 

Zainteresowanie modelowaniem dynamiki procesów ekonomicznych z wyko-
rzystaniem  nieliniowych układów dynamicznych zaczęło wzrastać w latach 70. 
XX wieku. W tym kontekście ważną rolę odegrali Goodwin (1967), Chang, 



396 Przegląd Statystyczny, tom LXV, zeszyt 4, 2018 
 
Smyth (1971), Torre (1977) Schinasi (1981, 1982) oraz Medio (1992). Autorzy ci 
pokazali jak współczesna wiedza dynamistów może być użyta do badania dy-
namiki procesów ekonomicznych. Rozwój w dziedzinie badań nieliniowej dyna-
miki procesów ekonomicznych doskonale ujął w swoim eseju Chiarella (1992). 
Zauważył on ogromny wpływ rosyjskich uczonych, przede wszystkim Androno-
wa i jego współpracowników, którzy zbudowali język i metody badania układów 
dynamicznych. Istotą ich podejścia były jakościowe badania nieliniowych równań 
różniczkowych i ich układów, charakteryzujące się tym, że uzyskujemy warto-
ściową wiedzę o dynamice procesów bez znajomości jawnych rozwiązań tych 
równań. 

Dla jednowymiarowego modelu wzrostu gospodarczego Solowa-Swana 
(Solow, 1956; Swan, 1956), który można sprowadzić do postaci równania 
różniczkowego Bernoulliego, znamy jawne rozwiązanie. W ogólności gdy 
wymiar modelu egzogenicznego wzrostu gospodarczego jest równy dwa (mo-
del Mankiwa-Romera-Weila, 1992) lub większy niż dwa (model Nonnemana-
Vanhoudta, 1996) trudno jest znaleźć jawne rozwiązanie. Jednakże dzięki 
wykorzystaniu programów do obliczeń symbolicznych w modelu Makiwa-
Romera-Weila zostały znalezione relacje algebraiczne pomiędzy kapitałem 
rzeczowym I kapitałem ludzkim jako funkcji czasu w postaci funkcji hipergeo-
metrycznej ܨଵଶ  (Krawiec, Szydłowski, 2001) Podobnie, Zawadzki (2015) zna-
lazł rozwiązanie w postaci funkcji hipergeometrycznej Gaussa ܨଵଶ  dla modelu 
Lucasa-Uzawy. 

Celem pracy jest analiza modeli wzrostu gospodarczego reprezentowanych 
przez autonomiczny układ dynamiczny i wyznaczenie jego rozwiązania 
w postaci szeregu potęgowego z wykorzystaniem programów do obliczeń 
algebraicznych (symbolicznych), takich jak Maple, Mathematica, Maxima czy 
Sage. 

W pracy ograniczymy się do zastosowania proponowanej metody w dwóch 
modelach wzrostu gospodarczego: modelu Solowa-Swana i modelu Mankiwa-
Romera-Weila. Metoda ta jest ogólna i ma zastosowanie do modelu ekonomicz-
nego reprezentowanego przez dowolnie wymiarowy układ dynamiczny. 

 
2. JEDNOWYMIAROWY UKŁAD DYNAMICZNY 

2.1. Rozwinięcie w szereg potęgowy 
 
Niech 
 

ݔ̇  ൌ ݂ሺݔሻ, (3)
 

gdzie ݂  jest funkcją gładką. Poszukujemy rozwiązania równania ݔሺݐሻݔሺݐ, ଴ሻݔ , 
଴ሻݐሺݔ ൌ ଴ሻݐሺݔ ଴ w postaci szeregu potęgowego przy warunku początkowymݔ ൌ  .଴ݔ
Niech ma ono postać 
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ሻݐሺݔ ൌ ଴ሻݐሺݔ ൅

ݔ݀
ݐ݀
ฬ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻݐ ൅
1
2!
݀ଶݔ
ଶݐ݀

ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଶݐ

൅
1
3!
݀ଷݔ
ଷݐ݀

ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଷݐ ൅ ⋯ 
(4)

 
lub 

 
ሻݐሺݔ  ൌ ଴ݔ ൅ ݂ሺݔ଴ሻሺݐ െ ଴ሻݐ ൅

1
2! ௫݂ሺݔ଴ሻ݂ሺݔ଴ሻሺݐ െ ଴ሻଶݐ

൅
1
3!
ሾ ௫݂௫ሺݔ଴ሻ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ௫݂

ଶሺݔ଴ሻሿ݂ሺݔ଴ሻሺݐ െ ଴ሻଷݐ ൅ ⋯, 
(5)

 
gdzie podstawiliśmy 

 
ݔ̇  ൌ ݂ሺݔሻ,

ݔ̈ ൌ
݀
ݐ݀
ݔ̇ ൌ

݀
ݐ݀
݂ሺݔሻ ൌ ௫݂ሺݔሻ̇ݔ ൌ ௫݂ሺݔሻ݂ሺݔሻ,

ഺݔ ൌ
݀
ݐ݀
ݔ̈ ൌ

݀
ݐ݀ ௫݂ሺݔሻ݂ሺݔሻ ൌ ሾ ௫݂௫ሺݔሻ݂ሺݔሻ ൅ ௫݂

ଶሺݔሻሿ݂ሺݔሻ

 (6)

 
i następne pochodne. Pochodne te przy zadanych warunkach początkowych 
obliczymy wykorzystując program do obliczeń algebraicznych. 

 
2.2. Model Solowa-Swana 

 
Zastosujmy powyższą procedurę prostego modelu ekonomicznego. Przykła-

dem modelu wzrostu gospodarczego reprezentowanego przez jednowymiarowy 
układ dynamiczny jest model Solowa-Swana (Solow, 1956; Swan, 1956) 

 
 ݇̇ሺݐሻ ൌ ሻݐఈሺ݇ݏ െ ሻݐሺ݇ߜ ൌ ݂൫݇ሺݐሻ൯, (7)

 
gdzie ݇ jest oznaczeniem kapitału rzeczowego na pracującego, ݏ jest oznacze-
niem stopy oszczędności i ߜ  jest oznaczeniem stopy deprecjacji kapitału rze-
czowego. 

 
Stosując powyższą procedurę rozwinięcia w szereg potęgowy dla zmiennej ݇ 

w modelu wzrostu gospodarczego Solowa-Swana otrzymamy 
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݇ሺݐሻ ൌ ݇ሺݐ଴ሻ ൅
݀݇
ݐ݀
ฬ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻݐ ൅
1
2!
݀ଶ݇
ଶݐ݀

ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଶݐ

൅
1
3!
݀ଷ݇
ଷݐ݀

ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଷݐ ൅ ⋯. 
(8)

 
Zdefiniujmy 

 
ሻݐሺܪ  ≡

1
݇
݀݇
ݐ݀
,

ሻݐሺݍ ≡
1
ଶܪ݇

݀ଶ݇
ଶݐ݀

,

݆ሺݐሻ ≡
1
ଷܪ݇

݀ଷ݇
ଷݐ݀

,

ሻݐሺݏ ≡
1
ସܪ݇

݀ସ݇
ସݐ݀

,

݈ሺݐሻ ≡
1
ହܪ݇

݀ହ݇
ହݐ݀

,

 (9)

 
gdzie ܪ  jest oznaczeniem względnego wzrostu (tempa wzrostu), ݍ  jest ozna-
czeniem zmiany tempa wzrostu, ݆ jest oznaczeniem zrywu (zmiany przyśpiesze-
nia tempa wzrostu) oraz ݏ i ݈ to zmiany ݆ i ݏ. Tak zdefiniowane funkcje (9) są 
niezależne od postaci jednowymiarowych układów dynamicznych ze względu na 
ich konstrukcje. Są to miary zmienności, w tym przypadku kapitału rzeczowego, 
czulsze niż tempo wzrostu. Te wielkości definiujemy dla dowolnej chwili czasu. 
I wszystkie współczynniki w rozwinięciu w szereg potęgowy są liczone dla wa-
runku początkowego w chwili ݐ଴. 

Wybierając ݇଴ ൌ 1 i oznaczając ݐ߂ ≡ ݐ െ ଴ݐ  ostatecznie uzyskujemy rozwi-
nięcie funkcji kapitału rzeczowego w modelu Solowa-Swana w szereg potę-
gowy 

 
 ݇ሺݐሻ ≃ 1 ൅ ݐ߂଴ܪ ൅

1
2
଴ܪ଴ݍ

ଶሺݐ߂ሻଶ ൅
1
6
݆଴ܪ଴

ଷሺݐ߂ሻଷ ൅
1
24

଴ܪ଴ݏ
ସሺݐ߂ሻସ

൅
1
120

݈଴ܪ଴
ହሺݐ߂ሻହ ൅ ⋯. 

(10)
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Z drugiej strony wielkości (9) możemy wyliczyć bezpośrednio z układu (6) dla 
funkcji ݂ modelu Solowa-Swana (7), tj. 

 
ܪ  ൌ

݂
݇
ൌ ఈିଵ݇ݏ െ ,ߜ

ݍ ൌ
1
ଶܪ݇ ௞݂݂ ൌ

ఈିଵ݇ݏߙ െ ߜ
ఈିଵ݇ݏ െ ߜ

,

݆ ൌ
1
ଷܪ݇

ሺ ௞݂௞݂ ൅ ௞݂
ଶሻ݂ ൌ

ߙሺߙ െ 1ሻ݇ݏఈିଶሺ݇ݏఈ െ ሻ݇ߜ ൅ ሺ݇ݏߙఈିଵ െ ሻଶߜ

ሺ݇ݏఈିଵ െ ሻଶߜ

 (11)

 
i następnie wielkości ݏ, ݈, itd. 

 
Wykresy funkcji (11) oraz ݏ i ݈ zostały przedstawione na rysunku 1. Dla ilu-

stracji wybrano typowe wartości parametrów modelu: ݏ ൌ ߙ ,0,2 ൌ 1 3⁄  i ߜ ൌ 0,05. 

 
Rysunek 1. Wykresy funkcji ܪሺݐሻ, ݍሺݐሻ, ݆ሺݐሻ, ݏሺݐሻ i ݈ሺݐሻ dla modelu Solowa 

 
 
Źródło: opracowanie własne. 

 
Oczywiście model Solowa-Swana (7) jest układem całkowalnym, co łatwo 

sprawdzić dokonując podstawienia 
 

 ݇ → ݖ ൌ ݇ఈିଵ. (12)
 

Wtedy układ przyjmie postać równania różniczkowego Bernoulliego, którego 
jawne rozwiązanie ma postać 

 
 ݇ሺݐሻ ൌ ൣሺ݇଴

ଵିఈ െ ሻ݁ିሺଵିఈሻఋ௧ߜݏ ൅ ൧ߜݏ
ଵ

ଵିఈ, (13)

 
gdzie ݇଴ ൌ ݇ሺݐ ൌ 0ሻ. 
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Jeżeli wprowadzimy zmienną ݔ ൌ ݇̇ ݇⁄ , to równanie (9) zostaje przekształcone 
do następującego wyrażenia 

 
ሻݐሺݔ̇  ൌ ሺߙ െ 1ሻݔሺݐሻଶ ൅ ߙሺߜ െ 1ሻݔሺݐሻ. (14)

 
Równanie to ma następujące rozwiązanie 

 
ሻݐሺݔ  ൌ

ߜ

ቀ1 ൅
ߜ
଴ݔ
ቁ ݁ఋሺଵିఈሻ௧ െ 1

, (15)

 
gdzie ݔ଴ ൌ ݐሺݔ ൌ 0ሻ. 

 
Porównanie przybliżenia w postaci rozwinięcia w szereg potęgowy (10) i jaw-

nego rozwiązania (13) modelu Solowa-Swana przedstawia rysunek 2 (ݐ଴ ൌ 0). 

 
Rysunek 2. Wykresy funkcji ݇ሺݐሻ dla modelu Solowa-Swana 

 

 
Dolna krzywa została uzyskana z rozwinięcia potęgowego ݇ሺݐሻ dla pierwszych 5 wyrazów. Górna krzywa została 

uzyskana z analitycznej postaci ݇ሺݐሻ. Czas charakterystyczny ߬, dla którego różnica pomiędzy wartościami aprok-
symacji ݇ሺݐሻ i funkcji ݇ሺݐሻ jest rzędu 5% wynosi 15,48. Wartość funkcji ݇ሺݐሻ dla ݐ ൌ ߬ jest równa 3,28. 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Dla uzyskania lepszej zbieżności szeregu potęgowego wprowadzamy pojęcie 

aproksymant Padégo (Baker, 1996; Jones, 1980). 
Definiujemy ሺ݉, ݊ሻ aproksymantę Padégo funkcji ݂ሺݔሻ, która dana jest przez 

funkcję wymierną 
 

 
௠ܲ௡ሺݐሻ ൌ

ܽ଴ ൅ ܽଵݐ ൅⋯൅ ܽ௡ݐ௡

1 ൅ ܾଵݐ ൅ ⋯൅ ܾ௠ݐ௠
 (16)

 
stopnia ݊ ⩾ 0 (licznik) oraz ݉ ⩾ 0 (mianownik), która się zgadza z funkcją ݂ሺݐሻ  
i jej pochodnymi w ݔ ൌ 0 do najwyższego możliwie rzędu, tj. 
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 ௠ܲ௡ሺ0ሻ ൌ ݂ሺ0ሻ,
ܲ′௠௡ሺ0ሻ ൌ ݂′ሺ0ሻ,

⋮
௠ܲ௡
௠ା௡ሺ0ሻ ൌ ݂௠ା௡ሺ0ሻ.

 (17)

 
Rysunek 3 przedstawia aproksymanty Padégo dla funkcji ݇ሺݐሻ. 
 

Rysunek 3. Wykresy funkcji ݇ሺݐሻ dla modelu Solowa-Swana 

 
 
Górna krzywa została uzyskana dla aproksymant Padégo dla funkcji ݇ሺݐሻ. Dolna krzywa została uzyskana z ana-

litycznej postaci ݇ሺݐሻ. Czas charakterystyczny ߬ , dla którego różnica pomiędzy wartościami aproksymacji ݇ሺݐሻ 
i funkcji ݇ሺݐሻ jest rzędu 5% wynosi 40,43. Wartość funkcji ݇ሺݐሻ dla ݐ ൌ ߬ jest równa 5,78. 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Innym sposobem aproksymacji funkcji jest metoda iteracyjna. W tej metodzie 

dzielimy interesujący nas przedział dla którego chcemy aproksymować funkcję 
na ݊ przedziałów o długości ݐ߂. Następnie bierzemy kilka pierwszych wyrazów 
z rozwinięcia w szereg funkcji ݇ሺݐሻ i używamy ich do aproksymowania funkcji 
݇ሺݐሻ na każdym z tych przedziałów z osobna. Wartość aproksymacji funkcji ݇ሺݐሻ 
na końcu danego przedziału jest jednocześnie warunkiem początkowym aprok-
symacji funkcji ݇ሺݐሻ w następnym przedziale. Na rysunku 4 jest przedstawiony 
wykres funkcji ݇ሺݐሻ dla modelu Solowa uzyskany za pomocą tej metody. Wykres 
tej funkcji praktycznie idealnie pokrywa się z wykresem funkcji ݇ሺݐሻ uzyskanego 
metodą analityczną, tj. dolną krzywą na rysunku 3. 

 
Rysunek 4. Wykres funkcji ݇ሺݐሻ dla modelu Solowa-Swana 

 
 
Krzywa została uzyskana metodą iteracyjną. Długość przedziału ݐ߂ jest równa 5. Przy tworzeniu aproksymacji 

zostały wzięte wyrazy z rozwinięcia funkcji ݇ሺݐሻ w szereg do drugiego wyrazu włącznie. 
Źródło: opracowanie własne. 
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Celem tego punktu było zilustrowanie idei rozwinięcia w szereg potęgowy 
oraz wyprowadzenie parametrów zmienności funkcji na względnie prostym przy-
kładzie. Należy jednak pamiętać, że sama metoda jest ogólna i możemy ją za-
stosować dla wyżej wymiarowego układu dynamicznego. 

 
3. DWUWYMIAROWY UKŁAD DYNAMICZNY 

 
3.1. Rozwinięcie w szereg potęgowy 

 
Niech 
 

ݔ̇  ൌ ܲሺݔ, ,ሻݕ
ݕ̇ ൌ ܳሺݔ, ,ሻݕ

 (18)

 
gdzie ܲ, ܳ ∈  .ଶܥ

 
Naszym celem jest skonstruowanie rozwiązań ݔሺݐሻ, ݕሺݐሻ w postaci szeregu 

potęgowego Taylora przy zadanych warunkach początkowych 
 

ݐሺݔ  ൌ ଴ሻݐ ൌ ,଴ݔ ݐሺݕ ൌ ଴ሻݐ ൌ ଴, (19)ݕ
 

t.j. potoku fazowego ߶௧ሺݐ ൌ ଴ሻݐ ൌ ,ݐሺݖ ,଴ሻݖ ݖ ∈ Թଶ, ݖ ൌ ሾݔ,  .ሿ்ݕ
 
W tym celu musimy wyznaczyć pochodne czasowe ̈ݔ, ,ഺݔ … , ݀௡ ݔ ⁄௡ݐ݀ , oraz 

analogicznie ̈ݕ, ,ഺݕ … , ݀௡ ݕ ⁄௡ݐ݀ , zakładając, ze znamy funkcje ܲሺݔ, ሻݕ  oraz 
ܳሺݔ, ,ݔሻ, które determinują dynamikę modelu ekonomicznego. Funkcje ܲሺݕ  ሻݕ
i ܳሺݔ, -ଵ. Rozwinięcia w szereg obu funkcji będą miaܥ ሻ sa przynajmniej klasyݕ
ły postać 

 
 

ሻݐሺݔ ൌ ଴ሻݐሺݔ ൅
ݔ݀
ݐ݀
ฬ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻݐ ൅
1
2!
݀ଶ

ଶݐ݀
ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଶݐ

൅
1
3!
݀ଷݔ
ଷݐ݀

ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଷݐ ൅ ⋯ 
(20)

 
i analogicznie 

 
 

ሻݐሺݕ ൌ ଴ሻݐሺݕ ൅
ݕ݀
ݐ݀
ฬ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻݐ ൅
1
2!
݀ଶݕ
ଶݐ݀

ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଶݐ

൅
1
3!
݀ଷݕ
ଷݐ݀

ቤ
௧ୀ௧బ

ሺݐ െ ଴ሻଷݐ ൅ ⋯. 
(21)
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Dla prostoty zastosujmy oznaczenia 
 

 
ሻݐሺݔ ൌ෍

1
݇!

ஶ

௞ୀ଴

ݐ௞ሺߙ ൌ ݐ଴ሻሺݐ െ ,଴ሻ௞ݐ gdzie	ߙ௞ሺݐ ൌ ଴ሻݐ ≡
݀௞ݔ
௞ݐ݀

ሺݐ ൌ ଴ሻ (22)ݐ

 
i analogicznie 

 
 

ሻݐሺݕ ൌ ෍
1
݇!

ஶ

௞ୀ଴

ݐ௞ሺߚ ൌ ݐ଴ሻሺݐ െ ,଴ሻ௞ݐ gdzie	ߚ௞ሺݐ ൌ ଴ሻݐ ≡
݀௞ݕ
௞ݐ݀

ሺݐ ൌ ଴ሻ. (23)ݐ

 
Zapiszmy wyrażenia ߙ i ߚ wykorzystując funkcje ܲ i ܳ 

 
ଵߙ ൌ ݐሺݔ̇ ൌ ଴ሻݐ ൌ ܲ൫ݔሺݐ଴ሻ, ,଴ሻ൯ݐሺݕ

ଶߙ ൌ ݐሺݔ̈ ൌ ଴ሻݐ ൌ ൫ ௫ܲܲ ൅ ௬ܲܳ൯ሺݐ଴ሻ,

ଷߙ ൌ ݐഺሺݔ ൌ ଴ሻݐ ൌ ሺ ௫ܲ
ଶܲ ൅ ௬ܲ

ଶܳ ൅ ௫ܲ௫ܲଶ ൅ ௬ܲ௬ܳଶ ൅ ௬ܲܳ௫ܲ ൅ ௬ܲܳ௫ܳ ൅
൅2 ௫ܲ௬ܲܳሻ	ሺݐ଴ሻ

 

 
(24) 

 
i dalsze pochodne, oraz 

 
ଵߚ ൌ ݐሺݕ̇ ൌ ଴ሻݐ ൌ ܳ൫ݔሺݐ଴ሻ, ,଴ሻ൯ݐሺݕ

ଶߚ ൌ ݐሺݕ̈ ൌ ଴ሻݐ ൌ ൫ܳ௫ܲ ൅ ܳ௬ܳ൯ሺݐ଴ሻ,

ଷߚ ൌ ݐഺሺݕ ൌ ଴ሻݐ ൌ ሺܳ௫ଶܳ ൅ ܳ௬ଶܲ ൅ ܳ௫௫ܳଶ ൅ ܳ௬௬ܲଶ ൅ ܳ௬ ௫ܲܳ ൅ ܳ௬ ௫ܲܲ ൅
൅2ܳ௫௬ܲܳሻ	ሺݐ଴ሻ

 
(25)

 
i dalsze pochodne. 

 
Porównując ߙଷ i ߚଷ, widzimy, ߚଷ otrzymamy poprzez cykliczną zamianę ܲ → ܳ, 

௫ܲ → ܳ௫, ௬ܲ → ܳ௬, ௫ܲ௫ → ܳ௫௫ i ௬ܲ௬ → ܳ௬௬ w ߙଷ. 
Wszystkie współczynniki ߙ௜  i ߚ௜  ሺ݅ ൌ 1,… , ݊ሻ wyrażają się w ten sposób po-

przez pochodne cząstkowe prawych stron układu. Wielkości te są liczbami 
otrzymanymi przez zadanie tych wielkości w punkcie początkowym ݔሺݐ଴ሻ ൌ  ,଴ݔ
଴ሻݐሺݕ ൌ -଴. Gdy prawe strony są wielomianami uzyskujemy jawne całki szczeݕ
gólne przy zadanych warunkach początkowych. 

 
3.2. Model Mankiwa-Romera-Weila 

 
Rozważmy teraz model Mankiwa-Romera-Weila (1992) 
 

 ݇̇ ൌ ௞݇ఈ݄ఉݏ െ ,௞݇ߜ
݄̇ ൌ ௛݇ఈ݄ఉݏ െ ,௛݄ߜ

 (26)
 

gdzie ݇ jest oznaczeniem kapitału rzeczowego na pracującego, ݄ kapitału ludz-
kiego na pracującego, oraz ݏ௞ ௞ߜ ,  i ݏ௛ ௛ߜ ,  to oznaczenia stopy oszczędności, 
stopy deprecjacji odpowiednio dla kapitału rzeczowego i kapitału ludzkiego. 
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Pierwszym krokiem jest podstawienie prawych stron układu (18) zmiennych 
modelu ݔ ൌ ݕ ,݇ ൌ ݄ 

 
 ܲሺ݇, ݄ሻ ൌ ௞݇ఈ݄ఉݏ െ ,௞݇ߜ

ܳሺ݇, ݄ሻ ൌ ௞݇ఈ݄ఉݏ െ .௞݇ߜ
 (27)

 
Wybierając warunek początkowy uzyskujemy rozwiązania ݇ሺݐሻ  i ݄ሺݐሻ  jako 

funkcje parametrów modelu ݏ௞, ݏ௛, ߜ ,ߚ ,ߙ௞ i ߜ௛.  
Zdefiniujmy, analogicznie jak w (9), parametry zmienności dla kapitału rze-

czowego i kapitału ludzkiego: tempo wzrostu ܪ௞, ܪ௛, przyspieszenie ݍ௞, ݍ௛, zryw 
݆௞, ݆௛ i kolejne parametry.  

Wykresy zależności ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ zadanych w postaci szeregów potęgowych oraz 
funkcji charakteryzujących ich zmienność ܪ௞, ܪ௛, ݍ௞, ݍ௛, ݆௞, ݆௛, i dalsze przedsta-
wiają rysunki 5, 6 i 7. Rysunki zostały zrobione dla ߙ ൌ 1 3⁄ ߚ , ൌ ௞ݏ ,0,25 ൌ 0,2, 
௛ݏ ൌ 0,1 ௞ߜ , ൌ 0,05 ௛ߜ , ൌ 0,05  i dla warunku początkowego ݇ሺݐ଴ሻ ൌ ݇଴ ൌ 10 
i ݄ሺݐ଴ሻ ൌ ݄଴ ൌ 1, gdzie ݐ଴ ൌ 0. 

 
Rysunek 5. Wykresy funkcji ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ dla modelu Mankiwa-Romera-Weila 

 
Dolne krzywe zostały uzyskane z rozwinięcia potęgowego ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ dla pierwszych 5 wyrazów. Górne krzywe 

zostały uzyskane z numerycznej postaci ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ uzyskanej poprzez numeryczne rozwiązanie równań (41)—(42). 
Czas charakterystyczny ߬ dla którego różnica pomiędzy wartościami aproksymacji funkcji, a daną funkcji jest rzędu 
5% dla ݇ሺݐሻ wynosi 13,68, a dla ݄ሺݐሻ wynosi 12,35. Wartość funkcji ݇ሺݐሻ dla ݐ ൌ ߬ jest równa 10,20, a dla funkcji 
݄ሺݐሻ jest równa 2,90. 

Źródło: opracowanie własne. 
 

Rysunek 6. Wykresy funkcji ܪሺݐሻ, ݍሺݐሻ, ݆ሺݐሻ, ݏሺݐሻ i ݈ሺݐሻ dla funkcji ݇ሺݐሻ, 
dla modelu Mankiwa-Romera-Weila 

 
Źródło: opracowanie własne. 
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Rysunek 7. Wykresy funkcji ܪሺݐሻ, ݍሺݐሻ, ݆ሺݐሻ, ݏሺݐሻ i ݈ሺݐሻ dla funkcji ݄ሺݐሻ, 
dla modelu Mankiwa-Romera-Weila 

 
Źródło: opracowanie własne. 

 
Reasumując, szeregi są określone następująco 

 
 ݇ሺݐሻ ൌ ݇ሺݐ଴ሻ ൅ ݐ߂௞,଴ܪ ൅

1
2
௞,଴ܪ௞,଴ݍ

ଶ ሺݐ߂ሻଶ ൅
1
6
݆௞,଴ܪ௞,଴

ଷ ሺݐ߂ሻଷ

൅
	1
24

௞,଴ܪ௞,଴ݏ
ସ ሺݐ߂ሻସ ൅ ⋯ 

(28)

 
i analogicznie 

 
 ݄ሺݐሻ ൌ ݄ሺݐ଴ሻ ൅ ݐ߂௛,଴ܪ ൅

1
2
௛,଴ܪ௛,଴ݍ

ଶ ሺݐ߂ሻଶ ൅
1
6
݆௛,଴ܪ௛,଴

ଷ ሺݐ߂ሻଷ

൅
1	
24

௛,଴ܪ௛,଴ݏ
ସ ሺݐ߂ሻସ ൅ ⋯, 

(29)

 
gdzie indeksem „0” oznaczamy wielkość ilekroć odnosi się ona do danej chwili, 
która zadaje warunek początkowy. 

 
Wartość współczynników powyższych rozwinięć kolejno w rzędach ܪ௞,଴ 

(i odpowiednio ܪ௛,଴) uzyskamy na podstawie wartości liczonych dla układu (20) 
i (21) przy zadanym warunku początkowym. Będą to funkcje parametrów mo-
delu. 

W uzyskania lepszej zbieżności szeregu potęgowego wykorzystamy aprok-
symanty Padégo.  Rysunek 8 przedstawia aproksymanty Padégo dla funkcji ݇ሺݐሻ 
i ݄ሺݐሻ. 
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Rysunek 8. Wykresy funkcji ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ dla modelu Mankiwa-Romera-Weila 

 

 
 
Górne krzywe zostały uzyskane dla aproksymant Padégo dla funkcji ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ. Dolne krzywe został uzyskane 

z numerycznej postaci ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ uzyskanej poprzez numeryczne rozwiązanie układu równań (26). Czas charakte-
rystyczny ߬, dla którego różnica pomiędzy wartościami aproksymacji funkcji, a daną funkcji jest rzędu 5% dla ݇ሺݐሻ 
wynosi 27,99, a dla ݄ሺݐሻ wynosi 64,59. Wartość funkcji ݇ሺݐሻ dla ݐ ൌ ߬ jest równa 11,39, a dla funkcji ݄ሺݐሻ jest równa 
7,11. 

Źródło: opracowanie własne. 
 

4. ESTYMACJA PARAMETRÓW MODELU WZROSTU NA TRAJEKTORIACH 
W OTOCZENIU STANU STACJONARNEGO 

 
Mankiw i inni (1992) wykorzystali egzogeniczne modele wzrostu do empirycz-

nego badania wzrostu gospodarczego. Pokazali oni jak dochód na pracującego 
zależy od stopy wzrostu populacji i akumulacji kapitału fizycznego oraz bez kapi-
tału ludzkiego i z akumulacją kapitałem ludzkiego. Przy założeniu, że gospodar-
ka znajduje się w stanie stacjonarnym, rozwiązania dla ݇ i ݄ w stanie stacjonar-
nym zostały podstawione do funkcji produkcji i otrzymano 

 
 ݈݊

ܻሺݐሻ

ሻݐሺܮ
ൌ ሺ0ሻܣ݈݊ ൅ ݐ݃ െ

ߙ ൅ ߚ
1 െ ߙ െ ߚ

݈݊ሺ݊ ൅ ݃ ൅ ሻߜ ൅
ߙ

1 െ ߙ െ ߚ
௄ݏ݈݊

൅
ߚ

1 െ ߙ െ ߚ
 .ுݏ݈݊

(30)

 
Jednakże interesującym byłoby estymowanie parametrów modelu na ścież-

kach (trajektoriach) innych niż ścieżka zrównoważonego wzrostu. Romer (2000, 
s. 40—41) rozważa jak szybko występują efekty zmiany, np. stopy oszczędności, 
w modelu Solowa-Swana. W tym celu posługuje się liniowym przybliżeniem 
wokół równowagi długookresowej. Co więcej pokazuje, że charakterystyczny 
czas zbliżania się gospodarki do ścieżki zrównoważonego wzrostu może wyno-
sić kilkanaście lat. Dlaczego ma sens rozważanie trajektorii wzrostu, nie będące 
ścieżkami zrównoważonego wzrostu i ocena parametrów modelu w takiej sytua-
cji. Przedstawiona w poprzednim punkcie metoda otrzymania rozwiązań układu 
równań różniczkowych w postaci rozwinięcia w szereg potęgowy może być wy-
korzystana do empirycznej analizy dynamiki wzrostu poza stanem stacjonarnym. 
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Rozważmy sytuację ogólną gdy model teorii wzrostu jest prezentowany przez 
z jedno lub wyżej wymiarowy układ dynamiczny, którego prawe strony zawierają 
parametry. W szczególności może to to być model Solowa-Swana lub Mankiwa-
Romera-Weila. Gdy model jest dany pod postacią układu dynamicznego (1), 
możemy znaleźć rozwiązania tego układu równań, za pomocą powszechnie 
znanych metod numerycznych. Rozwiązania te są ilościowo i jakościowo zależ-
ne od parametrów modelu. 

Załóżmy, że mamy teoretyczny opis obserwabli ܱ, np. dochód na pracującego. 
Niech ten opis będzie zależny od zmiennych stanu np. kapitał rzeczowy na pra-
cującego, które są opisywane przez układ dynamiczny. Z kolei te zmienne stanu 
są wyrażone przez szereg potęgowy otrzymany metodą przedstawioną w po-
przednim punkcie. Wtedy zmiana wartości parametrów modelu powoduje zmia-
nę rozwiązania układu dynamicznego i w konsekwencji zmianę wartości teore-
tyczne obserwabli ܱ. 

Niech ܱ୭ୠୱ,௜  oznacza ݅ -ty pomiar wielkości ܱ  z błędem pomiaru ݌௜ , a ୲ܱୣ୭୰,௜ 
oznacza teoretyczną wartość wielkości ܱ odpowiadającą pomiarowi ܱ୭ୠୱ,௜ . Za-
łóżmy dodatkowo, że statystyka obserwabli ܱ jest dana przez rozkład ߯ଶ. Wtedy 

 
 

߯ଶ ൌ෍൬ ୲ܱୣ୭୰,௜ െ ܱ୭ୠୱ,௜
௜݌

൰
ଶே

௜ୀଵ

, (31)

 
gdzie ܰ  to liczba pomiarów. Wartość funkcji wiarygodności jest wtedy dana 
przez następujące wyrażenie 
 
ܮ  ൌ ݁ିఞ

మ ଶ⁄ . (32)
 

Argumentami funkcji ܮ są wartości parametrów, które estymujemy. W naszym 
przypadku są to parametry modelu. Wartości parametrów modelu mają najwięk-
szą wiarygodność w maksimum funkcji ܮ. Do obliczenia tych wartości parame-
trów wykorzystujemy metody numeryczne. 

Błędy w estymowanych wartości parametrów przy poziomie ufności ݌% uzy-
skujemy, poprzez znalezienie takich przedziałów wartości argumentów funkcji ܮ, 
dla których objętość funkcji wiarygodności ograniczona tymi przedziałami wynosi 
dokładnie ݌% całkowitej objętości funkcji ܮ. W tym przypadku najczęściej używa 
się metod Monte Carlo do wyznaczenia tych przedziałów. 

 
5. WNIOSKI 

 
W pracy rozważamy modele wzrostu gospodarczego opisane równaniem lub 

układem równań różniczkowych z ciągłym czasem. Równania te stanowią zło-
żony nieliniowy układ dynamiczny, dla którego nie można podać jawnych roz-
wiązań (poza równaniem modelu Solowa-Swana). 
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Nasze podejście do problemu jest pragmatyczne i polega na konstrukcji rozwią-
zania w postaci szeregu potęgowego, którego współczynniki są określone przez 
wielkości kinematyczne ewolucji funkcji kapitału rzeczowego lub kapitału rzeczo-
wego i ludzkiego. Motywacją dla takiego postawienia problemu jest próba wyjścia 
poza ścieżkę zrównoważonego wzrostu. Do tej pory rozwinięcie w szereg Taylora 
dokonywano w otoczeniu punktu krytycznego i ograniczano się do jej części linio-
wej przyjmując, że taka aproksymacja jest dość wiarygodna (Romer, 2000).  

Naszym celem było dokonanie rozwinięcia w dowolnym punkcie przestrzeni 
fazowej, nie tylko wokół ścieżki zrównoważonego wzrostu. Pokazaliśmy też 
przedstawioną w pracy metodę można uogólnić na przypadek modelu wzrostu 
gospodarczego z dowolną liczbą zasobów różnych rodzajów kapitałów. 

Zastosowanie metody aproksymant Padégo pozwala na uzyskanie lepszej 
zbieżności szeregu potęgowego. Szeregi po tej aproksymacji dobrze odtwarzają 
trajektorie modelu.  

Prawe strony układu dynamicznego zawierają parametry modelu. Wartości tych 
parametrów są estymowane na ścieżce zrównoważonego wzrostu, tj. w stanie 
stacjonarnym układu, co odpowiada zerowaniu się prawych stron układu. Alterna-
tywnym podejściem jest przedstawiona w pracy metoda, pozwalająca na dyna-
miczną estymację tych parametrów dla układu, który nie znajduje się w stanie 
długookresowej równowagi. Mając obserwablę np. dochód na pracującego oraz 
zmienne stanu wyrażone w postaci rozwinięcia w szereg potęgowy, wartości pa-
rametrów mogą być estymowane metodą największej wiarygodności. 
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DODATEK 
 
Poniżej zostały pokazane obliczenia dla modelu Solowa-Swana i modelu 

Mankiwa-Romera-Weila z wykorzystaniem programu do obliczeń symbolicznych 
Mathematica. Przedstawione są rozwiązania w postaci szeregów potęgowych 
i aproksymant Padégo. 

 
A.1. MODEL SOLOWA-SWANA 

 
Rozważmy model Solowa-Swana. Na początku zakładamy wartości parame-

trów tego modelu 
 

ߙ ൌ 1 3⁄ ; 
ߪ ൌ 0.2; 
ߜ ൌ 0.05; 

 
Definiujemy następnie układ dynamiczny 
 

݇ᇱሾtିሿ ൌ ሿ௔ݐሾ݇ߪ െ  ;ሿݐሾ݇ߜ
 
Liczymy ݃ kolejnych pochodnych funkcji ݇ሺݐሻ 

݃ ൌ 11; 
ktable ൌ Tableሾܦሾ݇ᇱሾݐሿ, ሼݐ, ݅ሽሿ, ሼ݅, 0, ݃ െ 1ሽሿ; 
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Definiujemy ݐ߂ 
 

ۀtିڿݐ∆ ൌ ݐ െ  ;0ݐ
 
Ustalamy warunek początkowy 
 

t0 ൌ 0; 
݇ሾt0ሿ ൌ 1; 

 
Definiujemy funkcje ܪሺݐሻ, ݍሺݐሻ, ݆ሺݐሻ, ݏሺݐሻ i ݈ሺݐሻ 
 

ሾtିሿܪ ൌ
1

݇ሺݐሻ
ktableൣሾ1ሿ൧; 

ሾtିሿݍ ൌ
1

݇ሺݐሻܪሺݐሻଶ
ktableൣሾ2ሿ൧; 

݆ሾtିሿ ൌ
1

݇ሺݐሻܪሺݐሻଷ
ktableൣሾ3ሿ൧; 

ሾtିሿݏ ൌ
1

݇ሺݐሻܪሺݐሻସ
ktableൣሾ4ሿ൧; 

݈ሾtିሿ ൌ
1

݇ሺݐሻܪሺݐሻହ
ktableൣሾ5ሿ൧; 

 
Wprowadzamy definicję rozwinięcia funkcji ݇ሺݐሻ  dla pierwszych 5  wyrazów 

i tworzymy wykres tego rozwinięcia i dla porównania definiujemy funkcję ݇ሺݐሻ	
w postaci analitycznej i rysujemy jej wykres (zob. rysunek 2) 

 

k2ሾtିሿ ൌ 1 ൅ ሾt0ሿ∆tሾtሿܪ ൅
1
2
ሾt0ሿଶ∆tሾtሿଶܪሾt0ሿݍ ൅

1
6
݆ሾt0ሿܪሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ

൅
1
24

ሾt0ሿସ∆tሾtሿସܪሾt0ሿݏ ൅
1
120

݈ሾt0ሿܪሾt0ሿହ∆tሾݐሿହ; 

 

k3ሾtିሿ ൌ ቆቀ݇ڿt0ۀଵିఈ െ
ߪ
ߜ
ቇ ݁ିሺଵିఈሻ

ഃ೟
൅
ߪ
ߜ
ቁ
ଵ/ሺଵିఈሻ

; 

 
݇ሾtିሿ ൌ k3ሾݐሿ; 

 
kk1 ൌ Plotൣሼk3ሾtሿ, k2ሾtሿሽ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”kሺtሻ”ሽ, AxesStyle

→ Directiveሾ16ሿ൧ 
 
Liczymy czas charakterystyczny, dla którego różnica pomiędzy wartościami 

aproksymacji ݇ሺݐሻ i funkcji ݇ሺݐሻ jest rzędu 5% i liczymy wartość funkcji ݇ሺݐሻ dla 
tego czasu 
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ݎ ൌ FindRoot ቈ
k3ሾݐሿ െ k2ሾݐሿ

k3ሾݐሿ
ൌൌ 0.05, ሼݐ, 1ሽ቉ ൣሾ1,2ሿ൧ 

 
k3ሾݎሿ 
15.4803 
3.28386 

 
Rysujemy dodatkowo wykresy dla funkcji ܪሺݐሻ, ݍሺݐሻ, ݆ሺݐሻ, ݏሺݐሻ i ݈ሺݐሻ (zob. ry-

sunek 1) 
 

Plotሾܪሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”Hሺtሻ”ሽ, 
AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

 
Plotሾݍሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”qሺtሻ”ሽ, 
AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

 
Plotሾ݆ሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”jሺtሻ”ሽ, 
AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

 
Plotሾݏሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”sሺtሻ”ሽ, 
AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

 
Plotሾ݈ሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”݈ሺtሻ”ሽ, 
AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

 
Sprawdzamy jakiego rzędu są różnice pomiędzy funkcją ݇ሺݐሻ, a rozwinięciem 

funkcji ݇ሺݐሻ, która jest urywana kolejno na 1, 2, 3, 4 i 5 wyrazie dla ݐ ൌ 5 
 

k2ሾtିሿ ൌ 1 ൅  ;ሿݐሾt0ሿ∆tሾܪ

Abs ቈ
k3ሾ5ሿ െ k2ሾ5ሿ

k3ሾ5ሿ
቉ 

 

k2ሾtିሿ ൌ 1 ൅ ሿݐሾt0ሿ∆tሾܪ ൅
1
2
 ;ሿଶݐሾt0ሿଶ∆tሾܪሾt0ሿݍ

Abs ቈ
k3ሾ5ሿ െ k2ሾ5ሿ

k3ሾ5ሿ
቉ 

 

k2ሾtିሿ ൌ 1 ൅ ሿݐሾt0ሿ∆tሾܪ ൅
1
2
ሿଶݐሾt0ሿଶ∆tሾܪሾt0ሿݍ ൅

1
6
݆ሾt0ሿܪሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ; 

Abs ቈ
k3ሾ5ሿ െ k2ሾ5ሿ

k3ሾ5ሿ
቉ 

 

k2ሾtିሿ ൌ 1 ൅ ሿݐሾt0ሿ∆tሾܪ ൅
1
2
ሿଶݐሾt0ሿଶ∆tሾܪሾt0ሿݍ ൅

1
6
݆ሾt0ሿܪሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅	

൅
1
24

 ;ሿସݐሾt0ሿସ∆tሾܪሾt0ሿݏ

Abs ቈ
k3ሾ5ሿ െ k2ሾ5ሿ

k3ሾ5ሿ
቉ 
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k2ሾtିሿ ൌ 1 ൅ ሿݐሾt0ሿ∆tሾܪ ൅
1
2
ሿଶݐሾt0ሿଶ∆tሾܪሾt0ሿݍ ൅

1
6
݆ሾt0ሿܪሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅	

൅
1
24

ሿସݐሾt0ሿସ∆tሾܪሾt0ሿݏ ൅
1
120

݈ሾt0ሿܪሾt0ሿହ∆tሾݐሿହ; 

Abs ቈ
k3ሾ5ሿ െ k2ሾ5ሿ

k3ሾ5ሿ
቉ 

 
0.00857183 
0.00913224 
0.0021787 
0.000536339 
0.000160179 

 
Definiujemy aproksymanty Padégo ௠ܲ௡ 
 

Clearሾܽ, ܾሿ 
݊ ൌ 2; 
݉ ൌ 2; 

ܲሾtିሿ ൌ
Sumሾaሾiሿݐସ, ሼi, 0, nሽሿ

1 ൅ Sumሾbሾiሿݐସ, ሼi, l, mሽሿ
; 

 
Liczymy kolejne pochodne z aproksymant Padégo i definiujemy tablice para-

metrów 
Ptable ൌ Tableሾܦሾܲሾݐሿ, ሼݐ, ݅ሽሿ, ሼ݅, 0, ݊ ൅ ݉ሽሿ; 
ParameterTable ൌ FlattenሾሼTableሾܽሾ݅ሿ, ሼ݅, 0, ݊ሽሿ, Tableሾܾሾ݅ሿ, ሼ݅, 1,݉ሽሿሽሿ; 

 
Przyrównujemy warunek początkowy i kolejne pochodne aproksymant 

Padégo z warunkiem początkowym i kolejnymi pochodnymi funkcji ݇ሺݐሻ tworząc 
układ równań i rozwiązujemy go. 

 
Clearሾܽ, ܾሿ 
ݐ ൌ t0; 
parameters ൌ SolveൣFlattenൣ൛Ptableൣሾ1ሿ൧ ൌൌ ݇ሾt0ሿ, 
TableሾPtableڿሾ݅ሿۀ ൌൌ ktableൣሾ݅ െ 1ሿ൧, ሼ݅, 2, ݊ ൅ ݉ ൅ 1ሽሿሽሿ, ParameterTableሿ; 
Clearሾݐሿ 
parameters2 ൌ ParameterTable/. parametersൣሾ1ሿ൧; 
Forሾ݅ ൌ 1, ݅ ൑ ݉, ݅ ൅ ൅, 
ܾሾ݅ሿ ൌ parameters2 ൤ቂ݅ ൅ ݊ ൅ 1ሿ൧ቃ ; 

 
Wypisujemy postać aproksymant Padégo z wyliczonymi parametrami i rysu-

jemy wykres, dla porównania rysujemy też funkcję ݇ሺݐሻ z jej postaci numerycz-
nej (zob. rysunek 3) 
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ܲሾݐሿ 
Plotሾሼk3ሾݐሿ, Pሾݐሿሽ, ሼݐ, 0,100ሽ, 
AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”kሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveൣ16ሿ൧ 
1.൅0.202891ݐ ൅ ଶݐ0.00980773

1 ൅ ݐ0.0528912 ൅ ଶݐ0.000624055
 

 
Liczymy czas charakterystyczny, dla którego różnica pomiędzy wartościami 

aproksymacji ݇ሺݐሻ i funkcji ݇ሺݐሻ jest rzędu 5% i liczymy wartość funkcji ݇ሺݐሻ dla 
tego czasu 

ݎ ൌ FindRoot ቈ
ܲሾݐሿ െ k3ሾݐሿ

k3ሾݐሿ
ൌൌ 0.05, ሼݐ, 1ሽ቉ ൣሾ1,2ሿ൧k3ሾݎሿ 

40.4349 
5.77967 

 
Znajdujemy aproksymacje funkcji ݇ሺݐሻ za pomocą metody iteracyjnej. Jest usta-

lany pierwszy warunek początkowy 
t0 ൌ 0; 
݇ሾ0ݐሿ ൌ 1; 

 
Ustalamy długość przedziału ݐ߂ 
 

step ൌ 5; 
 
Wyrazy z rozwinięcia w szereg funkcji ݇ሺݐሻ  są brane do drugiego wyrazu 

włącznie. 
 

function ൌ Tableሾ0, ሼ݅, 1,40ሽሿ; 
Forሾ݅ ൌ 1, ݅ ൑ 40, ݅ ൅ ൅, 

ሾtିሿܪ ൌ
1
݇ሾݐሿ

ktableൣሾ1ሿ൧; 

ሾtିሿݍ
1

݇ሾݐሿܪሾݐሿଶ
ktableൣሾ2ሿ൧; 

k2ሾtିሿ ൌ ݇ሾt0ሿ ൅ ݇ሾt0ሿܪሾt0ሿ∆tሾtሿ ൅
1
2
݇ሾt0ሿݍሾt0ሿܪሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ; 

functionൣሾ݅ሿ൧ ൌ k2ሾݐሿ; 
figሾ݅ሿ ൌ Plotሾfunctionൣሾ݅ሿ൧, ሼݐ, step ∗ ݅ െ step, step ∗ ݅ሽሿ; 

 
Wartość aproksymacji funkcji ݇ሺݐሻ na końcu danego przedziału jest jednocze-

śnie warunkiem początkowym aproksymacji funkcji ݇ሺݐሻ w następnym przedziale. 
t0 ൌ step ∗ ݅; 
݇ሾt0ሿ ൌ k2ሾt0ሿ; 

 
Rysujemy wykres aproksymacji funkcji ݇ሺݐሻ (zob. rysunek 4) 

fig1 ൌ Tableሾfigሾ݅ሿ, ሼ݅, 1,40ሽሿ; 
Showሾfig1, PlotRange → ൛ሼ0,200ሽ, ሼ0,8ሽൟ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ. 
AxesLabel → ሼ”t”, ”kሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 
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A.2. Model Mankiwa-Romera-Weila 

 
Rozważmy teraz model Mankiwa-Romera-Weila. Na początku zakładamy 

wartości parametrów modelu Mankiwa-Romera-Weila 
 

ߙ ൌ 1 3⁄ ; 
ߚ ൌ 0.25; 
sk ൌ 0.2; 
sh ൌ 0.1; 
δk ൌ 0.05; 
δh ൌ 0.05; 

 
Definiujemy następnie układ dynamiczny 
 

݇ᇱሾtିሿ ൌ sk݇ሾݐሿఈ݄ሾݐሿఉ െ δk݇ሾݐሿ; 
݄ᇱሾtିሿ ൌ sh݇ሾݐሿఈ݄ሾݐሿఉ െ δh݄ሾݐሿ; 

 
Liczymy ݃ kolejnych pochodnych funkcji ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ 
 

݃ ൌ 6; 
ktable ൌ Tableሾܦሾ݇ᇱሾݐሿ, ሼݐ, ݅ሽሿ, ሼ݅, 0, ݃ െ 1ሽሿ; 
htable ൌ Tableሾܦሾ݄ᇱሾݐሿ, ሼݐ, ݅ሽሿ, ሼ݅, 0, ݃ െ 1ሽሿ; 

Definiujemy ݐ߂ 
 

∆tሾtିሿ ൌ ݐ െ t0; 
Ustalamy warunki początkowe 
 

t0 ൌ 0; 
݇ሾt0ሿ ൌ 10; 
݄ሾt0ሿ ൌ 1; 

 
Definiujemy funkcje ܪሺݐሻ, ݍሺݐሻ, ݆ሺݐሻ, ݏሺݐሻ i ݈ሺݐሻ dla funkcji ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ 
 

HKሾtିሿ ൌ
1
݇ሾݐሿ

ktableൣሾ1ሿ൧; 

qKሾtିሿ ൌ
1

݇ሾݐሿHKሾݐሿଶ
ktableൣሾ2ሿ൧; 

jKሾtିሿ ൌ
1

݇ሾݐሿHKሾݐሿଷ
ktableൣሾ3ሿ൧; 

sKሾtିሿ ൌ
1

݇ሾݐሿHKሾݐሿସ
ktableൣሾ4ሿ൧; 

lKሾtିሿ ൌ
1

݇ሾݐሿHKሾݐሿହ
ktableൣሾ5ሿ൧; 
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HHሾtିሿ ൌ
1
݄ሾݐሿ

htableൣሾ1ሿ൧; 

qHሾtିሿ ൌ
1

݄ሾݐሿHHሾݐሿଶ
htableൣሾ2ሿ൧; 

jHሾtିሿ ൌ
1

݄ሾݐሿHHሾݐሿଷ
htableൣሾ3ሿ൧; 

sHሾtିሿ ൌ
1

݄ሾݐሿHHሾݐሿସ
htableൣሾ4ሿ൧; 

lHሾtିሿ ൌ
1

݄ሾݐሿHHሾݐሿହ
htableൣሾ5ሿ൧; 

 
Rozwiązujemy układ dynamiczny i znajdujemy numeryczną postać funkcji 

݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ 
 

k3 ൌ NDSolveൣ൛k1ᇱሾݐሿ ൌൌ skk1ሾݐሿఈh1ሾݐሿఉ െ δkkሾݐሿ, h1ᇱሾݐሿ ൌ
ൌ shk1ሾݐሿఈh1ሾݐሿఉ െ δhlk1ሾt0ሿ ൌൌ 1, h1ሾt0ሿ ൌ
ൌ 1ൟ, ሼk1ሾݐሿ, h1ሾݐሿሽ, ሼݐ, 0,100ሽ൧; 

݇ሾtିሿ ൌ k3ൣሾ1,1,2ሿ൧; 
݄ሾtିሿ ൌ k3ൣሾ1,2,2ሿ൧; 

 
Wprowadzamy definicję rozwinięcia funkcji ݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ dla pierwszych 5 wyra-

zów i tworzymy wykresy tego rozwinięcia i dla porównania rysujemy też funkcję 
݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ z jej postaci numerycznej (patrz rysunek 5) 

k2ሾtିሿ ൌ ݇ሾt0ሿ ൅ ݇ሾt0ሿHKሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݇ሾt0ሿ

2
qKሾt0ሿHKሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݇ሾt0ሿ

6
jKሾt0ሿHKሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅

݇ሾt0ሿ

24
sKሾt0ሿHKሾt0ሿସ∆tሾݐሿସ

൅
݇ሾt0ሿ

120
IKሾt0ሿHKሾt0ሿହ∆tሾݐሿହ; 

h2ሾtିሿ ൌ ݄ሾt0ሿ ൅ ݄ሾt0ሿHHሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݄ሾt0ሿ

2
qHሾt0ሿHHሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݄ሾt0ሿ

6
jHሾt0ሿHHሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅

݄ሾt0ሿ

24
sHሾt0ሿHHሾt0ሿସ∆tሾݐሿସ

൅
݄ሾt0ሿ

120
IHሾt0ሿHHሾt0ሿହ∆tሾݐሿହ; 

Plotൣሼk1ሾݐሿ/. k3, k2ሾݐሿሽ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel
→ ሼ”t”, ”kሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

Plotൣሼh1ሾݐሿ/. k3, k2ሾݐሿሽ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel
→ ሼ”t”, ”hሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

 
Liczymy czas charakterystyczny, dla którego różnica pomiędzy wartościami 

aproksymacji ݇ሺݐሻ i funkcji ݇ሺݐሻ jest rzędu 5% i liczymy wartość funkcji ݇ሺݐሻ dla 
tego czasu i analogicznie robimy dla funkcji ݄ሺݐሻ 
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kݎ ൌ FindRoot ቈ
ሺk1ሾݐሿ/. k3ሻ െ k2ሾݐሿ

k1ሾݐሿ/. k3
ൌൌ 0.05, ሼݐ, 15ሽ቉ ൣሾ1,2ሿ൧ 

k4ሾtିሿ ൌ k1ሾݐሿ . k3ൣሾ1ሿ൧;⁄  
k4ሾݎkሿ 

hݎ ൌ FindRoot ቈ
ሺh1ሾݐሿ/. k3ሻ െ h2ሾݐሿ

h1ሾݐሿ/. k3
ൌൌ 0.05, ሼݐ, 15ሽ቉ ൣሾ1,2ሿ൧ 

h4ሾtିሿ ൌ h1ሾݐሿ . k3ൣሾ1ሿ൧;⁄  
h4ሾݎhሿ 
13.6823 
10.2001 
12.3478 
2.90145 

 
Rysujemy dodatkowo wykresy dla funkcji ܪሺݐሻ, ݍሺݐሻ, ݆ሺݐሻ, ݏሺݐሻ i ݈ሺݐሻ dla funkcji 

݇ሺݐሻ i ݄ሺݐሻ (zob. rysunki 6 i 7). 
 

PlotൣHKሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”Hሺtሻ”ሽ, AxesStyle
→ Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣqKሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”qሺtሻ”ሽ, AxesStyle
→ Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣjKሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, PlotRange → ሼെ10000, 10000ሽ, AxesLabel
→ ሼ”t”, ”jሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣsKሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, PlotRange → ሼെ0.00, 10000ሽ, AxesLabel
→ ሼ”t”, ”sሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣlKሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, PlotRange → ሼെ10଻, 10଻ሽ, AxesLabel
→ ሼ”t”, ”lሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣHHሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”Hሺtሻ”ሽ, AxesStyle
→ Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣqHሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”qሺtሻ”ሽ, AxesStyle
→ Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣjHሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”jሺtሻ”ሽ, AxesStyle
→ Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣsHሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”sሺtሻ”ሽ, AxesStyle
→ Directiveሾ16ሿ൧ 

PlotൣlHሾݐሿ, ሼݐ, 0,30ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel → ሼ”t”, ”lሺtሻ”ሽ, AxesStyle
→ Directiveሾ16ሿ൧ 

 
Sprawdzamy jakiego rzędu są różnice pomiędzy funkcją ݇ሺݐሻ, a rozwinięciem 

funkcji ݇ሺݐሻ, która jest urywana kolejno na 1, 2, 3, 4 i 5 wyrazie dla ݐ ൌ 5 i analo-
gicznie robimy dla funkcji ݄ሺݐሻ 
k2ሾtିሿ ൌ ݇ሾt0ሿ ൅ ݇ሾt0ሿHKሾt0ሿ∆tሾݐሿ; 
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Abs ቈ
k2ሾ5ሿ െ k4ሾ5ሿ

k4ሾ5ሿ
቉ 

k2ሾtିሿ ൌ ݇ሾt0ሿ ൅ ݇ሾt0ሿHKሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݇ሾt0ሿ

2
qKሾt0ሿHKሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ; 

Abs ቈ
k2ሾ5ሿ െ k4ሾ5ሿ

k4ሾ5ሿ
቉ 

k2ሾtିሿ ൌ ݇ሾt0ሿ ൅ ݇ሾt0ሿHKሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݇ሾt0ሿ

2
qKሾt0ሿHKሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݇ሾt0ሿ

6
jKሾt0ሿHKሾt0ሿଷ; ∆tሾݐሿଷ; 

Abs ቈ
k2ሾ5ሿ െ k4ሾ5ሿ

k4ሾ5ሿ
቉ 

k2ሾtିሿ ൌ ݇ሾt0ሿ ൅ ݇ሾt0ሿHKሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݇ሾt0ሿ

2
qKሾt0ሿHKሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݇ሾt0ሿ

6
jKሾt0ሿHKሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅

݇ሾt0ሿ

24
sKሾt0ሿHKሾt0ሿସ∆tሾݐሿସ; 

Abs ቈ
k2ሾ5ሿ െ k4ሾ5ሿ

k4ሾ5ሿ
቉ 

k2ሾtିሿ ൌ ݇ሾt0ሿ ൅ ݇ሾt0ሿHKሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݇ሾt0ሿ

2
qKሾt0ሿHKሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݇ሾt0ሿ

6
jKሾt0ሿHKሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅

݇ሾt0ሿ

24
sKሾt0ሿHKሾt0ሿସ∆tሾݐሿସ

൅
݇ሾt0ሿ

120
lKሾt0ሿHKሾt0ሿହ∆tሾݐሿହ; 

Abs ቈ
k2ሾ5ሿ െ k4ሾ5ሿ

k4ሾ5ሿ
቉ 

0.0207228 
0.00499659 
0.00135485 
0.000463457 
0.000187715 

 
k2ሾtିሿ ൌ ݄ሾt0ሿ ൅ ݄ሾt0ሿHHሾt0ሿ∆tሾݐሿ; 

Abs ቈ
k2ሾ5ሿ െ h4ሾ5ሿ

h4ሾ5ሿ
቉ 

k2ሾtିሿ ൌ ݄ሾt0ሿ ൅ ݄ሾt0ሿHHሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݄ሾt0ሿ

2
qHሾt0ሿHHሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ; 

Abs ቈ
h2ሾ5ሿ െ h4ሾ5ሿ

h4ሾ5ሿ
቉ 

h2ሾtିሿ ൌ ݄ሾt0ሿ ൅ ݄ሾt0ሿHHሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݄ሾt0ሿ

2
qHሾt0ሿHHሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݄ሾt0ሿ

6
jHሾt0ሿHHሾt0ሿଷ; ∆tሾݐሿଷ; 

Abs ቈ
h2ሾ5ሿ െ h4ሾ5ሿ

h4ሾ5ሿ
቉ 
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h2ሾtିሿ ൌ ݄ሾt0ሿ ൅ ݄ሾt0ሿHHሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݄ሾt0ሿ

2
qHሾt0ሿHHሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݄ሾt0ሿ

6
jHሾt0ሿHHሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅

݄ሾt0ሿ

24
sHሾt0ሿHHሾt0ሿସ∆tሾݐሿସ; 

Abs ቈ
h2ሾ5ሿ െ h4ሾ5ሿ

h4ሾ5ሿ
቉ 

h2ሾtିሿ ൌ ݄ሾt0ሿ ൅ ݄ሾt0ሿHHሾt0ሿ∆tሾݐሿ ൅
݄ሾt0ሿ

2
qHሾt0ሿHHሾt0ሿଶ∆tሾݐሿଶ

൅
݄ሾt0ሿ

6
jHሾt0ሿHHሾt0ሿଷ∆tሾݐሿଷ ൅

݄ሾt0ሿ

24
sHሾt0ሿHHሾt0ሿସ∆tሾݐሿସ

൅
݄ሾt0ሿ

120
lHሾt0ሿHHሾt0ሿହ∆tሾݐሿହ; 

Abs ቈ
h2ሾ5ሿ െ h4ሾ5ሿ

h4ሾ5ሿ
቉ 

0.00719499 
0.00817631 
0.00333967 
0.00124207 
0.00050932 

 
Teraz definiujemy aproksymanty Padégo ௡ܲ௠ dla funkcji ݇ሺݐሻ 

 
Clearሾak, bkሿ 
݊ ൌ 2; 
݉ ൌ 2; 

Pkሾtିሿ ൌ
Sumሾakሾiሿݐସ, ሼ݅, 0݊ሽሿ

1 ൅ Sumሾܾ݇ሾ݅ሿݐସ, ሼi, l, mሽሿ
; 

 
Liczymy kolejne pochodne z aproksymant Padégo i definiujemy tablice para-

metrów 

 
Pktable ൌ TableሾܦሾPkሾݐሿ, ሼݐ, ݅ሽሿ, ሼi, 0, n ൅ mሽሿ; 
Parameterktable ൌ FlattenሾሼTableሾakሾ݅ሿ, ሼ݅, 0, ݊ሽሿ, Tableሾbkሾ݅ሿ, ሼ݅, 1,݉ሽሿሽሿ; 

 
Przyrównujemy warunek początkowy i kolejne pochodne aproksymant Padégo 

z warunkiem początkowym i kolejnymi pochodnymi funkcji ݇ሺݐሻ  tworząc układ 
równań i rozwiązujemy go 

 
Clearሾak, bkሿ 
ݐ ൌ t0; 
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kparameters ൌ Solve ቂFlatten ቂቄPktableൣሾ1ሿ൧ ൌ

ൌ ݇ሾt0ሿ, Table ൤Pktable ቂሾ݅ሿ ൌ

ൌ ktableൣሾ݅ െ 1ሿ൧, ሼ݅, 2, ݊ ൅ ݉ ൅ 1ሽቃ൨ቅቃ , Parameterktableቃ ; 

Clearሾݐሿ 
kparameters2 ൌ Parameterktable . kparametersൣሾ1ሿ൧⁄ ; 
For ቂ݅ ൌ 0, ݅ ൑ ݊, ݅ ൅ ൅, akሾ݅ሿ ൌ kparameters2ൣሾ݅ ൅ 1ሿ൧ቃ ; 

For ቂ݅ ൌ 0, ݅ ൑ ݉, ݅ ൅ ൅, bkሾ݅ሿ ൌ kparameters2ൣሾ݅ ൅ ݊ ൅ 1ሿ൧ቃ ; 
 
Wypisujemy postaci aproksymant Padégo z wyliczonymi parametrami i rysu-

jemy wykres i dla porównania rysujemy też funkcję ݇ሺݐሻ z jej postaci numerycz-
nej (patrz rysunek 8). 

 
Pkሾݐሿ 
Plotൣሼklሾݐሿ/. k3, Pkሾݐሿሽ, ሼݐ, 0,50ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel

→ ሼ”t”, ”kሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 
10.൅0.384885ݐ ൅ ଶݐ0.0011487

1 ൅ ݐ0.0453998 െ ଶݐ0.0005856
 

 
Procedurę powtarzamy dla funkcji ݄ሺݐሻ 
Liczymy czas 

Clearሾah, bhሿ 
݊ ൌ 2; 
݉ ൌ 2; 

Phሾtିሿ ൌ
Sumൣahሾiሿݐź, ሼi, 0, nሽ൧

1 ൅ Sumሾbhሾiሿݐź, ሼi, l, mሽሿ
; 

Phtable ൌ TableሾܦሾPhሾݐሿ, ሼݐ, ݅ሽሿ, ሼ݅, 0, ݊ ൅ ݉ሽሿ; 
Parameterhtable ൌ FlattenሾሼTableሾahሾ݅ሿ, ሼi, 0, nሽሿ, Tableሾbhሾ݅ሿ, ሼ݅, ݈, ݉ሽሿሽሿ; 
Clearሾah, bhሿ 
ݐ ൌ t0; 
hparameters ൌ SolveൣFlattenൣ൛Phtableൣሾ1ሿ൧ ൌ

ൌ ݄ሾt0ሿ, TableൣPhtableൣሾ݅ሿ൧ ൌ
ൌ htableൣሾ݅ െ 1ሿ൧, ሼ݅, 2, ݊ ൅ ݉ ൌ 1ሽ൧ൟ൧, Parameterhtable൧; 

Clearሾݐሿ 
hparameters2 ൌ Parameterhtable . hparameters⁄ ൣሾ1ሿ൧; 
For ቂ݅ ൌ 0, ݅ ൑ ݊, ݅ ൅ ൅, ahሾ݅ሿ ൌ hparameters2ൣሾ݅ ൅ 1ሿ൧ቃ ; 

For ቂ݅ ൌ 1, ݅ ൑ ݉, ݅ ൅ ൅, ܾ݄ሾ݅ሿ ൌ hparameters2ൣሾ݅ ൅ ݊ ൅ 1ሿ൧ቃ ; 
Phሾݐሿ 
Plotൣሼhlሾݐሿ/. k3, Phሾݐሿሽ, ሼݐ, 0,150ሽ, AxesOrigin → ሼ0,0ሽ, AxesLabel

→ ሼ”t”, ”hሺtሻ”ሽ, AxesStyle → Directiveሾ16ሿ൧ 
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1.൅0.245431ݐ ൅ ଶݐ0.0142804

1 ൅ ݐ0.0799877 ൅ ଶݐ0.000975796
 

 
charakterystyczny, dla którego różnica pomiędzy wartościami aproksymacji ݇ሺݐሻ 
i funkcji ݇ሺݐሻ  jest rzędu 5%  i liczymy wartość funkcji ݇ሺݐሻ  dla tego czasu 
i analogicznie robimy dla funkcji ݄ሺݐሻ 

 

kݎ ൌ FindRoot ቈ
Pkሾݐሿ െ klሾݐሿ/. k3

klሾݐሿ/. k3
ൌൌ 0.05, ሼݐ, 30ሽ቉ ൣሾ1,2ሿ൧ 

k4ሾtିሿ ൌ k1ሾݐሿ . k3ൣሾ1ሿ൧;⁄  
k4ሾݎkሿ 

hݎ ൌ FindRoot ቈ
Phሾݐሿ െ hlሾݐሿ/. k3

hlሾݐሿ/. k3
ൌൌ 0.05, ሼݐ, 100ሽ቉ ൣሾ1,2ሿ൧ 

h4ሾtିሿ ൌ h1ሾݐሿ . k3ൣሾ1ሿ൧;⁄  
h4ሾݎhሿ 
27.9902 
11.3915 
64.5924 
7.11031 

 
METODA WYZNACZANIA TRAJEKTORII W OTOCZENIU 

RÓWNOWAGI DŁUGOOKRESOWEJ W NEOKLASYCZNYCH MODELACH 
EGZOGENICZNEGO WZROSTU GOSPODARCZEGO 

 
Streszczenie 

 
Rozważamy model wzrostu gospodarczego w postaci autonomicznego układu 

dynamicznego. Pokazujemy metodę wyznaczania trajektorii w otoczeniu długo-
okresowej równowagi w wybranych neoklasycznych modelach egzogenicznego 
wzrostu gospodarczego. W ogólności ta metoda ma przede wszystkim zastoso-
wanie do modeli, które nie posiadają jawnych rozwiązań. Proponujemy ogólną 
metodę znajdowania rozwiązań dowolnie wymiarowego układu dynamicznego 
reprezentującego model wzrostu gospodarczego w postaci szeregu potęgowego. 
W tym celu rozwijamy funkcję stanu w szereg potęgowy Taylora w otoczeniu 
stanu początkowego. Współczynniki tego rozwinięcia reprezentują parametry 
zmienności wielkości stanu układu takie jak tempo wzrostu, przyśpieszenie, 
zryw, itd. Są one liczone algebraicznie (Mathematica) z postaci wyjściowego 
układu dynamicznego. W pracy podajemy metodę znajdowania rozwiązań dla 
układów jednowymiarowych i dwuwymiarowych. Jako przykłady rozważamy 
modele Solowa-Swana i Mankiwa-Romera-Weila. W pracy stosujemy metodę 
aproksymant Padégo dla uzyskania lepszej zbieżności szeregu potęgowego. 
Dzięki przedstawionej metodzie uzyskano rozwiązania w postaci szeregu dla 
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trajektorii w otoczeniu długookresowej równowagi dwóch modeli egzogeniczne-
go wzrostu gospodarczego. Pokazano, że uzyskane rozwiązania dobrze aprok-
symują ścieżki czasowe, po których osiągana jest długookresowa równowaga. 
Wskazano również możliwość estymacji parametrów modelu wzrostu gospodar-
czego, dla którego uzyskano rozwiązania w postaci szeregu. 

Słowa kluczowe: wzrost gospodarczy, układy dynamiczne, rozwiązania w po-
staci szeregu czasowego, przybliżenie Padégo 

 
 
METHOD OF DETERMINING TRAJECTORIES IN A NEIGHBOURHOOD 

OF LONG-RUN EQUILIBRIUM IN NEOCLASSICAL MODELS 
OF EXOGENOUS ECONOMIC GROWTH  

 
Abstract 

 
We consider economic growth models in the form of dynamical systems. We 

show a method of determining trajectories in a neighbourhood of a long-run 
equilibrium in some neoclassical models of exogenous economic growth. This 
method is applied primarily to these models which in general have no analytical 
solution. We propose the general method of finding solutions of arbitrarily di-
mensional dynamical system in the form of power series. We expand the state 
function in Taylor's series in the neighbourhood of the initial state. The coeffi-
cients of expansion represent the parameters of the variation of the state of the 
system and are calculated algebraically in Mathematica. We present the method 
of finding solutions for the Solow-Swan model and the Mankiw-Romer-Weil 
model. We use also the Padé aproximant method to obtain a better convergence 
of the power series. This method allows to obtain a solution in the form of a se-
ries for trajectories in a neighbourhood of a long-run equilibrium in two models of 
exogenous economic growth. We show that obtained solutions are a good ap-
proximation of time paths, along which the long-run equilibrium is reached. We 
show a possibility of estimation of model parameters for which solutions in the 
form of series are known. 
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