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1. WPROWADZENIE

W neoklasycznej teorii egzogenicznego wzrostu gospodarczego uwaga jest
przede wszystkim skierowana na analize dynamiki wzrostu na $ciezce zréwno-
wazonego wzrostu. Jesli jednak gospodarka nie jest w rownowadze, to nie po-
winno sie ogranicza¢ do rozwazan nad gospodarkg na $ciezce zréwno-
wazonego wzrostu. Ayres (1999) analizujgc problem wzrostu poza sciezkg
zrébwnowazonego wzrostu przytacza stowa angielskiej ekonomistki Joan Robin-
son (1962, s. 78) ,The concept of equilibrium is, of course, an indispensable tool
of analysis ... But to use the equilibrium concept, one has to keep
it in its place, and its place is strictly in the preliminary stages of an analytical
argument, not in the framing of hypotheses to be tested against the facts,
for we know perfectly well that we shall not find facts in a state of equilibrium.”

W pracy rozwazymy neoklasyczne modele egzogenicznego wzrostu, sformu-
towane w postaci uktadu dynamicznego, ktérych dynamike bedziemy badaé
w otoczeniu rownowagi dlugookresowe;.

W teorii wzrostu gospodarczego czesto jest rozwazana klasa modeli formu-
towana w matematycznym jezyku uktadéw dynamicznych. Na ogoét sg to ukta-
dy nieliniowe z czasem ciagtym lub dyskretnym (Chiarella, 1990). W pracy
koncentrujemy uwage na modelach sformutowanych w jezyku autonomicz-
nych uktadéw dynamicznych z ciggtym czasem, t.j. majgcych postac¢ (Perko,
2001)
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gdzie x jest wektorem stanu uktadu, x = [x1,x?, ..., x™]” oraz f jest funkcjg gtad-
kg klasy C2.

Rozwigzanie uktadu (1) ma posta¢ odwzorowania x — x(t, x,), t.j., przy zada-
nym warunku poczgtkowym x(t = t,) = x,, jest to funkcja czasu t przyporzad-
kowujgca w dowolnej chwili czasu t potozenie na krzywej xi(t, x,) W przestrzeni
fazowej (x, ..., x™). Funkcje te nazywamy strumieniem a krzywa x(t, x,) prze-
chodzaca przez punkt x, trajektorig fazowa. W ten sposéb ewolucja uktadu (jego
wektora stanu) jest reprezentowana w przestrzeni fazowej przez trajektorie fa-
zowe.

Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania uktadu (1) gwarantuje,
ze rozwigzanie po pierwsze istnieje, po drugie jest jednoznacznie wyznaczone
przez warunek poczatkowy x, (Perko, 2001; Palczewski, 2004). Oznacza to, ze
w przestrzeni fazowej przez zadany punkt moze przechodzi¢ tylko jedna trajek-
toria. Szczegdlne miejsce posrod rozwigzan ukfadu zajmujg rozwigzania oso-
bliwe

Vi fi(xt, ..., x™) =0, (2)

odpowiadajgce zerowaniu sie prawych stron uktadu (1). O ile rozwigzania regu-
larne sg reprezentowane przez zalezno$ci algebraiczne, o tyle rozwigzania oso-
bliwe sg reprezentowane przez punkty, tzw. punkty stacjonarne.

Z ekonomicznego punktu widzenia trajektorie reprezentujg ewolucje uktadu
(na przyktad w modelu Solowa-Swana zmiane w czasie zasobu kapitatu rze-
czowego na jednostke pracy), natomiast punkty stacjonarne reprezentujg punk-
ty rownowagi uktadu. W przypadku modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila
(1992) trajektorie reprezentujg ewolucje uktadu na dwuwymiarowe] ptaszczyz-
nie fazowej. Analogicznie w modelu Nonnemana-Vanhoudta ewolucja ma miegj-
sce w tréjwymiarowej przestrzeni fazowej.

W ekonomii matematycznej od lat 30. XX wieku interesowano sie przede
wszystkim punktami stacjonarnymi zgodnie z paradygmatem, ze uktad ekono-
miczny znajduje si¢ w potozeniu rownowagi (Frisch, 1933). Uktad ekonomiczny
jest wiec stabilny, ale podlega egzogenicznym szokom.

Wtedy naturalnym jezykiem opisu dynamiki proceséw ekonomicznych byty
uktady stabilnych liniowych réwnan rézniczkowych bgdz réznicowych, w kto-
rych po prawych stronach wystepowaty zaburzenia stochastyczne (Chiarella,
1990, s. 4).

Zainteresowanie modelowaniem dynamiki procesow ekonomicznych z wyko-
rzystaniem nieliniowych uktadéw dynamicznych zaczeto wzrasta¢ w latach 70.
XX wieku. W tym kontekscie wazng role odegrali Goodwin (1967), Chang,
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Smyth (1971), Torre (1977) Schinasi (1981, 1982) oraz Medio (1992). Autorzy ci
pokazali jak wspodtczesna wiedza dynamistéw moze by¢ uzyta do badania dy-
namiki procesdw ekonomicznych. Rozwdj w dziedzinie badan nieliniowej dyna-
miki proceséw ekonomicznych doskonale ujgt w swoim eseju Chiarella (1992).
Zauwazyt on ogromny wptyw rosyjskich uczonych, przede wszystkim Androno-
wa i jego wspotpracownikow, ktdrzy zbudowali jezyk i metody badania uktadow
dynamicznych. Istotg ich podej$cia byty jako$ciowe badania nieliniowych réwnan
rézniczkowych i ich uktadow, charakteryzujgce sie tym, ze uzyskujemy warto-
Sciowg wiedze o dynamice procesow bez znajomosci jawnych rozwigzan tych
rownan.

Dla jednowymiarowego modelu wzrostu gospodarczego Solowa-Swana
(Solow, 1956; Swan, 1956), ktéry mozna sprowadzi¢ do postaci rownania
rézniczkowego Bernoulliego, znamy jawne rozwigzanie. W ogdlnosci gdy
wymiar modelu egzogenicznego wzrostu gospodarczego jest rowny dwa (mo-
del Mankiwa-Romera-Weila, 1992) lub wiekszy niz dwa (model Nonnemana-
Vanhoudta, 1996) trudno jest znalez¢ jawne rozwigzanie. Jednakze dzieki
wykorzystaniu programoéw do obliczen symbolicznych w modelu Makiwa-
Romera-Weila zostaly znalezione relacje algebraiczne pomiedzy kapitatem
rzeczowym | kapitatem ludzkim jako funkcji czasu w postaci funkcji hipergeo-
metrycznej ,F; (Krawiec, Szydtowski, 2001) Podobnie, Zawadzki (2015) zna-
lazt rozwigzanie w postaci funkcji hipergeometrycznej Gaussa ,F; dla modelu
Lucasa-Uzawy.

Celem pracy jest analiza modeli wzrostu gospodarczego reprezentowanych
przez autonomiczny uktad dynamiczny i wyznaczenie jego rozwigzania
w postaci szeregu potegowego z wykorzystaniem programéw do obliczen
algebraicznych (symbolicznych), takich jak Maple, Mathematica, Maxima czy
Sage.

W pracy ograniczymy sie do zastosowania proponowanej metody w dwéch
modelach wzrostu gospodarczego: modelu Solowa-Swana i modelu Mankiwa-
Romera-Weila. Metoda ta jest ogdlna i ma zastosowanie do modelu ekonomicz-
nego reprezentowanego przez dowolnie wymiarowy ukfad dynamiczny.

2. JEDNOWYMIAROWY UKEAD DYNAMICZNY
2.1. Rozwiniecie w szereg potegowy
Niech
x = f(x), 3)
gdzie f jest funkcjg gtadkg. Poszukujemy rozwigzania réwnania x(t)x(t,x,),

x(ty) = x, W postaci szeregu potegowego przy warunku poczatkowym x(t,) = x,.
Niech ma ono postaé
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X(0) = %o + £ () (t ) + 5 G (x0) (¢ = 10)?

1 (5)
+ 31 [frox (o) f (x0) + F2 ()1 f (xo) (& — )3 + -+,

gdzie podstawilismy

%= f),
d d
%=k = — f(0) = ()% = L (), ®)
d d
¥ = — % = f()f () = [fux CIF () + 2O )

i nastepne pochodne. Pochodne te przy zadanych warunkach poczatkowych
obliczymy wykorzystujgc program do obliczenh algebraicznych.

2.2. Model Solowa-Swana

Zastosujmy powyzszg procedure prostego modelu ekonomicznego. Przykita-
dem modelu wzrostu gospodarczego reprezentowanego przez jednowymiarowy
ukfad dynamiczny jest model Solowa-Swana (Solow, 1956; Swan, 1956)

k() = sk*(t) — §k(t) = f(k(1)), (7)

gdzie k jest oznaczeniem kapitatu rzeczowego na pracujgcego, s jest oznacze-
niem stopy oszczednosci i § jest oznaczeniem stopy deprecjacji kapitatu rze-
czowego.

Stosujgc powyzszg procedure rozwiniecia w szereg potegowy dla zmiennej k
w modelu wzrostu gospodarczego Solowa-Swana otrzymamy
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k(D) = k(to) + X

_ - _ 2
dt t=t0(t t0)+2!dt2 . (t —to)
t=tg
1 d3k 5 (8)
+§E (t—to) +
t=tgo
Zdefiniujmy
1dk
© = 1 d%k
B = knz ar?
1 d3k
j©) = = e 9)
1 d*
SO = i
1 d°k
IO = s

gdzie H jest oznaczeniem wzglednego wzrostu (tempa wzrostu), q jest ozna-
czeniem zmiany tempa wzrostu, j jest oznaczeniem zrywu (zmiany przyspiesze-
nia tempa wzrostu) oraz s il to zmiany j i s. Tak zdefiniowane funkcje (9) sg
niezalezne od postaci jednowymiarowych uktadéw dynamicznych ze wzgledu na
ich konstrukcje. Sg to miary zmiennosci, w tym przypadku kapitatu rzeczowego,
czulsze niz tempo wzrostu. Te wielkosci definiujemy dla dowolnej chwili czasu.
| wszystkie wspdétczynniki w rozwinieciu w szereg potegowy sg liczone dla wa-
runku poczatkowego w chwili t,.

Wybierajgc k, = 1 i oznaczajgc At =t — t, ostatecznie uzyskujemy rozwi-
niecie funkcji kapitatu rzeczowego w modelu Solowa-Swana w szereg pote-
gowy

1 1 1

1
50 1+)5
+ 120 loHy (At)> +
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Z drugiej strony wielkosci (9) mozemy wyliczy¢é bezposrednio z uktadu (6) dla
funkcji f modelu Solowa-Swana (7), tj.

H=£=sk“‘1—6,
1 _ask*'—§ y
q_kHszf_ Ska_1—8 ) ( )
c_ 1 ala — 1)sk* 2(sk® — 8k) + (ask® ™ — §)?
J= m(fkkf +fOf = G162

i nastepnie wielkosci s, [, itd.

Wykresy funkcji (11) oraz s i | zostaty przedstawione na rysunku 1. Dla ilu-
stracji wybrano typowe wartosci parametrow modelu: s = 0,2, « = 1/3i 6 = 0,05.

Rysunek 1. Wykresy funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i L(t) dla modelu Solowa
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Zrédio: opracowanie wiasne.

Oczywiscie model Solowa-Swana (7) jest uktadem catkowalnym, co tatwo
sprawdzi¢ dokonujgc podstawienia

k >z =k, (12)

Wtedy ukfad przyjmie postaé réwnania rézniczkowego Bernoulliego, ktérego
jawne rozwigzanie ma postaé

1
k(t) = [(kd™® — s8)e~ (-0 4 s5]T-a, (13)

gdzie k, = k(t = 0).
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JeZeli wprowadzimy zmienng x = k/k, to rwnanie (9) zostaje przeksztatcone
do nastepujgcego wyrazenia

x(t) = (@ — Dx()? + §(a — D)x(t). (14)

Réwnanie to ma nastepujgce rozwigzanie

1)
x(t) = 5

(1+ x_o) oG- _ 1

(15)
gdzie x, = x(t = 0).
Poréwnanie przyblizenia w postaci rozwiniecia w szereg potegowy (10) i jaw-

nego rozwigzania (13) modelu Solowa-Swana przedstawia rysunek 2 (t, = 0).

Rysunek 2. Wykresy funkcji k(t) dla modelu Solowa-Swana

k(1)
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Dolna krzywa zostata uzyskana z rozwinigcia potegowego k(t) dla pierwszych 5 wyrazéw. Goérna krzywa zostata
uzyskana z analitycznej postaci k(t). Czas charakterystyczny 7, dla ktérego réznica pomigdzy warto$ciami aprok-
symacji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% wynosi 15,48. Warto$¢ funkgji k(t) dla t = 7 jest réwna 3,28.

Zrédio: opracowanie wiasne.

Dla uzyskania lepszej zbieznosci szeregu potegowego wprowadzamy pojecie
aproksymant Padégo (Baker, 1996; Jones, 1980).

Definiujemy (m,n) aproksymante Padégo funkcji f(x), ktéra dana jest przez
funkcje wymierng

ag + at + -+ a,t"
1+ byt + -+ byyt™

B () = (16)

stopnia n > 0 (licznik) oraz m > 0 (mianownik), ktéra sie zgadza z funkcjg f(t)
i jej pochodnymi w x = 0 do najwyzszego mozliwie rzedu, tj.
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Pmn(o) = f(O),
P’mn(o).= f’(O), (17)

Ban™(0) = fm(0).

Rysunek 3 przedstawia aproksymanty Padégo dla funkcji k(t).

Rysunek 3. Wykresy funkcji k(t) dla modelu Solowa-Swana
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Gorna krzywa zostata uzyskana dla aproksymant Padégo dla funkgji k(t). Dolna krzywa zostata uzyskana z ana-
litycznej postaci k(t). Czas charakterystyczny t, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami aproksymaciji k(t)
i funkgji k(t) jest rzedu 5% wynosi 40,43. Warto$¢ funkgji k(t) dla t = 7 jest réwna 5,78.

Zrédio: opracowanie wiasne.

Innym sposobem aproksymaciji funkcji jest metoda iteracyjna. W tej metodzie
dzielimy interesujgcy nas przedziat dla ktérego chcemy aproksymowac funkcje
na n przedziatéw o diugosci At. Nastepnie bierzemy kilka pierwszych wyrazéw
z rozwinigcia w szereg funkgji k(t) i uzywamy ich do aproksymowania funkciji
k(t) na kazdym z tych przedziatéw z osobna. Warto$¢ aproksymaciji funkgji k(t)
na koncu danego przedziatu jest jednoczesnie warunkiem poczatkowym aprok-
symaciji funkcji k(t) w nastepnym przedziale. Na rysunku 4 jest przedstawiony
wykres funkcji k(t) dla modelu Solowa uzyskany za pomocg tej metody. Wykres
tej funkcji praktycznie idealnie pokrywa sie z wykresem funkgcji k(t) uzyskanego
metodg analityczna, tj. dolng krzywa na rysunku 3.

Rysunek 4. Wykres funkcji k(t) dla modelu Solowa-Swana
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Krzywa zostata uzyskana metodg iteracyjng. Dlugos¢ przedziatu At jest rowna 5. Przy tworzeniu aproksymacji
zostaty wziete wyrazy z rozwiniecia funkcji k(t) w szereg do drugiego wyrazu wigcznie.
Zrédio: opracowanie wiasne.



402 Przeglad Statystyczny, tom LXV, zeszyt 4, 2018

Celem tego punktu byto zilustrowanie idei rozwiniecia w szereg potegowy
oraz wyprowadzenie parametréw zmiennosci funkcji na wzglednie prostym przy-
ktadzie. Nalezy jednak pamietaé, ze sama metoda jest ogdlna i mozemy jg za-
stosowac dla wyzej wymiarowego uktadu dynamicznego.

3. DWUWYMIAROWY UKtAD DYNAMICZNY
3.1. Rozwiniecie w szereg potegowy
Niech

x=P(x,y),

y=0Q(x,y), (18)

gdzie P,Q € C2.

Naszym celem jest skonstruowanie rozwigzan x(t), y(t) w postaci szeregu
potegowego Taylora przy zadanych warunkach poczatkowych

x(t =ty) = x0,y(t = to) = Yo, (19)

t.j. potoku fazowego ¢.(t = t,) = z(t, z,),z € R?,z = [x,y]".

Q(x,y), ktore determinujg dynamike modelu ekonomicznego. Funkcje P(x,y)
i Q(x,v) sa przynajmniej klasy C!. Rozwiniecia w szereg obu funkcji bedg mia-
ty postac

) = (t)+dx (¢ t)+1 : (t —to)?
R T t=t 07 21dt? - 0
1 d3x 0 (20)
3
+§F (t—tg)*+ -
t=to
i analogicznie
dy 1d?%y
yO =yt) +—=| (t—t)+=—5| (t—1ty)?
dtlie, 2tae?|,_,
1d% ’ (21)
—— (t—tg)3 + .
31dt3

t=f()
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Dla prostoty zastosujmy oznaczenia

k

I (t =ty) (22)

- 1
x(6) = ) et = ()¢ — to)¥, gizie ay(t = t5) =
k=0

i analogicznie

dk
(t)—z Bt = t)(¢ — to) gdzie Bt = t) = X (t= ). (23)

Zapiszmy wyrazenia a i f wykorzystujac funkcje P i Q

ay = x(t = to) = P(x(to), ¥(to)),
a, = k(t = ty) = (PP + P,Q)(to), (24)
az = X(t = ty) = (P?P + P}Q + P P? + P,,Q* + P,Q,P + P,Q,Q +
+2P, PQ) (t)

i dalsze pochodne, oraz

=yt =ty = Q(x(to) Y(to))

Bz = (t = to) = (QxP + Qy Q) (to), (25)
.83 = y(t = tO) = (Q)%Q + QJZ/P + Qxez + nyP2 + QnyQ + QnyP +
+2QxyPQ) (to)

i dalsze pochodne.

Poréwnujac a5 i B5, widzimy, S5 otrzymamy poprzez cykliczng zamiane P — Q,
Px - Qx1 Py - an Pxx - Qxx i Pyy - ny w as.

Wszystkie wspoétczynniki a; i 8; (i = 1,...,n) wyrazajg sie w ten sposob po-
przez pochodne czagstkowe prawych stron uktadu. Wielkosci te sg liczbami
otrzymanymi przez zadanie tych wielko$ci w punkcie poczgtkowym x(t,) = x,,
y(ty) = yo. Gdy prawe strony sg wielomianami uzyskujemy jawne catki szcze-
golne przy zadanych warunkach poczgtkowych.

3.2. Model Mankiwa-Romera-Weila
Rozwazmy teraz model Mankiwa-Romera-Weila (1992)

k = s k®hf — 5.k,

. 2
h = Shkahﬁ - 5hh, ( 6)

gdzie k jest oznaczeniem kapitatu rzeczowego na pracujgcego, h kapitatu ludz-
kiego na pracujgcego, oraz s, 6y i s,, 6, to oznaczenia stopy oszczednosci,
stopy deprecjacji odpowiednio dla kapitatu rzeczowego i kapitatu ludzkiego.
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Pierwszym krokiem jest podstawienie prawych stron uktadu (18) zmiennych
modelux =k,y=nh

P(k, k) = s k“hF — 8k, @
Q(k, h) = sgk®hf — 8,k.

Wybierajagc warunek poczgtkowy uzyskujemy rozwigzania k(t) i h(t) jako
funkcje parametréw modelu s, s, @, B, 6y i 6.

Zdefiniujmy, analogicznie jak w (9), parametry zmiennosci dla kapitatu rze-
czowego i kapitatu ludzkiego: tempo wzrostu Hy, H,, przyspieszenie q, qp, Zryw
Jx» Jn i kolejne parametry.

Wykresy zaleznosci k(t) i h(t) zadanych w postaci szeregéw potegowych oraz
funkcji charakteryzujgcych ich zmiennos¢ H,, Hy, Qi qn, jx, jn. | dalsze przedsta-
wiajg rysunki 5, 6 i 7. Rysunki zostaty zrobione dlaa =1/3, 8 = 0,25, s, =0,2,
s, =01, 8§ =005, §,=0,05 i dla warunku poczatkowego k(t,) =k, =10
i h(ty) = hy =1, gdzie t, = 0.

Rysunek 5. Wykresy funkcji k(t) i h(t) dla modelu Mankiwa-Romera-Weila

k(1) h(t)
[ { = -
00— ' 4t
I
8t
:‘ ol _—
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4t )
N 5 10 15 20 \25 30
2t
I
| . _al
5 10 15 20 25 30

Dolne krzywe zostaty uzyskane z rozwiniecia potegowego k(t) i h(t) dla pierwszych 5 wyrazéw. Gérne krzywe
zostaty uzyskane z numerycznej postaci k(t) i h(t) uzyskanej poprzez numeryczne rozwigzanie réwnan (41)—(42).
Czas charakterystyczny t dla ktérego réznica pomigdzy warto$ciami aproksymacji funkcji, a dang funkcji jest rzedu

5% dla k(t) wynosi 13,68, a dla h(t) wynosi 12,35. Warto$¢ funkcji k(t) dla t = 7 jest réwna 10,20, a dla funkcji
h(t) jest réwna 2,90.

Zrédio: opracowanie wiasne.

Rysunek 6. Wykresy funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji k(t),
dla modelu Mankiwa-Romera-Weila
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Zrédio: opracowanie wiasne.
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Rysunek 7. Wykresy funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji h(t),
dla modelu Mankiwa-Romera-Weila
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Zrédto: opracowanie wiasne.

Reasumujac, szeregi sg okreslone nastepujgco

. |
i 3t

1 1
k(t) = k(ty) + Hy oAt + EQk,ong,o(At)z + g]'k,oI'Ii:’,o(At)3

i analogicznie

+—ls Hio(AD)* + -
24 k,04%k,0

1 1
h(t) = h(ty) + Hp oAt + ECIh,on%,o(At)z + g]'h,oH?l,o(At)s

1
+ ﬁsh,oH;;o(At)“ + .

(29)

gdzie indeksem ,0” oznaczamy wielkos$c¢ ilekro¢ odnosi sie ona do danej chwili,

ktéra zadaje warunek poczatkowy.

Wartos¢ wspotczynnikéw powyzszych rozwinie¢ kolejno w rzedach Hy,
(i odpowiednio Hj, o) uzyskamy na podstawie wartosci liczonych dla uktadu (20)
i (21) przy zadanym warunku poczgtkowym. Beda to funkcje parametréow mo-

delu.

W uzyskania lepszej zbieznosci szeregu potegowego wykorzystamy aprok-
symanty Padégo. Rysunek 8 przedstawia aproksymanty Padégo dla funkcji k(t)

i h(t).
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Rysunek 8. Wykresy funkcji k(t) i h(t) dla modelu Mankiwa-Romera-Weila
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Gorne krzywe zostaty uzyskane dla aproksymant Padégo dla funkcji k(t) i h(t). Dolne krzywe zostat uzyskane
z numerycznej postaci k(t) i h(t) uzyskanej poprzez numeryczne rozwigzanie uktadu réwnan (26). Czas charakte-
rystyczny t, dla ktérego réznica pomiedzy warto$ciami aproksymaciji funkcji, a dang funkcji jest rzedu 5% dla k(t)
wynosi 27,99, a dla h(t) wynosi 64,59. Warto$¢ funkgcji k(t) dla t = 7 jest réwna 11,39, a dla funkgji h(t) jest réowna
7,11.

Zrédto: opracowanie wiasne.

4. ESTYMACJA PARAMETROW MODELU WZROSTU NA TRAJEKTORIACH
W OTOCZENIU STANU STACJONARNEGO

Mankiw i inni (1992) wykorzystali egzogeniczne modele wzrostu do empirycz-
nego badania wzrostu gospodarczego. Pokazali oni jak dochdd na pracujgcego
zalezy od stopy wzrostu populacji i akumulacji kapitatu fizycznego oraz bez kapi-
tatu ludzkiego i z akumulacjg kapitatem ludzkiego. Przy zatozeniu, ze gospodar-
ka znajduje sie w stanie stacjonarnym, rozwigzania dla k i h w stanie stacjonar-
nym zostaty podstawione do funkcji produkgciji i otrzymano

Y +
ln% = [nA(0) + gt —%ln(n +g+9) +ﬁlns,(
B (30)

+———Insy.

l1—a-p

Jednakze interesujgcym bytoby estymowanie parametrow modelu na Sciez-
kach (trajektoriach) innych niz $ciezka zréwnowazonego wzrostu. Romer (2000,
s. 40—41) rozwaza jak szybko wystepujg efekty zmiany, np. stopy oszczednosci,
w modelu Solowa-Swana. W tym celu postuguje sie liniowym przyblizeniem
wokét rownowagi dtugookresowej. Co wiecej pokazuje, ze charakterystyczny
czas zblizania sie gospodarki do $ciezki zrbwnowazonego wzrostu moze wyno-
si¢ kilkanascie lat. Dlaczego ma sens rozwazanie trajektorii wzrostu, nie bedgce
sciezkami zrownowazonego wzrostu i ocena parametrow modelu w takiej sytua-
cji. Przedstawiona w poprzednim punkcie metoda otrzymania rozwigzan uktadu
réwnan rozniczkowych w postaci rozwiniecia w szereg potegowy moze by¢ wy-
korzystana do empirycznej analizy dynamiki wzrostu poza stanem stacjonarnym.
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Rozwazmy sytuacje ogdélng gdy model teorii wzrostu jest prezentowany przez
z jedno lub wyzej wymiarowy uktad dynamiczny, ktérego prawe strony zawieraja
parametry. W szczegdlnosci moze to to by¢ model Solowa-Swana lub Mankiwa-
Romera-Weila. Gdy model jest dany pod postacig uktadu dynamicznego (1),
mozemy znalez¢ rozwigzania tego ukfadu réwnan, za pomocg powszechnie
znanych metod numerycznych. Rozwigzania te sg iloSciowo i jakosciowo zalez-
ne od parametrow modelu.

Zatozmy, ze mamy teoretyczny opis obserwabli 0, np. dochdd na pracujgcego.
Niech ten opis bedzie zalezny od zmiennych stanu np. kapitat rzeczowy na pra-
cujgcego, ktdére sg opisywane przez uktad dynamiczny. Z kolei te zmienne stanu
sg wyrazone przez szereg potegowy otrzymany metoda przedstawiong w po-
przednim punkcie. Wtedy zmiana wartosci parametréw modelu powoduje zmia-
ne rozwigzania uktadu dynamicznego i w konsekwencji zmiane wartosci teore-
tyczne obserwabli 0.

Niech O,ps; 0znacza i-ty pomiar wielkosci O z btedem pomiaru p;, a Oeor;
oznacza teoretyczng wartoS¢ wielkosci O odpowiadajgcg pomiarowi Ogps;. Za-
t6zmy dodatkowo, ze statystyka obserwabli O jest dana przez rozktad y?. Wtedy

- 0 -0 2
E i bs,i
X2 ( teorlp' 0 Sl) ) (31)
i

i=1
gdzie N to liczba pomiaréw. Wartosé funkcji wiarygodnosci jest wtedy dana
przez nastepujgce wyrazenie

L=e X2 (32)

Argumentami funkcji L sg wartosci parametrow, ktére estymujemy. W naszym
przypadku sg to parametry modelu. Wartosci parametréw modelu majg najwiek-
szg wiarygodnos¢ w maksimum funkcji L. Do obliczenia tych wartosci parame-
trow wykorzystujemy metody numeryczne.

Btedy w estymowanych wartosci parametrow przy poziomie ufnosci p% uzy-
skujemy, poprzez znalezienie takich przedziatéw wartosci argumentéw funkc;ji L,
dla ktorych objetos¢ funkcji wiarygodnosci ograniczona tymi przedziatami wynosi
dokfadnie p% catkowitej objetosci funkcji L. W tym przypadku najczesciej uzywa
sie metod Monte Carlo do wyznaczenia tych przedziatéw.

5. WNIOSKI

W pracy rozwazamy modele wzrostu gospodarczego opisane réwnaniem lub
uktadem rownan rézniczkowych z ciggtym czasem. Réwnania te stanowig zto-
zony nieliniowy uktad dynamiczny, dla ktérego nie mozna poda¢ jawnych roz-
wigzan (poza réwnaniem modelu Solowa-Swana).
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Nasze podejscie do problemu jest pragmatyczne i polega na konstrukcji rozwia-
zania w postaci szeregu potegowego, ktdrego wspotczynniki sg okreslone przez
wielkosci kinematyczne ewolucji funkgcji kapitatu rzeczowego lub kapitatu rzeczo-
wego i ludzkiego. Motywacjg dla takiego postawienia problemu jest proba wyjscia
poza $ciezke zréwnowazonego wzrostu. Do tej pory rozwiniecie w szereg Taylora
dokonywano w otoczeniu punktu krytycznego i ograniczano sie do jej czesci linio-
wej przyjmujac, ze taka aproksymacija jest dos¢ wiarygodna (Romer, 2000).

Naszym celem byto dokonanie rozwiniecia w dowolnym punkcie przestrzeni
fazowej, nie tylko wokét Sciezki zrownowazonego wzrostu. PokazaliSmy tez
przedstawiong w pracy metode mozna uogélni¢ na przypadek modelu wzrostu
gospodarczego z dowolng liczbg zasobdw réznych rodzajow kapitatow.

Zastosowanie metody aproksymant Padégo pozwala na uzyskanie lepszej
zbieznosci szeregu potegowego. Szeregi po tej aproksymacji dobrze odtwarzajg
trajektorie modelu.

Prawe strony ukfadu dynamicznego zawierajg parametry modelu. Wartosci tych
parametréw sg estymowane na $ciezce zrownowazonego wzrostu, tj. w stanie
stacjonarnym uktadu, co odpowiada zerowaniu sie prawych stron uktadu. Alterna-
tywnym podejSciem jest przedstawiona w pracy metoda, pozwalajgca na dyna-
miczng estymacje tych parametrow dla uktadu, ktéry nie znajduje sie w stanie
diugookresowej rownowagi. Majgc obserwable np. dochdd na pracujgcego oraz
zmienne stanu wyrazone w postaci rozwiniecia w szereg potegowy, wartosci pa-
rametrow mogg by¢ estymowane metodg najwiekszej wiarygodnosci.
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DODATEK

Ponizej zostaty pokazane obliczenia dla modelu Solowa-Swana i modelu
Mankiwa-Romera-Weila z wykorzystaniem programu do obliczen symbolicznych
Mathematica. Przedstawione sg rozwigzania w postaci szeregéw potegowych
i aproksymant Padégo.

A.1. MODEL SOLOWA-SWANA

Rozwazmy model Solowa-Swana. Na poczatku zaktadamy wartosci parame-
trow tego modelu

a=1/3;
o =0.2;
6 = 0.05;

Definiujemy nastepnie uktad dynamiczny
k'[t_] = ok[t]* — 6k]t];

Liczymy g kolejnych pochodnych funkcji k(t)
g =11;
ktable = Table[D[k'[t],{¢t,i}],{i, 0,9 — 1}];
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Definiujemy At
At[t_] =t — t0;
Ustalamy warunek poczgtkowy

t0 = 0;
k[t0] = 1;

Definiujemy funkcje H(t), q(t), j(t), s(t) i L(t)

H[t.] = iktable[[u];

N0)
qlt_1= W;(t)zktable[[z]];
jlel = Wktable[w]];
s[t_] = Wktable[[ll]];
-] = mktable[[S]];

Wprowadzamy definicje rozwinigcia funkcji k(t) dla pierwszych 5 wyrazéw
i tworzymy wykres tego rozwiniecia i dla poréwnania definiujemy funkcje k(t)
w postaci analitycznej i rysujemy jej wykres (zob. rysunek 2)

k2[t_] = 1 + H[tO]At[t] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z + %j[tO]H[t0]3At[t]3
+ %s[tO]H [to]*At[t]* + Flo I[t0]H[t0]>At[¢]5;

z) 1/(1-a) .

k3[t_] = ((k[to]l—a _ %) e_(l_a)& N : ,

k[t_] = k3[t];

kkl = Plot[{k3 [t], k2[t]}, {t, 0,30}, AxesLabel — {"t”,"k(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]

Liczymy czas charakterystyczny, dla ktorego réznica pomiedzy wartosciami
aproksymaciji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy wartosé funkcji k(t) dla
tego czasu
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. k3[¢] —k2[t]
r = FindRoot —en 0.05,{t, 1}|[[1,2]]
k3[r]
15.4803
3.28386

Rysujemy dodatkowo wykresy dla funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) (zob. ry-
sunek 1)

Plot[H|[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”"H(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[q[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”q(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[j[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,"j(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[s[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”,”s(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[l[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”1(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Sprawdzamy jakiego rzedu sg réznice pomiedzy funkcjg k(t), a rozwinieciem
funkgiji k(t), ktora jest urywana kolejnona 1, 2, 3,4 i 5 wyraziedlat =5
k2[t_] = 1 + H[t0]At[t];
k3[5] — k2[5]
bs | ————
k3[5]

k2[t_] = 1 + H[tO]At[t] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z;

3151 = k2[5]
S[ K3[5] ]

k2[t_] = 1 + H[tO]At[t] + %q[tO]H[tO]zAt[t]Z + %j[tO]H[tO]3At[t]3;

b k3[5] — k2[5]
S[ K3[5] ]

k2[t_] = 1 + H[tO]At[¢] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z + %j[tO]H[t0]3At[t]3 +

+ %s[tO]H [t0]*At[t]%;
k3[5] — k2 [5]]

Abs[ K3[5]
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k2[t_] = 1 + H[tO]At[¢] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z + %j[tO]H[t0]3At[t]3 +

+ % s[tO]H[t0]*At[t]* + L I[t0]H[t0]>At[¢]5;

120
K3[5] — k2[5]
S[ K3[5] ]

0.00857183
0.00913224
0.0021787
0.000536339
0.000160179

Definiujemy aproksymanty Padégo B,,,

Clear[a, b]
n=2;
m=2;
Sumlali]t*,{i,0,n}]
1 + Sum([bli]t4, {i,1,m}]’

Plt_] =

Liczymy kolejne pochodne z aproksymant Padégo i definiujemy tablice para-
metrow
Ptable = Table[D[P][t], {t, i}],{i,0,n + m}];
ParameterTable = Flatten[{Table[a[i], {i, 0, n}], Table[b[i], {i, 1, m}]}];

Przyréwnujemy warunek poczatkowy i kolejne pochodne aproksymant
Padégo z warunkiem poczatkowym i kolejnymi pochodnymi funkcji k(t) tworzac
uktad rownan i rozwigzujemy go.

Clear[a, b]

t = t0;

parameters = Solve[Flatten[{Ptable[[1]] == k[t0],

Table[Ptable[[i]] == ktable[[i - 1]], {i,2,n + m + 1}]}], ParameterTable];
Clear[t]

parameters2 = ParameterTable/. parameters[[l]];

For[i =1,i <m,i+ +,

b[i] = parameters2 [[l +n+ 1]]];

Wypisujemy posta¢ aproksymant Padégo z wyliczonymi parametrami i rysu-
jemy wykres, dla poréwnania rysujemy tez funkcje k(t) z jej postaci numerycz-
nej (zob. rysunek 3)
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P[t]

Plot[{k3][t], P[t]}, {t, 0,100},

AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”, "k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
1.40.202891¢ + 0.00980773t>

1+ 0.0528912t + 0.000624055¢2

Liczymy czas charakterystyczny, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami
aproksymaciji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy warto$¢ funkcji k(t) dla
tego czasu

. P[] —k3[t]
r = FindRoot T[t] == 0.05,{¢t, 1} [[1,2]]k3[r]
40.4349
5.77967

Znajdujemy aproksymacije funkcji k(t) za pomocg metody iteracyjnej. Jest usta-
lany pierwszy warunek poczgtkowy
t0 = 0;
k[t0] = 1;

Ustalamy diugo$¢ przedziatu At
step = 5;

Wyrazy z rozwiniecia w szereg funkcji k(t) sa brane do drugiego wyrazu
wigcznie.

function = Table[0, {i, 1,40}];
For[i = 1,i <40,i+ +,

H[t_] = ﬁktable[[l]];
1
q [t_] W ktable[[Z]];

k2[t_] = k[t0] + k[tO]H[tO]At[t] + %k[tO]q[tO]H [t0]%At[t]?;
function[[i]] = k2[t];
fig[i] = Plot[function[[i]], {t, step = i — step, step * i}];

Wartos$¢ aproksymaciji funkciji k(t) na kohcu danego przedziatu jest jednocze-
$nie warunkiem poczatkowym aproksymaciji funkcji k(t) w nastepnym przedziale.
t0 = step * i;
k[t0] = k2[t0];

Rysujemy wykres aproksymacji funkciji k(t) (zob. rysunek 4)
figl = Table[fig[i], {i, 1,40}];
Show([fig1, PlotRange — {{0,200}, {0,8}}, AxesOrigin — {0,0}.
AxesLabel - {"t”,”k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
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A.2. Model Mankiwa-Romera-Weila

Rozwazmy teraz model Mankiwa-Romera-Weila. Na poczatku zaktadamy
wartosci parametrow modelu Mankiwa-Romera-Weila

a=1/3;
B = 0.25;
sk =0.2;
sh = 0.1;
6k = 0.05;
6h = 0.05;

Definiujemy nastepnie uktad dynamiczny

k'[t_] = skk[t]*h[t]? — 8kk][t];
h'[t_] = shk[t]%h[t]? — Shh[t];

Liczymy g kolejnych pochodnych funkcji k(t) i h(t)

g =6

ktable = Table[D[k'[t],{¢t,i}],{i, 0,9 — 1}];

htable = Table[D[h'[t], {t,i}],{i,0,g — 1}];
Definiujemy At

At[t_] =t —t0;
Ustalamy warunki poczatkowe

t0 = 0;
k[t0] = 10;
h[t0] = 1;

Definiujemy funkcje H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji k(t) i h(t)

HK[t_] = ﬁktable[[l]];

gK[t_] = Wll([t]zktable[[z]] ;
jK[t_] = mktable[[ﬂ];
sK[t_] = Wktable[m]];
IK[t_] = ;ktable[[S]] ;

" k[t]HK[t]®
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HH[t_] = ﬁhtable[[l]];
1
qH[t_] = Whtable[[Z]],
. 1
]H[t_] = Whtable[[ﬂ],
1
SH[t_] = Whtable[[‘l-]],
lH[t_] = Whtable[[S]],

Rozwigzujemy uktad dynamiczny i znajdujemy numeryczng posta¢ funkciji
k(t)ih(t)

k3 = NDSolve[{k1'[t] == skk1[t]*h1[t]? — 8kk[t], h1'[] =
= shk1[t]*h1[t]f — 8hlk1[t0] == 1,h1[t0] =
= 1}, {k1[t], h1[¢]}, {t, 0,100}];

k[t_] =k3[[1,1,2]];

h[t_] =k3[[1,2,2]];

Wprowadzamy definicje rozwiniecia funkcji k(t) i h(t) dla pierwszych 5 wyra-
zbéw i tworzymy wykresy tego rozwiniecia i dla poréwnania rysujemy tez funkcje
k(t) i h(t) z jej postaci numerycznej (patrz rysunek 5)

k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[t0]At[¢t] + @qK[tO]HK[tO]Z At[t]?
+ T jopmkeof aue? + 20 skeolkfrofaie)
+ % IK[tO]HK[t0]At[t]*;

h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[t0]At[t] + @qH[tO]HH[w]z At[t]?
+ "B pcopmmicoracter® + o st lHHRO ]
+ %IH[tO]HH[tO]SAt[tF;

Plot[{kl [t]/.k3,Kk2[t]}, {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t","k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]

Plot[{hl[t]/. k3, k2[t]},{t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t","h(1)"}, AxesStyle — Directive[16]]

Liczymy czas charakterystyczny, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami
aproksymaciji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy warto$¢ funkcji k(t) dla
tego czasu i analogicznie robimy dla funkcji h(t)
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[(k1[t]/.k3) — k2[t]

rk = FindRoot | KI[]/13 ==0.05, {¢, 15}: [[1,2]]
k4[t_] = k1[¢]/. k3[[1]];
k4[rk]

[(h1[t]/.k3) — h2[t] ]
BGGAS == 0.05,{t, 15}_ [[1,2]]
h4[t_] = h1[¢]/.k3[[1]];

h4[rh]

13.6823

10.2001

12.3478

2.90145

rh = FindRoot

Rysujemy dodatkowo wykresy dla funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji
k(t) i h(t) (zob. rysunki6i 7).

Plot[HK[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”, "H(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[qK[t],{t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,"q(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[jK[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, PlotRange — {—10000, 10000}, AxesLabel
- {"t","j(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
Plot[sK[t],{t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, PlotRange — {—0.00, 10000}, AxesLabel
- {"t","s(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
Plot[lK[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, PlotRange — {—107,107}, AxesLabel
- {"t","1(t)"}, AxesStyle - Directive[16]]
Plot[HH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”H(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[qH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”,”q(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[jH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”j(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[sH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”,”s(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[lH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”1(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]

Sprawdzamy jakiego rzedu sg réznice pomiedzy funkcjg k(t), a rozwinieciem
funkciji k(t), ktéra jest urywana kolejno na 1, 2, 3, 4 i 5 wyrazie dla t = 5 i analo-
gicznie robimy dla funkcji h(t)
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[tO]At[t];
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k2[5] — ka[5]]
Abs _—k4[5] -
k[t0]
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[t0]At[¢] + —— qK[tO]HK[t0]2At[t]?;
1, [K2151 = K415]]
ST kBT
K2[t_] = k[t0] + k[O]HKIEO]Ate] + L)

2
+ @jK[tO]HK[tOF; At[t]3;

k2[5] — k4[5]
Abs [—k4[5] ]
k[t0]
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK][tO]At[t] + TqK[tO]HK[tO]ZAt[t]Z
k[t0] k[t0]

gK[tO]HK[t0]?At[t]?

+ e jK[tO]HK[t0]3At[t]® + —1 sK[tO]HK[t0]*At[t]*;

Abs [kZ [5] — k4[5]]

k4[5]
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[tO]At[t] + @q}([tO]HK[tO]ZAt[t]2

+ @jl{[to]HK[toFAt[t]3 + kgtf]

k[t0]

-_— 5 5.
+ 120 IK[tO]HK[tO]>At[t]>;

o [kZ[S] - k4[5]]

k4[5]
0.0207228
0.00499659
0.00135485
0.000463457
0.000187715

k2[t_] = h[t0] + R[tO]HH[tO]At[t];
Ab [k2[5] — h4[5]]
|7 haps] |
h[t0]
k2[t_] = h[t0] + A[tO]HH[tO]At[t] + TqH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z;
A 'h2[5] — h4[5]]
|7 naz] |
h[t0]
h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[tO]At[t] + TqH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z

+ @jH[tO]HH[tOP;At[tP;

b h2[5] — h4[5]
o

sK[tO]HK[t0]*At[t]*
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h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[tO]At[t] + @qH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z

+ @jH[tO]HH[tOPAt[t]3 + hgf]

A [h2[5] - h4[5]]

sH[tO]HH[t0]*At[t]%;

h4[5]
h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[tO]At[t] + @qH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z
+ @ jH[tO]JHH[t0]3At[t]® + hgtf] sH[tO]HH[t0]*At[¢t]*
h[t0]
+ WIH[tO]HH[tO]SAt[t]S;
bs [h2[5] - h4[5]]
h4[5]
0.00719499
0.00817631
0.00333967
0.00124207
0.00050932

Teraz definiujemy aproksymanty Padégo P,,, dla funkcji k(t)

Clear[ak, bk]

n= 2;
m=2;
PK[t_] = Suml[ak([i]t*, {i, On}]

= T Sumbk[i]t", (L m}]’

Liczymy kolejne pochodne z aproksymant Padégo i definiujemy tablice para-
metrow

Pktable = Table[D[PK[t], {t,i}], {i, 0,n + m}];
Parameterktable = Flatten[{Table[ak[i], {i, 0, n}], Table[bK[i], {i, 1, m}]}];

Przyrownujemy warunek poczatkowy i kolejne pochodne aproksymant Padégo
z warunkiem poczatkowym i kolejnymi pochodnymi funkcji k(t) tworzac ukiad
réwnan i rozwigzujemy go

Clear[ak, bk]
t = t0;
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kparameters = Solve [Flatten [{Pktable[[l]] =
= K[t0], Table [Pktable 11 =

= ktable[[i — 1]], {i,2,n+m+ 1}”}] , Parameterktable] ;
Clear(t]
kparameters2 = Parameterktable/. kparameters[[l]] ;
For [i =0,i <n,i+ +,ak[i] = kparametersZ[[i + 1]]];
For [i =0,i <m,i+ +,bKk[i] = kparametersZ[[i +n+ 1]]] ;

Wypisujemy postaci aproksymant Padégo z wyliczonymi parametrami i rysu-
jemy wykres i dla poréwnania rysujemy tez funkcje k(t) z jej postaci numerycz-
nej (patrz rysunek 8).

Pk[t]

Plot[{kl[t]/. k3, Pk[t]}, {t, 0,50}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t","k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]

10.+0.384885¢ + 0.0011487t2

1+ 0.0453998t — 0.0005856t2

Procedure powtarzamy dla funkcji h(t)
Liczymy czas
Clear[ah, bh]

n=2;
m=2;
Pht_] = Suml[ahl[il¢%, {i, 0,n}]

1+ Sum[bh[ilt5 {i, 1, m}]’
Phtable = Table[D[Ph([t], {t, i}],{i,0,n + m}];
Parameterhtable = Flatten[{Table[ah[i], {i, 0, n}], Table[bh[i], {i, [, m}]}];
Clear[ah, bh]
t = t0;
hparameters = Solve[Flatten[{Phtable[[l]] =
= h[t0], Table[Phtable[[i]] =
= htable[[i - 1]],{1', 2,n+m= 1}]}], Parameterhtable];
Clear[t]
hparameters2 = Parameterhtable/. hparameters [[1]];
For [i =0,i <n,i+ +,ah[i] = hparametersZ[[i + 1]]];
For [i =1,i<m,i+ +,bh[i] = hparametersZ[[i +n+ 1]]] ;
Ph(t]
Plot[{hl[t]/. k3, Ph[t]}, {t, 0,150}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t”,"h(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
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1.40.245431¢ + 0.0142804t2
14 0.0799877t + 0.000975796t2

charakterystyczny, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami aproksymac;ji k(t)
i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy warto$¢ funkcji k(t) dla tego czasu
i analogicznie robimy dla funkcji h(t)

rk = FindRoot -pk[tl]d[_t]k/l.[lg/ 3 __ 0.05, {¢, 30}] [[1,2]]
k4[t_] = k1[¢]/. k3[[1]];

k4[rk]

rh = FindRoot -ph[t}]ﬂ[_t]h/ll[li]?)/ 3 __ 0.05, {t, 100}] [[1,2]]
h4[t_] = h1[t]/.k3[[1]];

h4[rh]

27.9902

11.3915

64.5924

7.11031

METODA WYZNACZANIA TRAJEKTORII W OTOCZENIU
ROWNOWAGI DLUGOOKRESOWEJ W NEOKLASYCZNYCH MODELACH
EGZOGENICZNEGO WZROSTU GOSPODARCZEGO

Streszczenie

Rozwazamy model wzrostu gospodarczego w postaci autonomicznego ukfadu
dynamicznego. Pokazujemy metode wyznaczania trajektorii w otoczeniu dtugo-
okresowej rownowagi w wybranych neoklasycznych modelach egzogenicznego
wzrostu gospodarczego. W ogdlnoSci ta metoda ma przede wszystkim zastoso-
wanie do modeli, ktére nie posiadajg jawnych rozwigzan. Proponujemy 0géing
metode znajdowania rozwigzan dowolnie wymiarowego uktadu dynamicznego
reprezentujgcego model wzrostu gospodarczego w postaci szeregu potegowego.
W tym celu rozwijamy funkcje stanu w szereg potegowy Taylora w otoczeniu
stanu poczgtkowego. Wspofczynniki tego rozwinigcia reprezentujg parametry
zmiennos$ci wielkoSci stanu uktadu takie jak tempo wzrostu, przy$pieszenie,
zryw, itd. Sg one liczone algebraicznie (Mathematica) z postaci wyj$ciowego
uktadu dynamicznego. W pracy podajemy metode znajdowania rozwigzan dla
uktadoéw jednowymiarowych i dwuwymiarowych. Jako przyktady rozwazamy
modele Solowa-Swana i Mankiwa-Romera-Weila. W pracy stosujemy metode
aproksymant Padégo dla uzyskania lepszej zbieznosci szeregu potegowego.
Dzieki przedstawionej metodzie uzyskano rozwigzania w postaci szeregu dla
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trajektorii w otoczeniu dtugookresowej rownowagi dwoéch modeli egzogeniczne-
go wzrostu gospodarczego. Pokazano, ze uzyskane rozwigzania dobrze aprok-
symujg Sciezki czasowe, po ktorych osiggana jest dtugookresowa rownowaga.
Wskazano réwniez mozliwo$¢ estymacji parametrow modelu wzrostu gospodar-
czeqo, dla ktérego uzyskano rozwigzania w postaci szeregu.

Stowa kluczowe: wzrost gospodarczy, uktady dynamiczne, rozwigzania w po-
staci szeregu czasowegdo, przyblizenie Padégo

METHOD OF DETERMINING TRAJECTORIES IN A NEIGHBOURHOOD
OF LONG-RUN EQUILIBRIUM IN NEOCLASSICAL MODELS
OF EXOGENOUS ECONOMIC GROWTH

Abstract

We consider economic growth models in the form of dynamical systems. We
show a method of determining trajectories in a neighbourhood of a long-run
equilibrium in some neoclassical models of exogenous economic growth. This
method is applied primarily to these models which in general have no analytical
solution. We propose the general method of finding solutions of arbitrarily di-
mensional dynamical system in the form of power series. We expand the state
function in Taylor's series in the neighbourhood of the initial state. The coeffi-
cients of expansion represent the parameters of the variation of the state of the
system and are calculated algebraically in Mathematica. We present the method
of finding solutions for the Solow-Swan model and the Mankiw-Romer-Weil
model. We use also the Padé aproximant method to obtain a better convergence
of the power series. This method allows to obtain a solution in the form of a se-
ries for trajectories in a neighbourhood of a long-run equilibrium in two models of
exogenous economic growth. We show that obtained solutions are a good ap-
proximation of time paths, along which the long-run equilibrium is reached. We
show a possibility of estimation of model parameters for which solutions in the
form of series are known.

Keywords: economic growth, dynamical systems, power series solutions,
Padé approximant





